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■❢ ②♦✉ ✇❛♥t ②♦✉ ❝❛♥✳



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ♠❛rq✉❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ♠❛ ✈✐❡✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ✐❝✐
t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t❡ ♦✉ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ♣♦✉r ❛❝❝♦♠✲
♣❧✐r ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ♣r♦❥❡ts ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ♠❛ ✈✐❡✳

❏❡ t✐❡♥s ❛✈❛♥t t♦✉t à ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ♣r♦❢♦♥❞❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ à ▼♦♥s✐❡✉r ❧❡ ♣r♦❢❡s✲
s❡✉r ▼♦❤❛♠❡❞ ❚♦✉❛❤r✐❛✱ q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦✉s s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❏❡
❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ❧✬❛✐❞❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ t♦✉❥♦✉rs ❛♣♣♦rté✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ♣♦✉r s❛
❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té✱ s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ❡t s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✳

❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r ▼♦♥s✐❡✉r ❋❛r✐❞ ◆♦✉✐♦✉❛ ▼❛✐tr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s à ❧✬✉♥✐✲
✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦r❞❥ ❇♦✉ ❆rr❡r✐❞❥✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❝♦✲❡♥❝❛❞ré t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❏✬❛✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛♣♣ré❝✐é s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t s❛ ❣❡♥t✐❧❧❡ss❡ ❡t s✉rt♦✉t s♦♥ ❛✐❞❡
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ❙❡s ❝♦♥s❡✐❧s ❡t s✉❣❣❡st✐♦♥s ♠✬♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✐❞é à ✜♥❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ▼♦♥s✐❡✉r P❛s❝❛❧ ▲♦r❡♥③✱ Pr♦❢❡ss❡✉r à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❍❛✉t❡
❆❧s❛❝❡✱ ❋r❛♥❝❡✱ ❡t ♠♦♥s✐❡✉r ❉❥❛❛❢❛r ●❛❜❡r✱ ♠❛✐tr❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s à ❯❚❇▼✱ ❧✬✉♥✐✲
✈❡rs✐té ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❇❡❧❢♦rt✲▼♦♥t❜é❧✐❛r❞✳ P♦✉r ❧❡ s♦✉t✐❡♥ ❡t ❧✬❛✐❞❡ q✉✬✐❧s ♠✬♦♥t
❛♣♣♦rté✳
❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r très ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❥✉r② ♣♦✉r ❧✬✐♥térêt q✉✬✐❧s
♦♥t ♣♦rté à ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ Pr ❑❤❛❜❛❜❛ ❆❜❞❛❧❧❛❤ q✉✐ ♠❡ ❢❛✐t ❧❡ ❣r❛♥❞ ❤♦♥♥❡✉r ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❧❛
♣rés✐❞❡♥❝❡ ❞✉ ❥✉r②✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ Pr ❆❜❞❡❧❤❛❦ ❇♦✉❜❡tr❛ ❡t Pr ❆❜❞❡❧❦r✐♠ ❆♠✐r❛t q✉✐ ♦♥t ❛❝❝❡♣té
❞❡ ❥✉❣❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞✬② ❛♣♣♦rt❡r ❧❡✉rs ❝❛✉t✐♦♥s✳
▼✐❧❧❡ ♠❡r❝✐s à ♠♦♥ ♣èr❡✱ ♠❛ ♠èr❡✱ ♠❡s ❢rèr❡s ❡t ♠❡s s♦❡✉rs q✉✐ ♠✬♦♥t s♦✉t❡♥✉ ❞❛♥s
❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✐✣❝✐❧❡s✳

✶



❘és✉♠é ✿

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ét✉❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝✲
t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉ ❡t ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❙❊❉ ✢♦✉ ✭❙❊❉❋✮✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉ ✢♦✉✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐sé ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ ❝❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛♥t✐✜❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ ❡t ❞♦♥♥❡♥t
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐✲
❧✐té ✢♦✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✢♦✉✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱
❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♠♦t✐✈é à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋ ❛♣♣❡❧é❡ ✧❛♣♣r♦❝❤❡ ✈é✲
r✐✜❝❛t❡✉r✧✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡♥tré❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝❛❞r❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ❛✉
❝❛❞r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳
▼♦ts ❝❧é ✿ ❙②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭❙❊❉✮✱ ❉✐❛❣♥♦st✐❝✱ Pr♦♥♦st✐❝✱ ❉✐❛❣♥♦st✐✲
❝❛❜✐❧✐té✱ Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ ❙②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s ✭❙❊❉❋✮✳

❆❜str❛❝t ✿

❚❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♥s✐❞❡rs ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r❡✲
❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❉❊❙ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❢✉③③② ❉❊❙ ✭❋❉❊❙✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✐♥
❢✉③③② ❉❊❙s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢✉③③② ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❋❉❊❙s ❜②
✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❀ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣r❡❞✐❝✲
t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❢❛✉❧t ❡✈❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥
❢❛✉❧t ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉③③② ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❛♥❞
❢✉③③② ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉③③② ❞✐❛❣♥♦s❡r✳
❚❤❡ ♠❛❥♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉r ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐ts ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❀ t❤✐s
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✺✳✶ ❙②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉ G̃ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽
✺✳✷ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃✳✭❜✮ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✺✳✸ ❙②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts G1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✼



✺✳✹ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉ G1✳✭❜✮ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✺ ❙②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ✢♦✉ G̃2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✺✳✻ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2✳✭❜✮ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à

❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✼ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2✳✭❜✮ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à

❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✽ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2✳✭❜✮ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à

❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✺✳✾ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2✳✭❜✮ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ✭❝❛s❡ ✸✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✶✵ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❛♥✐♠❛❧ ❬✶✹❪ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❙❊❉❋ G̃3✳✶✵✷
✺✳✶✶ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃3✳✭❜✮ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r

r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✶✷ ✭❛✮ ▲❡ ❙❊❉❋ G̃4✳✭❜✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃4 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t

✢♦✉ h̃✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✺✳✶✸ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ ❞❛♥s G̃4✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❡s s②stè♠❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s très ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❢❛✲
❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✮✱ ❝❡tt❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐t ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥t✉✐t✐✈❡s ✉t✐✲
❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡✉r ét✉❞❡✱ ❧❡✉r ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❡t ❧❡✉r ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥❛❞❛♣té❡s✳ ❆
❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❢❛✉t❡ ✭♦✉
♣❛♥♥❡✮ s✉r✈✐❡♥♥❡ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳ P❧✉s ❡♥❝♦r❡✱ q✉❡❧q✉❡s ❢❛✉t❡s ♣❡✉✈❡♥t
♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts très ❣r❛✈❡s ❝❛✉s❛♥t ❞❡s ♣❡rt❡s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ♦✉ ❤✉♠❛✐♥❡s✳
❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ❧❛
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡t é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡✉r
❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s à é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭❙❊❉✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡
❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ❜❡s♦✐♥s
♣r❡ss❛♥ts✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✱ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝✱ ❧❡ t❡st ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❞❡s s②stè♠❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳

✶✲ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

▲❡s s②stè♠❡s ❛❝t✉❡❧s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❡①✐❣❡❛♥ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❛✉t♦♥♦♠✐❡✳ ❯♥❡
♥♦t✐♦♥ ❝❧é ❞❛♥s ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♥♦♠✐❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st s❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té
❬✻✸✱ ✹✶✱ ✻✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t ✶ ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐ ❞❡ s♦♥ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡
s✬❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ P❛r❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st très ❝♦ût❡✉①
❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❛♣rès ✉♥❡ ♣❛♥♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥❡
♣r♦♣r✐été ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❛✈❡❝
❝❡rt✐t✉❞❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❢✉t✉r❡s ❞❡ ❢❛✉t❡s✳

▲❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ❙✐ ❧❡ ❞é✲
❢❛✉t ♦✉ ❧❛ ❢❛✉t❡ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré✈❡♥✉ ❡t ♣❡✉t
❞é❝✐❞❡r ❞✬❛rrêt❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♦✉ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s ♣ré✈❡♥t✐✈❡s✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝✲
t✐❜✐❧✐té ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
tr❛✈❛✐❧ tr❛✐t❛♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t s✐❣♥✐✲
✜❝❛t✐❢ t❡❧ q✉✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts
❞✐s❝r❡ts ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❬✻✷❪✳ ❆♣rès ❝❡❧❛✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été
♣r♦♣♦sés✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✿ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ ✭♣❛tt❡r♥✮

✶✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡s ♠♦ts ✿ ❞é❢❛✉t✱ ❛♥♦♠❛❧✐❡✱ ❢❛✉t❡✱ ❡rr❡✉r ❡t ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s♦♥t s②♥♦♥②♠❡s✳

✾



❬✻✻❪✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és ❬✺✾✱ ✻✼✱ ✸✶✱ ✸✷❪✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❬✷✺✱ ✶✼❪✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts
❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s t❡♠♣♦r✐sé ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s
t❡♠♣♦r✐sés ❬✶✵❪✱ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❜♦r♥é❡ ❬✻✱ ✼✱ ✷✵❪ ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❛❜str❛✐ts ❛✈❡❝ ♣❡✉ ❞✬ét❛ts ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✼✸❪✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s ✭❙❊❉❋✮ ♥✬❛ ♣❛s été ❛❜♦r❞é ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ré❝❡♥t❡s
s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣♦rt❛✐❡♥t s✉r ❞❡s ❙❊❉s ♥♦♥ ✢♦✉ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r ❝❡tt❡ ❧❛❝✉♥❡ ❡t ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉ ✢♦✉s✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉ ✢♦✉s ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❡st ♦♠♥✐♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ✐❧ ❡st r❛r❡♠❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❝♦❤ér❡♥t❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡ ❡t ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐❢s ❬✹✾❪✳ ▲✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞✐✛ér❡♥t❡s
❢♦r♠❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧✬✐♥❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ❧✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡t ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡t ❛♣✲
♣r♦♣r✐és✳
❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s
♦ù✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é✱ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t q✉✐ ✈❛ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❡t ❧✬ét❛t
❝✐❜❧❡ q✉✐ s❡r❛ ❛tt❡✐♥t ❛♣rès ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t é✈é♥❡♠❡♥t s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ✉♥❡ ✈❛✲
❧❡✉r ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s ✉t✐❧✐sés
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r✳ ❈❡tt❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥
❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à ❞❡s ét❛ts ♦ù ✉♥ ét❛t ré❡❧ ❡st ✢♦✉ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♣❧✉s✐❡✉rs
ét❛ts ♥♦♥ ✢♦✉s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ♥❡
❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ét❛ts ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥❝❡r♥❡r ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡
ét❛ts ✿ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✢♦✉❡ ♣❡✉t ❝♦♥❝❡r♥❡r s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦✉♣❧❡s ❞✬ét❛ts
❛②❛♥t ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✐✛ér❡♥ts ❀ ❛✉ss✐ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐✲
❧✐té ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦ù ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❛✉
❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦✉
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❀ ❡t ❡♥✜♥ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❢❛✉t✐✈❡ ❞❡s é✈é✲
♥❡♠❡♥ts ✿ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✉t✐❢ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✳

❈♦♠♠❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❙❊❉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❡t ❧❡s ❙❊❉s
✢♦✉s ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t à ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♥✲
❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✳ ▲❡s ❙❊❉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sés q✉❛♥❞ ♦♥
♥✬❡st ♣❛s sûr ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ à ❡①é❝✉té❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞✉✐t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❡①tr❛✐t❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ s✉✣s❛♠✲
♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧ ❞✉ s②stè♠❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t
❞♦♥♥é✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ é✈é♥❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝✐❜❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❛✈♦✐r ❧✐❡✉✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❙❊❉ ✢♦✉s s♦♥t ✉t✐❧✐sés q✉❛♥❞ ♦♥ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡



❞❡ ❣r❛♥✉❧❛r✐té q✉✐ ❧✬❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡r ❧❡s ét❛ts✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
❞✉ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❝r♦✐sé❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
✢♦✉❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ré❡❧ ✈❡rs ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ ❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✉ st❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♠❛✐s à
✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡✱ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés✱ à ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡s ♥❛t✉r❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❧❡s r❡♥❞❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥❝♦♠✲
♣❛r❛❜❧❡s ❡t ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡✉① ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡
s✐t✉❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡
à ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐st❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✢♦✉❡ ❝♦♥✈✐❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥✳
❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❛ été ❛❝❝♦r❞é❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❛✉①
❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞✉ ❙❊❉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱
✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✻✽✱ ✹✻❪✮ ❡t ❧❛
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✽✱ ✷✺✱ ✶✼❪✮ ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❯♥ ♦✉t✐❧
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡t
♦✉t✐❧ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s
❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❜✐❡♥ ét❛❜❧✐s s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r ♣ré❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐✲
❧✐té ❞❡ ♥♦♥✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡t✴♦✉ ❞❡ ♥♦♥✲❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❊❉❋ s✉✐t ❧✬✐❞é❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦ts ❝♦♠♠❡ s✉❣✲
❣éré ♣❛r ❩❛❞❡❤ ❬✼✻❪ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t
❞❡s ♠♦ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✧❥❡✉♥❡✧✱ ✧♣❡t✐t✧✱ ✧✈✐❡✉①✧✱ ✧❜♦♥✧✱ ❡t ✧❣r❛♥❞✧✱ ❡t❝✳ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❢♦r♠❡ ♣❧✉s à ❧❛
♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✳ ❊①❛❝t❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡
❞✬✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❙❊❉ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐❡✉① tr❛✐tés ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✉
❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠♦ts✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❜✐♦♠é❞❡❝✐♥❡ ❬✸✸❪✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥✈❛✐♥✲
❝❛♥t ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✸✹✱ ✸✸❪✱ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✧❇♦♥✧✱
✧❏✉st❡✧ ❡t ✧▼é❞✐♦❝r❡✧✱ ♦ù ❧✬ét❛t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♣❡✉t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❛♣♣❛r✲
t❡♥✐r à ✧❜♦♥✧ ✱ ✧❥✉st❡✧ ❡t ✧♣❛✉✈r❡✧ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦t ✧P❛t✐❡♥t✬s ❈♦♥❞✐t✐♦♥✧ ✭P❈✮ ✿ PC = x/G+ y/F + z/P
♦ù x, y, z ∈ [0, 1] ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ✧❜♦♥✧✱ ✧❥✉st❡✧ ❡t ✧♣❛✉✈r❡✧✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ♣❛t✐❡♥t ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡
❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r [xyz]✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ ❝♦♥❞✉✐t ▲✐♥ ❡t ❨✐♥❣ ❬✸✹✱ ✸✸❪
à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ✢♦✉s ❡t ❙❊❉ ✢♦✉❡✳ ▲✐♥ ❡t ❨✐♥❣
❬✸✹✱ ✸✸❪ ♦♥t ✐♥✐t✐é ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❙❊❉❋ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❬✼✻❪ ❛✉① s②stè♠❡s
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ♦✉ ♥♦♥ ✢♦✉s ✭❙❊❉s✮ ❬✾❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ré✲
s♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ tr❛✐tés ♣❛r ❞❡s ❙❊❉s ♥♦♥ ✢♦✉s✳ ➚
♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛ été r❡ç✉❡ ♣❛r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❝♦♥❝❡♣ts✱ ♠ét❤♦❞❡s ❡t rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✶✱ ✽✱ ✼✶✱ ✼✺❪ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✺✹✱ ✸✻❪ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❙❊❉❋ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❬✺✹❪ ❡t ❝♦♥trô❧❡ ✜❛❜❧❡ ❬✸✻❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❙❊❉s ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s
❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❱■❍ ✴ ❙■❉❆ ❬✷✷✱ ✷✶✱ ✶✸❪✱



❛✉ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐s❡s ❬✹✷✱ ✹✸❪ ❡t ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❬✸✱ ✺✽✱ ✺✼❪✳ P♦✉r
❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❢❛✉t❡s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✢♦✉❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés
❞❛♥s ❬✶✹✱ ✹✵✱ ✸✺❪✳
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✉ ❙❊❉ ✢♦✉
♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❛
♠é❞❡❝✐♥❡✱ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ré❡❧ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞❡s ❢❛✉t❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧❛
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s✱ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❙❊❉❋✳

❉♦♥❝ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
♣♦✉r ❙❊❉ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❡t ✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛s♣❡❝ts
q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡r✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡r❛ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬✐♥s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❛❝t✉❡❧s✳

✷✲ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té
❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ q✉✐ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

✖ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ❛✉ss✐
❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① s②stè♠❡s
à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳

✖ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❞❡❣ré
❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✭✐✮ ❞✬✉♥ ♣ré✜①❡ ✭✐✐✮ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❢❛✉t✐✈❡ ❡t ✭✐✐✐✮ ❞✬✉♥ é✈é♥❡✲
♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉ ✢♦✉✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[0, 1] ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {0, 1}✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ✐♥✲
❞✐q✉❡♥t q✉✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ✢♦✉ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡
❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♦✉ 1−♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❀ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡st é❣❛❧❡ à
③ér♦✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st 0✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡✲
♠❡♥t ♥♦♥✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❀ ❡♥✜♥ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡st é❣❛❧❡ à
λ ∈]0, 1[✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡❣ré λ✳ ▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0, 1[ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ❝❛r❛❝tér✐s❡
✉♥ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❞❡❣rés ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡
❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✉t✐❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛✣✲
♥❡r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st
❜é♥é✜q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♦ù ❧❡s
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛✉t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ❝r✐t✐q✉❡s✱ t♦❧ér❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝
✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs
♠❛♥q✉❛♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❝♦ût❡✉①✳

✖ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❛♣t✉r❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✢♦✉✱ ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❛ ♣ré✲
❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ ❙❉❊❋ ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à s♦♥
❞❡❣ré ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❜✐✲



♥❛✐r❡ ❞❡s ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
♣❛r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋✳

✖ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❉❋ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡
♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✺✹❪ ❡t ❬✶✹❪ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❡✈♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛♣t✐sé❡
✧❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✧ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥
é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❞❛♥s ✉♥ ❙❊❉❋✱ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ✈❛❧✐❞♦♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡t ❛✉ss✐ ♣❛r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

✖ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐✲
❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋ ❜❛♣t✐sé❡ ✧❛♣♣r♦❝❤❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✧✱ ❡♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ✈❛❧✐❞♦♥s ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❡t ❛✉ss✐ ♣❛r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❛
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡✳

✖ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝❛❞r❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ❛✉
❝❛❞r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳

✸✲ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡
❝❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ♣ré❞✐❝✲
t✐❜✐❧✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① ♥ôtr❡s
❝❛s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s✳
◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐❝❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ t♦✉t ç❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✢♦✉✳ ❖ù ♥♦✉s ❢♦r♠❛✲
❧✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐❝
✢♦✉ ❞❡s ❢❛✉t❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡✳ P✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝rèt❡ ♥♦♠♠é❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❡♥ ❣é✲
♥ér❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ❊♥✜♥ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡
q✉❡❧q✉❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❡t tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✳

✹✲ ❧✐st❡ ❞❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

✶✳ ❏♦✉r♥❛✉① ✿
• ❇✐❧❛❧ ❇❡♥♠❡ss❛❤❡❧✱ ▼♦❤❛♠❡❞ ❚♦✉❛❤r✐❛ ❡t ❋❛r✐❞ ◆♦✉✐♦✉❛✱ ✧Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢
❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✧✱ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❉②♥ ❙②st ✭✷✵✶✼✮ ✷✼ ✿✻✹✶ ❄✻✼✸✱



❉❖■ ✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✵✻✷✻✲✵✶✼✲✵✷✺✻✲✼✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❝✐❡♥❝❡✰❇✉s✐♥❡ss ▼❡❞✐❛✱ ▲▲❈
✷✵✶✼✳

• ❇✐❧❛❧ ❇❡♥♠❡ss❛❤❡❧✱ ▼♦❤❛♠❡❞ ❚♦✉❛❤r✐❛✱ ❋❛r✐❞ ◆♦✉✐♦✉❛✱ ❏❛❛❢❛r ●❛❜❡r ❛♥❞
P❛s❝❛❧ ▲♦r❡♥③✱ ✧❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ Pr♦❣♥♦s✐s ♦❢ ❋✉③③② ❉✐s❝r❡t❡❊✈❡♥t ❙②st❡♠s✧✱
♣❛♣✐❡r s♦✉♠✐s ❞❛♥s ■r❛♥✐❛♥ ❥♦✉r♥❛❧ ♦✉ ❢✉③③② s②st❡♠s✳

✷✳ ❈♦♥❢ér❡♥❝❡s ✿
• ❇✐❧❛❧ ❇❡♥♠❡ss❛❤❡❧✱ ▼♦❤❛♠❡❞ ❚♦✉❛❤r✐❛✱✧❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❢❛✉❧t
♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙②st❡♠s ✿ st❛t❡✲♦❢ t❤❡ ❛rt✧✱ ✷❡♠❡ ❥♦✉r♥é❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✧❏❇❇❆ ✷✵✶✹✧✱ ✵✸ ❞é❝❡♠❜r❡ ✷✵✶✹✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❉✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té

♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡s

✶✺



❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣❛ss♦♥s ❡♥ r❡✈✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛❥❡✉r❡s ❞❡ ❞✐❛❣✲
♥♦st✐❝ ❡t ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡ts✱ ♣✉✐s ♥♦✉s
❞é❝r✐✈♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r
❙❊❉✱ ❝❡ q✉✐ ❛✐❞❡r❛ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❡♥ s②stè♠❡s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❡♥
s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭❙❊❉✮✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs ❝❛♣t✉r❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉
s②stè♠❡ ✧♣❤②s✐q✉❡✧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱
t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s s❡❝♦♥❞s ❝❛♣t✉r❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ ❡t séq✉❡♥t✐❡❧ ❞❡s s②stè♠❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ét❛ts ❞✐s❝r❡ts ❡t à é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧❡s s②stè♠❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s ét✉❞✐és s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭❛❜ré❣és ❙❊❉✮ ❬✾❪✳ ❊t❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡✱ s✐ s♦♥ ❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✐s❝r❡t ❡t s✐ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬ét❛t ♥❡ s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s q✉✬à ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✱ ♥♦✉s
❛ss♦❝✐♦♥s ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛✈❡❝ é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❝❡ s②stè♠❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❙❊❉✳ ▲❛ r❛✐s♦♥
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❙❊❉ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s
❛rt✐✜❝✐❡❧s s♦♥t ❙❊❉ ❡t q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❝♦♥t✐♥✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❜str❛✐ts ♣♦✉r êtr❡
❙❊❉✳ ❉❡ ♥♦s ❥♦✉rs✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ét✉❞✐és s✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✉ ❙❊❉✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ ❡t❝✳ ✭❬✾✱ ✺✱ ✶✱ ✺✺✱ ✹✽✱ ✹✼❪✮✳

✶✳✷ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s s②stè♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

❯♥ s②stè♠❡ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞✬é✈♦❧✉❡r ❡♥tr❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♥♦r♠❛✉①
❡t ❞é❢❛✐❧❧❛♥ts✳ ❯♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞é❢❛✐❧❧❛♥t ❡st ❛tt❡✐♥t s✉✐t❡ à ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞✬✉♥ ❞é❢❛✉t✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
✉♥ ❞é❢❛✉t✱ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❡t✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s❡s ❝❛✉s❡s✳
❯♥ é❝❛rt ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
❞é❢❛✉t✳ ❈❡t é❝❛rt ❡st ✉♥ ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ r❡♠♣❧✐r
s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝❡tt❡ ✐♥❛♣t✐t✉❞❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ❊✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❛r❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡
✐ss✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ✉♥❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♦✉ à ✉♥ ♠♦❞è❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧ ❡t✴♦✉ ❞é❢❛✐❧❧❛♥t✳ ❈❡tt❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳

▲✬✐♥tér✂t ♣♦✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s s②stè♠❡s
✐♥❞✉str✐❡❧s q✉✐ s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❡①✐❣❡❛♥ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ sé❝✉r✐té✱
❞❡ ✜❛❜✐❧✐té✱ ❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✬✉♥ s②stè♠❡
t♦♠❜❡ ❡♥ ♣❛♥♥❡ ❝r♦ît ♠❛❧❣ré ❧❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❤✉♠❛✐♥s✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡st ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❤✉♠❛✐♥s ❧❛ tâ❝❤❡
❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♦♥t ✉♥❡
ré❡❧❧❡ ❞✐✣❝✉❧té à ❧✐❡r ✉♥ ❞é❢❛✉t à s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❡t à ❞ét❡r♠✐♥❡r s❡s ❝❛✉s❡s ❡♥ r❛✐s♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❥♦✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧
♣♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉❡r✱ ♣❛r ✉♥❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣ré❝♦❝❡ ❡t r❛♣✐❞❡✱ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té



❡t ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❡t ❧❛
r❡♥t❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝❛♣✐t❛✉① ✐♥✈❡st✐s✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé✱ s✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♦✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ❤♦rs ❧✐❣♥❡
❡t✴♦✉ ❡♥ ❧✐❣♥❡❬✹✹❪✳

✖ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❤♦rs ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣✲
t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡st
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ t♦✉t ❞é❢❛✉t ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡❝té ❡t ❧♦❝❛❧✐sé ❞❛♥s
✉♥ ❞é❧❛✐ ✜♥✐✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ sûr
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r❡♠♣❧✐❡s ♣❛r ❝❡ s②stè♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡r t♦✉t ❞é❢❛✉t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐ ✜♥✐✳

✖ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛✲
t✐♦♥✳ ❉✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ s♦✐t
❝❛♣❛❜❧❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❞é❢❛✉ts✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣ré✈❡♥✐r ✉♥❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❤♦rs ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s ❛♣rès
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ✭❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✮✱ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡✱
s♦✐t ✉♥❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s♦✐t ✉♥ ❛rrêt ❛✈❡❝ ♠✐s❡ ❡♥ sé❝✉r✐té ❡t ❛✐❞❡ à ❧❛ ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦❧✐t✐q✉❡s ❞✬❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥
❡t ❞❡ r❡♣r✐s❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

✶✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ✭❬✼✼❪✮✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ✿

✖ ▼ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s♦♥t ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❡t✴♦✉
q✉❛❧✐t❛t✐❢s ❀

✖ ▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✭s②s✲
tè♠❡s ❡①♣❡rts✱ ❛r❜r❡s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s✱ ❡t❝✳✮ ❡t à ❜❛s❡ ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛✲
t✐q✉❡ ✭r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s✱ rés❡❛✉① ❞❡ ♥❡✉r♦♥❡s✱ ❡t❝✳✮✳

▼ét❤♦❞❡s s❛♥s ♠♦❞è❧❡ ✭❬✶✶✱ ✼✼❪✮ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦✉ ♠❛❧
❝♦♥♥✉s ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ✐♥✲
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♦✉ ♠ê♠❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢✱ ❞✉
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rs à ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡t ❛✉ s❛✈♦✐r✲❢❛✐r❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡st ❡①♣❧♦✐té❡✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣❛r ❞❡✉① t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s s❛♥s ♠♦❞è❧❡s ✿
✖ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ✿ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐s✲

t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✐❡r ❧❡s s②♠♣tô♠❡s ❛✉① ❞é❢❛✉ts à tr❛✈❡rs ❞❡s rè❣❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❡①♣❡rts q✉✐ ét❛❜❧✐ss❡♥t ❞❡s ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡♠♣✐✲
r✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❡✛❡ts ❡t ❝❛✉s❡s✳

✖ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ✿ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉
s②stè♠❡ ♣❛r ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❤✐st♦r✐q✉❡s
s✉r s❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ♥♦r♠❛✉① ❡t ❞é❢❛✐❧❧❛♥ts✳



▼ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ✭❬✷✼✱ ✾❪✮ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♠♦✲
❞è❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❡t✴♦✉ q✉❛❧✐t❛t✐❢s ✿

✖ ▼♦❞è❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ✿ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❧♦✐s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞é❝r✐t❡s ♣❛r
❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❡♥tré❡s✲s♦rt✐❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ❊❧❧❡s s✬❛♣✲
♣✉✐❡♥t✱ s♦✐t s✉r ❧❡ s✉✐✈✐ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ét✉❞✐é ✭♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✮✱ s♦✐t s✉r ❧✬é❝❛rt
❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡s rés✐❞✉s✮✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱
✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ♣ré❝✐s❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
str✉❝t✉r❡❧❧❡ ♦✉ ❞❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ♣❛✲
r❛♠ètr❡s✳

❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s
✭❬✶✽❪✮ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♥♦♥ ♣❧✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱
♠❛✐s s②♠❜♦❧✐q✉❡s✳ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s s♦♥t✱ s♦✐t ✐ss✉s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❤②✲
s✐q✉❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ s♦✐t ❜❛sés s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳
▲❡s ♠♦❞è❧❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭❙❊❉✮ ❞✐s❝rét✐s❡♥t ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❧❡s ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❞é❝r✐✈❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
♦✉t✐❧s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s à ét❛ts ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ❬✻✶❪✳

Système Modèle

Comportement 

réel

Comportement 

prédit

Diagnostic

modélisation

simulationobservervation

comparaison

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❬✼✷❪✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ à ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧
❞✉ s②stè♠❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ♣ré✈✐s✐♦♥♥❡❧ ✱ ♣✉✐s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t
❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ré❡❧ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣ré✈✉✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐❢s ❡t s✬❡st ré✈é❧é très ♣✉✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧❡♠ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❜❛sé s✉r ✉♥
♠♦❞è❧❡ s♦♥t s❛ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s❛ ✜❛❜✐❧✐té✱ s❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❡t ❝❛♣❛❝✐té ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s
❞✐❛❣♥♦st✐❝s✳



✶✳✸✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❙❊❉

P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❙❊❉ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s
❞✬❛❜♦r❞ s❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞✐s❝r❡ts ✭♦✉ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t
s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡ts✮ s♦♥t ❞❡s s②stè♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡s ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r
❞❡s ♠♦❞è❧❡s à ❜❛s❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ✭❊✈❡♥t ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s②stè♠❡s
❞♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts
s✉✐t❡ à ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ✭❝♦♥s✐❞érés ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣♦♥❝t✉❡❧s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ t❡♠♣♦r❡❧✮✳

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❙❊❉✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s
❛✉t♦♠❛t❡s à ét❛ts ✜♥✐s ✭❬✹✶✱ ✸✼✱ ✶✾✱ ✷✸❪✮✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐ ✭❬✹✱ ✻✶❪✮ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss✉s ✭❬✷✽✱ ✷✾❪✮ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳ ▲❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ P❡tr✐
❡t ❧❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s ❡t ❡①t❡♥s✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s ✭s✉rt♦✉t ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s✮✳ ■❧s ✉t✐✲
❧✐s❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♣é❝✐✜❛♥t q✉❡❧s
s♦♥t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡❧❛ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s str✉❝t✉r❡❧❧❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❝❡
t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❡st tr❛✐té ❡♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ✿ ❝❡❧✉✐ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
❝❡✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✐♥st❛❧❧é ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✮ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉✐ ❡♥❣❧♦❜❡♥t ❥✉st❡♠❡♥t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✉t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡
q✉✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts s♦♥t ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s à ét❛ts ✜♥✐s ❝♦♠♠❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❙❊❉ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t s♦♥ ❛♣t✐t✉❞❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡
♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❞✐✈❡rs❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❙❊❉✳

✶✳✸✳✷ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❙❊❉

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❙②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✭❙❊❉✮ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛ssé❡s s❡❧♦♥ ✸ ❛♣♣r♦❝❤❡s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳

❖✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞✉ ❝ôté P❛rt✐❡ ♦♣ér❛t✐✈❡ ✭P❖✮✱
♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❛❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱ ♦✉ ❞✉ ❝ôté P❛rt✐❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭P❈✮ ♣♦✉r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠✲
♣♦rt❡♠❡♥t ❞és✐ré✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡s rés❡❛✉①
❞❡ P❡tr✐✱ ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s à ét❛ts✱ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❡t❝✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❞é❢❛✉ts ✿ ✲ ♠♦❞è❧❡ à ❜❛s❡
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❬✹✶❪ ❀ ✲ ♠♦❞è❧❡ à ❜❛s❡ ❞✬ét❛ts ❬✻✺❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❜❛s❡ ❞✬é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞é❢❛✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❞ét❡❝t✐♦♥
❡t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬é✈é✲
♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❈❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
❧✬ét❛t ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✭♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ✶ à ✵ ♦✉ ❞❡ ✵ à ✶✮ ♦✉✴❡t ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡
❧❛ ❞és❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ à ❜❛s❡ ❞✬ét❛ts ♠♦❞é❧✐s❡ ✉♥ ❞é❢❛✉t
❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛tt❡✐❣♥❛❜✐❧✐té à ✉♥ ét❛t ❞é❢❛✐❧❧❛♥t✳ ■❧ ❞ét❡❝t❡ ❡t ❧♦✲
❝❛❧✐s❡ ❧❡ ❞é❢❛✉t ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡s s♦rt✐❡s ❞✬ét❛ts ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r
❧❡s s♦rt✐❡s st❛t✐q✉❡s ✭❧♦❣✐q✉❡s✮ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ✭♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶✴♦✛ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵✮



❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❙❊❉ ❬✹✹❪✳

❡t ❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✭❛❝t✐✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✶✴✐♥❛❝t✐✈❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✵✮ ❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❧❛
P❛rt✐❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✭P❈✮✳

❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ✿

✶✳ ❈❡♥tr❛❧✐sé❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✸✮ ✿ ❝♦♥s✐st❡ à ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ♣r♦❝é❞é
❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✱ ❛♣♣❡❧é ✧ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✧✳ ❈❡ ❞❡r✲
♥✐❡r ❝♦❧❧❡❝t❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❝é❞é ❛✈❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ s❛
❞é❝✐s✐♦♥ ✜♥❛❧❡ s✉r s♦♥ ét❛t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❬✹✶❪✳

✷✳ ❉é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✹✮ ✿ ✭❬✺✻✱ ✹✺✱ ✼✹❪✮ s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❣❧♦❜❛❧
❞✉ ♣r♦❝é❞é à q✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐és ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉rs ❧♦❝❛✉① ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✳

✸✳ ❉✐str✐❜✉é❡ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✺✮ ✿❬✺✵❪ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ♠♦❞é❧✐sé à tr❛✈❡rs s❡s ❝♦♠♣♦✲
s❛♥ts ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❧♦❝❛✉①✳

✶✳✹ ❉✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛♠❜✐❣✉❡✱
❡t ❞♦♥❝ ❡①é❝✉t❡r ✉♥ ♠♦t❡✉r ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s❡♥s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ très ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❞ès ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ q✉❡ s❡r❛ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❞✐❛❣♥♦st✐❝ s✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞♦♥♥é ❜❛sé s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛♣✲
♣❡❧é ✧❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✧ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳

▲❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡st ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❡①✲
❤✐❜❡r ❞❡s s②♠♣tô♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❞é✜♥✐ ❞❡ ❢❛✐❧❧❡s ❛♥t✐❝✐♣é❡s✳



❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳

▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té r❡♣♦s❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②s✲
tè♠❡✳

❙✐ ✉♥ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t rés✉❧t❡r ❞❡ ❞❡✉① ❝❛✉s❡s ✿
✖ ▲❡ s②stè♠❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❛ss❡③ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ♦✉ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ♠❛❧ ♠✐s✳

▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♥✈♦②é❡s ♣❛r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r
❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛✉t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s
❝❛♣t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉ très ❝♦✉t❡✉①✳

✖ ▲❡ s②stè♠❡ ❣é♥èr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③
♣ré❝✐s✱ ♦✉ ❝✬❡st tr♦♣ ❛❜str❛✐t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r



❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞✐str✐❜✉é❡✳

❧❡ s②stè♠❡✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉té❡s ♣♦✉r ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❡♥tré❡s ❛✉ ♠♦t❡✉r
❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝✳

✶✳✹✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❉✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉

✶✳✹✳✶✳✶ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡

▲❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✜♥✐s ♦✉ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s à ét❛ts ✜♥✐s s♦♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳ ✭▼♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡✮ ❯♥ s②stè♠❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡
✜♥✐✱ ❞é♥♦té ♣❛r G = (Q,E, δ, q0) ♦ù ✿

✖ Q ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts✱
✖ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts✱
✖ δ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ Q× E ×Q à {0, 1}✱ P♦✉r q, q′ ∈ Q ❡t a ∈ E✱

♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s (q, a, q′) ∈ δ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ δ(q, a, q′) = 1
✖ q0 ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧

❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ ❞❛♥s E✳ ét❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ s ❡st ♥♦té❡ ‖s‖✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❢♦r♠é❡s
♣❛r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ E ❡st ♥♦té E∗ ✭❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ❞❡ E✮✳ δ s✬ét❡♥❞ ❛✉①



♠♦ts s ∈ E∗ ❛✈❡❝ s = a1 . . . ak ♣❛r ✿ (q, s, q′) ∈ δ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
❞✬ét❛ts qj0 , . . . , qjk t❡❧s q✉❡ qj0 = q✱ qjk = q′ ❡t (qji−1

, ai, xji) ∈ δ ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ k✳
❚♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ E∗ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ s✉r E✳ L(G) ✭♦✉ ❥✉st❡ L s✬✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✮ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ s✉r E ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r
G ✳ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s ∈ L ✱ L/s ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♣♦st✲❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ L ❛♣rès s ❡t
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ L/s = {t ∈ E∗ : st ∈ L}✳
❈❡rt❛✐♥s ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s E s♦♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞ét❡❝té❡ ♣❛r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✉t❡s ❡t t♦✉t ❛✉tr❡
é✈é♥❡♠❡♥t q✉✐ ♣❡✉t ❝❛✉s❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs
♥❡ ❞ét❡❝t❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣rés❡♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ E ❡st ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❝♦♠♠❡ E = Eo ∪ Euo ❡t
Eo ∩ Euo = ∅✱ ♦ù Eo ❡t Euo r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t
♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ♥♦té Ef ❡t
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✿ Ef ⊆ Euo✳

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ▲ ❡st ✈✐✈❛♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ét❛t q ∈ Q✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s♦rt❛♥t❡ ✿
∀q ∈ Q✱ ∃e ∈ E✱ ∃q′ ∈ Q t❡❧ q✉❡ (q, e, q′) ∈ δ✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π : E∗ → E∗
o ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts

♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭é❧é♠❡♥ts ❞❡ Euo✮ ❞❡ t♦✉t❡ tr❛❝❡✳ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s ∈ L✱
Π(s) ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞❛♥s s✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
Π ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ Π(ǫ) = ǫ✱ ❡t Π(sσ) = Π(s)Π(σ) ♣♦✉r σ ∈ E ❡t s ∈ E∗✱
♦ù ✿

Π(σ) =

{

σ, if σ ∈ Eo

ǫ, if σ ∈ Euo

✭✶✳✶✮

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ t ∈ E∗
o ✱ ♥♦té❡ Π

−1(t) ✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❛♥s L ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à t✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Π−1(t) = {s ∈ L : Π(s) = t} ✭✶✳✷✮

❙♦✐t Ef ⊆ Euo ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✉t❡s ✭♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✮ à ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐q✉❡r✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ σ ❡st
♥♦té Ψ(σ)✱ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿

Ψ(σ) = {sσ ∈ L : s ∈ E∗, σ ∈ Ef} ✭✶✳✸✮

❯♥ ♣ré✜①❡ ✭♦✉ ❧❡ ♣ré✜①❡ ♣r♦♣r❡✮ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s = a0a1...an ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s′ =
a0a1...am ♦ù m ≤ n ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ m < n✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ Pref(s)✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣ré✜①❡s ♣r♦♣r❡s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s✳

❉❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ❢❛✐t❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ét✉❞✐é ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐✲
❝❛❜✐❧✐té ✿

✖ ▲❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ● ❡st ✈✐✈❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❛♥s ◗✳

✖ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ ❢♦r♠é ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
❞❛♥s ●✳



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ✭❛✮ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✳✭❜✮ ❙♦♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r✳

❯♥❡ ❢❛✉t❡ σ ♦✉ ❋ ❞❛♥s ❧❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ● s✐ s♦♥ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞✬é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ❡st ♦❜s❡r✈é à ♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛✉t❡ σ✳ ▲❛ ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐q✉❛❜✐❧✐té ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳ ❬✹✶❪ ❙♦✐t L ✉♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t✳ ▲✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡✲
♠❡♥t σ ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s L ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π ss✐

(∃n ∈ N)(∀s ∈ Ψ(σ))(∀t ∈ L/s)[‖t‖ ≥ n] ⇒ ❉ ♦ù



❉ =

{

1, si ∀ω ∈ Π−1(Π(st)) ⇒ σ ∈ ω

0, sinon

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s ∈ Ψ(σ) ❞❛♥s G✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ s ❞❛♥s G ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞✬é✈é✲
♥❡♠❡♥ts✱ t♦✉t❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ω ❞❛♥s G q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à st ❞❡✈r❛✐t
❝♦♥t❡♥✐r ❞❡❞❛♥s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ σ✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✭♥♦♥✮
❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s u ❡t v s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✖ u ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❢❛✉t❡ σ ❡t v ♥♦♥ ❀
✖ u ❛ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡s ❛♣rès ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ σ ❀
✖ Π(u) = Π(v)✳

❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❬✷❪✱ ❝❡ q✉✐ ✈✐♦❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ❡t
té♠♦✐❣♥❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦♥✲❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛
❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞✉ ❙❊❉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❡♥tr❛❧✐sé✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❜✉t ✐❝✐ ❡st ❞✬✐❧❧✉str❡r
❧✬✐❞é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬②
❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡✱ ♥♦té F ✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛s
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✉t❡s✳

✶✳✹✳✶✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❬✹✶❪

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛✲
❜✐❧✐té ❞✉ ❙❊❉ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❛♣♣❡❧é ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r
❬✹✶❪✳ ❆✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥♦♥
❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✧❖❜s❡r✈❛t❡✉r✧ ❞❛♥s
❝❡ q✉✐ s✉✐t✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞é❝r✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé✳

▲✬❛✉t♦♠❛t❡ ❖❜s❡r✈❛t❡✉r ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳ ▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ● ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡✱ ♥♦té ♣❛r G
′

=
(Qobs, Eobs, δobs, q

0
obs) ♦ù ✿

✖ Qobs = q0 ∪ q ∈ Q s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ét✐q✉❡té❡ ♣❛r ✉♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡t
❡♥tr❛♥t❡ à q✱

✖ Eobs ⊆ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱
✖ δobs ⊆ Qobs × Eobs ×Qobs ❡st ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱
✖ q0obs = q0 ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧

▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ δobs s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ (q, a, q′) ❛✈❡❝ q ❡st ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
p = (q

u1−→ q1 · · ·
um−→ qm

a
−→ q′) ❞❛♥s G✱ ❛✈❡❝ uk ∈ Euo, ∀k ∈ {1, ...,m}, a ∈ Eo✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✭❛✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s✲
❝r❡ts G = (Q,E, δ, q0) ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r Gobs ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✭❜✮✳
▲❡s é✈é♥❡♠❡♥ts Oi ❞é♥♦t❡♥t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t F ❞é♥♦t❡ ✉♥



é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts Ui ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♥♦r✲
♠❛✉① ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ✐♥✐t✐❛❧ G ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

✖ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❡st ✿ Q = {q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7, q8, q9} ❀
✖ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ✿ E = {O1, O2, O3, O4, U1, U2, U3, F}✱ ❧❡s s♦✉s✲

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t ❞❡ ❢❛✉t❡s s♦♥t r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✿
EO = {O1, O2, O3, O4}✱ Euo = {U1, U2, U3} ❡t Ef = {F}✳

✖ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ✿ q0✳
▲✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t Gobs ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

✖ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❡st ✿ Qobs = {q0, q1, q4} ❀
✖ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ✿ Eobs = {O1, O2, O3, O4}✱
✖ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ✿ q0obs✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✿

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ ❢❛✉t❡s ∆f = {F1, · · · , Fm} ♦ù |∆f | = m ✭✉♥❡
ét✐q✉❡tt❡ Fi ♣❛r t②♣❡ ❞❡ ❢❛✉t❡s EFi

✮ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ t♦t❛❧ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ♣♦ss✐❜❧❡s q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ✜❣✉r❡r ❞❛♥s ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ∆ = {N}∪2∆f∪{A}✱ ◆ ✈❡✉t ❞✐r❡
✧ ◆♦r♠❛❧ ✧✱ ❆ ✈❡✉t ❞✐r❡ ✧ ❆♠❜✐❣✉ ✧ ❡t Fi ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ t②♣❡ Fi s✬❡st
♣r♦❞✉✐t❡✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts li ❞❡ ∆ ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s li = {N}, li =
{A}, li = {Fi1, · · · , Fik} ♦✉ li = {A,Fi1, · · · , Fik}({i1, · · · , ik} ⊆ {1, · · · ,m}) ✳ ▲❡
❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r Gd ❞❡ G ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ Gd = (Qd, Eobs, δd, q0,d) t❡❧ q✉❡ ✿

✭❆✮ q0,d = {(q0,N)} ✐✳❡✳✱ ♦♥ ❞é♠❛rr❡ ❞✬✉♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧ ❞✉ s②stè♠❡✳

✭❇✮ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t Qd ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q = 2Qobs×∆✭✈♦✐r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Qobs ♣❧✉s ❤❛✉t✮✳ Qd ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ét❛ts ❞❡ Q ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ♣❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δd ✭✈♦✐r ❝✐✲❛♣rès✮ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ q0,d✳ ❯♥ ét❛t qd
❞❡ Qd ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {(q1, l1), · · · , (qn, ln)} ♦ù qi ∈ Qobs, li ∈ ∆✭✈♦✐r ♣❧✉s ❤❛✉t
❧❡s ❢♦r♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ li✮✳

✭❈✮ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δd ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✐ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s LP : Qobs ×∆× E∗ → ∆

LP (q, l, s)







{N} si l = {N} et ∀i[EFi
/∈ s]

{A} si l = {A} et ∀i[EFi
/∈ s]

{Fi/ Fi ∈ l ou EFi
∈ s} sinon

✐✐ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ r❛♥❣ ❘ ✿ Q× Eobs → Q
R(q, σ) =

⋃

(q,l)∈q

⋃

s∈Lσ(G,q)

{δ(q, s), LP (q, l, s)}

L(G, q) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ ▲ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t q ❞❡ G
Lσ(G, q) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ ▲ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬ét❛t q ❞❡ ● ❡t q✉✐ s❡
t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r σ ✿ Lσ(G, q) = {s ∈ L(G, q) t❡❧ q✉❡
/s = σ}



✐✐✐ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ▲❈ ✿ Q → Q LC(x) = {(q, l) ∈ x/q
❛♣♣❛r❛✐t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ x}
∪{(q, {A})∪ li1 ∩ · · · ∩ lik s✬✐❧ ∃ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉s ❞❡ ♣❛✐r❡s (q, li1) · · · (q, lik) ❞❛♥s
x}
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δd : Q× Eobs → Q ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
x′ = δd(x, σ) ss✐ x′ = LC[R(x, σ)] ❛✈❡❝
σ ∈ ed(x) ❡t ed(x) =

⋃

(q,l)∈x

{P (s)/s ∈ L(G, q)}

❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ✿

❆✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥
s②sté♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts G ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st Gd ❡t s♦♥ ♦❜s❡r✈❛t❡✉r
❡st Gobs✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ✿

✖ ❯♥ ét❛t q ❞❡ Qd ❡st ❞✐t Fi✲❝❡rt❛✐♥ s✐ ✿ ∀(x, l) ∈ q, Fi ∈ l✳
✖ ❯♥ ét❛t q ❞❡ Qd ❡st ❞✐t ❋✐✲✐♥❝❡rt❛✐♥ s✐ ✿ ∃(x, l), (y, l′) ∈ q, Fi ∈ l et Fi /∈ l′✳
✖ ❯♥ ét❛t q ❞❡ Qd ❡st ❞✐t ❛♠❜✐❣✉❡ s✐ ✿ ∃(x, l) ∈ q, A ∈ l✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✳✶✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ét❛t ❋✐✲✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ✉♥ ét❛t ❛♠❜✐❣✉✳
✖ ❯♥ ét❛t q ❡st Fi✲❝❡rt❛✐♥ s✐ t♦✉t❡ tr❛❝❡ ❞❡ q0 à q ❝♦♥t✐❡♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t

❧❛ ❢❛✉t❡ Fi✳
✖ ❯♥ ét❛t q ❡st Fi✲✐♥❝❡rt❛✐♥ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① tr❛❝❡s s1 ❡t s2 ❞❡ q0 à q ❛②❛♥t ❧❛

♠ê♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ s1 ❝♦♥t✐❡♥t Fi ❛❧♦rs q✉❡ s2 ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
♣❛s Fi ❡t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ G✱ ❧❡s tr❛❝❡s s1 ❡t s2 ♠è♥❡♥t ✈❡rs
❞❡✉① ét❛ts ❞✐✛ér❡♥ts✳

✖ ❯♥ ét❛t q ❡st ❛♠❜✐❣✉ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡✉① tr❛❝❡s s1 ❡t s2 ❞❡ q0 à q ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ s1 ❝♦♥t✐❡♥t Fi ❛❧♦rs q✉❡ s2 ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s Fi

❡t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ G✱ ❧❡s tr❛❝❡s s1 ❡t s2 ♠è♥❡♥t ✈❡rs ✉♥ ♠ê♠❡
ét❛t✳

✖ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts x1, · · · , xn ∈ X ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s G s✐ ✿
∃s ∈ L(G, x1) t❡❧ q✉❡ s = σ1, · · · , σn ❡t δ(xi, σi) = x(i+1)modn, i = 1, 2, · · · , n✳

✖ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts Fi✲✐♥❝❡rt❛✐♥ q1, · · · , qn ∈ Qd ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ Fi✲✐♥❞ét❡r♠✐♥é
s✐ ✿

✭❆✮ q1, · · · , qn ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s Gd ❛✈❡❝ ✿
δd(ql, σl) = q(l+1)modn t❡❧ q✉❡ σl ∈ Eo, l = 1, 2, · · · , n

✭❇✮ P♦✉r ❝❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s Gd✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s Gobs ✐♠♣❧✐✲
q✉❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ét❛ts ❛②❛♥t Fi ❞❛♥s ❧❡✉rs ét✐q✉❡tt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡
❞❡ Gd ❡t ✉♥ ❝②❝❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s Gobs ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ét❛ts
♥✬❛②❛♥t ♣❛s Fi ❞❛♥s ❧❡✉rs ét✐q✉❡tt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞❡ Gd✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
∃(xk

l , l
k
l ), (y

r
l , l̃

r
l ) ∈ ql, l = 1, 2, · · · , n, k = 1, · · · ,m, r = 1, · · · ,m′ t❡❧ q✉❡

✭❛✮ Fi ∈ lkl , Fi /∈ l̃rl ♣♦✉r t♦✉t l, k ❡t r✳

✭❜✮ ▲❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬ét❛ts {xk
l }, l = 1, 2, · · · , n, k = 1, · · · ,m ❡t {yrl }, l =

1, 2, · · · , n, r = 1, · · · ,m′ ❢♦r♠❡♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s Gobs ✭❧✬♦❜s❡r✈❛t❡✉r✮
❛✈❡❝ ✿
(xk

l , σl, x
k
l+1) ∈ δobs, l = 1, 2, · · · , n, k = 1, · · · ,m

(xk
n, σn, x

k+1
1 ) ∈ δobs, k = 1, · · · ,m− 1

(xm
n , σl, x

1
1) ∈ δobs



❡t
(yrl , σl, y

r
l+1) ∈ δobs, l = 1, 2, · · · , n, r = 1, · · · ,m′

(yrn, σn, y
r+1
l ) ∈ δobs, r = 1, · · · ,m′ − 1

(ym
′

n , σl, y
1
1) ∈ δobs

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❉✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✭❛✮✳

❉✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ✿

❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ▲ ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r Gd s❛t✐s❢❛✐t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❈✶✮ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡ Fi✲✐♥❞ét❡r♠✐♥é ❞❛♥s Gd ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r Fi✳
❈✷✮ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬ét❛t q ❞❡ Qd q✉✐ s♦✐t ❛♠❜✐❣✉✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉
s②stè♠❡ ● ❡t ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❢❛✉t❡s✳✭♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡t❛✐❧ s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✈♦✐r ❬✹✶❪✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✶✳✼ ♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈✶✮ ♥✬❡st
♣❛s ✈ér✐✜é❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① ét❛ts {[(q4, F1), (q7, N)]
✱[(q2, F1), (q9, N)]} ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝
♣❛s ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡✳

✶✳✹✳✶✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✭❚✇✐♥ ♣❧❛♥t✮ ❬✻✸❪

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡
❬✻✸❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣❡❧é ✭❚✇✐♥ ♣❧❛♥t✮ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té



♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡
❛✉t♦♠❛t❡s ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❡t s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞♦♥♥é❡✳

❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❚✇✐♥ ♣❧❛♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ s②stè♠❡ ●✱ ✉♥
♣ré✲❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥str✉✐t s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ●✱ ♣✉✐s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐s❛♥t ❧❡ ♣ré✲❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❛✈❡❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é✈é✲
♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s q✉✐ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳ ✭Pré✲❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✮✳ ▲❡ ♣ré✲❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ● ❡st ✉♥
❛✉t♦♠❛t❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ♥♦té Gpre = (Qpre, Epre, δpre, q

0
pre) ♦ù

✖ Qpre ⊆ Q× 2Ef

✖ Epre = Eo

✖ δpre ⊆ Qpre × Epre ×Qpre

✖ q0pre = (q0, ∅)

▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ Gpre s♦♥t ❝❡❧❧❡s ((q, l), a, (q′, l′)) ❛✈❡❝ (q, l) ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s
❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ q0pre ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
p = (q

u1−→ q1 · · ·
um−→ qm

a
−→ q′) ❞❛♥s G✱ ❛✈❡❝ uk ∈ Euo, ∀k ∈ {1, ...,m}, a ∈ Eo ❡t

l′ = l ∪ ({u1, · · · , um} ∩ Ef )✳

▲❡ ♣ré✲❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ♣rés❡r✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✲
✈❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♠♦❞é❧✐sé ❡t ❛❥♦✉t❡r à ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❢❛✉t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳ ✭❱ér✐✜❝❛t❡✉r t✇✐♥ ♣❧❛♥t✮ ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ●✱ ♥♦té Gv✱ ❡st
❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ✿ Gv = Gpre ×Gpre✱ ♦ù Gpre ❡st ❧❡ ♣ré✲❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ●✳



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ✭❛✮ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ❬✻✸❪✳✭❜✮ ❙♦♥
♣ré✲❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳

❈❤❛q✉❡ ét❛t ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r t✇✐♥ ♣❧❛♥t ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬ét❛ts ❞❡ ♣ré✲❞✐❛❣♥♦st✐✲
q✉❡✉r q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡✉① ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ét❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ ét❛t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✱ s✐ ❧❡ ❞é❢❛✉t ❋ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ s❡✉❧ ét❛t ♣ré✲
❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❋ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ ❥✉sq✉✬à ❝❡t ét❛t
❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❝❡t ét❛t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥
ét❛t ❛♠❜✐❣✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❋✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❞✬ét❛t ❛♠❜✐❣✉ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡✲
♠❡♥t ❞❡s ét❛ts ❛♠❜✐❣✉s✳ ■❧ ❛ été ♣r♦✉✈é q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❝♦♥t❡♥❛♥t
✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬ét❛t ❛♠❜✐❣✉ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡✳
❉♦♥❝✱ ▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r t✇✐♥
♣❧❛♥t ❝♦♥s✐st❡ à ✈ér✐✜❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❝r✐t✐q✉❡s✳
❉✬✐❝✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬ét❛ts ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✉ ♣ré✲❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r s♦♥t (|Q|× 2|Ef |) ❡t (|Q|2× 22|Ef |×|Eo|)✱ r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t✳ ❊t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ét❛ts ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r t✇✐♥ ♣❧❛♥t s♦♥t ❛✉ ♣✐r❡
❞❡s ❝❛s (|Q|2 × 22|Ef |) ❡t (|Q|4 × 24|Ef | × |Eo|) ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r t✇✐♥ ♣❧❛♥t ❡st O((|Q|4 × 24|Ef | × |Eo|)) ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉t❡s✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✭✜❣✉r❡ ✶✳✾✮ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ✭✜❣✉r❡ ✶✳✽✮✱ ♦♥
❝♦♥st❛t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❝r✐t✐q✉❡s ✿ C1 = ([(x3, {F2}), (x3, {F1, F2})], b,



❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ❱ér✐✜❝❛t❡✉r t✇✐♥ ♣❧❛♥t ❞✉ s②stè♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✽ ❬✻✸❪✳

[(x3, {F2}), (x3, {F1, F2})])✱ ❛✈❡❝ {F2} 6= {F1, F2} ❡t C2 = ([(x3, {F1, F2}), (x3, {F2})],
b, [(x3, {F1, F2}), (x3, {F2})])✱ ❛✈❡❝ {F1, F2} 6= {F2}✳ ❉♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐❛❣✲
♥♦st✐❝❛❜❧❡✳

✶✳✺ Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉

▲❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ s✬❡st ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐t❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▼❛✐s ♣❛r❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st très ❝♦ût❡✉①
❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❛♣rès ✉♥❡ ♣❛♥♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✬✉♥❡
♣r♦♣r✐été ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❛✈❡❝
❝❡rt✐t✉❞❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❢✉t✉r❡s ❞❡ ❢❛✉t❡s✳
▲❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡✳ ❙✐ ▲❛ ❢❛✉t❡
❡st ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré✈❡♥✉ ❡t ♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r ❞✬❛rrêt❡r
❧❡ s②stè♠❡ ♦✉ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❞✬❛✉tr❡s ♠❡s✉r❡s ♣ré✈❡♥t✐✈❡s✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜✲
❥❡t ❞✬✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ tr❛✐t❛♥t
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ t❡❧ q✉✬✉♥
é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ❬✻✷❪✳ ❆♣rès ❝❡❧❛✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ✿ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❢❛✉t❡ ❬✻✻❪✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐✲
❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞✐str✐❜✉és ❬✺✾✱ ✻✼✱ ✸✶✱ ✸✷❪✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉s
♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s ❬✷✺✱ ✶✼❪✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s s②stè♠❡s
❝❤r♦♥♦♠étrés ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠♦❞é❧✐sés ♣❛r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s t❡♠♣♦r✐sés ❬✶✵❪✱
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❜♦r♥é❡ ❬✻✱ ✼✱ ✷✵❪ ❡t ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❜str❛✐ts ❛✈❡❝ ♣❡✉
❞✬ét❛ts ❡t ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❬✼✸❪✳

✶✳✺✳✶ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ s♦✉s ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s
❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts E✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t à
♣ré✈♦✐r ♣❡✉t êtr❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥ ✉♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱



♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥
é✈é♥❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❙❊❉ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ tr❛❝❡ ❢❛✉t✐✈❡
♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣ré✜①❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢ t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡ tr❛❝❡ ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡ ❝♦♥❞✉✐r❛ ✐♥é✈✐t❛❜❧❡✲
♠❡♥t à ❧❛ ❢❛✉t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸✳ ❈♦♥s✐❞ér❡③ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝❤❛î♥❡ s ❞❛♥s Ψ(σp) ♦ù σp ❡st ❧✬é✈é♥❡✲
♠❡♥t à ♣ré✈♦✐r✳ ◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣ré✜①❡ t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s t❡❧ q✉❡ t ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s σp ❡t t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥s ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡s ❞❛♥s ▲ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❛✈❡❝ ❧❛
♠ê♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ q✉❡ t ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t σp✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ t❡❧ t✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡ σp ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ▲✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t✱ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❣é♥éré ❡st

L = aabcpc∗ + abpc∗ + bpac∗ + ac∗

♦ù Euo = {a, p} ❡t Eo = {b, c}✳ ❙♦✐t p ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t à ♣ré✈♦✐r✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❝❤❛î♥❡s q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r p ❡st

Ψ(p) = {aabcp, abp, bp}

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ● ❬✻✷❪✳



P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ p ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ▲✱ ♦♥ ❞♦✐t tr♦✉✈❡r n ∈ N ❡t t ∈ s ♣♦✉r
t♦✉t s ∈ Ψ(p) t❡❧ q✉❡ p /∈ t ❡t ♣♦✉r t♦✉t u ❡t t♦✉t❡s s❡s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s v ∈ L/s s✐

✶✳ u ❡♥r❡❣✐str❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❡ t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Π(t) =
Π(u)✱ ❡t

✷✳ u ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s p✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ p /∈ u✱ ❡t

✸✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ v ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à n ∈ N✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ‖v‖ ≥ n

❛❧♦rs v ❝♦♥t✐❡♥t p ✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r s = aabcp ∈ Ψ(p)✳ ❆❧♦rs t ∈ aabc✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t = aa✳
❆❧♦rs✱ Π−1(aa)∩ (E{p})∗∩L = {ǫ, a, aa}✳ ❙✐ u = a✱ ❛❧♦rs L/u = abcpc∗ + bpc∗ + c∗✳
P✉✐sq✉❡ p /∈ c∗✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ u q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s p✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ q✉✐ ❡♥r❡❣✐str❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❡ t ❡t ♣❛s
❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ s❡s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣✳ ❆✐♥s✐✱ t = aa ❡st ✉♥ ♠❛✉✈❛✐s ❝❤♦✐①
♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ p✳ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t = aab✳ P♦✉r t♦✉t
u ∈ Π−1(aab)∩ (E{p})∗∩L = {aab, ab, b} ❡t ♣♦✉r t♦✉t v ∈ L/u t❡❧ q✉❡ ‖v‖ ≥ 2 ❛❧♦rs
v ❝♦♥t✐❡♥t p✳ ❆✐♥s✐✱ t = aab ❡st ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ♣♦✉r s = aabcp ∈ Ψ(p)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧
♣❡✉t êtr❡ ✈ér✐✜é q✉❡ t = ab ❡t t = b ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ♣♦✉r s = abp ❡t s = bp ❞❛♥s Ψ(p)✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻✳ ❬✻✷❪ ❙♦✐t L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t✳ ▲✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡✲
♠❡♥t σ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s L ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π ss✐

(∃n ∈ N)(∀s ∈ Ψ(σ))(∃t ∈ Pref(s))(σ /∈ t) ∧P ♦ù

P =







1, si (∀u ∈ L)(∀v ∈ L/u)[Π(u) = Π(t)

∧(σ /∈ u) ∧ ‖v‖ ≥ n] ⇒ σ ∈ v

0, sinon

✶✳✺✳✷ Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✈s ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té

❉❛♥s ❬✻✷❪✱ ✐❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t σ
❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t ▲ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ▲ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à σp✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛ été ♣r♦✉✈é q✉❡ s✐ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ σ ∈ E s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s
❞❛♥s L ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❛❜❧❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à Π✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té t❡❧❧❡ q✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❬✹✶❪ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦r♠❡❧s✳

Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❢❛✉t❡ σ s✬✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ σ ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐ ✜♥✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✳ ❬✹✶❪ ❙♦✐t L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t✳ ▲✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡✲
♠❡♥t σ ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡ ❞❛♥s L ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π ss✐



(∃n ∈ N)(∀s ∈ Ψ(σ))(∀t ∈ L/s)[‖t‖ ≥ n] ⇒ ❉ ♦ù

❉ =

{

1, si ∀ω ∈ Π−1(Π(st)) ⇒ σ ∈ ω

0, sinon

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ♣ré❞✐❝✲
t✐❜❧❡ s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ s❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❢✉t✉r❡s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t à ♣ré✈♦✐r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳ ❬✻✷❪ ❙♦✐t L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t✳ ▲✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡✲
♠❡♥t σ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s L ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π ss✐

(∃n ∈ N)(∀s ∈ Ψ(σ))(∃t ∈ Pref(s))(σ /∈ t) ∧P ♦ù

P =







1, si (∀u ∈ L)(∀v ∈ L/u)[Π(u) = Π(t)

∧(σ /∈ u) ∧ ‖v‖ ≥ n] ⇒ σ ∈ v

0, sinon

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ●✶✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ♦ù ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐q✉❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ♠❛✐s ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✶✳✶✶✱ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é✲
♥❡♠❡♥t θ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s L✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡
✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❬✻✷❪✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r θ ❡st Ψ(θ) = {αθ, βθ}✳
❙♦✐t s = αθ ❡t t ∈ Pref(s)✳ ❙♦✐t t = ǫ ❡t Π−1Π(t) ∩ (E\θ)∗ = {τ}✳ ◗✉❛♥❞
u = τ ✱ L/u = αβ∗✳ ❆✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ L/u ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t θ✳ ❙♦✐t t = α ❡t
Π−1Π(t) ∩ (E\θ)∗ = {τα, α}✳ ❙✐ u = τα✱ ❛❧♦rs L/u = β∗✳ ❆✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡
L/u ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t θ✳ ❙✐ u = α✱ ❛❧♦rs L/u = θγβ∗✳ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ L/u q✉✐ ♦♥t ✉♥❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ✶ ❡t ♣❧✉s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t θ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ P ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r
t♦✉t u t❡❧ q✉❡ Π(u) = Π(t) ❡t θ /∈ u✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ s t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞❡ t ∈ Pref(s) q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✽✳ ❆✐♥s✐✱ θ ♥✬❡st
♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s L✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ θ ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❛❜❧❡ ❞❛♥s L✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡♥t
♣❛r θ ❡st Ψ(θ) = {αθ, βθ}✳ ❉✬❛❜♦r❞ s♦✐t s = αθ ❡t t ∈ L/s✳ ❙♦✐t t = γ✱ ❞♦♥❝



Π−1(Π(st)) = {αθγ}✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❛♥s Π−1(Π(st)) ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t θ✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t
❙♦✐t s = βθ ❡t t ∈ L/s✳ ❙♦✐t t = γ✱ ❞♦♥❝ Π−1(Π(st)) = {βθγ}✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s
❞❛♥s Π−1(Π(st)) ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t θ✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❛♥s Ψ(θ) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ t = γ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❉ ❞❛♥s ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✳ ❆♥s✐✱ θ ❡st
❞✐❛❣♥♦st✐q✉❛❜❧❡ ❞❛♥s L✳

✶✳✺✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉

✶✳✺✳✸✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé s✉r ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❬✻✷❪

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
❙❊❉ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✻✷❪✳ ■❧ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ sé♠✐♥❛❧ ❬✹✶❪✱ q✉✐ ❡st ❜❛sé s✉r ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❤❛✉t✮✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st
✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✳ ❙♦✐tG = (Q,E, δ, q0) ✉♥ s②stè♠❡
q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▲✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ❧❛DG ❧❡ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r
G ❡t ✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

DG = (QD, ED, δD, qD,0, σp)

❖ù QD ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✱ δD : QD × ED → QD ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✱ ❡t qD,0 ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲✬❡s♣❛❝❡
❞✬ét❛t ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 2Q×{N,F1}✳ ▲✬ét❛t qD ∈ QD ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ qD = {(q1, l1), · · · , (qn, ln)}✱ ♦ù qi ∈ Q ❡t li ∈ {N,F1} ♣♦✉r i = 1, · · · , n✳
▲✬ét✐q✉❡tt❡ F1 ❙✐❣♥✐✜é q✉❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ σp ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❛
❛tt❡✐♥t ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ◆ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ σp ♥✬❛ ♣❛s ❡✉ ❧✐❡✉ ❧♦rsq✉❡
❧❡ s②stè♠❡ ❛ ❛tt❡✐♥t ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧✳
❙♦✐t qD ❡t q

′

D ❞❡✉① ét❛ts ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞❛♥s QD t❡❧ q✉❡ q
′

D ❡st ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r
❞❡ qD ♣❛r σo ∈ Eo✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q

′

D = δD(qD, σo) ❡st ❞é✜♥✐✳
❙♦✐t qD = {(q1, l1), · · · , (qm, lm)} ❡t q

′

D = {(q
′

1, l
′

1), · · · , (q
′

n, l
′

n)}✳ ♣♦✉r i = {1, · · · , n}✱
✐❧ ❡①✐st❡ j = {1, · · · ,m} t❡❧ q✉❡ q

′

D = δD(qD, s)✱ ❖ù s = tσo ❡t t ∈ Euo✱ ❡t

l
′

i =

{

F1, si l1 = F1 ou (σp ∈ s)

N, si l1 = N et (σp /∈ s)

◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ ét❛t ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r qD = {(q1, l1), · · · , (qm, lm)} ∈ QD

♣♦✉r m ∈ N ❡st ✉♥ ét❛t ✿ ♥♦r♠❛❧ s✐ lj = N ♣♦✉r t♦✉t j = 1, · · · ,m ❀ ❝❡rt❛✐♥ s✐
lj = F1 ♣♦✉r t♦✉t j = 1, · · · ,m ❀ ✐♥❝❡rt❛✐♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ li = N ❡t lj = F1 ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s
i, j = 1, · · · ,m✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r QN

D ⊆ QD ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉
❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✱ ♣❛r QU

D ⊆ QD ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ✐♥❝❡rt❛✐♥s✱ ❡t ♣❛r QC
D ⊆ QD

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r q✉✐ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✺✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✶✷✭❛✮ ❡t ✶✳✶✷✭❜✮ ♠♦♥tr❡♥t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡
s②stè♠❡s ●✶ ❡t ●✷ ❞❡ ❬✻✷❪✱ ♦ù ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s♦♥t Eo = {a, b, c}✱ ❧❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts ♥♦r♠❛✉① ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s♦♥t Euo = {e}✱ ❡t ❧❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ ♥♦♥
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡st Ef = {f}✳



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ✭❛✮ ❙❊❉ G1✳✭❜✮ ❙❊❉ G2❬✻✷❪✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸ ✕ ✭❛✮ ❉✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r DG1
❞❡ G1✳✭❜✮ ❉✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r DG2

❞❡ G2 ❬✻✷❪✳

▲❡s ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉rs ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s G1 ❡t G1 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✭❛✮ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦ù σp = f ✳
▲✬ét❛t ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r {(6, F1)} ❡st ✉♥ ét❛t ❝❡rt❛✐♥ t❛♥❞✐s q✉❡ {(3, N)(4, N)} ❡st
✉♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧✳
❙♦✐t ▲✶ ❡t ▲✷ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❧❛♥❣❛❣❡s ❣é♥éré❡s ♣❛r G1 ❡t G2✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞é✲
r❡③ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r DG1

❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✭❛✮✳ ❆♣rès ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✧❛❝✧✱
❧❡ s②stè♠❡ ♣❛ss❡ à ❧✬ét❛t ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r {(5, N)}✳ ❡t t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐q✉❡✉r ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s {(5, N)}✱ à s❛✈♦✐r✱ {(6, F1)}✱ s♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬ ét❛ts
❝❡rt❛✐♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❛♣rès ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✧❛❝✧✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ q✉❡



❧❛ ❢❛✉t❡ f s❡ ♣r♦❞✉✐r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❛✈❡♥✐r✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r DG2
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✭❜✮✱ ♥✬❡st ♣❛s

✉♥ t❡❧ ét❛t✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r {(3, N)} ❡t {(3, N)(4, N)}
q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧✬ét❛t ❝❡rt❛✐♥ {(6, F1)}✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ✐❧ ❡st ❞❛♥s ❝❡t ét❛t✱ DG2

r❡st❡ ❧
à✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ {(3, N)(4, N)} q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧
❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s r❡st❡♥t ❞❛♥s ❝❡t ét❛t ♥♦r♠❛❧✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ à ❧✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✧❛✧✱ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s sûrs s✐ f s❡ ♣r♦❞✉✐r❛ ♦✉ ♥♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛✈❡♥✐r✳ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ♠❡♥❛♥t à ❞❡s ❝②❝❧❡s
s♣é❝✐✜q✉❡s ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❡ à é♥♦♥❝❡r ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✳

❙♦✐t FD ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r q✉✐ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ s✉❝✲
❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ FD = {(5, N)} ❞❛♥s DG1

❡t
FD = {[(3, N)], [(3, N), (4, N)]} ❞❛♥s DG2

✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱

FD = {xD ∈ QN
D : ∃yD = δD(xD, σo)}

t❡❧ q✉❡
σo ∈ Eo et yD /∈ QN

D

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✾✳ ❙♦✐t G = (Q,E, δ, q0) ❡t q ∈ Q✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡ ● ♣❛r
r❛♣♣♦rt à q ❡st ♥♦té❡ Ac(G, q) ✿

Ac(G, q) = (Qac, E, δac, q)

❖ù Qac = {q
′

∈ Q : (∃s ∈ E∗)(δ(q, s) = q
′

est dfini )} ❡t δac = δ|Qac×EQac
✳

❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐✲
❜✐❧✐té ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✳ ❬✻✷❪ ❙♦✐t G = (Q,E, δ, q0) ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▲ ♦ù
▲ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t DG = (QD, ED, δD, qD,0, σp) ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r
♣♦✉r G ❡t σp✳ ▲❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ σp s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ❞❛♥s ▲ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Π ss✐ ♣♦✉r
t♦✉t qD ∈ FD✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❈ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦ù

❈ ✿ t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s Ac(DG, qD) s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞✬ét❛ts ❝❡rt❛✐♥s ❞✉ ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐q✉❡✉r✳

❱♦✐r ❬✻✷❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❡t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t❛❜✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛✉t❡
f ❞❛♥s L1 ❡t L2✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FD = {(5, N)} ❞❛♥s
DG1

❡t FD = {[(3, N)], [(3, N), (4, N)]} ❞❛♥s DG2
✳ ❆❧♦rs Ac(DG1

, (5, N)) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
s❡✉❧ ❝②❝❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬ét❛ts ❝❡rt❛✐♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❜❛sé s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✶✱ f ❡st
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s L1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ Ac(DG2

, ({(3, N), (4, N)}) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬ét❛ts
♥♦r♠❛✉① {(4, N)}✳ ❉♦♥❝✱ f ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s L2✳



✶✳✺✳✸✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé s✉r ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❬✻✷❪

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✻✷❪✱ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s à é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❛♣♣❡❧é ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞❡ ♣ré✲
❞✐❝t❛❜✐❜✐❧✐té ❡st ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ t❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st à t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉
t❡st ❜❛sé s✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✳

❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✻✾❪✳ ❉❛♥s ❬✻✾❪✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ♣♦✉r t❡st❡r ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ♥♦♥ ❞é✲
t❡r♠✐♥✐st❡ ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s Eo ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s
✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t à ♣ré❞✐r❡ σp✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✵✳ ❙♦✐t G = (Q,E, δ, q0) ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▲ ♦ù ▲ ❡st
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t VG ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r G✳ ▲❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r
VG ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

VG = (QV , EV , δV , qV,0, σp)

❖ù QV ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✱ δV : QV × EV → QV ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✱ ❡t qV,0 ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❯♥ ét❛t qV ∈ QV

❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r à ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

qV = {(q1, l1), (q2, l2)}

♦ù qi ∈ Q ❡t li ∈ {N,F1} ♣♦✉r i = 1, 2✳ ▲✬❡s♣❛❝❡ ❞✬ét❛t ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Q× {N,F1} ×Q× {N,F1}✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t δV ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s σ ∈ E✳
✖ ❙✐ σ ∈ Euo ❛❧♦rs

δV ([(q1, l1), (q2, l2)], σ) =







[(δ(q1, σ), l
′

1), (q2, l2)]

[(q1, l1), (δ(q2, σ), l
′

2)]

[(δ(q1, σ), l
′

1), (δ(q2, σ), l
′

2)]

✖ ❙✐ σ ∈ Eo ❛❧♦rs

[δV ([(q1, l1), (q2, l2)], σ) = [(δ(q1, σ), l
′

1), (δ(q2, σ), l
′

2)]

✖ ❙✐ σ = σp ❛❧♦rs
{

l
′

1 = l
′

2 = F1

sinonl1 = l
′

1 et l2 = l
′

2



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹ ✕ ✭❛✮ ❱ér✐✜❝❛t❡✉r VG1
❞❡ G1✳✭❜✮ ❱ér✐✜❝❛t❡✉r VG2

❞❡ G2✳❬✻✷❪

▲❡s ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s G1 ❡t G1 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✭❛✮ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦ù σp = f ✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ ét❛t ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r qV = {(q1, l1), (q2, l2)} ∈ QV ❡st ✉♥ ét❛t ✿
♥♦r♠❛❧ s✐ l1 = l2 = N ❀ ❝❡rt❛✐♥ s✐ l1 = l2 = F1 ❀ ✐♥❝❡rt❛✐♥ s✐ l1 = N ❡t l2 = F1 ♦✉ ✈✐❝❡
✈❡rs❛✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r QN

V ⊆ QV ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✱
♣❛r QU

V ⊆ QV ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ✐♥❝❡rt❛✐♥s✱ ❡t ♣❛r QC
V ⊆ QV ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts

❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r q✉✐ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❢♦r♠❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs FV q✉✐
s❡r✈✐r♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❜✉t q✉❡ FD ❞❛♥s ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s tr♦✉✈❡r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❛✉① ét❛ts ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✐♥❝❡rt❛✐♥s
♦✉ ❝❡rt❛✐♥s✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞✐✛èr❡♥t
❧é❣èr❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛s ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

F
′

V = {xV ∈ QN
V : ∃yV = δV (xV , Suoσp) est dfini pour Suo ∈ Euo et σp /∈ Suo}

❊♥ ♠♦ts✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F
′

V ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t
❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r à tr❛✈❡rs ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t σp✱ é✈❡♥✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❝é❞é ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❞✐st✐♥❝ts ❞❡ σp q✉❛♥❞ ❝❡t é✈é♥❡✲
♠❡♥t ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡✮✳ ◆♦✉s ❢♦r♠♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ét❛ts
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

FV = {qv = [(x, lx), (y, ly)] ∈ QN
V : [(x, lx), (., .)]ou[(., .), (y, ly)] ∈ F

′

V }



❖ù (., .) ❞é♥♦t❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬ét❛t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲❡ ❜❡✲
s♦✐♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FV ❡st ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r t♦✉t ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❧❡s ét❛ts q✉✐ s♦♥t ❛tt❡✐♥ts
♣❛r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s q✉✐ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡ ❡✈❡♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s q✉✐ ❛t✲
t❡✐❣♥❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❛♥s F

′

V ✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t ② ❛✈♦✐r ❞❡s ét❛ts ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❛♥s FV ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s F

′

V ✱ ❝❡s ét❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝❤❛î♥❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r♦♥t ♣❛s σp

❞❡ ❧❡✉rs s✉✐t❡s✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❡❧❛ ✈❛ ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t❛❜✐✲
❜✐❧✐té ✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ F

′

V = FV = {qv = [(5, N), (5, N)]} ❞❛♥s VG1
❡t F

′

V = {qv =
[(3, N), (3, N)], [(4, N), (3, N)]}✱ FV = {qv = [(3, N), (3, N)], [(4, N), (3, N)], [(4, N),
(4, N)]} ❞❛♥s VG2

✳

❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐✲
❜✐❧✐té ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳ ❬✻✷❪ ❙♦✐t G = (Q,E, δ, q0) ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ q✉✐ ❣é♥èr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▲
♦ù ▲ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣ré✜①é ❡t ✈✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t VG = (QV , EV , δV , qV,0, σp) ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r
♣♦✉r G ❡t σp✳ ▲❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ σp s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ❞❛♥s ▲ ♣❛r r❛♣♣♦rt à Π ss✐ ♣♦✉r
t♦✉t qV ∈ FD✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ CV ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ♦ù

CV ✿ t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s Ac(VG, qV ) s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞✬ét❛ts ❝❡rt❛✐♥s ❞✉ ✈ér✐✜❝❛✲
t❡✉r✳

❱♦✐r ❬✻✷❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❡t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ✈ér✐✜❝❛t❡✉rs ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s G1

❡t G1 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✭❛✮ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✭❜✮✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦ù σp = f ✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FV = {qv = [(5, N), (5, N)]} ❞❛♥s VG1

✳ ◆♦✉s
r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ Ac(VG1

, [(5, N), (5, N)]) ❝♦♥t✐❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥
❝②❝❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬ét❛ts ❝❡rt❛✐♥ ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ✶✳✷✱ f ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s L1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s VG2

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FV = {qv =
[(3, N), (3, N)], [(4, N), (3, N)], [(4, N), (4, N)]} ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ Ac(VG2

, [(4, N),
(4, N)]) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡t ❝❡❧❛ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷ ✱ ❞♦♥❝ f ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s
L2✳

✶✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞é✜♥✐ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❛ é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠❛❥❡✉r❡s q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❚♦✉s ç❛ ✈❛ ❛✐❞❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉s ✢♦✉s

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ s❡✉❧s ❧❡s ❙❊❉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♦✉ ❜♦♦❧é❡♥s ❛②❛♥t ❞❡s ét❛ts ❡t ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
❞✐s❝r❡ts ♦♥t été ❧❛r❣❡♠❡♥t ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ q✬✐❧s s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s
à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❧❡s ❙❊❉ ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥❡ ❝♦♥✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ❝❡rt❛✐♥s ❞♦♠❛✐♥❡s
✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈r❛✐ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❜✐♦♠é❞✐❝❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬ét❛t ❡t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬ét❛t
❞❡ s❛♥té ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡✮ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❡t ✈❛❣✉❡s✳ ▲✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡st s✉❜❥❡❝t✐✈❡✱ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✭♣❛r ✉♥ ♠é❞❡❝✐♥ ♦✉
✉♥ ♣❛t✐❡♥t✮ ❥♦✉❡♥t ✐♥✈❛r✐❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r❡♣t✐♦♥ ❞✉ st❛t✉t
❞❡ ❧✬ét❛t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ✈❛❣✉❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ s❛♥té ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t
❡st ✧❜♦♥♥❡✧✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❣✉❡✳ ❈✬❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧✬ét❛t ❞✬✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛ ❝❤❛♥❣é ❞❡ ✧❇♦♥✧ à ✧♠❛✉✲
✈❛✐s✧✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬✼✻❪✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦✉ ♥❡ ♣❛s
❞✉ t♦✉t✳ ❆✉❝✉♥❡ ❛❞❤és✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ✈✐❡ q✉♦✲
t✐❞✐❡♥♥❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✈❛❣✉❡s ❡t s✉❜❥❡❝t✐❢s q✉❡ ♥♦✉s✱ ❤✉♠❛✐♥s✱
♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐r❡✱ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❧❡s ✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s✱
♠❛✐s ❧❡s ❣ér❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ✧❥❡✉♥❡✧ ❡st ✉♥ ❜♦♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬â❣❡
❞✬✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❡st ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣ré❝✐s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r❡❧✐❡r ✉♥ â❣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à
✧❥❡✉♥❡✧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ❞ér♦✉t❛♥t✳ ◗✉❡❧ â❣❡ ❡st ❥❡✉♥❡ ❡t q✉❡❧ â❣❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❄
▲❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❡t
♥♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❆❜♦r❞❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✵ ❡t ✶ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✵ à ✶ ❀ ✵ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ✶
✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❡t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶ s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳
❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s s♦✉✛r❡♥t ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡t ❞✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❧♦rsq✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥
q✉✐ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r à t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉①✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ♣❡✉✈❡♥t
♥❡ ♣❛s r❡♣rés❡♥t❡r ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧✬ét❛t ❡①❛❝t ❞✉ s②stè♠❡ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t ❞♦♥♥é✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ét❛ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡

✹✶



♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❡st ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s s❝é♥❛r✐♦s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❙❊❉ ❛✉ ❙❊❉ ✢♦✉ ✭❙❊❉❋✮ ♦✛r❡ ❧❛ ✢❡①✐❜✐❧✐té ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s
❛ss♦❝✐é❡s ❞❛♥s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬ét❛t✳
▲✐♥ ❡t ❨✐♥❣ ❬✸✹✱ ✸✸❪ ♦♥t ✐♥✐t✐é ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❙❊❉❋ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✢♦✉❡ ❬✼✻❪
❛✉① s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ♦✉ ♥♦♥ ✢♦✉s ✭❙❊❉s✮ ❬✾❪✱ ❞❛♥s ❧❡
❜✉t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ tr❛✐tés ♣❛r ❞❡s ❙❊❉s ♥♦♥ ✢♦✉s✳
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛ été r❡ç✉❡ ♣❛r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❝♦♥❝❡♣ts✱ ♠ét❤♦❞❡s ❡t rés✉❧t❛ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✺✶✱ ✽✱ ✼✶✱ ✼✺❪ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✮✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❬✺✹✱ ✸✻❪ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♥t ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❙❊❉❋ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡
s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❬✺✹❪ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ✜❛❜❧❡ ❬✸✻❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ❙❊❉s ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉é❡s
❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❜✐♦♠é❞✐❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✉ ❱■❍ ✴ ❙■❉❆ ❬✷✷✱ ✷✶✱ ✶✸❪✱
❛✉ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐s❡s ❬✹✷✱ ✹✸❪ ❡t ❛✉ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ r♦❜♦t✐q✉❡ ❬✸✱ ✺✽✱ ✺✼❪✳ P♦✉r ❧❡
❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❢❛✉t❡s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✢♦✉❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s
❬✶✹✱ ✹✵✱ ✸✺❪✳

✷✳✷ ❙②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s

▲❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s ✭❙❊❉❋✮ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ❬✼✻❪ ❛✈❡❝ ❞❡s ❙❊❉s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ❬✾❪✳ ■❧s ♦♥t été ❛♣♣❧✐q✉és ❛✈❡❝ s✉❝❝ès
à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✉ ♠♦♥❞❡ ré❡❧ t❡❧s q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❜✐♦♠é❞✐❝❛✉①
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉❜❥❡❝t✐✈✐té s♦♥t ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s t②♣✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❙❊❉❋ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ q✉✐ ❛
été ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❬✺✹❪ ❡t ❬✶✹❪✳ ▲❡s ❙❊❉❋ s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ✢♦✉s
❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ✢♦✉s ❡t ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s ❞é♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs
❡t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❙❊❉❋✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s Q = {q1, q2, · · · qn}✱ s♦✐t ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♥♦♥ ✢♦✉s✱ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ét❛t ✢♦✉ q̃ ❡st r❡♣rés❡♥té ❛✈❡❝ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♥♦♥ ✢♦✉s✱ ♥♦tés ❛s [a1, a2, ..., an]✱ ♦ù ai ∈ [0, 1] r❡♣rés❡♥t❡
❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧✬ét❛t qi✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❡✈❡♥t σ̃ ❡st r❡♣ré✲
s❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t matrix[aij]n×n✱ ♦ù aij ∈ [0, 1] r❡♣rés❡♥t❡
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛ss❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t qi à ❧✬ét❛t qj✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s s②stè♠❡s
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❬✺✶❪ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✢♦✉ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ♦ù Q̃ ❡st ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ✢♦✉s✱ q̃0 ❡st ❧✬ét❛t ✢♦✉ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t Ẽ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
✢♦✉s✳ δ̃ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ Q̃× Ẽ à Q̃ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ δ̃(q̃, σ̃) =
q̃ ⊙ σ̃✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ⊙ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ A[aij]n×m ❡t ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ B[bij]m×k✱ A⊙ B = [cij]n×k ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

cij = maxm
l=1min{ailblj} ✭✷✳✶✮

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛②♦♥s ✉♥ ét❛t

✢♦✉ q̃ ∈ Q̃ ❡t ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ∈ Ẽ ♦ù q̃ = [0.3, 0.5] ❡t σ̃ =

(
0.4 0.8
0.2 0.3

)

❛❧♦rs ✿



■❧ ② ❛ ❞❡✉① ét❛ts ♥♦♥ ✢♦✉s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❞✐s♦♥s q1 ❡t q2✱ q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✢♦✉
q̃ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✢♦✉❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t q1 ❡st ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré 0.3 ❡t ❧✬❛♣✲
♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ✢♦✉❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t q2 ❛✈❡❝ 0.5✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ ❡①♣r✐♠❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡
✢♦✉❡ ❞❛♥s q✉❛tr❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✿ ❞❡ q1 à q1 ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ✵✳✹✱ ❞❡ q1 à q2 ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré
✵✳✽✱ ❞❡ q2 à q1 ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ✵✳✷ ❡t ❞❡ q2 à q2 ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ✵✳✸✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✢♦✉ q̃ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é✈é✲
♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬ét❛t ✢♦✉ q̃′ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

q̃′ = δ̃(q̃, σ̃) = q̃ ⊙ σ̃ = [0.3, 0.5]⊙

(
0.4 0.8
0.2 0.3

)

= [0.3, 0.3]

✷✳✸ Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉ ✢♦✉s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ✭✐✮ ✉♥ ♣ré✜①❡ ♥♦♥ ❢❛✉t✐❢ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r
✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢✱ ✭✐✐✮ ✉♥❡ tr❛❝❡ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❡t ✭✐✐✐✮ ✉♥
é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ ❙❊❉❋✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❞❡ ❜❛s❡✳

✷✳✸✳✶ ❈♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❜❛s❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❙❊❉❋✱ ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❛ ✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ s✐♠✉❧t❛✲
♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♥♦♥
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❡❝ ❀ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡❣rés ❞✐✛ér❡♥ts✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s tr♦✐s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s ✿ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♥♦♥
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✿ Σ̃uo : Ẽ → [0, 1]✱ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s
Σ̃o : Ẽ → [0, 1] ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❡❝ Σ̃f : Ẽ → [0, 1]✳ Σ̃f (σ̃)
q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ s✉r σ̃ ∈ Ẽ ❡t Σ̃o(σ̃) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳ Σ̃uo(σ̃)✮
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✭♦✉ ❞❡ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✮ ❞❡ σ̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿
Σ̃uo(σ̃) + Σ̃o(σ̃) = 1✳

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❣é♥éré ♣❛r G̃ ✱ ♥♦té LG̃ ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t L q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r ❞✉
❝♦♥t❡①t❡✮✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

L = {s̃ ∈ Ẽ∗ : (∃q̃ ∈ Q̃) δ̃(q̃0, s̃) = q̃} ✭✷✳✷✮

Σ̃f (s̃) = max{Σ̃f (σ̃) : σ̃ ∈ s̃} ❡t Σ̃o(s̃) = min{Σ̃o(σ̃) : σ̃ ∈ s̃} r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❞❡❣ré
❞✬é❝❤❡❝ ❡t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s̃ ∈ LG̃✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts à ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ Ẽmo ❝♦♠♣♦sé
❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✿

Ẽmo = {σ̃ ∈ Ẽ : (∀σ̃′ ∈ Ẽ) Σ̃o(σ̃) ≥ Σ̃o(σ̃′)} ✭✷✳✸✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✶✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉❋✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❛♥✲
❣❛❣❡ ❞❡ G̃ ❡st ✈✐✈❛♥t ✭♣♦✉r t♦✉t ét❛t ✢♦✉ q̃✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ t❡❧ q✉❡ δ̃(q̃, σ̃)
❡st ❞é✜♥✐✮ ❡t G̃ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ✉♥✐✲
q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t à ♣ré❞✐r❡✳



▲❡ ♣♦st ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ L ❛♣rès s̃ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥s ❞❡ s̃ ❞❛♥s G̃✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

L/s̃ = {t̃ ∈ Ẽ∗ (∃q̃ ∈ Q̃) δ̃(q̃0, s̃t̃) = q̃} ✭✷✳✹✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❬✺✹❪ ❙♦✐t σ̃ ∈ Ẽ✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ σ̃✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π̃σ̃ : Ẽ∗ → Ẽ∗ ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ✿ Π̃σ̃(ǫ) = ǫ ✱ ❡t Π̃σ̃(s̃ã) = Π̃σ̃(s̃)Π̃σ̃(ã) ❢♦r ã ∈ Ẽ ❡t s̃ ∈ Ẽ∗✱ ♦ù

Π̃σ̃(ã) =

{

ã, if ã ∈ Ẽmo or Σ̃o(ã) > Σ̃o(σ̃)

ǫ, otherwise
✭✷✳✺✮

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Π̃−1
σ̃ (t̃) = {s̃ ∈ L : (∃q̃ ∈ Q̃) δ̃(q̃0, s̃) = q̃ ∧ Π̃σ̃(s̃) = t̃ } ✭✷✳✻✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✳✷✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ σ̃✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬❡✛❛❝❡r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s ❞♦♥t ❧✬♦❜✲
s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à Σ̃o(σ̃)✳

❆✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✱ ♥♦✉s s♣é❝✐✜♦♥s ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ Σ̃f (σ̃) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ σ̃ ∈ Ẽ✳ ❙✐ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
s̃ ❞é♣❛ss❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ s♣é❝✐✜é❡ ✭✐❡✱ Σ̃f (s̃) > Σ̃f (σ̃)) ❛❧♦rs ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ s̃ ❡st
✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬é❝❤❡❝✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✧♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
✢♦✉❡✧ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬é❝❤❡❝ q✉✐ ❞é♣❛ss❡♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣é✲
r✐❡✉r❡ s♣é❝✐✜é❡✳

❖♥ ♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞é❢❡❝t✉❡✉① ♣❛r Ẽf = {σ̃ ∈ Ẽ : Σ̃f (σ̃) > 0}✳

P♦✉r σ̃ ∈ Ẽf ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t
♦ù ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ Σ̃f (σ̃) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Ψ̃σ̃ = {s̃ẽ ∈ L : ẽ ∈ Ẽf , Σ̃f (ẽ) > Σ̃f (σ̃)}.

✷✳✸✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡

❆✈❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❞✬❛❜♦r❞ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❝❡♣t✱ ♥♦té ♣❛r //✱ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦st✲❧❛♥❣❛❣❡
❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❛♣rès ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ P♦✉r σ̃ ∈ Ẽf ✱ s♦✐t t̃ ∈ LG̃ t❡❧ q✉❡ Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃)✱ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
L//t̃ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

L//t̃ = {(ũ, ṽ) : ũ ∈ LG̃ ∧ ṽ ∈ L/ũ ∧ Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(t̃)

∧ Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)}
✭✷✳✼✮



■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ L//t̃ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (ũ, ṽ) ♦ù ũ ❡st ✉♥ ♠♦t ♥♦♥✲
❢❛✉t✐❢ ❞❡ L q✉✐ ♣❛rt❛❣❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❡ t̃ ❡t ṽ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡
ũ ❞❛♥s L✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ũ ❡st t̃ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ✈ér✐✜❡ ✿
(∀ṽ ∈ L/t̃) (t̃, ṽ) ∈ L//t̃✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥❝❡♣t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ♣ré✜①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥♦♥ ❢❛✉t✐❢ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❢❛✉t✐✈❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❙♦✐t s̃ ∈ Ψ̃σ̃ ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ LG̃ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢✳
▲❡ ♣ré✜①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s̃ s❛♥s ❢❛✉t❡ ♥♦té❡ MaxPref(s̃) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
t̃ = MaxPref(s̃) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

• t̃ ∈ Pref(s̃) ❡t Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃)✳
• ♣♦✉r t♦✉t t̃′ ∈ Pref(s̃)✱ s✐ Σ̃f (t̃

′) < Σ̃f (σ̃) ❡t t̃′ 6= t̃ ❛❧♦rs t̃′ ∈ Pref(t̃)✳

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ MaxPref(s̃) ❡st ❧❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ s̃ s✉✐✈✐ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ẽ ❞❛♥s s̃ t❡❧ q✉❡ Σ̃f (ẽ) ≥ Σ̃f (σ̃)✳

◆♦✉s s♦♠♠❡s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rêts à ❞é✜♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ♥♦♥ ❢❛✉t✐✈❡✱ ❞✬✉♥❡
tr❛❝❡ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❙❊❉❋ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❞♦♥♥é✳

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣ré✜①❡ ♥♦♥
❢❛✉t✐❢ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢❛✉t❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s q✉✬❛✉① ♣ré✜①❡s
❞❡ tr❛❝❡s ♥♦♥ ❢❛✉t✐✈❡s s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❞❡s ❢❛✉t❡s ❝❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐✲
❧✐té ❛ss♦❝✐é à ❝❡s tr❛❝❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡♥ s♦✐ ♠❛✐s s❡rt ♣❧✉s t❛r❞ à ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❧❡ ❞❡❣ré
♠❛①✐♠❛❧ s✉r t♦✉s s❡s ♣ré✜①❡s ♥♦♥ ❢❛✉t✐❢s✮ q✉✐ à s♦♥ t♦✉r ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❞♦♥♥é❡ ✭❧❡ ❞❡❣ré ♠✐♥✐♠❛❧
s✉r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ✜♥✐ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ❢❛✉t❡✮✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✐♥✲
t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s à ✉♥
♣ré✜①❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s êtr❡ ét❡♥❞✉ à ✉♥❡ tr❛❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❢❛✉t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ P♦✉r σ̃ ∈ Ẽf ✱ s♦✐t s̃ ∈ Ψ̃σ̃ ❡t t̃ ∈ Pref(s̃) t❡❧ q✉❡ Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃) ❡t
s♦✐t n > 0✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡ FP

(1)
σ̃ : Ẽ∗ × N →

[0, 1] q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ♣ré✜①❡ t̃ ❛✉ r❛♥❣ n ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

FP
(1)
σ̃ (t̃, n) =

min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ ∧ (ũ, ṽ) ∈ L//t̃ ∧ ‖ṽ‖ = n}

Σ̃f (σ̃)
✭✷✳✽✮

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ♣ré✜①❡ t̃ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ t̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré λ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FP
(1)
σ̃ (t̃, n) = λ ✭✷✳✾✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FP
(1)
σ̃ (t̃, n) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡

t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ũṽ ♦ù ũ ❡st ✉♥❡ tr❛❝❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐✈❡ q✉✐ ♣❛rt❛❣❡ ❧❡s ♠ê♠❡s
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❡ t̃ ❡t ṽ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ũ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ ❙✐ ❝❡ ❞❡❣ré ✭❞✐✲
s♦♥s d✮ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s é❣❛❧ à Σ̃f (σ̃) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♥✉❧✮ ❛❧♦rs FP

(1)
σ̃ (t̃, n) ♣r❡♥❞ ❧❛



✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❞❡ 1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ 0✮✳ ❙✐✲
♥♦♥✱ FP

(1)
σ̃ (t̃, n) ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ]0, 1[ t❡❧ q✉❡✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ d

❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ Σ̃f (σ̃) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✮✱ ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ FP
(1)
σ̃ (t̃, n) ❡st

♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✮✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✐t ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣ré✜①❡ t̃✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FP
(1)
σ̃ (t̃, n) ❡st

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à n✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❙♦✐t s̃ ∈ Ψ̃σ̃ ❡t t̃ ∈ Pref(s̃) t❡❧ q✉❡ Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃)✳

(∀n, n′ > 0) if(n > n′) alors FP
(1)
σ̃ (t̃, n) ≥ FP

(1)
σ̃ (t̃, n′) ✭✷✳✶✵✮

◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té λ ❞✬✉♥ ♣ré✜①❡ t̃ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à FP
(1)
σ̃ (t̃, n) ♣♦✉r

n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ ✿ λ = FP
(1)
σ̃ (t̃,∞)✳ ✶ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ λ ❡st

❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ✉♥ r❛♥❣ ✜♥✐ n > 0 ❛♣rès ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s r❛♥❣s q✉✐
s♦♥t s✉♣ér✐❡✉rs à n✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡
tr❛❝❡ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
s✉r t♦✉s s❡s ♣ré✜①❡s ♥♦♥ ❢❛✉t✐❢s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ P♦✉r σ̃ ∈ Ẽf ✱ s♦✐t s̃ ∈ Ψ̃σ̃ ❡t n > 0✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ FP

(2)
σ̃ : Ẽ∗ ×N → [0, 1] q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡

♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ s̃ ❛✉ r❛♥❣ n ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

FP
(2)
σ̃ (s̃, n) = max{FP

(1)
σ̃ (t̃, n) : t̃ ∈ Pref(s̃) et Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃)} ✭✷✳✶✶✮

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ s̃ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ s̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré λ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FP
(2)
σ̃ (s̃, n) = λ ✭✷✳✶✷✮

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FP
(2)
σ̃ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡

✭♣❛r r❛♣♣♦rt à n✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❙♦✐t s̃ ∈ Ψ̃σ̃✳

(∀n, n′ > 0) if(n > n′) alors FP
(2)
σ̃ (s̃, n) ≥ FP

(2)
σ̃ (s̃, n′) ✭✷✳✶✸✮

◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té λ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ s̃ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à FP

(2)
σ̃ (s̃, n) ♣♦✉r n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐ ✿ λ = FP

(2)
σ̃ (s̃,∞)✳ ✷

✶✳ FP
(1)
σ̃ (t̃,∞) ❡st ❧✬❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✿ limn→∞ FP

(1)
σ̃ (t̃, n)✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ FP

(1)
σ̃ (t̃, n)

❡st ❜♦r♥é❡ ❡t ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st s♦♥ s✉♣r❡♠✉♠
q✉✐ ❡st λ ✭à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✾✮

✷✳ FP
(2)
σ̃ (t̃,∞) ❡st ❧✬❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✿ limn→∞ FP

(2)
σ̃ (t̃, n)✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ FP

(2)
σ̃ (t̃, n)

❡st ❜♦r♥é❡ ❡t ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❡t s❛ ❧✐♠✐t❡ ❡st ✉♥ s✉♣r❡♠✉♠
q✉✐ ❡st λ ✭à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷✮



❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ λ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ✉♥ r❛♥❣ ✜♥✐ n > 0 ❛♣rès q✉♦✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s r❛♥❣s s✉♣ér✐❡✉rs à n✳

■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ s̃ s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ é✈é♥❡✲
♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ s♦♥ ♣ré✜①❡ ♠❛①✐♠❛❧
♥♦♥ ❢❛✉t✐❢✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❙♦✐t s̃ ∈ Ψ̃σ̃ ❡t t̃ = MaxPref(s̃)

(∀n > 0) FP
(2)
σ̃ (s̃, n) = FP

(1)
σ̃ (t̃, n) ✭✷✳✶✹✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❙❊❉❋ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢✳ ❈❡ ❞❡❣ré ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t
❢❛✉t✐❢ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❙♦✐t H̃ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❊❉❋ ❡t σ̃ ∈ Ẽf ✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ FPσ̃ : H̃×N → [0, 1] q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❞❡ G̃ ❥✉sq✉✬❛✉ r❛♥❣ n ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ̃ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

FPσ̃(G̃, n) = min{FP
(2)
σ̃ (s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃σ̃} ✭✷✳✶✺✮

▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ❙❊❉❋ G̃ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ G̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré λ ✭G̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FPσ̃(G̃, n) = λ ✭✷✳✶✻✮

❉✬✉♥❡ ❢❛➹➓♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té λ
❞✬✉♥❡ ❢❛✉t❡ σ̃ ❞❛♥s ✉♥ ❙❊❉❋ G̃ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à FPσ̃(G̃, n) ♣♦✉r n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳
❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ ✿ λ = FPσ̃(G̃,∞)✳ ✸ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ λ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ✉♥ r❛♥❣ ✜♥✐
n > 0 ❛♣rès q✉♦✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s r❛♥❣s s✉♣ér✐❡✉rs à n✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥
❙❊❉❋ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FPσ̃(G̃, n) = min{FP
(1)
σ̃ (t̃, n) : t̃ = MaxPref(s̃) et s̃ ∈ Ψ̃σ̃} ✭✷✳✶✼✮

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿

FPσ̃(G̃, n) =

min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃), ω̃ = ũṽ, (ũ, ṽ) ∈ L//t̃,

t̃ = MaxPref(s̃), s̃ ∈ Ψ̃σ̃, ‖ṽ‖ = n}

Σ̃f (σ̃)
✭✷✳✶✽✮

✸✳ ❯♥ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ FPσ̃(G̃,∞) = λ ✳



▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❡st ✿ ✭✶✮ ❈♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FPσ̃(G̃, n) = 1✮ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✱ ✭✷✮ ♣❛rt✐❡❧❧❡✲
♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FPσ̃(G̃, n) = λ✱ ❛✈❡❝ 0 < λ < 1✮ ❡t ✭✸✮
❈♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FPσ̃(G̃, n) = 0✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉❋✳ G̃ ❡st 1✲predictable s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :
[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n] ⇒
Σ̃f (ũṽ) ≥ Σ̃f (σ̃)

❙❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 1✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ v ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❛ ❢❛✉t❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ ũṽ ♥✬❡st ♣❛s
✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ σ̃ à ♣♦rté❡ ❞❡ ♠❛✐♥✳ ✹ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱
❧❡ λ✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ λ ∈ [0, 1[ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t λ ∈ [0, 1[✳ G̃ ❡st λ−predictable s✐ ❡t s❡✉❧❡♠♥t
s✐ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) (D1 ∧D2) ♦ù ✿

✶✳ D1 ✿ (∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) ✿
[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n] et Σ̃f (ũṽ) =
λ.Σ̃f (σ̃)

✷✳ D2 ✿ (∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) ✿
[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n] ⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥
λ.Σ̃f (σ̃)

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ D1 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❝♦♠♣❧èt❡ ✭λ 6= 0✮ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ D2 ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞❡ λ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ G̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ̃✳

P♦✉r λ = 0✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ D2 ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t tr✐✈✐❛❧❡ ❡t
0✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✭♥♦♥✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡✮ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉❋✳ G̃ ❡st 0✲predictable s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n] et Σ̃f (ũṽ) = 0 ✭✷✳✶✾✮

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷✳ Pr❡♥♦♥s ❧❡ ❙❊❉❋ ✢♦✉ G̃ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✷✳✶ q✉✐ ❡st ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞✉ ❙❊❉ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✶✳✶ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✺✳✶✳

❉❛♥s G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ✢♦✉s ❡st Q̃ = {q̃0, q̃1, q̃2, q̃3, q̃4, q̃5}
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s ❡st Ẽ = {α̃, β̃, γ̃, θ̃, τ̃}✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ G̃ ❡st ♥♦té

✹✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡✱

✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ Σ̃f (ũṽ) ≥ Σ̃f (σ̃) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Σ̃f (ṽ) ≥ Σ̃f (σ̃)✳



♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r q̃ = [a0, a1, a2] ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
❛♣♣❛rt❡♥✐r à tr♦✐s ét❛ts ❝r♦q✉❛♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ a0 ✱ a1 ❡t a2✱ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 3× 3✳

α̃ =





α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33





P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α32 ∈ [0, 1] r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛ss❡ ❞✉
tr♦✐s✐è♠❡ ét❛t ❝r♦q✉❛♥t ❛✉ s❡❝♦♥❞ ét❛t ❝r♦q✉❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ α32✳
q̃0 = [a0, a1, a2] ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛ts ♣❛r
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥✳ ▲❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t
❞❡ ❢❛✉t❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Σ̃o(α̃) = 1, Σ̃o(β̃) = 0.8, Σ̃o(γ̃) = 0.6, Σ̃o(θ̃) = 0.1, Σ̃o(τ̃) = 0

Σ̃f (α̃) = 0, Σ̃f (β̃) = 0.2, Σ̃f (γ̃) = 0.3, Σ̃f (θ̃) = 0.7, Σ̃f (τ̃) = 0

▲❛✐ss❡③✲♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋
G̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Ψ̃θ̃(Σ̃f ) = {α̃θ̃, β̃θ̃}✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉ G̃

✖ P♦✉r s̃ = α̃θ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = α̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ✺

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (θ̃)

L//t̃ = {(τ̃ α̃, β̃∗), (α̃, θ̃γ̃β̃∗)}

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té FP
(1)

θ̃
(t̃, n)

❞❡ t̃ = α̃ ♣❛r ✿

FP
(1)

θ̃
(t̃, n) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ L//t̃ ∧ ‖ṽ‖ = n}

Σ̃f (θ̃)

✺✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❜✉s♦♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s L//t̃ =
{(τ̃ α̃, β̃∗), (α̃, θ̃γ̃β̃∗)} ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (τ̃ α̃, w) ♦✉ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ (α̃, θ̃γ̃w) ♦ù w ❡st ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♠♦t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ β̃∗✳



P♦✉r n = 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)

θ̃
(t̃, 1) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(τ̃ α̃, β̃), (α̃, θ̃)}}

Σ̃f (θ̃)

FP
(1)

θ̃
(t̃, 1) =

min{0.7, 0.2, 0.7}

0.7
≃ 0.28

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❝❡❧❛ ♣♦✉r t♦✉s n ≥ 1✱ FP
(1)

θ̃
(t̃, n) = FP

(1)

θ̃
(t̃, 1) ≃ 0.28✳

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r s̃ = α̃θ̃ q✉❡ ✿ ∀n ≥ 1, FP
(2)

θ̃
(s̃, n) =

FP
(1)

θ̃
(t̃, 1) ≃ 0.28✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = α̃θ̃ ❡t 0.28✳

✖ P♦✉r s̃ = β̃θ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = β̃✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ t̃ = β̃✳ P♦✉r n = 1
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)

θ̃
(t̃, 1) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(β̃, θ̃)}

Σ̃f (θ̃)
=

min{0.7, 0.7}

0.7
= 1

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❝❡❧❛ ♣♦✉r t♦✉sn ≥ 1✱ FP
(1)

θ̃
(t̃, n) = FP

(1)

θ̃
(t̃, 1) = 1✳

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r s̃ = β̃θ̃ q✉❡ ✿ ∀n ≥ 1, FP
(2)

θ̃
(s̃, n) =

FP
(1)

θ̃
(t̃, 1) = 1✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = β̃θ̃ ❡st 1✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s
❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ✿ FPθ̃(G̃, n) = min{FP

(2)

θ̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃θ̃(Σ̃f )}✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t

q✉❡ ✿ ∀n ≥ 1, FPθ̃(G̃, n) = min{FP
(2)

θ̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃θ̃(Σ̃f )} = min{0.28, 1} = 0.28

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
❞❛♥s ❙❊❉❋ G̃ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré 0.28✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❞❡ 0, 28
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♣ré❞✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛✉t❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ♠❛✐s
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ theta ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞❡ ✵✱✷✽✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❛✉ss✐ q✉❡ θ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t q✉✬à ✉♥ ❞❡❣ré 0.28 à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✢♦✉ ❞❡s é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✶✳✹✳✶✳✶ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❡ ♠ê♠❡ ❙❊❉ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲✢♦✉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t θ
❡st ✭❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✮ ♥♦♥ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t ♦ù ❧❡ ❙❊❉ ✉t✐❧✐sé ❡st ✢♦✉✱ ❧❛
❞é❝✐s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❧✉s ❜✐♥❛✐r❡ ♠❛✐s ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✳ ■❧ ❞✐t q✉❡ θ ❛ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♥✐ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♥✐ ❝♦♠♣❧è✲
t❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❛✉① é✈é♥❡♠❡♥ts ♥♦♥ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s✳



✷✳✸✳✸ Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙❊❉ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❙❊❉ ✢♦✉

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ❙❊❉ ✢♦✉ ❝♦♠♠❡
❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❝❧❛ss✐q✉❡
❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❙❊❉ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ✭✈♦✐r ❬✻✷❪✮✳

❉❛♥s ✉♥ ❙❊❉ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ✭♥♦♥ ✢♦✉✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❡t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✉t❡s s♦♥t ❜♦♦❧é❡♥s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✢♦✉s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ã ∈ Ẽ✱ Σ̃o(ã) ✱Σ̃f (ã) ∈ {0, 1}✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ã ∈ Ẽ✱ Σ̃f (ã) =
1 s✐ ã ∈ Ẽo ❡t Σ̃f (ã) = 0 s✐♥♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ Σ̃o(ã) = 1 s✐ ã ∈ Ẽo ❡t Σ̃o(ã) = 0
s✐♥♦♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❙❊❉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞♦♥♥é G̃ ❡t ✉♥❡ ❢❛✉t❡ σ✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ ❡st s♦✐t 1 s✐ σ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃ ♦✉ 0 s✐♥♦♥✳

❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❡t ũ ∈ L ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ G̃✳ ❆❧♦rs✱ Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t Σ̃f (ũ) ≥ Σ̃f (σ̃)✮ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r σ /∈ ũ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
σ ∈ ũ✮✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❡st ❡♥s✉✐t❡ réé❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

G̃ ❡st 1✲predictable s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈
LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and (σ /∈ ũ) and ‖ṽ‖ = n] ⇒ (σ ∈ ũṽ)

❖✉ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✿

G̃ ❡st 1✲predictable s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿ (∃n ∈ N)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :
[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and (σ /∈ ũ) and ‖ṽ‖ ≥ n] ⇒ (σ ∈ ṽ) ✻

❈❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉s
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬✻✷❪✳ ✼

✷✳✹ Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✈s ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡st ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st ❝❛♣t✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡
❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ t♦✉t ❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❡st ❛✉
♣❧✉s é❣❛❧ ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠ê♠❡ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉✳ ◆♦✉s
♣❛r❛♣❤r❛s♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✶✹❪
♣♦✉r ❧✬❛❞❛♣t❡r à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ♥♦s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽✳ ❙♦✐t H̃ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❙❊❉❋ ❡t σ̃ ∈ Ẽf ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛❣✲
♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ FDσ̃ : H̃ × N → [0, 1]
♦ù ✿

✻✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♠♣❧❛❝é ✿ ✏(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) . . . ‖ṽ‖ = n] ⇒ . . . ✑♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿
✏(∃n ∈ N) . . . ‖ṽ‖ ≥ n] ⇒ . . . ✑✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t r❡♠♣❧❛❝é (σ ∈ ũṽ) ♣❛r (σ ∈ ṽ)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣✉✐sq✉❡ σ /∈ ũ✱ (σ ∈ ũṽ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (σ ∈ ṽ)✳

✼✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ♣ré✜①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢s ❞❡ s̃ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❬✻✷❪ ♥✬✐♠♣♦rt❡
♣ré✜①❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢ ❞❡ s̃ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣❛r ✉♥❡ ✐❞é❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳



FDσ̃(G̃, n) =
min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ Π̃−1(Π(s̃.s̃′)), s̃ ∈ Ψ̃σ̃, s̃

′ ∈ L/s̃, ‖s̃′‖ = n}

Σ̃f (σ̃)
✭✷✳✷✵✮

G̃ ❡st ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré γ s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✐ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FDσ̃(G̃, n) = γ ✭✷✳✷✶✮

▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té γ ❞✬✉♥❡ ❢❛✉t❡ σ̃ ❞❛♥s ✉♥ ❙❊❉❋ G̃ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
FDσ̃(G̃, n) ♣♦✉r n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ ✿ γ = FDσ̃(G̃,∞)✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ γ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ✉♥ r❛♥❣ ✜♥✐ n > 0 ❛♣rès q✉♦✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥s❡r✈é ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s r❛♥❣s s✉♣ér✐❡✉rs à n✳

❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té s♦♥t ❧✐és ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t σ̃✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❞❛♥s G̃✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ̃ ❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à s♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té
♣❛r r❛♣♣♦rt à σ̃✱❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ FPσ̃(G̃,∞) ≤ FDσ̃(G̃,∞)✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❞✬✉♥ ❙❊❉❋ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❢❛✉t✐❢ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à s♦♥
❞❡❣ré ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠ê♠❡ é✈é♥❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❝❛♣t✉r❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ✢♦✉✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶ ✭❈♦♥t✮
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❙❊❉❋ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❞❡❣rés

❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s ❙❊❉❋ G̃ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
♣ré✈✐s✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré 0.28✳

P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Ψ̃θ̃(Σ̃f ) = {α̃θ̃, β̃θ̃}✳
P♦✉r n = 1 ✿

FDθ̃(G̃, 1) =
min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (w) : w ∈ Π̃−1(Π(s̃t̃)) where s̃t̃ ∈ {α̃θ̃γ̃, β̃θ̃γ̃}}

Σ̃f (θ̃)

FDθ̃(G̃, 1) =
min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (w) : w ∈ {α̃θ̃γ̃, β̃θ̃γ̃}}

Σ̃f (θ̃)
=

min{0.7, 0.7, 0.7}

0.7
= 1

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ♣♦✉r n ≥ 1✱ FDθ̃(G̃, 1) = 1✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜❧❡ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré
✵✳✷✽✳



✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s ❡t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐sé
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré✲
❞✐❝t✐❜✐❧✐té✱ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✭✐✮ ❞✬✉♥ ♣ré✜①❡ ✭✐✐✮ ✉♥❡ tr❛❝❡
❢❛✉t✐✈❡ ❡t ✭✐✐✐✮ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉ ✢♦✉✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {0, 1}✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝✲
t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ✢♦✉ ❡st
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
✢♦✉❡ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥✱ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st ♣ré✲
❞✐❝t✐❜❧❡ ♦✉ 1−♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❀ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡st é❣❛❧❡ à ③ér♦✱ ❛❧♦rs
♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st 0✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❀
❡♥✜♥ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡st é❣❛❧❡ à λ ∈]0, 1[✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡❣ré λ✳ ▲✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ ]0, 1[ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❞❡❣rés ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✉t✐❧❡ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s✳ ❈❡ t②♣❡
❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❜é♥é✜q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s
♦ù ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛✉t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ❝r✐t✐q✉❡s✱ t♦❧ér❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝
✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ♠❛♥✲
q✉❛♥ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ❝♦ût❡✉①✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥❝❧✉ q✉❡ ❧❡
❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❙❊❉❋ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❢❛✉t✐❢ ❡st t♦✉✲
❥♦✉rs ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à s♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠ê♠❡ é✈é♥❡♠❡♥t✳
❈❡❧❛ ❝❛♣t✉r❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✢♦✉✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛
❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋ ✿

❆♣♣r♦❝❤❡ ❉✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r

✺✺



✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝✲
t✉r❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ♥♦♠♠é❡ ❧❡ ✧❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✧ q✉✐ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❬✹✶❪ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡✲
♠❡♥t ❞✐s❝r❡ts ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ét❛ts ✜♥✐s ✭❋❙▼✮
❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Π s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t à ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❞♦♥♥é❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣♦✉r
✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t❛❜✐❧❧✐té ✢♦✉❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r
✭♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s à ✉t✐❧✐s❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥
✢♦✉❡✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❙❊❉❋ ❞♦♥♥é ❡t ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❢❛✉t❡✳

✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r

❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r G̃d ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r
❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ❡t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ∈ Ẽf ✳
▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ G̃d = (Q̃d, Ẽd, δ̃d, q̃d0) ♦ù ✿

Q̃d ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳ Q̃d ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ 2Q̃×{F,Nµ}✳
❯♥ ét❛t q̃d ∈ Q̃d ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q̃d = {(q̃1, l1), (q̃2, l2), ..., (q̃n, ln)} ✱ ♦ù q̃i ∈ Q̃ ❡t
li ∈ {F,Nµ} ♣♦✉r i = 1, 2, . . . , n✳ ▲✬ét✐q✉❡tt❡ F ❞♦✐t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t σ̃ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ❢❛✉t❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ❞❡❣ré
s♣é❝✐✜é Σ̃f (σ̃)✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❡♥ ✧❡t❛t ❞✬é❝❤❡❝✧✳ ❆❧♦rs✱ ét✐q✉❡t❡③ Nµ t❡❧ q✉❡
µ ∈ {Σ̃f (ã) : ã ∈ Ẽ} ❡t µ < Σ̃f (σ̃) ❞♦✐t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬é❝❤❡❝ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s✉r✈❡♥❛♥t ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❧❡ ❞❡❣ré s♣é❝✐✜é✳ ❆✐♥s✐✱
❧❡ s②stè♠❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧✬ét❛t ✧♥♦r♠❛❧✧✳

q̃d0 ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧✳ ■❧ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ q̃d0 = {(q̃0, N
0)} ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ G̃d ❝♦♠♠❡♥❝❡

♣❛r ✉♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧✳

Ẽd ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♣♦sés ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞♦♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛❜✐❧✐té ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♦✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ Σ̃o(σ̃) ✿ Ẽd = Ẽmo ∪ {ã ∈ Ẽ : Σ̃o(ã) >
Σ̃o(σ̃)}✳

δ̃d : Q̃d × Ẽd → Q̃d ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

❙♦✐t q̃d ❡t q̃′d ❞❡✉① ét❛ts ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞❛♥s Q̃d t❡❧ q✉❡ q̃′d ❡st ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r
❞❡ q̃d ♣❛r ã ∈ Ẽd✱ ✐✳❡✳✱ q̃′d = δ̃d(q̃d, ã) ❡st ❞é✜♥✐✳

❙♦✐t q̃d = {(q̃1, l1), (q̃2, l2), ..., (q̃m, lm)} ❡t q̃′d = {(q̃′1, l
′
1), (q̃

′
2, l

′
2), ..., (q̃

′
n, l

′
n)}✳ P♦✉r

t♦✉t i ∈ {1, 2, . . . , n}✱ ✐❧ ❡①✐st❡ j ∈ {1, 2, . . . ,m} t❡❧ q✉❡ q̃′i = δ̃(q̃j, s̃) ✱ ♦ù s̃ = ũã✱
ã ∈ Ẽd ❡t ũ ∈ {ṽ ∈ Ẽ∗ : Σ̃o(ṽ) < Σ̃o(σ̃)} ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❡st ❞é✜♥✐❡



❝♦♠♠❡ s✉✐t

l′i =







F if lj = F or Σ̃f (s̃) ≥ Σ̃f (σ̃)

N Σ̃f (s̃) if lj = Nµ, Σ̃f (s̃) < Σ̃f (σ̃) et Σ̃f (s̃) > µ

Nµ if lj = Nµ, Σ̃f (s̃) < Σ̃f (σ̃) et Σ̃f (s̃) < µ

✭✸✳✶✮

◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r q̃d = {(q̃1, l1), (q̃2, l2), ..., (q̃m, lm)} ❡st ✿
♥♦r♠❛❧ s✐ lj = Nµ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, 2, . . . ,m} ❀ ❝❡rt❛✐♥ s✐ lj = F ♣♦✉r t♦✉t
j ∈ {1, 2, . . . ,m} ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ lj = Nµ ❡t li = F ✳

❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r Q̃N
d ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ q✉✐ s♦♥t ♥♦r♠❛✉①✱ ♣❛r Q̃C

d ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts q✉✐ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥s✱ ❡t ♣❛r Q̃U

d ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts q✉✐ s♦♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶ ✭❈♦♥t✮ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r G̃d ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ r❡♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✷✳✶ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✸✳✶✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡ {(q̃5, F )} ❡st ✉♥ ét❛t ❝❡rt❛✐♥ ❛❧♦rs q✉❡
{(q̃2, N

0), (q̃3, N
0)} ❡st ✉♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r G̃d ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ̃ ❞✉ ❙❊❉❋ G̃ ❡①❡♠♣❧❡ ✷

✸✳✸ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐✲

❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❧✐é❡s ❛✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r
❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❞❛♥s ❧❡s
❙❊❉❋ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳

▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts
{q̃1, q̃2, ..., q̃n} ⊆ Q̃ ❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ {ã1, ã2, · · · , ãn} ∈ Ẽ∗ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ s✐ q̃i+1 =
δ̃(q̃i, ãi)✱ ♣♦✉r i = 1, 2, . . . , n− 1 ❡t q̃1 = δ̃(q̃n, ãn)✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❬✻✷❪ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t q̃ ∈ Q̃✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
❞❡ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à q̃ ❡st ♥♦té ♣❛r Ac(G̃, q̃) t❡❧ q✉❡ ✿

Ac(G̃, q̃) = (Q̃Ac, Ẽ, δ̃Ac, q̃) ✭✸✳✷✮

♦ù Q̃Ac = {q̃′ ∈ Q̃ : (∃s̃ ∈ Ẽ∗) s✳t✳ δ̃(q̃, s̃) = q̃′ ❡st ❞é✜♥✐ } ❡t δ̃Ac = δ̃ |Q̃Ac×Ẽ→Q̃Ac
. ✶

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s✉✐✈✐s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s
ét❛ts ♥♦♥ ♥♦r♠❛✉① ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❬✻✷❪ ❙♦✐t FD ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r q✉✐
♣♦ssè❞❡♥t ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧✳

FD = {xd ∈ Q̃N
d : ∃ yd = δ̃d(xd, ão) est defini pour Σ̃o(ão) > Σ̃o(σ̃) et yd /∈ Q̃N

d }
✭✸✳✸✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❙♦✐t G̃d = (Q̃d, Ẽd, δ̃d, q̃d0) ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞❡ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ̃
✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {q̃d,1, ã1, q̃d,2, ã2, ..., q̃d,k, ãk, q̃d,1} ❢♦r♠❡ ✿

• ❯♥ ❝②❝❧❡ µ − normal ❞❛♥s G̃d s✐ {q̃d,1, q̃d,2, ..., q̃d,k} s♦♥t ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉①✱
❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {q̃d,1, ã1, q̃d,2, ã2, ..., q̃d,k, ãk, q̃d,1} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s G̃d ❡t µ <
Σ̃f (σ̃)

• ❯♥ ❝②❝❧❡ certain ❞❛♥s G̃d s✐ {q̃d,1, q̃d,2, ..., q̃d,k} s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❝❡rt❛✐♥s✱ ❡t ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡
{q̃d,1, ã1, q̃d,2, ã2, ..., q̃d,k, ãk, q̃d,1} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s G̃d

• ❯♥ ❝②❝❧❡ µ − uncertain ❞❛♥s G̃d s✐ {q̃d,1, q̃d,2, ..., q̃d,k} s♦♥t ❞❡s ét❛ts ✐♥❝❡✲
t❛✐♥s✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {q̃d,1, ã1, q̃d,2, ã2, ..., q̃d,k, ãk, q̃d,1} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s G̃d

❡t µ < Σ̃f (σ̃)

▲❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ rés✉❧t❛t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t❛❜✐❧té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉❋✳ ▲❡♠♠❡ ✸✳✶ ✭r❡s♣✳ ✸✳✷✱
✸✳✸✮ ❡st ❞é❥à ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✶✹❪ ✭r❡s♣✳ ❞❛♥s ❬✻✷❪✮ ❛❧♦rs q✉❡ ▲❡♠♠❡ ✸✳✹ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ✐❝✐
♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❞❛♥s ✉♥ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❝♦♥str✉✐t
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❙❊❉❋✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳ ❬✶✹❪ ❙♦✐t G̃d = (Q̃d, Ẽd, δ̃d, q̃d0) ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞❡ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
σ̃ ∈ Ẽf ✳ ❙✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s G̃d✱ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❝②❝❧❡
♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❧✐❜❡❧❧é ❞❡ ❢❛✉t❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣✲
♥♦st✐q✉❡✉r✳ �

✶✳ ❈❡❧❛ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Q̃Ac ❞❡s ét❛ts✳



▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳ ❬✻✷❪
❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r G̃d q✉✐ ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❞❡s ét❛ts ✐♥❝❡rt❛✐♥s

♦✉ ♥♦r♠❛✉①✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s
ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ♦♥t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s G̃d✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✻✷❪✳ �

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳ ❬✻✷❪
❚♦✉t ét❛t ❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞✉

❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞❛♥s FD✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ �

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t G̃d = (Q̃d, Ẽd, δ̃d, q̃d0) s♦♥t ❞✐❛❣♥♦s✲
t✐q✉❡✉r✳ ❙♦✐t µ < Σ̃f (σ̃) ❡t q̃d ∈ FD✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d) q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
ét❛t ❞❛♥s C ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ G̃ ét✐q✉❡té ♣❛r Nµ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ◗
❡st ✈ér✐✜é ✿

Q : (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = µ

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳ ▲❛ ♣r♦✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✳ �

✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✶✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥♥é❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t G̃d = (Q̃d, Ẽd, δ̃d, q̃d0) s♦♥t ❞✐❛❣✲
♥♦st✐q✉❡✉r✳ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❡st ✶✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭❝♦♠♣❧❡t❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✮ ❞❛♥s G̃ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ P ❡st ✈ér✐✜é ♦ù ✿

P ✿ ♣♦✉r t♦✉t q̃d ∈ FD✱ ✐❧ ❡①✐st❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❝❡rt❛✐♥s ❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳ ▲❛ ♣r♦✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✳ �

✳

P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r λ✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ 0 ≤ λ < 1✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t G̃d = (Q̃d, Ẽd, δ̃d, q̃d0) s♦♥t
❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡
❞❡❣ré λ✮ ❞❛♥s G̃ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s R1 ❡t R2 s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

R1 ✿ ✐❧ ② ❛ q̃d ∈ FD ✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d) q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥✳

R2 ✿ ▲❡ ♠✐♥✐♠❛❧ µ✲♥♦r♠❛❧ ♦✉ µ✲✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d) ♣♦✉r t♦✉t q̃d ∈ FD

s❛t✐s❢❛✐t µ = λ.Σ̃f (σ̃)✳



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳ ▲❛ ♣r♦✉✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡✳ �

✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ 0✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✶✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t G̃d = (Q̃d, Ẽd, δ̃d, q̃d0) s♦♥t ❞✐❛❣✲
♥♦st✐q✉❡✉r✳ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❡st 0✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭❝♦♠♣❧❡t❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✮ ❞❛♥s
G̃ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ② ❛ q̃d ∈ FD ❡t ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ ✵✲♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✵✲✐♥❝❡rt✐❛♥ ❞❛♥s
Ac(G̃d, q̃d)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ s✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳ �

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶ ✭❈♦♥t✮ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❙❊❉❋ r❡♣rés❡♥té s✉r ❋✐❣✉r❡✳ ✷✳✶✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s
❧❡ ❙❊❉❋ G̃✱ ♦ù s♦♥ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✸✳✶✳ ✭❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✷✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✷✳✺ ❡t ✷✳✼ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ θ̃ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré λ = 0.28✮✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s à ♣❛rt✐r ❞✉
❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FD ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❛②❛♥t ✉♥ ét❛t ❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥
❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❝♦♠♠❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ✿ FD = {{(q̃2, N

0), (q̃3, N
0)}, {(q̃3, N

0.2)}}✳ ▲❡s
ét❛ts ❞❡ FD s♦♥t ♣rés❡♥tés ❛✈❡❝ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s Ac(G̃d, {(q̃2, N

0), (q̃3, N
0)}) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❝②❝❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧ 0.2✲♥♦r♠❛❧ ❡t ✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥ ❣r❛s✳
❆✐♥s✐ ❜❛sé s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝
✉♥ ❞❡❣ré λ =

µ

Σ̃f (σ̃)
= 0.2/0.7 = 0.28✳

✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐❢s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s tr♦✐s ❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st tr❛✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳

✸✳✹✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✿ ❙❊❉s ♥♦♥ ✢♦✉s

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré✲
s❡♥té❡s ❥✉sq✉✬❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ❙❊❉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭♥♦♥ ✢♦✉s✮✳ ❯♥ ❙❊❉
❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ét❛ts ♥♦♥ ✢♦✉s n ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❙❊❉❋ ♦ù ✿
❝❤❛q✉❡ ét❛t ♥♦♥ ✢♦✉ ❡st r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ❡st é❣❛❧ à ✶ ❀ ❡t ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n × n✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐✲
❧✐té ✢♦✉❡ ♣rés❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉ G1 r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡st Eo{α, γ} ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡
❢❛✉t❡s ❡st Ef = {β}✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t β ❡st 0✲
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✮ ❞❛♥s G1✳



❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ✶ ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉ G1

▲❡ ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉ G1 ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❙❊❉❋ s♣é❝✐❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ét❛ts ✢♦✉s ✿
q1 = [1, 0, 0, 0]✱ q2 = [0, 1, 0, 0] ✱ q3 = [0, 0, 1, 0]✱ q4 = [0, 0, 0, 1] ❡t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s ✿

α =







0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







β =







0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0







γ =







0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 0
0 0 0 1







P✉✐sq✉❡ Ẽo = {α, γ}✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ✿ Σ̃o(α) = Σ̃o(γ) = 1 ❡t Σ̃o(β) = 0✳ ❉❡
♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ Ẽf = {β}✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ✿ Σ̃f (α) = Σ̃f (γ) = 0 ❡t Σ̃f (β) =
1✳

✸✳✹✳✶✳✶ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡

■❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ♠♦t s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ β ✿ Ψ̃β(Σ̃f ) = {αβ}✳
P♦✉r s̃ = αβ✱ t̃ = MaxPref(s̃) = α✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (β)

L//t̃ = {(α, βγ∗), (α, γγ∗)}

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺✱ ♥♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ t̃ = α ♣❛r ✿

FP
(1)
β (t̃, n) =

min{Σ̃f (β), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ L//t̃ ∧ ‖ṽ‖ = n}

Σ̃f (β)

P♦✉r n = 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)
β (t̃, 1) =

min{Σ̃f (β), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(α, β), (α, γ)}}

Σ̃f (β)

FP
(1)
β (t̃, 1) =

min{1, 1, 0}

1
= 0



◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❝❡❧❛ ♣♦✉r t♦✉s n ≥ 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)
β (t̃, n) = FP

(1)
β (t̃, 1) = 0

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r s̃ = αβ q✉❡ ✿

∀n ≥ 1, FP
(2)
β (s̃, n) = FP

(1)
β (t̃, 1) = 0

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = αβ ❡st 0✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ β
❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉ G1 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✿

FPβ(G1, n) = min{FP
(2)
β (s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃β(Σ̃f )}

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∀n ≥ 1, FPβ(G1, n) = min{FP
(2)
β (s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃β(Σ̃f )} = 0

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ β ❡st ✵✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G1✳

✸✳✹✳✶✳✷ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r

◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❝✐✲❞❡ss✉s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐✲
q✉❡✉r ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r Gd ❞❡ G1 ♣❛r r❛♣♣♦rt à β ❡st
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ❉✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r Gd ♣❛r r❛♣♣♦rt à β ❞❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✶ ❙❊❉ G1

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ FD ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❛②❛♥t ✉♥ ét❛t ❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠❡ s✉❝✲
❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t ❡st ✿ FD = {(q2, N

0)}✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❞❡ FD s♦♥t ♣rés❡♥tés
❛✈❡❝ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✭❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❡r✲
✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts✮✳ ❆❧♦rs✱ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t Ac(Gd, (q2, N

0)) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡
✉♥✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ✵✲✐♥❝❡rt❛✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r
❛✈❡❝ ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥ ❣r❛s✮ ✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t β ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♥♦♥ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
❞❛♥s G1 ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳✶ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t❛❜✐✐té ✢♦✉❡✳

✸✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ ❯♥ ❙❊❉❋ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t❛❜❧❡

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❙❊❉❋ G̃2 = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ❜❛sé s✉r ❧❡ ❙❊❉
G1 ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❋✐❣✳ ✸✳✹✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q̃ ❞❡s ét❛ts ✢♦✉s ❞❡ G̃2 ❡st ✿ Q̃ = {q̃1, q̃2, q̃3, q̃4} t❡❧ q✉❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st



❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ❙❊❉❋ G̃2

q̃1 = [0.3, 0.9, 0.4, 0.2] ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛①✲
♠✐♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s ❡st ✿ Ẽ = {α̃, β̃, γ̃}✳
❈❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

α̃ =







0.2 0.4 0.9 0.30
0 0.2 0.5 0.6
0 0 0.5 0.1
0 0 0 0.6







β̃ =







0.2 0 0 0
0.5 0.4 0 0
0.1 0.6 0.5 0
0.2 0.5 0.8 0.4







γ̃ =







0.5 0.6 0.4 0.2
0 0.1 0.3 0.8
0 0 0.6 0.2
0 0 0 0.1







❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❧❡✉rs ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬é❝❤❡❝
s♦✐❡♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿

Σ̃o(α̃) = 0.5, Σ̃o(β̃) = 0.4, Σ̃o(γ̃) = 0.6
Σ̃f (α̃) = 0.1, Σ̃f (β̃) = 0.3, Σ̃f (γ̃) = 0.4

❆✐♥s✐✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❢❛✉t✐❢s ❡st ✿ Ẽf = {α̃, β̃, γ̃} ❡t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t❛❜✐❧té ❞❡ t♦✉s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ Ẽf ❞❛♥s G̃2✳

✸✳✹✳✷✳✶ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡

✶✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ Ψ̃α̃(Σ̃f ) = {α̃}✱
P♦✉r s̃ = α̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ǫ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (α̃)

L//t̃ = {(ǫ, α̃β̃γ̃∗), (ǫ, α̃γ̃γ̃∗)}

P♦✉r n = 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) =

min{Σ̃f (α̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃)}}

Σ̃f (α̃)



FP
(1)
α̃ (t̃, 1) =

min{0.1, 0.1}

0.1
= 1

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ❝❡❧❛ ♣♦✉r t♦✉s n ≥ 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)
α̃ (t̃, n) = FP

(1)
α̃ (t̃, 1) = 1

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ q✉❡ ✿ ∀n ≥ 1, FP
(2)
α̃ (s̃, n) = 1✱ ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ q✉❡ ✿ ∀n ≥ 1, FPα̃(G̃2, n) = min{FP
(2)
α̃ (s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃α̃(Σ̃f )} =

1✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ❡st 1✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s
G̃2✳

✷✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ Ψ̃β̃(Σ̃f ) = {α̃β̃, α̃γ̃}✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré γ̃ ❞❛♥s Ψ̃β̃(Σ̃f ) ♣❛r ❝❡ q✉❡ Σ̃f (γ̃) > Σ̃f (β̃)✳ ❉❡ ❧❛

♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿ ∀n ≥ 1, FP
(2)

β̃
(α̃β̃, n) =

FP
(2)

β̃
(α̃γ̃, n) = 1 ✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∀n ≥ 1, FPβ̃(G̃2, n) = min{FP
(2)

β̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃β̃(Σ̃f )} = 1

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃ ❡st ✶✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ G̃2✳

✸✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts α̃ ❡t β̃ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀n ≥ 2, FPγ̃(G̃2, n) = min{FP
(2)
γ̃ (s̃, n) : s̃ ∈ {α̃γ̃}} = 1

❆♥s✐✱ γ̃ ❡st ❛✉ss✐ 1✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✐♥ G̃2✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ t♦✉s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s α̃, β̃, γ̃ ∈ Ẽf s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝✲
t✐❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❙❊❉❋ G̃2 ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳

✸✳✹✳✷✳✷ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r

▲❡s ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉rs ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t α̃, β̃, γ̃ ∈ Ẽf ❞❛♥s G̃2 s♦♥t
♠♦♥trés ❞❛♥s ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❡t ❋✐❣✳ ✸✳✻✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❉✐❛❣♥♦st✐s✉❡✉r ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à α̃ ❡t γ̃

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✶✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à γ̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① Ẽmo = {γ̃}✱ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳✶ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳



❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ❉✐❛❣♥♦st✐s✉❡✉r ❞✉ ❙❊❉❋G̃2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à β̃

❉✬❛♣rès ❧❛ ✸✳✺ ❡t ❋✐❣✳ ✸✳✻✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉rs
s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ❝❡rt❛✐♥s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✱ t♦✉s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
✢♦✉s α̃, β̃, γ̃ ∈ Ẽf ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃2 s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣rè❞✐❝t✐❜❧❡s✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t
❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❙❊❉❋ G̃2 ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣rè❞✐❝t✐❜❧❡✳

✸✳✹✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ✸ ✿ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❛♥✐♠❛❧

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛♥✐♠❛❧✱ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❙❊❉ ✢♦✉ G̃3

r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ✭❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬✶✹❪✮✳ ❈❡t ❛♥✐♠❛❧ t♦♠❜é ♠❛❧❛❞❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ▲❡s ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts t❤é♦♣❤②❧❧✐♥❡✱ ❜r♦♠✉r❡ ❞✬✐♣r❛tr♦♣✐✉♠✱
ét❤②❧s✉❝❝✐♥❛t❡ ❞✬ér②t❤r♦♠②❝✐♥❡ ❡t ❞♦♣❛♠✐♥❡ s♦♥t ❞é♥♦tés ♣❛r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s
α̃✱β̃ ✱ γ̃ ❡t θ̃✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❞♦❝t❡✉r ❝r♦✐t q✉❡ ❝❡s ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s
❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ❯♥ ét❛t ❞❛♥s ❝❡ ❙❊❉ ✢♦✉ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
q̃ = (a1, a2, a3) ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛♥✐♠❛❧ ♣❡✉t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à
✧❜♦♥✧ ✱ ✧♣❛ss❛❜❧❡✧ ❡t ✧♠é❞✐♦❝r❡✧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐❢s a1, a2
❡t a3✳ ▲✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st q̃0 = [0.9, 0.1, 0] ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛ts ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥ ✭✈♦✐r ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ s♦♥t ✿ q̃1 = [0.4, 0.9, 0.4] ✱ q̃2 = [0.9, 0.4, 0.4]✱
q̃3 = [0.4, 0.9, 0.4]✱ q̃4 = [0.9, 0.9, 0.4]✱ q̃5 = [0.5, 0.1, 0]✱ q̃6 = [0.5, 0.4, 0.4] ❡t q̃7 =
[0.5, 0.4, 0.4]✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ✐♠♣ré❝✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❡①❛❝t ❛✉q✉❡❧ ❧✬❛♥✐♠❛❧ ❛ é✈♦❧✉é
❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛♣rès ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♠é❞✐❝❛♠❡♥t❡✉①✱ ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st
♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 3× 3✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❬✶✹❪ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❙❊❉❋ G̃3✳

α̃ =





0.4 0.9 0.4
0 0.4 0.4
0 0 0.4



 β̃ =





0.4 0 0
0.9 0.4 0
0.4 0.4 0.4







γ̃ =





0.9 0.9 0.4
0 0.4 0.4
0 0 0.4



 θ̃ =





0.5 0 0
0.1 0.1 0
0.1 0.1 0.1





❘❡♠❛rq✉❡ ✸✳✷✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✢♦✉s s♦♥t ❞é✜♥✐s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❛❝q✉✐s❡s ❛✉♣rès ❞❡ s♣é❝✐❛❧✐st❡s ❡t ❞✬❡①♣❡rts ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳ P♦✉r
❣é♥ér❡r ❝❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✴❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡s✱ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❡♠✐✲❣❛✉ss✐❡♥♥❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❣r❛❞✉❡❧s ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ✭P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r
❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧✐r❡ ❬✷✷✱
✶✸❪✮✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Σ̃o(α̃) = 0.5 ✱ Σ̃o(β̃) = 0.4 ✱ Σ̃o(γ̃) = 0.6 ✱ Σ̃o(θ̃) = 0.3
Σ̃f (α̃) = 0.1 ✱ Σ̃f (β̃) = 0.2 ✱ Σ̃f (γ̃) = 0.3 ✱ Σ̃f (θ̃) = 0.4✳

✸✳✹✳✸✳✶ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡

✶✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ α̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Ψ̃α̃(Σ̃f ) = {α̃, θ̃}✳ ◆♦t❡③ q✉❡ θ̃ ❡st
❛❥♦✉té à Ψ̃α̃(Σ̃f ) ♣❛r❝❡ q✉❡ Σ̃f (θ̃) > Σ̃f (α̃)✳
✖ P♦✉r s̃ = α̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ǫ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (α̃)

L//t̃ = {(ǫ, α̃(β̃γ̃α̃)∗), (ǫ, θ̃α̃(β̃γ̃α̃)∗)}

P♦✉r n = 1 ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) =

min{Σ̃f (α̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃), (ǫ, θ̃)}}

Σ̃f (α̃)

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) =

min{0.1, 0.1, 0.4}

0.1
= 1

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ FP
(1)
α̃ (t̃, n) =

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) = 1.

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r s̃ = α̃ t❡❧ q✉❡ ✿

∀n ≥ 1, FP
(2)
α̃ (s̃, n) = FP

(1)
α̃ (t̃, 1) = 1

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = α̃ ❡st 1✳

✖ P♦✉r s̃ = θ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ǫ✳
P♦✉r n = 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) =

min{Σ̃f (α̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃), (ǫ, θ̃)}}

Σ̃f (α̃)



FP
(1)
α̃ (t̃, 1) =

min{0.1, 0.1, 0.4}

0.1
= 1

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ FP
(1)
α̃ (t̃, n) =

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) = 1.

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r s̃ = θ̃ t❡❧ q✉❡ ✿

∀n ≥ 1, FP
(2)
α̃ (s̃, n) = FP

(1)
α̃ (t̃, 1) = 1

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = θ̃ ❡st 1✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ❞❛♥s
❧❡ ❙❊❉❋ G̃3 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✿

FPα̃(G̃3, n) = min{FP
(2)
α̃ (s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃α̃(Σ̃f )}

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∀n ≥ 1, FPα̃(G̃3, n) = min{FP
(2)
α̃ (s̃, n) : s̃ ∈ {α̃, θ̃}} = 1

❉♦♥❝✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃3 ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ✭❝✳✲à✲❞✳ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s ❜❧❛♥❝s✮ ❡st ♣ré❞✐❝✲
t✐❜❧❡ à ❝❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ✳

✷✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ β̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ Ψ̃ ˜̃
β
(Σ̃f ) = {α̃β̃, θ̃}✳ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉✲

té❡ θ̃ ♣❛r❝❡ q✉❡ Σ̃f (θ̃) > Σ̃f (β̃)✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t
✢♦✉ α̃ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀n ≥ 1, FPβ̃(G̃3, n) = min{FP
(2)

β̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃β̃(Σ̃f )} = min{1, 1} = 1

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃3✳

✸✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ γ̃✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♣♦✉r
α̃ ❡t β̃ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀n ≥ 1, FPγ̃(G̃3, n) = 1

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s
G̃3✳

✹✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ θ̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Ψ̃ ˜̃
θ
(Σ̃f ) = {θ̃}✳

P♦✉r s̃ = θ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ǫ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿
{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (θ̃)

L//t̃ = {(ǫ, α̃(β̃γ̃α̃)∗), (ǫ, θ̃α̃(β̃γ̃α̃)∗)}

P♦✉r n = 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿



FP
(1)

θ̃
(t̃, 1) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃), (ǫ, θ̃)}}

Σ̃f (θ̃)

FP
(1)

θ̃
(t̃, 1) =

min{0.4, 0.1, 0.4}

0.4
= 0.25

P♦✉r n = 2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)

θ̃
(t̃, 2) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃β̃), (ǫ, θ̃α̃)}}

Σ̃f (θ̃)

FP
(1)

θ̃
(t̃, 2) =

min{0.4, 0.2, 0.4}

0.4
= 0.5

P♦✉r n = 3 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)

θ̃
(t̃, 3) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃β̃γ̃), (ǫ, θ̃α̃β̃)}}

Σ̃f (θ̃)

FP
(1)

θ̃
(t̃, 3) =

min{0.4, 0.3, 0.4}

0.4
= 0.75

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 3 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)

θ̃
(t̃, n) = FP

(1)

θ̃
(t̃, 3) = 0.75

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉✱ ❢♦r s̃ = θ̃ q✉❡ ✿

∀n ≥ 3, FP
(2)

θ̃
(s̃, n) = FP

(1)

θ̃
(t̃, 3) = 0.75

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = θ̃ ❡st 0.75✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s
❧❡ ❙❊❉❋ G̃3 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✿

FPθ̃(G̃3, n) = min{FP
(2)

θ̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃θ̃(Σ̃f )}

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

∀n ≥ 3, FPθ̃(G̃3, n) = min{FP
(2)

θ̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃θ̃(Σ̃f )} = 0.75

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st 0.75✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
❞❛♥s G̃3✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré λ = 0.75✳ ▲❡ rés✉❧✲
t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♣ré❞✐r❡ ❧✬é❝❤❡❝ s✉r✈❡♥❛♥t s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡
❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ω̃ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à Σ̃f (θ̃)✱ ♠❛✐s
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬é❝❤❡❝ s✉r✈❡♥❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s
str❛té❣✐❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✵✳✼✺ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ θ̃✳



✸✳✹✳✸✳✷ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r

▲❛✐ss❡③✲♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡s ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ Ẽf = {α̃, β̃, γ̃, θ̃}
✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡s ✸✳✽✲✸✳✶✵✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ ❉✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞✉ ❙❊❉❋ G̃3 ♣❛r r❛♣♣♦rt à α̃, γ̃✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ ❉✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞✉ ❙❊❉❋ G̃3 ♣❛r r❛♣♣♦rt à β̃✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ ❉✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞✉ ❙❊❉❋ G̃3 ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ̃✳

✶✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à α̃ ✭❱♦✐r ❛✉ss✐ γ̃✮ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✳
❙♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ✿ Ẽd = {γ̃} ❡t s❡s ét❛ts s♦♥t ✿ q̃d0 = {(q̃0, N

0)}
❡t q̃d,1 = {(q̃3, F, q̃7, F )}✳ P✉✐sq✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣❛r r❛♣✲
♣♦rt à α ❡t γ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥s✱ ❛❧♦rs α̃ ❡t γ̃ s♦♥t ❝♦♠♣❧ èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃3✳

✷✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à β̃ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✸✳✾✳ ❙♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ✿ Ẽd = {α̃, γ̃} ❡t s❡s ét❛ts s♦♥t ✿ q̃d0 = {(q̃0, N

0)}✱ q̃d,1 =
{(q̃1, N

0.1), (q̃5, F )}✱ q̃d,2 = {(q̃3, F ), (q̃7, F )} ❛♥❞ q̃d,3 = {(q̃1, F ), (q̃5, F )}✳
❚♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à β s♦♥t ❝❡rt❛✐♥s✱ ❛❧♦rs✱ β̃
❡st ❝♦♠♣❧ èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃3✳

✸✳ ▲❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ̃ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✸✳✶✵✳ ❙♦♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ✿ Ẽd = {α̃, β̃, γ̃} ❡t s❡s ét❛ts s♦♥t ✿ q̃d0 = {(q̃0, N

0)}✱



q̃d,1 = {(q̃1, N
0.1), (q̃5, F )}✱ q̃d,2 = {(q̃2, N

0.2), (q̃6, F )}✱ q̃d,3 = {(q̃3, N
0.3), (q̃7, F )}✱

q̃d,4 = {(q̃1, N
0.3), (q̃5, F )}✱ q̃d,5 = {(q̃2, N

0.3), (q̃6, F )}✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ FD ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① q✉✐ ♦♥t ❝♦♠♠❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t ✉♥ ét❛t
❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡st FD = {(q̃0, N

0)}✳ ❆❧♦rsAc(Gd, (q̃0, N
0))

❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ 0.3✲✐♥❝❡rt❛✐♥ {q̃d,3, α̃, q̃d,4, β̃, q̃d,5, γ̃, q̃d,3} ♦ù q̃d,3 =
{(q̃3, N

0.3), (q̃7, F )}✱ q̃d,4 = {(q̃1, N
0.3), (q̃5, F )} ❡t q̃d,5 = {(q̃2, N

0.3), (q̃6, F )}✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿ µ = λΣ̃f (θ̃)✳ ❆❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉❡ µ = 0.3 ❡t Σ̃f (θ̃) = 0.4✱ ♦♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ✿ λ = 0.75✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃3 ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ✵✳✼✺✳

✸✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ❢❛✉t✐❢s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ✢♦✉s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ✢♦✉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐sé ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉rs q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ✢♦✉✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s
❙❊❉❋✱ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛ été ❞♦♥♥é❡✳ ▲✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✿ ❧❡s ❙❊❉s ♥♦♥ ✢♦✉s ❡t ❧❡s
❙❊❉❋✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♠✐❡✉① tr❛✐t❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞❡ s✉❜❥❡❝t✐✈✐té ❞❛♥s
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ▲✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r
♥♦✉s ❛ ♠♦t✐✈é à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ q✉❡ ✈♦✉s
tr♦✉✈❡r❡③ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋ ✿

❆♣♣r♦❝❤❡ ❱ér✐✜❝❛t❡✉r

✼✶



✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥t
❞✐s❝rèt❡ ♥♦♠♠é❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❞♦♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐q✉❡✉r ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞✬ét❛ts ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬❡♥tré❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳

✹✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❱ér✐✜❝❛t❡✉r

▲❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ à ét❛t ✜♥✐❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❬✻✾❪ ✶✳
■❧ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❙❊❉ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ à t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊t ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ✈ér✐✜❝❛✲
t❡✉r ❡st à t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✢♦✉❡ ❞✉
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♠♦❞✐✜é❡ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✸✺❪✳
❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋✳ ◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r ṼG̃ ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r
G̃ ❡t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ∈ Ẽf ✿ ṼG̃ = (Q̃v, Ẽ, δ̃v, q̃v0, σ̃) ♦ù ✿

Q̃v ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ Q̃v ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Q̃ ×
{F,Nµ} × Q̃ × {F,Nµ}✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛t ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r q̃v ∈ Q̃v ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
q̃v = [(q̃1, l1), (q̃2, l2)] ♦ù q̃1, q̃2 ∈ Q̃ ❡t l1, l2 ∈ {F,Nµ}✳ ▲✬ét✐q✉❡tt❡ F s✐❣♥✐✜❡ ✑❋❛✉t✐❢✑
❡t ✐❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬é❝❤❡❝ s✉r✈✐❡♥♥❡ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ❞❡❣ré s♣é❝✐✜é
Σ̃f (σ)✳ ▲✬ét✐q✉❡tt❡ Nµ s✐❣♥✐✜❡ ✑◆♦r♠❛❧✑ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré µ t❡❧ q✉❡ µ ∈ {Σ̃f (ã) : ã ∈ Ẽ}
♦ù µ < Σ̃f (σ̃) ✳

q̃v0 = [(q̃0, N
0), (q̃0, N

0)] ❡st ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡t N0 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ 0✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ṼG̃ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❬✸✺❪ ❡t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ✿

❙♦✐t q̃v = [(q̃1, l1), (q̃2, l2)] ∈ Q̃v ❡t ã ∈ Ẽ✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ̃v([(q̃1, l1), (q̃2, l2)], ã) ❡st
❢♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡s q✉❛tr❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❝❛s ✭✶✮ ✿ s✐ Σ̃o(ã) ≥ Σ̃o(σ̃) ❡t Σ̃f (ã) ≥ Σ̃f (σ̃) ❛❧♦rs ✿

δ̃v([(q̃1, l1), (q̃2, l2)], ã) ❂ [(δ̃(q̃1, ã), F ), (δ̃(q̃2, ã), F )]

✷✳ ❝❛s ✭✷✮ ✿ s✐ Σ̃o(ã) ≥ Σ̃o(σ̃) ❡t Σ̃f (ã) < Σ̃f (σ̃) ❛❧♦rs ✿

δ̃v([(q̃1, F ), (q̃2, F )], ã) ❂ [(δ̃(q̃1, ã), F ), (δ̃(q̃2, ã), F )]

δ̃v([(q̃1, N
µ1), (q̃2, F )], ã) ❂ [(δ̃(q̃1, ã), N

µ1′), (δ̃(q̃2, ã), F )]

✶✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛♣♣❡❧é❡ t✇✐♥ ♣❧❛♥t ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❬✻✸❪
♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ t✇✐♥ ♣❧❛♥t✱ s❡✉❧s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝♦♥s❡r✈❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t ♥♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳



δ̃v([(q̃1, F ), (q̃2, N
µ2)], ã) ❂ [(δ̃(q̃1, ã), F ), (δ̃(q̃2, ã), N

µ2′)]

δ̃v([(q̃1, N
µ1), (q̃2, N

µ2)], ã) ❂ [(δ̃(q̃1, ã), N
µ1′), (δ̃(q̃2, ã), N

µ2′)]

♦ù Nµ1′ = max{µ1, Σ̃f (ã)} ✱ Nµ2′ = max{µ2, Σ̃f (ã)}✳

✸✳ ❝❛s ✭✸✮ ✿s✐ Σ̃o(ã) < Σ̃o(σ̃) ❡t Σ̃f (ã) ≥ Σ̃f (σ̃) ❛❧♦rs ✿

δ̃v([(q̃1, l1), (q̃2, l2)], ã) =







[(δ̃(q̃1, ã), F ), (q̃2, l2)]

[(q̃1, l1), (δ̃(q̃2, ã), F )]

[(δ̃(q̃1, ã), F ), (δ̃(q̃2, ã), F )]

✹✳ ❝❛s ✭✹✮ ✿s✐ Σ̃o(ã) < Σ̃o(σ̃) ❡t Σ̃f (ã) < Σ̃f (σ̃) ❛❧♦rs ✿

δ̃v([(q̃1, F ), (q̃2, F )], ã) =







[(δ̃(q̃1, ã), F ), (q̃2, F )]

[(q̃1, F ), (δ̃(q̃2, ã), F )]

[(δ̃(q̃1, ã), F ), (δ̃(q̃2, ã), F )]

δ̃v([(q̃1, N
µ1), (q̃2, F )], ã) =







[(δ̃(q̃1, ã), N
µ1′), (q̃2, F )]

[(q̃1, N
µ1), (δ̃(q̃2, ã), F )]

[(δ̃(q̃1, ã), N
µ1′), (δ̃(q̃2, ã), F )]

δ̃v([(q̃1, F ), (q̃2, N
µ2)], ã) =







[(δ̃(q̃1, ã), F ), (q̃2, N
µ2)]

[(q̃1, F ), (δ̃(q̃2, ã), N
µ2′)]

[(δ̃(q̃1, ã), F ), (δ̃(q̃2, ã), N
µ2′)]

δ̃v([(q̃1, N
µ1), (q̃2, N

µ2)], ã) =







[(δ̃(q̃1, ã), N
µ1′), (q̃2, N

µ2)]

[(q̃1, N
µ1), (δ̃(q̃2, ã), N

µ2′)]

[(δ̃(q̃1, ã), N
µ1′), (δ̃(q̃2, ã), N

µ2′)]

♦ù Nµ1′ = max{µ1, Σ̃f (ã)} ✱ Nµ2′ = max{µ2, Σ̃f (ã)}✳

◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉✬✉♥ ét❛t ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r q̃v = [(q̃1, l1), (q̃2, l2)] ❡st ✿ ♥♦r♠❛❧ s✐ l1 =
l2 = Nµ ♦✉ l1 = Nµ1 ❡t l2 = Nµ2 ❀ ❝❡rt❛✐♥ s✐ l1 = l2 = F ❀ ❡t ✐♥❝❡rt❛✐♥ s✐ l1 = F ❡t
l2 = Nµ ♦✉ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳

◆♦✉s ❞és✐❣♥♦♥s ♣❛r Q̃N
v ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r q✉✐ s♦♥t ♥♦r♠❛✉①✱

♣❛r Q̃C
v ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts q✉✐ s♦♥t ❝❡rt❛✐♥s✱ ❡t ♣❛r Q̃U

v ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r q✉✐ s♦♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥s✳

❊①❛♠♣❧❡ ✺✳✶ ✭❈♦♥t✮ ◆♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳ ▲❛ ✜❣✉r❡✳ ✹✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ṼG̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❙❊❉❋ r❡♣ré✲
s❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✶✳
▲✬ét❛t ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r [(q̃5, F ), (q̃5, F )] ❡st ❝❡rt❛✐♥ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬ét❛t [(q̃2, N0.2), (q̃2, N

0.2)]
❡st ♥♦r♠❛❧ ❡t ❧✬ét❛t [(q̃2, N0), (q̃4, F )] ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥✳



❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ṼG̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ̃ ❞❡ ❧✬é①❡♠♣❧❡ ✷ ❙❊❉❋ G̃



✹✳✷✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r

❧❡s ❙❊❉❋

❆♣rès ❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣✲
s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳
❉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ✈é✲
r✐✜❝❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉s ♥♦♥ ✢♦✉s ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✻✷❪ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ′

V ❞❡s ét❛ts ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ♥♦r♠❛✉① ♠❛✐s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s✉✐✈✐s
❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ♣❛r ❞❡s ét❛ts ♥♦♥ ♥♦r♠❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FV ❞❡s ét❛ts ❞❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❛rt❛❣❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ F ′

V ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❬✻✷❪ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r F ′
V ❡st ❞é✜♥✐

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

F ′
V = {xv ∈ Q̃N

v : yv = δ̃v(xv, t̃uoσ̃p) est defini pour t̃uo ∈ Ẽ∗ et

Σ̃f (t̃uo) < Σ̃f (σ̃) et Σ̃o(t̃uo) < Σ̃o(σ̃) et Σ̃f (σ̃p) ≥ Σ̃f (σ̃) et yv /∈ Q̃N
v }

❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FV ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ét❛ts ❡♥ F ′
V ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

FV = {q̃v = [(x, lx), (y, ly)] ∈ Q̃N
v : [(x, lx), (., .)]or[(., .), (y, ly)] ∈ F ′

V } ✭✹✳✶✮

♦ù (., .) ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✬ét❛t ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❙♦✐t ṼG̃ = (Q̃v, Ẽ, δ̃v, q̃v0, σ̃) ❡st ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
σ̃✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ {q̃v,1, ã1, q̃v,2, ã2, ..., q̃v,k, ãk, q̃v,1} s❡ ❞✐t ❢♦r♠❡ ✿

• ❯♥ ❝②❝❧❡ µ − normal ❞❛♥s ṼG̃ s✐ {q̃v,1, q̃v,2, ..., q̃v,k} s♦♥t ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉①✱
❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {q̃v,1, ã1, q̃v,2, ã2, ..., q̃v,k, ãk, q̃v,1} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ṼG̃ ❡t µ <
Σ̃f (σ̃) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡s
ét❛ts ❞✉ ❝②❝❧❡ ❀

• ❯♥ ❝②❝❧❡ certain ❞❛♥s ṼG̃ s✐ {q̃v,1, q̃v,2, ..., q̃v,k} s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❝❡rt❛✐♥s ❡t ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ {q̃v,1, ã1, q̃v,2, ã2, ..., q̃v,k, ãk, q̃v,1} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ṼG̃ ❀

• ❯♥ ❝②❝❧❡ µ−uncertain ❞❛♥s ṼG̃ s✐ {q̃v,1, q̃v,2, ..., q̃v,k} s♦♥t ❞❡s ét❛ts ✐♥❝❡rt❛✐♥s
❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {q̃v,1, ã1, q̃v,2, ã2, ..., q̃v,k, ãk, q̃v,1} ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ṼG̃ ❡t µ <
Σ̃f (σ̃) ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡s
ét❛ts ❞✉ ❝②❝❧❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞♦♥♥é ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❬✻✷❪ ❙♦✐t ṼG̃ = (Q̃v, Ẽ, δ̃v, q̃v0, σ̃) ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
σ̃ ❡t q̃v ∈ Q̃v✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡ ṼG̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à q̃v ❡st ❞és✐❣♥é❡ ♣❛r Ac(ṼG̃, q̃v)
t❡❧ q✉❡ ✿

Ac(ṼG̃, q̃v) = (Q̃Ac, Ẽ, δ̃Ac, q̃v) ✭✹✳✷✮

❖ù Q̃Ac = {q̃′v ∈ Q̃v : (∃s̃ ∈ Ẽ∗) s✳t✳ δ̃(q̃v, s̃) = q̃′v ❡st ❞é✜♥✐ } ❡t δ̃Ac = δ̃ |Q̃Ac×Ẽ.
✷

✷✳ ❈❡❧❛ s❡ ré❢èr❡ à ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛✉ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Q̃Ac ❞❡s ét❛ts✳



❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡✱
♣❡r♠❡tt❡③✲♥♦✉s ❞✬é♥♦♥❝❡r q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s ✉t✐❧❡s✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳ ❬✻✷❪ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ q✉✐ ❣é♥èr❡ LG̃✳ ❊t s♦✐t s̃1, s̃2 ∈ LG̃

t❡❧ q✉❡ q̃s̃1 = δ̃(q̃0, s̃1) ❡t q̃s̃2 = δ̃(q̃0, s̃2) s♦♥t ❞é✜♥✐s✱ ❡t s♦✐t ṼG̃ = (Q̃v, Ẽ, δ̃v, q̃v0, σ̃) ❧❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ G̃ ❡t σ̃ ❛❧♦rs ✿

Π̃σ̃(s̃1) = Π̃σ̃(s̃2) ⇔ q̃v = [(q̃s̃1 , ls̃1), (q̃s̃2 , ls̃2)] ∈ Q̃v ❖ù ls̃1 , ls̃2 ∈ {F,Nµ}

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳ ❬✻✷❪
❚♦✉t ét❛t ❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FV ✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✸✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t ṼG̃ = (Q̃v, Ẽ, δ̃v, q̃v0, σ̃) s♦♥ ✈ér✐✜✲
❝❛t❡✉r✳ ❙♦✐t µ < Σ̃f (σ̃)✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t q̃v ∈ FV ❡t ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v) q✉✐ ❡st
♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❛♥s C ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ G̃ ♠❛rq✉é
♣❛r Nµ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❍ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

H : (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = µ

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ 1✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✭♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❝♦♠♣❧èt❡✮ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜✲
❝❛t❡✉r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✈♦✐r
❬✻✷❪✮ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t ṼG̃ = (Q̃v, Ẽ, δ̃v, q̃v0, σ̃) s♦♥
✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❡st 1✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭❝♦♠♣❧❡t❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✮ ❞❛♥s
ṼG̃ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Pv ❡st ✈ér✐✜é❡ ♦ù ✿

Pv ✿ ♣♦✉r t♦✉t q̃v ∈ FV ✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❝❡rt❛✐♥s ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v)✳

▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ❞❡❣ré λ < 1 s❡
❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t ṼG̃ = (Q̃v, Ẽ, δ̃v, q̃v0, σ̃) s♦♥
✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡
❞❡❣ré λ✮ ❞❛♥s G̃ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s R1 ❡t R2 s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♦ù ✿
R1 ✿ ✐❧ ② ❛ q̃v ∈ FV ✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v) q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥✳
R2 ✿ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ µ✲♥♦r♠❛❧ ♦✉ µ✲✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v) ♣♦✉r t♦✉s q̃v ∈ FV s❛t✐s✲
❢❛✐t µ = λ.Σ̃f (σ̃)

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ R1 ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❝♦♠♣❧❡t❡✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ R2 ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡ ❝②❝❧❡ µ✲♥♦r♠❛❧ ✭❛②❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ µ ❞❛♥s s❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Nµ✮
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ FV ✳ ▲❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ 0✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ❛❧♦rs
❞♦♥♥é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿



❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳ ❙♦✐t G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ✉♥ ❙❊❉❋ ❡t ṼG̃ = (Q̃v, Ẽ, δ̃v, q̃v0, σ̃) s♦♥ ✈é✲
r✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ❡st ✵✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ✭❝♦♠♣❧❡t❡♠❡♥t ♥♦♥✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✮ ❞❛♥s
G̃ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ② ❛ q̃v ∈ FV ❡t ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ ✵✲♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✵✲✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞❛♥s
Ac(ṼG̃, q̃v)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶✳ r✉♥❡① ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✺✳✶ ❞♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s ❧❡
❙❊❉❋ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✷✳✶✱ ♦ù s♦♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ṼG̃ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✳✳ ✹✳✶✳
✭❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✷✳✺ ❡t ✷✳✼ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡
θ̃ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré λ = 0.28✮✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞ét❡r♠✐✲
♥♦♥s à ♣❛rt✐r ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ′

V ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❛②❛♥t
✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t ✿ F ′

V = {[(q̃3, N
0),

(q̃3, N
0)], [(q̃3, N

0.2), (q̃3, N
0.2)], [(q̃3, N

0), (q̃2, N
0)], [(q̃2, N

0), (q̃3, N
0)]}✳ ❊t à ♣❛rt✐r ❞❡

F ′
V ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FV = F ′

V ∪{[(q̃2, N
0.2), (q̃2, N

0.2)] ✱[(q̃3, N0), (q̃4, F )]✱
[(q̃4, F ), (q̃3, N

0)], [(q̃3, N
0.2), (q̃4, F )]✱[(q̃4, F ), (q̃3, N

0.2)]✱[(q̃4, F ), (q̃2, N
0)]✱

[(q̃2, N
0), (q̃4, F )]}✳ ▲❡s ét❛ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ FV s♦♥t ♣rés❡♥tés ❛✈❡❝ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡♥

♣♦✐♥t✐❧❧és✳
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ Ac(ṼG̃, [(q̃2, N

0.2), (q̃2, N
0.2)]) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❝②❝❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡

✵✳✷✲♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❡♥ ❣r❛s✳ ❆✐♥s✐✱
❜❛sé s✉r ❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré
λ =

µ

Σ̃f (σ̃)
= 0.2/0.7 = 0.28✳

✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❛t✐❢ ✿ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t

s✉r ✉♥ ❛♥✐♠❛❧

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❛♥✐♠❛❧✱ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❙❊❉ ✢♦✉ G̃3

r❡♣r➧❡♥t➧✉r ❧❛ ❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✭❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬✶✹❪✮✳ ❈❡t ❛♥✐♠❛❧ t♦♠❜é ♠❛❧❛❞❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ▲❡s ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts t❤é♦♣❤②❧❧✐♥❡✱ ❜r♦♠✉r❡ ❞✬✐♣r❛tr♦♣✐✉♠✱
ét❤②❧s✉❝❝✐♥❛t❡ ❞✬ér②t❤r♦♠②❝✐♥❡ ❡t ❞♦♣❛♠✐♥❡ s♦♥t ❞é♥♦tés ♣❛r ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s
α̃✱β̃ ✱ γ̃ ❡t θ̃✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❞♦❝t❡✉r ❝r♦✐t q✉❡ ❝❡s ♠é❞✐❝❛♠❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s
❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❛❞✐❡✳ ❯♥ ét❛t ❞❛♥s ❝❡ ❙❊❉ ✢♦✉ ❡st ❞és✐❣♥é ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r
q̃ = (a1, a2, a3) ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛♥✐♠❛❧ ♣❡✉t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥✐r à
✧❜♦♥✧✱ ✧♣❛ss❛❜❧❡✧ ❡t ✧♠é❞✐♦❝r❡✧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡❣rés ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ r❡s♣❡❝t✐❢s a1, a2
❡t a3✳ ▲✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st q̃0 = [0.9, 0.1, 0] ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛ts ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥ ✭✈♦✐r ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ s♦♥t ✿ q̃1 = [0.4, 0.9, 0.4] ✱ q̃2 = [0.9, 0.4, 0.4]✱
q̃3 = [0.4, 0.9, 0.4]✱ q̃4 = [0.9, 0.9, 0.4]✱ q̃5 = [0.5, 0.1, 0]✱ q̃6 = [0.5, 0.4, 0.4] ❡t q̃7 =
[0.5, 0.4, 0.4]✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ✐♠♣ré❝✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❡①❛❝t ❛✉q✉❡❧ ❧✬❛♥✐♠❛❧ ❛ é✈♦❧✉é
❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❛✉tr❡ ❛♣rès ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♠é❞✐❝❛♠❡♥t❡✉①✱ ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❡st
♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 3× 3✳

α̃ =





0.4 0.9 0.4
0 0.4 0.4
0 0 0.4



 β̃ =





0.4 0 0
0.9 0.4 0
0.4 0.4 0.4







❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❬✶✹❪ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❙❊❉❋ G̃3✳

γ̃ =





0.9 0.9 0.4
0 0.4 0.4
0 0 0.4



 θ̃ =





0.5 0 0
0.1 0.1 0
0.1 0.1 0.1





❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡❣rés ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Σ̃o(α̃) = 0.5 ✱ Σ̃o(β̃) = 0.4 ✱ Σ̃o(γ̃) = 0.6 ✱ Σ̃o(θ̃) = 0.3
Σ̃f (α̃) = 0.1 ✱ Σ̃f (β̃) = 0.2 ✱ Σ̃f (γ̃) = 0.3 ✱ Σ̃f (θ̃) = 0.4✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋
G̃3 ✭✶✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❢♥✐♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✭✷✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳

✹✳✸✳✶ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡

✶✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ α̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Ψ̃α̃(Σ̃f ) = {α̃, θ̃}✳ ◆♦t❡③ q✉❡ θ̃ ❡st
❛❥♦✉té à Ψ̃α̃(Σ̃f ) ♣❛r❝❡ q✉❡ Σ̃f (θ̃) > Σ̃f (α̃)✳
✖ P♦✉r s̃ = α̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ǫ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (α̃)

L//t̃ = {(ǫ, α̃(β̃γ̃α̃)∗), (ǫ, θ̃α̃(β̃γ̃α̃)∗)}

P♦✉r n = 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) =

min{Σ̃f (α̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃), (ǫ, θ̃)}}

Σ̃f (α̃)
= 1

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
FP

(1)
α̃ (t̃, n) = FP

(1)
α̃ (t̃, 1) = 1.

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r tildes = tilde alpha q✉❡ ✿

∀n ≥ 1, FP
(2)
α̃ (s̃, n) = FP

(1)
α̃ (t̃, 1) = 1

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = α̃ ❡st 1✳



✖ P♦✉r s̃ = θ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ǫ✳
P♦✉r n = 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) =

min{Σ̃f (α̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃), (ǫ, θ̃)}}

Σ̃f (α̃)
= 1

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ FP
(1)
α̃ (t̃, n) =

FP
(1)
α̃ (t̃, 1) = 1.

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r s̃ = θ̃ q✉❡ ✿

∀n ≥ 1, FP
(2)
α̃ (s̃, n) = FP

(1)
α̃ (t̃, 1) = 1

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = θ̃ ❡st 1✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃
❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃3 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✿
FPα̃(G̃3, n) = min{FP

(2)
α̃ (s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃α̃(Σ̃f )}✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿ ∀n ≥ 1, FPα̃(G̃3, n) = min{FP
(2)
α̃ (s̃, n) : s̃ ∈ {α̃, θ̃}} = 1✳

❉♦♥❝✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s tildeG3 ❝❡ q✉✐
s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ ✭❝✲à✲❞✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s ❜❧❛♥❝s✮
❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳

✷✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ β̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s✱ Ψ̃ ˜̃
β
(Σ̃f ) = {α̃β̃, θ̃}✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉té

θ̃ ♣❛r❝❡ q✉❡ Σ̃f (θ̃) > Σ̃f (β̃)✳
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✉❧❛✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
∀n ≥ 1, FPβ̃(G̃3, n) = min{FP

(2)

β̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃β̃(Σ̃f )} = min{1, 1} = 1 ■❧

s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃3✳

✸✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ γ̃✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♣♦✉rα̃
❡t β̃ ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

∀n ≥ 1, FPγ̃(G̃3, n) = 1

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s
G̃3✳

✹✳ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ θ̃✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Ψ̃ ˜̃
θ
(Σ̃f ) = {θ̃}✳

P♦✉r s̃ = θ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ǫ✳ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (θ̃)

L//t̃ = {(ǫ, α̃(β̃γ̃α̃)∗), (ǫ, θ̃α̃(β̃γ̃α̃)∗)}

P♦✉r n = 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿



FP
(1)

θ̃
(t̃, 1) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃), (ǫ, θ̃)}}

Σ̃f (θ̃)
= 0.25

P♦✉r n = 2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)

θ̃
(t̃, 2) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃β̃), (ǫ, θ̃α̃)}}

Σ̃f (θ̃)
= 0.5

P♦✉r n = 3 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

FP
(1)

θ̃
(t̃, 3) =

min{Σ̃f (θ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ {(ǫ, α̃β̃γ̃), (ǫ, θ̃α̃β̃)}}

Σ̃f (θ̃)
= 0.75

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 3 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ FP
(1)

θ̃
(t̃, n) = FP

(1)

θ̃
(t̃, 3) =

0.75✳
■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✉r s̃ = θ̃ q✉❡ ✿

∀n ≥ 3, FP
(2)

θ̃
(s̃, n) = FP

(1)

θ̃
(t̃, 3) = 0.75

❆❧♦rs✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = θ̃ ❡st 0.75✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃
❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃3 ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ✿
FPθ̃(G̃3, n) = min{FP

(2)

θ̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃θ̃(Σ̃f )}✳

■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿ ∀n ≥ 3, FPθ̃(G̃3, n) = min{FP
(2)

θ̃
(s̃, n) : s̃ ∈ Ψ̃θ̃(Σ̃f )} = 0.75 ✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st 0.75✲♣ré❞✐❝t❛❜❧❡
❞❛♥s G̃3✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré λ = 0.75✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♣ré❞✐r❡ ❧✬é❝❤❡❝ s✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ω̃ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♠é❞✐❝❛♠❡♥t ❉♦♣❛♠✐♥❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s
❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s✉r✈❡♥❛♥t s✉r t♦✉t❡s ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✉
s②stè♠❡ s♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✵✳✼✺ ❢♦✐s Σ̃f (θ̃)✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ❙❊❉❋
✢♦✉ G̃ r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ à ✼✺✪✳

✹✳✸✳✷ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❞❡s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃3✳

✶✳ ▲❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à β̃ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ F ′
V

❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r q✉✐ ♦♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✐♥❝❡rt❛✐♥ ♦✉
❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t✱ ❡st F ′

V = {[(q̃0, N
0), (q̃0, N

0)], [(q̃1, N
0.1)✱

(q̃1, N
0.1)]}✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈ér✐✜❡r q✉❡ FV = F ′

V∪{[(q̃2, F ), (q̃1, N
0.1)], [(q̃1, N

0.1)✱
(q̃2, F )], [(q̃4, F ), (q̃0, N

0)]✱ [(q̃5, F )✱ (q̃1, N0.1)], [(q̃6, F )✱ (q̃1, N0.1)], [(q̃0, N
0),



(q̃4, F )], [(q̃1, N
0.1), (q̃5, F )]✱ [(q̃1, N0.1), (q̃6, F )]}✳ ❚♦✉s ❧❡s ét❛ts ❞❛♥s ❧❡s ❝②❝❧❡s

❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ q̃v ∈ FV ✱ Ac(ṼG̃3
, q̃v) s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❝❡r✲

t❛✐♥s✳ ❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✱ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃
s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ❞❛♥s G̃3✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
✈ér✐✜❡r q✉❡ α̃ ❡t γ̃ s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ❞❛♥s G̃3✳

✷✳ ▲❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ̃ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡
F ′
V ❞❡s ét❛ts ♥♦r♠❛✉① ❞✉ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r q✉✐ ♦♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✐♥❝❡r✲

t❛✐♥ ♦✉ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t✱ ❡st F ′
V = {[(q̃0, N

0), (q̃0, N
0)]}✳

❆❧♦rs✱ FV = F ′
V ∪ {[(q̃4, F ), (q̃0, N

0)], [(q̃0, N
0), (q̃4, F )]}✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧ µ✲♥♦r♠❛❧ ❡t ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① µ✲✉♥❝❡rt❛✐♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
Ac(ṼG̃3

, q̃v) t❡❧ q✉❡ q̃v ∈ FV ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ç❛ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✹✳✹ t❡❧ q✉❡
µ = 0.3 < Σ̃f (θ̃) = 0.4✳ P✉✐sq✉❡ µ = λΣ̃f (θ̃)✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿ λ = 0.75✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣ré✲
❞✐❝t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ✵✳✼✺ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃3✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t
tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✳

✹✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉ ✢♦✉s ❜❛sé
s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❉✉
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡♥tré❡✳

◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉ st❛❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❢✉t✉rs s②stè♠❡s
❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡✉rs ét❛ts✱ ❧❡✉rs é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❧❡✉r ♦❜s❡r✈❛❜✐✲
❧✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡✉rs ét❛ts ❞❡ ❢❛✉t❡s✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉
❢❛✐t q✉❡ ❝❡s t②♣❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♠♠✉♥s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
ré❡❧❧❡s ♦ù ✐❧ ❡st r❛r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♣ré❝✐s❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ s✉r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝✐❡✉s❡s s✉r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s à ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝r✐t✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❛✉ss✐
é❧❡✈é q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡✲
❣ré ❞✬✉♥❡ ♣❛♥♥❡ r❡✈✐❡♥t s♦✉✈❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❝❡ q✉✐ ♣❡✉t
êtr❡ ❝♦ût❡✉①✮ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
❞✬❛✉tr❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❛✐❞❡♥t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❣❧♦✲
❜❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ❧❡ ❝♦ût ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛ss✉r❡r✳



❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ▲❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ṼG̃3
❞❡ ❙❊❉❋ G̃3 ♣❛r r❛♣♣♦rt à β̃✳



❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ▲❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ṼG̃3
❞❡ ❙❊❉❋ G̃3 ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ̃✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋ ✿

❆♣♣r♦❝❤❡ ❉é❝❡♥tr❛❧✐sé❡

✽✺



✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s②stè♠❡s ré❡❧s t❡❧s q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ❧❡s
rés❡❛✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ s♦♥t ❞❡s
s②stè♠❡s à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡✳ ■❧s s♦♥t ❝♦♥st✐t✉és ❞✬é❧é♠❡♥ts ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝tés ❡t ❞é❝❡♥✲
tr❛❧✐sés ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❝❡♥tr❛❧✐sé ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s②stè♠❡s✳
❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ré❡❧s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é✲
❝❡♥tr❛❧✐sé❡ s♦♥t ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿ ✭✶✮ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ✭✷✮ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡
❢❛✉t❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé
♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ét✉❞✐é ♣❛r ❘✳ ❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣rés❡♥t❡♥t
✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé s❛♥s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉rs ❧♦✲
❝❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♣r♦♥♦st✐❝ ✭❈♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r
❝❛♣t✉r❡r ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❙❊❉ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❘✳ ❑✉♠❛r
❡t ❛❧✳✱ ▲❛ ❢❛✉t❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❛✐s ❞❛♥s ♥♦tr❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❬✶✺❪✱ ❬✺✾✱ ✼✶✱ ✻✹❪✱ ❬✺✵✱ ✼✵❪✳ ❉❛♥s
❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ✢♦✉ ❡t ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✢♦✉❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
é✈é♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣ré ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡t ❧✬é❝❤❡❝ s❡
♣r♦❞✉✐t s✉r ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✳ ❈❡❝✐ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬✺✾❪ ♦ù t♦✉s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t
❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦✉ ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ✐♥♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ❡t ❧✬é❝❤❡❝ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t q✉❡
s✉r ❝❡rt❛✐♥s é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ✉♥ ❙❊❉❋ ét❛♥t ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡
à ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ s✉♣➥✐❡✉r❡ s♣é❝✐✜é ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♥♦st✐q✉é❡ ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡
♣r♦♥♦st✐❝ ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ✉♥ t❡♠♣s ✜♥✐✳

❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❬✸✵✱ ✶✻❪✱ ❡t ❬✸✽✱ ✷✹❪✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s✱
❬✸✵✱ ✶✻❪✱ ❡t ❬✸✽✱ ✷✹❪ tr❛✐t❡♥t ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✱ ♦ù ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ♣r♦♥♦st✐❝ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡s✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❊❉❋
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❑✐❧✐❝ ❡t ❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❞✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❛♥s ❬✶✷✱ ✷✻❪✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❊❉❋
❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❑✐❧✐❝ ❡t ❛❧ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❡①♣❡rt ✢♦✉ ❛✈❡❝ ❞❡s
rè❣❧❡s ❙✐✲❆❧♦rs✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ét✉❞✐❡ ❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts
❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s s②stè♠❡s ♠❛①✲♠✐♥ ❛✈❡❝ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ét❛ts
✢♦✉s ❬✺✷✱ ✺✸❪✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é✲
♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✲
♥♦st✐❝ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❞❡s ❙❊❉❋✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✢♦✉❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❯♥ ❙❊❉❋ ❡st ❞✐t ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ❢❛✉t❡
♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♥♦st✐q✉é❡ ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❞é❧❛✐ ❧✐✲
♠✐té✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❙❊❉❋ ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r
❧❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡



✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋✳

✺✳✷ Pré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡s ❙❊❉❋ ✿

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋✳

✺✳✷✳✶ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡

◆♦✉s r❡❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐✲
❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té
❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉❋✳ LG̃ ❡st ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❣é♥éré ♣❛r G̃✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉
σ̃ ∈ Ẽ ❡st ❞✐t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠❛sq✉❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s Mσ̃ ❙✐

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃t̃ ∈ Pref(s̃))(Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃))

(Σ̃f (σ̃) ≤ min{(Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ LG̃ ∧ w̃ = ũṽ ∧Mσ̃(ũ) = Mσ̃(t̃) ∧ Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)

∧ ‖ṽ‖ = n}
✭✺✳✶✮

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛❝❡ s̃ q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t
❞❡ ❢❛✉t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣ré✜①❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢ t̃ ✐✳❡✳ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ s✉r ❝❡ ♣ré✜①❡
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à Σ̃f (σ̃) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛❝❡ ✐♥❞✐s❝❡r♥❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣ré✜①❡
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❝♦♠♠❡ t̃ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣ré✜①❡ ❞❡ ❝❡s tr❛❝❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡ t̃✮ ❛ ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉t❡ é❣❛❧❡ ♦✉ s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r ♣❡✉t ♣ré❞✐r❡
❧❛ ❢❛✉t❡ ❛♣rès ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣ré✜①❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢ t̃ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ s̃✳

✺✳✷✳✷ ◆♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❛✉t❡s
♣ré❞é✜♥✐és ♣❡✉t êtr❡ ♣ré❞✐t❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r ✢♦✉s✳ ❈❤❛q✉❡ ❢❛✉t❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣r♦♥♦st✐✲
q✉❡✉r ❧♦❝❛❧ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡
❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té✳ ❙✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❡st
❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥ s②stè♠❡ ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ét✉❞✐é❡
♣❛r ❘✳ ❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞é❝❡♥✲
tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦✲
♥♦st✐q✉❡✉rs ❧♦❝❛✉①✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r
❝❛♣t✉r❡r ❧✬❡①✐❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❙❊❉ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts
❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s✳



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❙♦✐t t̃ ∈ LG̃ ❡t n ∈ N t❡❧ q✉❡ Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃)✱ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s Φσ̃,i

❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Φσ̃,i(t̃, n) = {w̃ ∈ LG̃ : w̃ = ũṽ ∧Mσ̃,i(ũ) = Mσ̃,i(t̃) ∧ Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)

∧ ‖ṽ‖ = n}
✭✺✳✷✮

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Φσ̃,i q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❛♥s LG̃ ❛✈❡❝
✉♥ ♣ré✜①❡ ũ ❡st ❞é✜♥✐✳ ▲❡ ♣ré✜①❡ ũ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❡ t̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♠❛sq✉❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ Mσ̃,i ❡t s♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ σ̃
❡t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣ré✜①❡ ❡st é❣❛❧❡ ♦✉ s✉♣ér✐❡✉r❡ à n✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Φσ̃,i ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦❧❧❡❝t❡r t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ❞❛♥s LG̃ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s
♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❡ t̃✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉❋ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛sq✉❡s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s M1,M2, · · · ,Mm✳
LG̃ ❡st ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❣é♥éré✳ ▲✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ∈ Ẽ✳ G̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ♠❛sq✉❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ {Mi : i = 1, 2, · · · ,m} ❙✐

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃t̃ ∈ Pref(s̃))(Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃))

(∃i ∈ {1, 2, · · · ,m})(Σ̃f (σ̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φσ̃,i(t̃, n)}
✭✺✳✸✮

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ✺✳✸ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛❝❡ s̃ q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r
✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣ré✜①❡ ♥♦♥ ❢❛✉t✐❢ t̃ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡
❢❛✉t❡ s✉r ❝❡ ♣ré✜①❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à Σ̃f (σ̃) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r ❧♦❝❛❧✱ t♦✉t❡
tr❛❝❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✐st✐♥❣✉❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣ré✜①❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❡ t̃ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱
❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣ré✜①❡ ❞❡ t❡❧❧❡s tr❛❝❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞❡ t̃✮ ❛ ✉♥❡
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉t❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡ ♦✉ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t
✢♦✉ σ̃ à êtr❡ ♣ré❞✐t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r ♣❡✉t ♣ré❞✐r❡ ❧✬✐♥é✈✐t❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡
❢❛✉t❡ s✉✐t❡ à ❧✬é①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣ré✜①❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢ t̃ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❢❛✉t❡ s̃✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❋❉❊❙ G̃ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉rs P1 ❡t P2✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉ G̃

❊①❡♠♣❧❡ ✺✳✶✳ ▲❡ ❙❊❉❋ G̃ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à P1✱ ❡t G̃ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P2✱ ♠❛✐s G̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à {P1, P2}✳
✭✶✮ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ G̃ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P1✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿ Ψ̃θ̃ = {β̃α̃θ̃}✳



➱✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ τ̃ γ̃ θ̃
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✻ ✵✳✷ ✵✳✼ ✵✳✺ ✵✳✸
❉❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✶
➱✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ τ̃ γ̃ θ̃
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✷ ✵✳✽ ✵✳✹ ✵✳✺ ✵✳✸
❉❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✷ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✷

✖ P♦✉r s̃ = β̃α̃θ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = β̃α̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿
{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (θ̃)

Φθ̃,1(t̃,∞) = {β̃(α̃θ̃β̃)∗, α̃(γ̃β̃)∗}

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 s✐ ❧✬✐♥❡q✳✭✶✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

Σ̃f (θ̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φθ̃,1(t̃, n)}

◆♦t❡③ q✉❡ ✿ Σ̃f (θ̃) = 0.4 ❡t min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φθ̃,1(t̃,∞)} = min{0.3, 0.4}

❆❧♦rs (∀n > 0) Σ̃f (θ̃) > min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φθ̃,1(t̃, n)}✳ ❉♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r ❞✉
rés✉❧t❛t ❝✐✲❞❡ss✉s ❧✬✐♥❡q✳✭✶✵✮ ♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐✜é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃
♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳

✭✷✮ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ G̃ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à P2✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❢❛✉t✐✈❡s ❡st
Ψ̃γ̃ = {α̃γ̃, β̃α̃θ̃}✳

✖ P♦✉r s̃ = α̃γ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = α̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿
{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (γ̃)

Φγ̃,2(t̃,∞) = {α̃(γ̃β̃)∗, β̃(α̃θ̃β̃)∗, τ̃ β̃∗}

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2 s✐ ❧✬✐♥❡q✳✭✶✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

Σ̃f (γ̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φγ̃,2(t̃, n)}

◆♦t❡③ q✉❡ ✿ Σ̃f (γ̃) = 0.3 ❡t min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φγ̃,2(t̃, n)} = min{0.3, 0.2, 0.4}
❆❧♦rs (∀n > 0) Σ̃f (γ̃) > min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φγ̃,i(t̃, n)}
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✢♦✉❡ s̃ = α̃γ̃ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃
♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✳

✭✸✮ ❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ G̃ ❡st ♣❛s ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
P1 ❡t P2✳



✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❢❛✉✲
t✐✈❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 ❡st Ψ̃α̃ = {α̃, β̃, τ̃}✳
✖ P♦✉r s̃ = α̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ǫ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (α̃)

Φα̃,1(t̃,∞) = {α̃(γ̃β̃)∗, β̃(α̃θ̃β̃)∗, τ̃ β̃∗}

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s
❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 s✐ ❧✬✐♥❡q✳✭✶✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿

Σ̃f (α̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φα̃,1(t̃, n)}

◆♦t❡③ q✉❡ ✿ Σ̃f (α̃) = 0.1 ❡t
min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φα̃,1(t̃, 1)} = min{0.1, 0.2, 0.2} ❆❧♦rs
(∃n0 = 1)(∀n > n0) Σ̃f (α̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φα̃,1(t̃, 1)}✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ✢♦✉❡ s̃ = α̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳
P♦✉r s̃ = β̃ ❡t s̃ = τ̃ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ❧❡s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❢❛✉t✐❢s β̃ ❡t τ̃
❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳

✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉s β̃❡t τ̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳ ❖♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡
❝❤♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃ ❡t τ̃
❞❛♥s ❙❊❉❋ G̃ s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳

✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❢❛✉✲
t✐✈❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 ❡st Ψ̃γ̃ = {α̃γ̃, β̃α̃θ̃}✳
✖ P♦✉r s̃ = α̃γ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = α̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (γ̃)

Φγ̃,1(t̃,∞) = {α̃(γ̃β̃)∗, β̃(α̃θ̃β̃)∗}

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s
❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 s✐ ❧✬✐♥❡q✳✭✶✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿ ✿

Σ̃f (γ̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φγ̃,1(t̃, n)}

◆♦t❡③ q✉❡ ✿ Σ̃f (γ̃) = 0.3 ❡t min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φγ̃,1(t̃, 3)} = min{0.3, 0.4}
❛❧♦rs (∃n0 = 3)(∀n > n0) Σ̃f (γ̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φγ̃,1(t̃, 3)}✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ✢♦✉❡ s̃ = α̃γ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳

✖ P♦✉r s̃ = β̃α̃θ̃ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✢♦✉❡
s̃ = α̃γ̃ ❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❛✉t✐✈❡ s̃ = β̃α̃θ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❡t ❧❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳

P❛r❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ❢❛✉t✐✈❡s ❞❛♥s Ψ̃γ̃ = {α̃γ̃, β̃α̃θ̃} s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 ❛❧♦rs ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ❡st
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳

✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❢❛✉✲
t✐✈❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2 ❡st Ψ̃θ̃ = {β̃α̃θ̃}✳



✖ P♦✉r s̃ = β̃α̃θ̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = β̃α̃✳ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (θ̃)

Φθ̃,2(t̃,∞) = {β̃(α̃θ̃β̃)∗}

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❙❊❉❋
G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2 s✐ ❧✬✐♥❡q✳✭✶✵✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿ ✿

Σ̃f (γ̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φθ̃,2(t̃, n)}

◆♦t❡③ q✉❡ ✿ Σ̃f (θ̃) = 0.4 ❡t min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φθ̃,2(t̃, 2)} = min{0.4}

❛❧♦rs (∃n0 = 2)(∀n > n0) Σ̃f (γ̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φθ̃,2(t̃, 2)}✳ ❆✐♥s✐✱
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✢♦✉❡ s̃ = β̃α̃θ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ✇♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✳
P❛r❝❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ❢❛✉t✐✈❡s ❞❛♥s Ψ̃θ̃ = {β̃α̃θ̃} s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2 ❛❧♦rs ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❞❛♥s ❙❊❉❋ G̃ ❡st
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ✿

✶✳ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s α̃✱ β̃ ❡t τ̃ s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐✲
q✉❡✉r P1✳

✷✳ γ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✳

✸✳ θ̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2 ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳

P❛r❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t ✢♦✉ ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ✐❧✬② ❛ ✉♥
♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 ♦✉ P2 q✉✐ ♣❡✉t ❧❡ ♣ré❞✐r❡✱ ❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ P1 ❛♥❞ P2✳

✺✳✸ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ s❡r❛ ❝♦♥ç✉ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐✲
❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❞❡s ❙❊❉❋✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋✳

✺✳✸✳✶ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡s ét❛♣❡s à s✉✐✈r❡ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋ s♦♥t rés✉♠é❡s
❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢ ✭◆❋❆P✮ G̃σ̃✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r G̃σ̃ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢ ❞✉ ❙❊❉❋ G̃ = (Q̃, Ẽ, δ̃, q̃0) ❛♣rès
❛✈♦✐r ❡♥❧❡✈é t♦✉s ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉s ♦ù ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ❢❛✉t❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ s♦✐t



s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢❛✉t❡ s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t s✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃
✐✳❡✳ (Σ̃f (ã) ≥ Σ̃f (σ̃) : ã ∈ Ẽf )✳ ❊♥ ❢❛✐t G̃σ̃ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✧♥♦♥ ❢❛✉t✐❢✧ ❞✉
❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃✳
▲❡ ❙❊❉❋ ✢♦✉ G̃σ̃ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ G̃σ̃ = (Q̃σ̃, Ẽσ̃, δ̃σ̃, q̃σ̃,0) ♦ù ✿

✖ q̃σ̃,0 = q̃0
✖ Ẽσ̃ = {ã ∈ Ẽ : Σ̃f (ã) < Σ̃f (σ̃)}
✖ δ̃σ̃ = δ̃
✖ Q̃σ̃ = {q̃0 ∪ δ̃(q̃0, s̃ã) est defini, et s̃ ∈ Ẽ∗

f et ã ∈ Ẽσ̃}

➱t❛♣❡ ✷ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ✧❋✲❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r✧
◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r G̃V = (Q̃V , ẼV , δ̃V , q̃V,0) ❛✉t♦♠❛t❡ ❛✈❡❝ n ♣r♦✲
♥♦st✐q✉❡✉rs ❧♦❝❛✉① ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✖ ∆ = {µ, F} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ ❢❛✉t❡ ✿ ❋ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
q✉❡ ❧❛ ❢❛✉t❡ s✉r✈✐❡♥♥❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ❞❡❣ré s♣é❝✐✜é Σ̃f (σ̃) ❡t ❧❡ s②stè♠❡
❡st ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❢❛✉t✐❢✱ ❛❧♦rs q✉❡ µ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ♣❛♥♥❡
s❡ ♣r♦❞✉✐s❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s♣é❝✐✜é❡ ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs
❞❛♥s ✉♥ ét❛t ♥♦r♠❛❧✳

✖ Q̃V = Q̃×∆× Q̃σ̃ ×∆× Q̃σ̃ ×∆× · · · × Q̃σ̃ ×∆
︸ ︷︷ ︸

♥ ❢♦✐s

✖ q̃V,0 = (q̃0, 0, q̃σ̃,0, 0, q̃σ̃,0, 0, · · · , q̃σ̃,0, 0)
✖ ẼV = (Ẽ ∪ {ǫ})× (Ẽ ∪ {ǫ})× · · · × (Ẽ ∪ {ǫ})

︸ ︷︷ ︸

♥✰✶ ❢♦✐s

−{(ǫ, ǫ, · · · , ǫ)}

✖ δ̃V ✿ Q̃V × ẼV → Q̃V ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡t ❡st
❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ q̃V = (q̃, l, q̃σ,1, l1, q̃σ,2, l2, · · · , q̃σ,n, ln) ∈ Q̃V

❡t ãV = (ã, ã1, ã2, · · · , ãn) ∈ ẼV , δ̃V (q̃V , ãV ) ❡st ❞é✜♥✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿ ✿






Siã 6= ǫ alors δ̃(q̃, ã) est ❞é✜♥✐;

Pour chaque i ∈ {1, 2, ...,m} Mσ̃,i(ã) = Mσ̃,i(ãi);

Pour chaque i ∈ {1, 2, ...,m} siãi 6= ǫ

alors δ̃σ̃(q̃σ,i, ãi) est ❞é✜♥✐.

❙✐ δ̃V (q̃V , ãV ) ❡st ❞é✜♥✐✱ ❛❧♦rs δ̃V (q̃V , ãV ) = (q̃
′

, l
′

, q̃
′

σ,1, l
′

1, q̃
′

σ,2, l
′

2, · · · , q̃
′

σ,n, l
′

n) ♦ù

(q̃
′

, l
′

) =







(δ̃(q̃, ã), l) si ãV 6= ǫ et Σ̃f (ã) ≤ l

(δ̃(q̃, ã), Σ̃f (ã)) si ã 6= ǫ et Σ̃f (ã) > l

(δ̃(q̃, ã), F ) si ã 6= ǫ et (l = F )

ou Σ̃f (ã) > Σ̃f (σ̃)

(q̃, l) si ã = ǫ

(q̃
′

σ,i, l
′

i) =







(δ̃σ̃(q̃σ̃,i, ãi), l) si ãi 6= ǫ et

Σ̃f (ãi) ≤ l

(δ̃σ̃(q̃σ̃,i, ãi), Σ̃f (ãi)) si ãi 6= ǫ et

Σ̃f (ãi) > l

(δ̃σ̃(q̃σ̃,i, ãi), F ) si ãi 6= ǫ et (l = F )

ou Σ̃f (ãi) > Σ̃f (σ̃)

(q̃σ̃,0, l) si ãi = ǫ



❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ▼ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘✉❞✐❡ ❡t ❲✐❧❧❡♠s ❬✻✵❪ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥
❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❡t ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ ❚ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❘✳ ❑✉♠❛r ❡t ❛❧✳ ❬✺✾❪ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té
❞❡ ❙❊❉s ♥♦♥ ✢♦✉✳

❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r
❧❡ ❙❊❉❋ G̃ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ✭❜✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♣♦✉r ❧✬❛✣❝❤❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ❞❡s ét❛ts ♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡st ✉♥ ét❛t ❢r♦♥t✐èr❡✳

✺✳✸✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té

♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s ❞é❝❡♥tr❛❧✐sés✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ G̃ ❡t G̃σ̃ ❧❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

✖ ➱t❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❞❡ G̃σ̃ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s
G̃σ̃ ♣❡✉t êtr❡ ❛tt❡✐♥t ❀

✖ ➱t❛ts ❢r♦♥t✐èr❡s s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❞❡ G̃ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❢❛✉t✐❢
ã ❡st ❛❝t✐✈é t❡❧ q✉❡ Σ̃f (ã) ≥ Σ̃f (σ̃)✳

✖ ➱t❛ts ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ s♦♥t ❧❡s ét❛ts ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ❞✉ ❙❊❉❋ G̃ ♦ù ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡st ✉♥ ét❛t ❢r♦♥t✐èr❡ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ❞❡s
ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳



✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃✳✭❜✮ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❙❊❉❋ ❛✈❡❝ m ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r ❧♦❝❛❧ P1, P2 · · · , Pm ❡t G̃V

s♦♥ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ∈ Ẽ✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❙❊❉❋ G̃
❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à σ̃✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r



r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬ét❛t ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉rs ❧♦❝❛✉①✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ m = 2✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ét❡♥❞r❡
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù m ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❞❡✉①✳

◆é❝❡ss✐té ✿
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ét❛t ✐♠♣ré✲
❞✐❝t✐❜❧❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ q̃v ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ q̃v = {q̃, µ1, q̃σ̃,1, µ2, q̃σ̃,2, µ3}
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ãv = (t̃, ũ1, ũ2) ❡t δ̃V (q̃V,0, ãv) = q̃v = {q̃, µ1, q̃σ̃,1, µ2, q̃σ̃,2, µ3}✳ ➚ ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Mσ̃,1(t̃) = Mσ̃,1(ũ1)

Mσ̃,2(t̃) = Mσ̃,2(ũ2)

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡st ✉♥ ét❛t
❢r♦♥t✐èr❡ ❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ❞❡s ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳
♣❛r❝❡ q✉❡ q̃σ̃,1 ❡t q̃σ̃,2 s♦♥t ❞❡s ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❡t s♦♥t ❞❡s ét❛ts ❞✉ ◆❋❆P ❞❡ ❧❛
❙❊❉❋ G̃✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ũ1 ❡t ũ2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

✖ Σ̃f (σ̃) > Σ̃f (ũ1ṽ1) ♦ù ‖ṽ1‖ > n (∀n ∈ N). ✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✭✶✮
✖ Σ̃f (σ̃) > Σ̃f (ũ2ṽ2) ♦ù ‖ṽ2‖ > n (∀n ∈ N). ✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✭✷✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s̃ ∈ Ψ̃σ̃ : s̃ = t̃σ̃p : Σ̃f (σ̃p) ≥ Σ̃f (σ̃) ❡t w̃1 ∈ LG̃ : w̃1 =

ũ1ṽ1 ❡t w̃2 ∈ LG̃ : w̃2 = ũ2ṽ2✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

✖ Mσ̃,1(ũ1) = Mσ̃,1(t̃) ∧ Σ̃f (ũ1) < Σ̃f (σ̃) ∧ ‖ṽ‖ = n ❛❧♦rs w̃1 ∈ Φσ̃,1(t̃, n)
✖ Mσ̃,2(ũ2) = Mσ̃,2(t̃) ∧ Σ̃f (ũ2) < Σ̃f (σ̃) ∧ ‖ṽ‖ = n ❛❧♦rs w̃2 ∈ Φσ̃,2(t̃, n)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ w̃1 ∈ Φσ̃,1(t̃, n) ❡t w̃2 ∈ Φσ̃,2(t̃, n) ❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✶✮ ❡t ✭✷✮
♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃ : s̃ = t̃σ̃p ❡t ∀i ∈ {1, 2} ♦ù Σ̃f (σ̃) > min{Σ̃f (w̃) :
w̃ ∈ Φσ̃,i(t̃, n)}✱ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✲
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳
❙✉✣s❛♥❝❡ ✿

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✐❧ ② ❛ s̃ ∈ Ψ̃σ̃ ❡t w̃1 ∈ Φσ̃,1(t̃, n) ❡t w̃2 ∈ Φσ̃,2(t̃, n) ♦ù
Σ̃f (σ̃) > Σ̃f (w̃1) ❡t Σ̃f (σ̃) > Σ̃f (w̃2).
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s̃ = t̃σ̃p : Σ̃f (σ̃p) ≥ Σ̃f (σ̃) ❡t Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃)

✖ w̃1 ∈ Φσ̃,1(t̃, n) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ w̃1 = ũ1ṽ1 ∧ Mσ̃,1(ũ1) = Mσ̃,1(t̃) ∧ Σ̃f (ũ1) <
Σ̃f (σ̃) ∧ ‖ṽ1‖ = n

✖ w̃2 ∈ Φσ̃,2(t̃, n) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ w̃2 = ũ2ṽ2 ∧ Mσ̃,2(ũ2) = Mσ̃,2(t̃) ∧ Σ̃f (ũ2) <
Σ̃f (σ̃) ∧ ‖ṽ2‖ = n

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ✿ {

Mσ̃,1(t̃) = Mσ̃,1(ũ1)

Mσ̃,2(t̃) = Mσ̃,2(ũ2)



❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ãv = (t̃, ũ1, ũ2) ❛❧♦rs δ̃V (q̃V,0, ãv) = q̃v = {q̃, µ1, q̃σ̃,1, µ2, q̃σ̃,2, µ3}✳
P❛r❝❡ q✉❡

✖ w̃1 ∈ Φσ̃,1(t̃, n) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ w̃1 = ũ1ṽ1 ∧ Mσ̃,1(ũ1) = Mσ̃,1(t̃) ∧ Σ̃f (ũ1) <
Σ̃f (σ̃) ∧ ‖ṽ1‖ > n(∀n ∈ N) ❛❧♦rs q̃σ̃,1 s♦♥t ❞❡s ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳

✖ w̃2 ∈ Φσ̃,2(t̃, n) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ w̃2 = ũ2ṽ2 ∧ Mσ̃,2(ũ2) = Mσ̃,2(t̃) ∧ Σ̃f (ũ2) <
Σ̃f (σ̃) ∧ ‖ṽ2‖ > n(∀n ∈ N) ❛❧r♦s q̃σ̃,2 s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡s ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✳

✖ δ̃(q̃0, t̃) = q̃ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s s̃ ∈ Ψ̃σ̃ t❡❧ q✉❡ s̃ = t̃σ̃p : Σ̃f (σ̃p) ≥ Σ̃f (σ̃) ❡t
Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃) ❛❧♦rs ❧✬ét❛t q̃ ❡st ✉♥ ét❛t ❢r♦♥t✐èr❡ ❝❛r ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t
✢♦✉ ❢❛✉t✐❢ σ̃p q✉✐ ❡st ❛❝t✐✈é ❞❡♣✉✐s ❧✬ét❛t q̃✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ét❛t ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛❝✲
❝❡ss✐❜❧❡ q̃v = {q̃, µ1, q̃σ̃,1, µ2, q̃σ̃,2, µ3} ♦ù ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠♣♦s❛♥t ❡st ✉♥ ét❛t ❢r♦♥t✐èr❡
❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts s♦♥t ❞❡s ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r
✢♦✉ ❞✉ ❙❊❉❋ G̃ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ σ̃✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉
σ̃ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳ ✿ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦✲
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉✳ P✉✐sq✉❡
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s rés✉♠❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s②♥✲
❝❤r♦♥❡ G̃ ‖ NFAPG̃ ‖ NFAPG̃ ‖ · · · ‖ NFAPG̃

︸ ︷︷ ︸
♥ t✐♠❡s

❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ G̃ ❛✈❡❝ ♥ ✰ ✶

❝♦♣✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♥♦♥✲❢❛✉t✐❢ ✭◆❋❆P✮ ❞❡ G̃ ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ❡st O(co− verifier) = O(|G̃ ‖ NFAPG̃|

n+1)✱
q✉✐ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❙❊❉❋ à ♣ré❞✐r❡✱ ❡t ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❣❡♥ts ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❧♦❝❛❧ ♥✳

P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ γ̃ ❞✉ ❙❊❉❋ G̃ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✷✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬ét❛♣❡ ✶ ❡t ❧✬ét❛♣❡ ✷
❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ❧❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃ ❡t ❧❡ ✢♦✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✺✳✷✭❛✮✳ ❡t ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✺✳✷✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
◆♦t❡③ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ◆❋❆P ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ✧➱t❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✧ q̃0 ❡t q̃6 ❡t ❞❡✉① ✧ét❛ts
❢r♦♥t✐èr❡s✧ q̃1 ❡t q̃3✳ ❊t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬ét❛t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡
✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤è♦ré♠❡ ✺✳✶ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ γ̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃✳

✺✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐❢s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦✲
♣♦sé❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉s ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ❙❊❉s ✢♦✉s✳

✺✳✹✳✶ ❊①❡♠♣❧❡ ✶ ✿

❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ❙❊❉❋ ♠♦♥tré
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❛✈❡❝ tr♦✐s ❝❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
❡st ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉①✐è♠❡ ❡t tr♦✐s✐è♠❡ ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡
❡st ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❙❊❉ ✢♦✉ ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡❣rés ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳



✺✳✹✳✶✳✶ ❈❛s ✶ ✿ ❙❊❉ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ✭♥♦♥ ✢♦✉✮

❯♥ ❙❊❉ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥♥❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❙❊❉❋✱ s✐
❧❡s ét❛ts ❡t ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦✉ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥♦❜s❡r✲
✈❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧s ♣r❡♥♥❡♥t ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ✵ ♦✉ ✶✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡
♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❙❊❉s
♥♦♥ ✢♦✉✳ ▲❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ❞❡ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ✈✉❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ G1 ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ ♦ù θ ❡st ❝❡♥sé êtr❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❙❊❉ G1 s♦✐t ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉rs P✶ ❡t P✷ ❞♦♥♥és
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✸ ❡t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺✳✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ θ ❞❛♥s G1 ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❙❊❉❋ ♣rés❡♥tés à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✸ ❡t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✕ ❙②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts G1

➱✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ θ̃ ǫ
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✶ ✵ ✵ ✵
❉❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ✵ ✵ ✶ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✸ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✶

➱✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ θ̃ ǫ
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✶ ✶ ✵ ✵
❉❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ✵ ✵ ✶ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✹ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✷

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ❞✐t✱ ❧❡ ❙❊❉ G1 ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❙❊❉❋ ❛✈❡❝ ❧❡s ét❛ts ✢♦✉s q0 = [1, 0, 0]✱ q1 = [0, 1, 0]✱ q2 = [0, 0, 1]✱ ❡t
❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts ✢♦✉

α =





0 0 1
0 1 0
0 0 0



 β =





0 1 0
0 0 0
0 0 0



 θ =





0 0 0
0 0 0
0 0 1







✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✕ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉ G1✳✭❜✮ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ✳

❙❡❧♦♥ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ❧❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉ G1 ❡t ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r
✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t θ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉ G1 s♦♥t ♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✭❛✮✳
❡t ✜❣✉r❡ ✺✳✹✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
◆♦t❡③ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ◆❋❆P ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ✧ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✧ q0
❡t q2 ❡t ✉♥ ✧ét❛t ❢r♦♥t✐èr❡✧ q1✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❜❛sé s✉r θ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s
❞✬ét❛t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t✐❢
θ̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G1✳

✺✳✹✳✶✳✷ ❈❛s ✷ ✿ ❯♥ ❙❊❉❋ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❙❊❉❋ G̃2 ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❙♦✐t P1 ❡t P2

❧❡s ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉rs ❧♦❝❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❙❊❉❋ G̃2✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s ✺✳✺ ❡t ✺✳✻✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✖ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃✱ ❧❡ ◆❋❆P ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✭❛✮✳ ▲❡
❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✭❜✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ◆❋❆P ❞❡
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✧ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✧✳ ❡t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦✲
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥ ét❛t ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ❉♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃2✳

✖ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃ ❧❡ ◆❋❆P ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❛✮ ❡t
▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❜✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é✲
♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃ ❡st ❛✉ss✐ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳



❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❙②stè♠❡ à é✈é♥❡♠❡♥ts ❉✐s❝r❡ts ✢♦✉ G̃2

é✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ θ̃ ǫ
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✽ ✵✳✻ ✵✳✶ ✵
❉❡❣ré ❞❡ ❋❛✉t❡ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✶
é✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ θ̃ ǫ
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✷ ✵✳✻ ✵✳✸ ✵
❉❡❣ré ❞❡ ❋❛✉t❡ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✻ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✷

✖ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❧❡ ◆❋❆P ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽ ✭❛✮ ❡t ▲❡
❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✭❜✮✳ ❡t à ♣❛rt✐r ❞✉ ◆❋❆P ❞❡
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ✧ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✧ q̃0 ❡t q̃2 ✳ ❡t à ♣❛rt✐r ❞✉
❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ❜❛sé s✉r θ̃ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬ét❛t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳
❉♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❙❊❉❋ G̃2✳

✺✳✹✳✶✳✸ ❈❛s ✸ ✿ ❯♥ ❙❊❉❋ ♥♦♥ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠ê♠❡ G̃2 ♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❡st ✉t✐❧✐sé ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡
♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✐✛ér❡♥t❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳
❙♦✐t P1 ❡t P2 ❧❡s ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉rs ❧♦❝❛✉① ❛ss♦❝✐és ❛✉ ❙❊❉❋ G̃2✱ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s
t❛❜❧❡s ✺✳✼ ❡t ✺✳✽✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

✖ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❧❡ ◆❋❆P ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾ ✭❛✮✳ ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ❡st r❡♣rés❡♥té
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✭❜✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃2 ✐❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t ❢r♦♥t✐èr❡ q̃1 ❡t à ♣❛rt✐r ❞✉
◆❋❆P ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ✧ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✧ q̃0 ❡t q̃2✳à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r
✢♦✉ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ [q̃1, 0.1, q̃2, 0.2, q̃0, 0]✳ ■❧ rés✉❧t❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋
G̃2✳



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2✳✭❜✮ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ α̃✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2✳✭❜✮ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ β̃✳

✺✳✹✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ✷ ✿ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❛♥✐♠❛❧

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧♦rs
❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❡✛❡ts s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♠❛❧❛❞✐❡✱ t❡❧s q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s ❜❧❛♥❝s ✭❲❇❈✮✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s♦✉❤❛✐tés✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s ❜❧❛♥❝s r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡
♥♦♥ s♦✉❤❛✐té❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃3 ❡st
❝♦♠♠❡♥t ♣ré❞✐r❡ ❝❡t é❝❤❡❝ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡s é✈é♥❡♠❡♥ts
♠é❞✐❝❛♠❡♥t❡✉① s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡s ♠é❞❡❝✐♥s ❝♦♠♠❡ s✉✐t



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ ✕ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2✳✭❜✮ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃✳

➱✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ θ̃ ǫ
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✽ ✵✳✶ ✵✳✶ ✵
❉❡❣ré ❞❡ ❋❛✉t❡ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✶
➱✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ θ̃ ǫ
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✷ ✵✳✻ ✵✳✸ ✵
❉❡❣ré ❞❡ ❋❛✉t❡ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✽ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✷

α̃ =





0.4 0.9 0.4
0 0.4 0.4
0 0 0.4



 β̃ =





0.4 0 0
0.9 0.4 0
0.4 0.4 0.4





γ̃ =





0.9 0.9 0.4
0 0.4 0.4
0 0 0.4



 θ̃ =





0.5 0 0
0.1 0.1 0
0.1 0.1 0.1





❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡✲
♠❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡t ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬é❝❤❡❝ s❡
♣r♦❞✉✐s❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é✈é♥❡♠❡♥t ♠é❞✐❝❛♠❡♥t❡✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s
❞❡❣rés ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬é❝❤❡❝ ❞❡s é✈é♥❡♠❡♥ts s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿

✖ P♦✉r ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ t❧❡ ◆❋❆P ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✭❛✮✳ ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ̃ ❡st r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡
✺✳✾✭❜✮✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ❙❊❉❋ G̃3 ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❡✉❧ ét❛t ❢r♦♥t✐èr❡ q̃0 ❡t à ♣❛rt✐r
❞✉ ◆❋❆P ✐❧ ② ❛ q✉❛tr❡ ✧ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✧ {q̃0, q̃1, q̃2, q̃3}✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✉



✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✕ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃2✳✭❜✮ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃ ✭❝❛s❡ ✸✮✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ ✕ Pr♦❝❡ss✉s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ❛♥✐♠❛❧ ❬✶✹❪ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ ❙❊❉❋
G̃3✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ ✕ ✭❛✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃3✳✭❜✮ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ θ̃✳



➱✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ γ θ̃
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✷ ✵✳✹ ✵✳✸ ✵✳✸
❉❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✾ ✕ ❣r♦✉♣❡ t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡ ✶
➱✈é♥❡♠❡♥t α̃ β̃ γ θ̃
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✸ ✵✳✹ ✵✳✷ ✵✳✻
❉❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵ ✕ ❣r♦✉♣❡ t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡ ✷

❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à θ̃ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡t❛ts ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❛❝✲
❝❡ss✐❜❧❡ {[q̃0, 0, q̃0, 0, q̃0, 0], [q̃0, 0, q̃1, 0.1, q̃0, 0], · · · }✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ❞✬é❝❤❡❝
✭♥♦♠❜r❡ é❧❡✈é ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s ❜❧❛♥❝s ✭❲❇❈✮✮ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦✲
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s t❤ér❛♣❡✉t✐q✉❡s✳

✺✳✹✳✸ ❊①❡♠♣❧❡ ✸ ✿

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s G̃4
r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ ✺✳✶✷ ✭❛✮ ✭❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬✸✾❪✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ G̃4 ❡st ♦❜s❡r✈é ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉rs P1 ❡t P2 ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡s
✺✳✶✶ ❡t ✺✳✶✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

➱✈é♥❡♠❡♥t ã b̃ c̃ h̃ ǫ
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✽ ✵✳✻ ✵✳✶ ✵✳✷ ✵
❉❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ✵✳✺ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✻ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✶ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✶
➱✈é♥❡♠❡♥t ã b̃ c̃ h̃ ǫ
❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ✵✳✹ ✵✳✼ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵
❉❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ✵✳✺ ✵✳✷ ✵✳✸ ✵✳✻ ✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✷ ✕ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P✷

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ ❤ ❞❛♥s G̃4 ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥t❛❧✐sé❡ ✢♦✉❡ ❡t ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r✳

✺✳✹✳✸✳✶ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡

✖ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❝❡s ❢❛✉t✐✈❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 ❡st Ψ̃h̃ =
{ãb̃c̃h̃, b̃ãb̃ãh̃}✳
✖ P♦✉r s̃ = ãb̃c̃h̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = ãb̃c̃✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (h̃)

Φh̃,1(t̃,∞) = {ãb̃c̃h̃(c̃h̃b̃)∗}



P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❙❊❉❋ G̃4 ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 s✐ ❧✬✐♥❡q✳✭✶✵✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ✿

Σ̃f (h̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φh̃,1(t̃, n)}

◆♦t❡③ q✉❡ ✿ Σ̃f (h̃) = 0.6 ❡t min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φh̃,1(t̃, 4)} = min{0.6}

❆❧♦rs (∃n0 = 4)(∀n > n0) Σ̃f (h̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φh̃,1(t̃, 4)}✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ✢♦✉❡ s̃ = ãb̃c̃h̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❙❊❉❋ G̃4 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳

✖ P♦✉r s̃ = b̃ãb̃ãh̃✱ t̃ = MaxPref(s̃) = b̃ãb̃ã✳◆♦✉s ❛✈♦♥s ✿

{

Σ̃f (t̃) < Σ̃f (h̃)

Φh̃,1(t̃,∞) = {b̃ãb̃ãh̃c̃(c̃)∗, b̃c̃ãc̃(c̃)∗}

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✱ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❙❊❉❋
G̃4 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 s✐ ❧✬✐♥❡q✳✭✶✵✮ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ✿

Σ̃f (h̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φh̃,1(t̃, n)}

◆♦t❡③ q✉❡ ✿ Σ̃f (h̃) = 0.6 ❡t min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φh̃,1(t̃, 5)} = min{0.6, 0.5}✱
❛❧♦rs (∀n > n0) Σ̃f (h̃) ≤ min{Σ̃f (w̃) : w̃ ∈ Φh̃,1(t̃, n)}✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
✢♦✉❡ s̃ = b̃ãb̃ãh̃ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃4 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉
♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✳ ❉♦♥❝ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃4 ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1✱
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳

✖ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 ❡st ✉t✐❧✐sé❡
♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❢❛✉t✐✈❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ❢❛✉t✐✈❡s s♦♥t ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐✲
q✉❡✉r P2✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃4 ❡st
♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✳

▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é q✉❡ ✿ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ ♥✬❡st ♣❛s ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P1 ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r P2✳
❉♦♥❝✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛❝❡ ❢❛✉t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❙❊❉❋ G̃4 ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣r♦♥♦st✐q✉❡✉r
✭P1 ♦✉ P2✮ q✉✐ ♣❡✉t ♣ré❞✐r❡ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃✱ ❛❧♦rs h̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❙❊❉❋
G̃4✳

✺✳✹✳✸✳✷ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝t❡✉r ✿

❙❡❧♦♥ ❧✬ét❛♣❡ ✶ ❡t ❧✬ét❛♣❡ ✷ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✱ ❧❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋
G̃4 ❧❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à r❡s♣❡❝t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ s♦♥t ♠♦♥trés ❞❛♥s
❧❛ ❋✐❣✉r❡✳ ✺✳✶✷ ✭❜✮✱ ❡t ❋✐❣✉r❡✳✺✳✶✸✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ◆♦t❡③ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ◆❋❆P ✐❧ ② ❛
q✉❛tr❡ ✧ét❛ts ♥♦♥✲✐♥❞✐❝❛t❡✉rs✧ q̃0, q̃5, q̃10 ❡t q̃11 ❡t ❞❡✉① ✧ét❛ts ❢r♦♥t✐èr❡s✧ q̃3 ❡t q̃8✳ ➚
♣❛rt✐r ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬ét❛t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✐♠♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳
❉♦♥❝✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶ ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ ❡st ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❙❊❉❋G̃4✳



✭❛✮
✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷ ✕ ✭❛✮ ▲❡ ❙❊❉❋ G̃4✳✭❜✮ ▲❡ ◆❋❆P ❞✉ ❙❊❉❋ G̃4 ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃✳



❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸ ✕ ▲❡ ❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t ✢♦✉ h̃ ❞❛♥s G̃4✳



✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡①✐st❛♥t s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✲
❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ❛✉ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❙❊❉❋✱ ❡t ❧❛ ✈ér✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ❞❡s ❢❛✉t❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥
❝♦✲✈ér✐✜❝❛t❡✉r ✢♦✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✢♦✉ ❞♦♥♥é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✲♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋ ❛ été ❢♦✉r♥✐❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱
♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡✱ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❞♦♥♥és✱ ❡t
✐❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❙❊❉❋✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡
tr❛✈❛✐❧ ❢✉t✉r❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❙❊❉s ✢♦✉s ❞✐str✐❜✉és✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❛✉tr❡
♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞✬ét✉❞✐❡r ❡st ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❢❛✉t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉ ✢♦✉❡s ♦ù ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ ♠❛✐s ♣❧✉tôt
✉♥ ♠♦❞è❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡
✧❛♥♦r♠❛✉①✧✳





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✺✳✻✳✶ ❆♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✐té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s à é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ✢♦✉s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♣rés❡♥té ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té ❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝✲
t✐❜✐❧✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① s②stè♠❡s à é✈é♥❡♠❡♥ts
❞✐s❝r❡ts✳ P✉✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦r♠❛❧✐sé ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉
✢♦✉❡s ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ✢♦✉❡✱ q✉✐ ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0, 1] ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ {0, 1}✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛♥t✐✜❡♥t
❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♥✐✈❡❛✉① ✐♥❝❧✉❛♥t
✭✐✮ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♣ré✜①❡ ♥♦♥ ❢❛✉t✐❢ ❞✬✉♥ ♠♦t s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥
é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ✭✐✐✮ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦t s❡ t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r ✉♥ é✈é✲
♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❀ ✭✐✐✐✮ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ❢❛✉t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ ❙❊❉
✢♦✉✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣ré❝✐❡✉s❡ ♣♦✉r ❛✣♥❡r ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥
s✉r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉ ♥♦♥ ✢♦✉ ❞❡✈✐❡♥♥❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ✢♦✉ ♣❛r ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❙❊❉ ✢♦✉✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ t♦✉t é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✉t❡
❡st ❛✉ ♣❧✉s é❣❛❧ à s♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✳ ❆♣rès ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé
✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s ❞❛♥s ❧❡s
❙❊❉ ✢♦✉s ❜❛sés s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉
❝♦♥t❡①t❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ♣r♦♥♦st✐❝ ❞❡s ❙❊❉s ♦ù ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡✉rs ét❛ts✱
é✈é♥❡♠❡♥ts✱ ❡t ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té✳
▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s t②♣❡s ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥s s♦♥t
❝♦♠♠✉♥s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ♦ù ✐❧ ❡st r❛r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ q✉❛♥✲
t✐té ♣ré❝✐s❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ét✉❞✐é✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts é✈é♥❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✉t❡ s✉r✈❡✲
♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✉ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♣ré❝✐❡✉s❡s
s✉r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s à ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❧❡ ❢✉t✉r s②stè♠❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝r✐t✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ❞❡s ❢❛✉t❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛♥t ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡
❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❛✉ss✐ é❧❡✈é q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐✲

✶✵✾



♠✐t❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡
♣❛♥♥❡ r❡✈✐❡♥t s♦✉✈❡♥t à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦û✲
t❡✉①✮ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r s♦♥ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té ❞✬❛✉tr❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛✐❞❡♥t ❧❡
❝♦♥❝❡♣t❡✉r à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❡t ❧❡ ❝♦ût ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬❛ss✉r❡r✳
▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱
❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛ ♠♦t✐✈é à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡
t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❙❊❉❋ ❛♣♣❡❧é❡ ✧❛♣♣r♦❝❤❡ ✈é✲
r✐✜❝❛t❡✉r✧✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡
✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡♥tré❡
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞✉ ❝❛❞r❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé ❛✉
❝❛❞r❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣♦✉r
tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳

✺✳✻✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❊♥ t❛♥t q✉❡ tr❛✈❛✐❧ ❢✉t✉r✱ ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❡st
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❛✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❙❊❉s ✢♦✉s ❞✐str✐❜✉és✳
❆✉ss✐ ✉♥ ❛✉tr❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥♦✉s ♣ré✈♦②♦♥s ❢❛✐r❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ❙❊❉s ✢♦✉❡ ♦ù ✉♥❡ ❢❛✉t❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♦✉ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❢❛✉t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞✬é✈é♥❡♠❡♥ts
q✉✐ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✧❛♥♦r♠❛✉①✧✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à
❝♦♥s✐❞ér❡r ❡st ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐❜✐❧✐té ❞❛♥s ❙❊❉ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡
P❡tr✐ ✢♦✉s✱ ❛✉ss✐ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s✳



❆♥♥❡①❡ ✿ Pr❡✉✈❡s

✳✶ Pr❡✉✈❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡ ✹

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳
(⇒) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ q̃d ∈ FD ❡t C ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d) t❡❧ q✉❡ C ❡st ♥♦r♠❛❧
♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❛♥s C ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ G̃ ét✐q✉❡té ♣❛r Nµ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ C ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ét❛ts x̃d,1, x̃d,2, ..., x̃d,m ❡t ❧❡s é✈é♥❡✲
♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s σ̃o,1, σ̃o,2, ..., σ̃o,m ✐✳❡✳ δ̃d(x̃d,i, σ̃o,i) = x̃d,i+1 ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ m ❡t
δ̃d(x̃d,m, σ̃o,m) = x̃d,1✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛t x̃d,i ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ G̃ ✭❞✐s♦♥s x̃i✮ ét✐q✉❡té ♣❛r
Nµ ✐♥ G̃d ✐✳❡✳ (x̃i, N

µ) ∈ x̃d,i✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s G̃ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s
ét❛ts x̃1, x̃2, ..., x̃m ❡t w̃1, w̃2, ..., w̃m ∈ Ẽ∗ ❛✈❡❝ Π̃σ̃(w̃i) = σ̃o,i ♣♦✉r i ∈ {1, 2, . . . ,m} ✱
δ̃(x̃i, w̃i) = x̃i+1 ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ m ❡t δ̃(x̃m, σ̃m) = x̃1✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ q̃d ❡st ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r q̃d0 ♣❛r s̃o ∈ Ẽ∗
d ✳ ❉♦♥❝ ✐❧ ② ❛ s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f ) t❡❧

q✉❡ Π̃σ̃(s̃) = s̃o✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ét❛t ❞❡ C ✳ ❙❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♣r❡♥❡③ ❧✬ét❛t x̃d,1✳
❙♦✐t t̃ = MaxPref(s̃)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Π̃σ̃(t̃) = s̃o✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x̃d,1 ❡st ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r q̃d ♣❛r s̃′o ∈ Ẽ∗
d ✿ x̃d,1 = δ̃d(q̃d0, s̃os̃

′
o)✳

❚❛♥t q✉❡ (x̃i, N
µ) ∈ x̃d,i ♣♦✉r i ∈ {1, 2, . . . ,m} ✐❧ ② ❛ ũ ∈ LG̃ ❡t ũ′ ∈ LG̃/ũ t❡❧ q✉❡

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(t̃) = s̃o✱ Π̃σ̃(ũ
′) = s̃′o ❡t δ̃(q̃0, ũũ

′) = x̃1✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ∀k ≥ 1✱
x̃1 = δ̃(q̃0, ũũ

′(w̃1...w̃m)
k) ❡t Σ̃f (ũũ

′(w̃1...w̃m)
k) = µ✳

Pr❡♥❡③ n0 = ‖ũ′‖+ k ❡t ṽ = ũ′(w̃1...w̃m)
k) ❛❧♦rs ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) and ‖ṽ‖ = n and Σ̃f (ũṽ) = µ

(⇐) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) and ‖ṽ‖ = n and Σ̃f (ũṽ) = µ

Pr❡♥♦♥s s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f ) ❡t s♦✐t t̃ = MaxPref(s̃)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃)✳ Pr❡♥❡③
ũ ∈ LG̃ t❡❧ q✉❡ Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(t̃) = s̃o ❡t Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)✳ ❙♦✐t t̃uoσo ∈ L/t̃ ❛✈❡❝
Σ̃o(t̃uo) < Σ̃o(σ̃) ❡t Σ̃o(σo) ≥ Σ̃o(σ̃) ✭σo ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é✈é♥❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛tt❡✐♥t❡
❛♣r�s t̃✮✳ ▼❡tt❡③ x̃d = δ̃d(q̃d0, s̃o) s✐ s̃o 6= ǫ ❡t x̃d = q̃d0 s✐ s̃o = ǫ✳ ❙♦✐t ỹd = δ̃d(x̃d, σo)✳ ✐❧
❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ỹd ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t (y, ly) ♦ù ly = F ✐✳❡✳ ỹd ∈ Q̃u

d ∪ Q̃c
d✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s

❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉r x̃d ✿

✶✶✶



❝❛s ✐ ✿ x̃d ∈ Q̃N
d ✭❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ x̃d = q̃d0 ✮ ❛❧♦rs x̃d ∈ FD✳

❝❛s ✐✐ ✿ x̃d /∈ Q̃N
d ♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ▲❡♠♠❡ ✸✳✸✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t w̃d ∈ FD

❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s q̃d0 t❡❧ q✉❡ x̃d ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s w̃d✳

❉♦♥❝✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✭✐✳❡ ❝❛s ✐ ♦✉ ✐✐✮ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t q̃d ∈ FD ✭q̃d = x̃d ♦✉ q̃d = w̃d✮
❞✬♦ù ỹd ❡st ❛tt❡✐♥t ❞❡♣✉✐s q̃d ♣❛r σo ✿ ỹd = δ̃d(q̃d, σo)✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté ṽ ♣❡✉t êtr❡
❝❤♦✐s✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦♥❣ ❡t ❛ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ ṽ = ũ′(w̃1...w̃m)

k) ♣♦✉r k ≥ 1 ❛✈❡❝
Σ̃f (ũṽ) = µ✳ ❙♦✐t Π̃σ̃(ũ

′) = s̃′o ❡t Π̃σ̃(w̃1...w̃m) = s̃
′′

o = õ1...õl✱ ✭l ≤ m✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❞❡✉① ❝❛s ✿

❝❛s ✶ ✿ s̃′o 6= ǫ✱ ❛❧♦rs s♦✐t x̃′
d = δ̃d(x̃d, s̃

′
o)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s x̃

′
d = δ̃d(x̃

′
d, õ1...õl)✳

❝❛s ✷ ✿ s̃′o = ǫ✱ ❛❧♦rs s♦✐t x̃′
d = δ̃d(x̃d, õ1)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s x̃′

d = δ̃d(x̃
′
d, õ2...õlõ1)✳ ❉❛♥s

❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✿ x̃′
d = δ̃d(q̃d0, s̃os̃

′
o(õ1...õl)

k)✱ k ≥ 1✳

P✉✐sq✉❡ Σ̃f (ũṽ) = µ ✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ② ❛ (x̃i, N
µ) ∈ x̃′

d ❡t x̃′
d ❡st ✐♠♣❧✐q✉é ❞❛♥s

❧❡ ❝②❝❧❡ C ❡st ❛tt❡✐♥t ❞❡♣✉✐s q̃d✳ s❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ C ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
ét❛t ét✐q✉❡té ♣❛r Nµ✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳
(⇒) ❙✐ σ̃ ❡st ✶✲♣ré❞✐❝✐❜❧❡ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃))andΣ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)and‖ṽ‖ = n]

⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥ Σ̃f (σ̃) (⋆)

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ P ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ② ❛ q̃d ∈ FD

❡t ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ∈ Ac(G̃d, q̃d) t❡❧ q✉❡ C ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ♥♦r♠❛❧✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧
② ❛ ✉♥ ét❛t x̃d,i ∈ C ❝♦♥t❡♥❛♥t (x̃i, N

µ) ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s x̃i ∈ Q̃ ❡t µ < 1✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à
♣❛rt✐r ❞❡ ✸✳✹ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) and ‖ṽ‖ = n

and Σ̃f (ũṽ) = µ < Σ̃f (σ̃)

▼❛✐s ❝❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t (⋆)

(⇐) ❙✉♣♣♦s♦♥s P ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❛❧♦rs ✿ ♣♦✉r t♦✉t q̃d ∈ FD✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❝❡rt❛✐♥s
❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d)✳

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G̃ ♥✬❡st ♣❛s ✶✲♣ré❞✐❝✐❜❧❡ ✐✳❡✳ G̃ ❡st
λ✲♣ré❞✐❝✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s 0 ≤ λ < 1✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

(∀n0 ∈ N)(∃n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n

et Σ̃f (ũṽ) = λ.Σ̃f (σ̃)



▼❡tt♦♥s µ = λ.Σ̃f (σ̃)✳ ♥♦✉s µ < Σ̃f (σ̃)✳ ➚ ♣❛rt✐r ✸✳✹ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉✬✐❧ ② ❛ q̃d ∈ FD ❡t
✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ✐♥ Ac(G̃d, q̃d) q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ✭❞♦♥❝ ♣❛s ❝❡rt❛✐♥✮✳ ❈❡❧❛
❝♦♥tr❡❞✐t P ✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✳
(⇒) ❙✐ σ̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃ ❛❧♦rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(i) (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n

et Σ̃f (ũṽ) = λ.Σ̃f (σ̃)

(ii) (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃))etΣ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)et‖ṽ‖ = n]

⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥ λ.Σ̃f (σ̃)

▼❡tt❡③ λ.Σ̃f (σ̃) = µ✳ ❆❧♦rs✱ R1 ✈✐❡♥t ❞❡ ✭✐✮ ❡t ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r R2✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ µ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐✳❡✳ µ′ < µ✱ ✐❧ ② ❛ q̃d ∈ FD

❡st ✉♥ ❝②❧❡ C ❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d) t❡❧ q✉❡ C ❡st µ′✲♥♦r♠❛❧ ♦✉ µ′✲✐♥❝❡rt❛✐♥✳ s❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡
✸✳✹ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n

et Σ̃f (ũṽ) = µ′ < λ.Σ̃f (σ̃)

❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ❞✉ λ✲♣ré❞✐❝t❛❜✐❧✐té✳

(⇐) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s R1 ❡t R2 t✐❡♥♥❡♥t ✿
R1 ✿ ✐❧ ② ❛ q̃d ∈ FD ✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d) q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥✳
R2 ✿ µ✲♥♦r♠❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦✉ µ✲✉♥❝❡rt❛✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s Ac(G̃d, q̃d) ♣♦✉r t♦✉t q̃d ∈

FD s❛t✐s❢❛✐t µ = λ.Σ̃f (σ̃)
à ♣❛rt✐r R1 ❡t ❧❡♠♠❡ ✸✳✹ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(i) (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n

et Σ̃f (ũṽ) = λ.Σ̃f (σ̃)

à ♣❛rt✐r R2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(ii) (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃(Σ̃f )(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃))etΣ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)et‖ṽ‖ = n]

⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥ λ.Σ̃f (σ̃)

à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✐✮✱ ✭✐✐✮ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ σ̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s
G̃✳ �



✳✷ Pr❡✉✈❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ✿

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ❡t ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ ❢❛✉t❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ❡t
❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✶✱ ✷✳✸✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❙♦✐t s̃ ∈ Ψ̃σ̃ ❡t t̃ = MaxPref(s̃)✳ ❉✬❛❜♦r❞ ♦♥ ✈❛
♠♦♥tr❡r q✉❡
✭∀ t̃1 ∈ Pref(t̃))(∀n > 0)(∃n′ > n) E(t̃, n) ⊆ E(t̃1, n

′) ♦ù E(r̃, n) = {ω̃ ∈ LG̃ : ω̃ =
ũṽ, (ũ, ṽ) ∈ L//r̃, ‖ṽ‖ = n}✳
❙♦✐t t̃1 ∈ Pref(t̃) ❡t s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ t̃ = t̃1s̃1✳ ❙✐ ω̃ ∈ E(t̃, n)✱ ❛❧♦rs ✿

ω̃ = ũṽ ♦ù ũ ∈ LG̃✱ ṽ ∈ L/ũ✱ Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(t̃)✱ Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) ❡t ‖ṽ‖ = n✱ ✐✳❡✳✱
ω̃ = ũṽ ♦ù ũ ∈ LG̃✱ ṽ ∈ L/(ũ)✱ Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(t̃1)Π̃σ̃(s̃1)✱ Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) ❡t ‖ṽ‖ = n

▲❛✐ss❡③✲♥♦✉s ♠❡ttr❡ ũ = ũ1ũ2 t❡❧ q✉❡ Π̃σ̃(ũ1) = Π̃σ̃(t̃1) ❡t Π̃σ̃(ũ2) = Π̃σ̃(s̃1)✳ ❙♦✐t
ṽ′ = ũ2ṽ ❡t n′ = ‖ṽ‖+ ‖ũ2‖✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

ω̃ = ũ1ṽ
′ ♦ù ũ1 ∈ LG̃✱ ṽ

′ ∈ L/ũ1✱ Π̃σ̃(ũ1) = Π̃σ̃(t̃1)✱ Σ̃f (ũ1) < Σ̃f (σ̃) ❡t ‖ṽ′‖ = n′

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ω̃ ∈ E(t̃1, n
′) ❡t ❞♦♥❝✱ E(t̃, n) ⊆ E(t̃1, n

′)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

(∀ t̃1 ∈ Pref(t̃))(∀n > 0)(∃n′ > n) ✿
min {Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ LG̃ et ω̃ = ũṽ, (ũ, ṽ) ∈ L//t̃1, ‖ṽ‖ = n′} ≤

min {Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ LG̃ et ω̃ = ũṽ, (ũ, ṽ) ∈ L//t̃, ‖ṽ‖ = n}✱ ✐✳❡✳✱

(∀ t̃1 ∈ Pref(t̃))(∀n > 0)(∃n′ > n)✱ FP
(1)
σ̃ (t̃1, n

′) ≤ FP
(1)
σ̃ (t̃, n)

▼❛✐s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ n < n′✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ ✿ FP
(1)
σ̃ (t̃1, n) ≤

FP
(1)
σ̃ (t̃1, n

′)✳ ◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ✿ ✿ (∀ t̃1 ∈ Pref(t̃))(∀n > 0)✱ FP
(1)
σ̃ (t̃1, n) ≤

FP
(1)
σ̃ (t̃, n)✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✶✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✼✱
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹✳ G̃ ❡st 1✲predictable⇔ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FPσ̃(G̃, n) =
1 ✳✳✳✳✳✳✳✳✳ ✭✶✮

✭✶✮ ⇔ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0) min{FP
(1)
σ̃ (t̃, n) : t̃ = MaxPref(s̃), s̃ ∈ Ψ̃σ̃} = 1

✭✶✮ ⇔ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃) FP
(1)
σ̃ (MaxPref(s̃), n) = 1



✭✶✮⇔ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)

min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃) ∧ ω̃ = ũṽ

∧ (ũ, ṽ) ∈ L//MaxPref(s̃) ∧ ‖ṽ‖ = n}

Σ̃f (σ̃)
=

1
✭✶✮ ⇔ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)

min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃)∧ ω̃ = ũṽ∧ (ũ, ṽ) ∈ L//MaxPref(s̃)∧ ‖ṽ‖ = n} =
Σ̃f (σ̃)

✭✶✮ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :
[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n] ⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥

Σ̃f (σ̃) �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❙♦✐t G̃ ✉♥ ❋❉❊❙✳ G̃ ❡t λ ∈ [0, 1[✳

G̃ ❡st λ✲predictable ⇔ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0) FPσ̃(G̃, n) = λ ✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳ ✭✶✮

✭✶✮ ⇔ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0) min{FP
(1)
σ̃ (t̃, n) : t̃ = MaxPref(s̃), s̃ ∈ Ψ̃σ̃} = λ

✭✶✮ ⇔ (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(H1∧H2) ♦ù ✿ H1 ✿ (∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃) FP
(1)
σ̃ (MaxPref(s̃), n) = λ

❛♥❞ H2 ✿ (∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃) FP
(1)
σ̃ (MaxPref(s̃), n) ≥ λ

H1 ⇔ (∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)
min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃)∧ ω̃ = ũṽ∧ (ũ, ṽ) ∈ L//MaxPref(s̃)∧ ‖ṽ‖ = n} =

λ.Σ̃f (σ̃)

H1 ⇔ (∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(H
′
1 ∧H ′

2) ♦ù ✿
H ′

1 ✿ (∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ)
[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) and ‖ṽ‖ = n] and Σ̃f (ũṽ) =

λ.Σ̃f (σ̃)

H ′
2 ✿ (∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ)
[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) and ‖ṽ‖ = n] ⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥

λ.Σ̃f (σ̃)

H2 ⇔ (∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)
min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ L(G̃)∧ ω̃ = ũṽ∧ (ũ, ṽ) ∈ L//MaxPref(s̃)∧ ‖ṽ‖ = n} ≥

λ.Σ̃f (σ̃)

H2 ⇔ (∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ)
[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) and Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) and ‖ṽ‖ = n] ⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥

λ.Σ̃f (σ̃) ⇔ D2

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿
(H1 ∧H2) ⇔ (((∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(H

′
1 ∧H ′

2)) ∧D2)
⇔ (((∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃) H

′
1) ∧D2)

⇔ (D1 ∧D2)✳ �



Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷✳✷✳ ❙✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ ♣ré❞✐❝t❛❜✐❧✐té ✭♦✉ ❞❡
❞✐❛❣♥♦st✐❝❛❜✐❧✐té✮ ❞❡σ̃ ❞❛♥s G̃ ❡st λ = FPσ̃(G̃,∞) ✭r❡s♣✳ γ = FGσ̃(G̃,∞)✮✱ ❛❧♦rs ✿

γ =
min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ E}

Σ̃f (σ̃)

♦ù ✿ E = {ω̃ : ω̃ ∈ Π̃−1(Π(s̃.s̃′)), s̃ ∈ Ψ̃σ̃, s̃
′ ∈ L/s̃, ‖s̃′‖ = ∞} ❡t

λ =
min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ E ′}

Σ̃f (σ̃)

♦ù ✿ E ′ = {ω̃ : ω̃ = ũṽ, (ũ, ṽ) ∈ L//t̃, t̃ = MaxPref(s̃), s̃ ∈ Ψ̃σ̃, ‖ṽ‖ = ∞}

♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ E = {ω̃ : Π(ω̃) = Π(s̃s̃′), s̃ ∈ Ψ̃σ̃, s̃
′ ∈ L/s̃, ‖s̃′‖ = ∞}

♣♦✉r t♦✉t s̃ ∈ Ψ̃σ̃✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s s̃ = t̃t̃′ ♦ù t̃ = MaxPref(s̃)✳ ❆❧♦rs ✿
E = {ω̃ : ω̃ = ũṽ,Π(ũ) = Π(t̃),Π(ṽ) = Π(t̃′s̃′), t̃ = MaxPref(s̃), s̃ ∈ Ψ̃σ̃, s̃

′ ∈
L/s̃, ‖s̃′‖ = ∞}

♣✉✐sq✉❡ ũ ♣❡✉t ♦✉ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❢❛✉t✐❢✱ E ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t E = E1 ∪ E2 ♦ù ✿

E1 = {ω̃ : ω̃ = ũṽ,Π(ũ) = Π(t̃), Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃),Π(ṽ) = Π(t̃′s̃′), t̃ = MaxPref(s̃), s̃ ∈
Ψ̃σ̃, s̃

′ ∈ L/s̃, ‖s̃′‖ = ∞}✳ ✐✳❡✳✱ E1 = {ω̃ : ω̃ = ũṽ, (ũ, ṽ) ∈ L//t̃,Π(ṽ) = Π(t̃′s̃′), t̃ =
MaxPref(s̃), s̃ ∈ Ψ̃σ̃, s̃ = t̃t̃′, s̃′ ∈ L/s̃, ‖ṽ′‖ = ∞} ❡t E2 = {ω̃ : ω̃ = ũṽ,Π(ũ) =
Π(t̃), Σ̃f (ũ) ≥ Σ̃f (σ̃),Π(ṽ) = Π(t̃′s̃′), t̃ = MaxPref(s̃), s̃ ∈ Ψ̃σ̃, s̃

′ ∈ L/s̃, ‖s̃′‖ = ∞}

◆♦t❡③ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ω̃ ∈ E2✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐ q✉❡ Σ̃f (ω̃) ≥ Σ̃f (σ̃) ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ω̃ ∈ E2

❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ũṽ ♦ù Σ̃f (ũ) ≥ Σ̃f (σ̃)✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿ ✿min{Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ E2} ≥ Σ̃f (σ̃)
❡t ❞♦♥❝ ✿

γ =
min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ E1}

Σ̃f (σ̃)

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ E1 ⊆ E ′✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s tr❛❝❡s ũṽ ∈ E ′✱ E1 ❝♦♥t✐❡♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s tr❛❝❡s ♦ù v1 ♣❛rt❛❣❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❡ t̃′s̃′✳ ■❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

min{Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ E ′} < min{Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ E1}✱ ✐✳❡✳✱ min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ E ′} <
min{Σ̃f (σ̃), Σ̃f (ω̃) : ω̃ ∈ E1} ❡t ❞♦♥❝ ✿ λ ≤ γ �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡✹✳✶✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s é✈é✲
♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s
é✈é♥❡♠❡♥ts ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ �



Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳
(⇒) ❙✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ q̃v ∈ FV ❡t C ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v) t❡❧ q✉❡ C ❡st ♥♦r♠❛❧
♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥ ❡t ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❛♥s C ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ét❛t ❞❡ G̃ ét✐q✉❡té ♣❛r Nµ✳ ❙✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ C ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ét❛ts x̃v,1, x̃v,2, ..., x̃v,m ❡t ❧✬é✈é♥❡♠❡♥t σ̃1, σ̃2, ..., σ̃m ∈ Ẽ∗ ✐✳❡✳
δ̃d(x̃v,i, σ̃i) = x̃v,i+1 ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ m ❡t δ̃v(x̃v,m, σ̃m) = x̃v,1✳ ❈❤❛q✉❡ x̃v,i ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥
ét❛t G̃ ✭❞✐s♦♥s x̃i✮ ét✐q✉❡té ♣❛r Nµ ✐♥ ṼG̃ ✐✳❡✳ (x̃i, N

µ) ∈ x̃v,i✳
❙♦✐t q̃v = [(q̃1, N

µ1), (q̃2, N
µ2)] ∈ δ̃(q̃v0, w̃1) ♦ù q̃1, q̃2 ∈ Q̃ ❡t w̃1 ∈ Ẽ∗✳ ❙✐ q̃v ∈ FV

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ỹv ❡t z̃v✱ t❡❧ q✉❡ ỹv = δ̃(q̃′v, t̃uo) ❡t z̃v = δ̃(ỹv, σ̃p) ♦ù ✿ t̃uo ∈ Ẽ∗✱
Σ̃f (t̃uo) < Σ̃f (σ̃)✱ Σ̃o(t̃uo) < Σ̃o(σ̃)✱ Σ̃f (σ̃p) ≥ Σ̃f (σ̃) ❡t q̃′v = [(q̃1, N

µ1), (., .)] ♦r
q̃′v = [(., .), (q̃2, N

µ2)]✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ỹv ❡t z̃v rés✉❧t❡ ❞❡ ▲❡♠♠❛ ✹✳✶ ❡t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡
q̃′v rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ FV ✳

✐❧ ② ❛ s̃ ∈ Ψ̃σ̃ t❡❧ q✉❡ Π̃σ̃(s̃) = Π̃σ̃(w̃1t̃uoσ̃p)✳ ❙♦✐t s̃ = s̃1σ̃p ♦ù s̃1 ∈ Ẽ∗ ❡t
Σ̃f (σ̃p) ≥ Σ̃f (σ̃) ✳ Pr❡♥❞r❡ ✉♥ ét❛t ❞✉ ❝②❝❧❡ C ✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♣r❡♥❡③
❧✬ét❛t x̃v,1 ✳ ❙♦✐t t̃ = s̃1 = MaxPref(s̃)✳ ❧❡t x̃v,1 = [(x̃1, N

µ), (x̃2, lx2)] ♦ù x̃1, x̃2 ∈ Q̃
❡t lx2 ∈ {Nµ, Nµ′

, F} ❡t s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ x̃v,1 ❡st ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ q̃v ♣❛r w̃2 ∈ Ẽ∗ ✿
x̃v,1 = δ̃(q̃v, w̃2)✳

✐❧ ② ❛ ũ ∈ LG̃ ❡t ũ′ ∈ LG̃/ũ t❡❧ q✉❡ Π̃σ̃(w̃1) = Π̃σ̃(ũ) ❡t Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) ❡t
δ̃(q̃0, ũũ

′) = x̃1✱ ♣✉✐sq✉❡
(x̃1, N

µ) ∈ x̃v,1 ❡t ♣✉✐sq✉❡ Π̃σ̃(w̃1) = Π̃σ̃(w̃1t̃uo) = Π̃σ̃(s̃1) = Π̃σ̃(t̃) ❛❧♦rs Π̃σ̃(ũ) =
Π̃σ̃(t̃)✳ P❛r❝❡ q✉❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ṼG̃ ❢♦r♠é ♣❛r x̃v,1, x̃v,2, ..., x̃v,m

❡t é✈é♥♠❡♥ts
σ̃1, σ̃2, ..., σ̃m ∈ Ẽ∗✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s G̃ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ét❛ts
♥♦r♠❛✉① ❞❛♥s x̃v,i ♣♦✉r i = 1, · · · ,m ❡t ✉♥❡ s♦✉s✲séq✉❡♥❝❡ w̃′

1, ..., w̃
′
m′ ∈ Ẽ∗ ♦ù

m′ ≤ m ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✳
❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∀k ≥ 1 ✱ x̃1 = δ̃(q̃0, ũũ

′(w̃′
1, ..., w̃

′
m′)k) ❡t Σ̃f (ũũ

′(w̃′
1, ..., w̃

′
m′)k) = µ✳

Pr❡♥❡③ n0 = ‖ũ′‖+ k ❡t ṽ = ũ′(w̃′
1, ..., w̃

′
m′)k) ❛❧♦rs ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = µ

(⇐) ❙✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = µ

▲❛✐ss❡③✲♥♦✉s ♣r❡♥❞r❡ s̃ ∈ Ψ̃σ̃ ❡t s♦✐t s̃ = s̃1σ̃p ♦ù Σ̃f (s̃1) < Σ̃f (σ̃) ❡t Σ̃f (σ̃p) ≥
Σ̃f (σ̃)✳ t̃ = s̃1 = MaxPref(s̃)✳ ♥♦✉s ❛✈♦♥s Σ̃f (t̃) < Σ̃f (σ̃)✳ Pr❡♥❡③ ũ ∈ LG̃ t❡❧ q✉❡
Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(t̃) = Π̃σ̃(s̃1) ❡t Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)✳

❙♦✐t x̃ = δ̃(q̃0, s̃1) ❡t ỹ = δ̃(x̃, σ̃p)✳ ■❧ ❡①✐st❡ x̃v = [(x̃, Nµ1), (x̃′, l′x)] ❡t ỹv =
[(x̃, F ), (ỹ′, l′y)] ∈ Q̃v t❡❧ q✉❡ ỹv ∈ δ̃v(x̃v, σ̃p) ♦ù x̃′, ỹ′ ∈ Q̃ ❡t l′x, l

′
y ∈ {Nµ3, F}

❛❧♦rs x̃v ∈ Q̃N
v ∪ Q̃U

v ❡t ỹv ∈ Q̃u
v ∪ Q̃c

v✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ♣♦✉rx̃v ✿

❝❛s ✭✐✮ ✿ x̃v ∈ Q̃N
v ❡t ỹv /∈ Q̃N

v ❛❧♦rs x̃v ∈ FV ✳



❝❛s ✭✐✐✮ ✿ x̃v /∈ Q̃N
v ♠❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ▲❡♠♠❡ ✹✳✷✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t w̃v ∈ FV

❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❞❡♣✉✐s q̃v0 t❡❧ q✉❡ x̃v ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s w̃v✳

❉♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t q̃v ∈ FV ✭q̃v = x̃v ♦✉ q̃v = w̃v✮ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ỹv ❡st ❛tt❡✐♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ q̃v ♣❛r σp ✿ ỹv = δ̃v(q̃v, σp)✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝êté ṽ
♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧♦♥❣ ❡t ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ✿ ṽ = ũ′(w̃1...w̃m)

k) ♣♦✉r k ≥ 1 ❛✈❡❝
Σ̃f (ũṽ) = µ✳
❙♦✐t Π̃σ̃(ũ

′) = s̃′1 ❡t Π̃σ̃(w̃1...w̃m) = s̃
′′

1 = σ̃1...σ̃l✱ ✭l ≤ m✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿

❝❛s ❆ ✿ s̃′1 6= ǫ ❛❧♦rs s♦✐t x̃′
v = δ̃v(x̃v, s̃

′
1) ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ x̃

′
v = δ̃v(x̃

′
v, σ̃1...σ̃l)✳

❝❛s ❇ ✿ s̃′1 = ǫ ❛❧♦rs s♦✐t x̃′
v = δ̃v(x̃v, σ̃1) ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ x̃′

v = δ̃v(x̃
′
v, σ̃2...σ̃lσ̃1)

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✿ x̃′
v = δ̃v(q̃v0, s̃1s̃

′
1(σ̃1...σ̃l)

k)✱ k ≥ 1✳ ❉❡♣✉✐s Σ̃f (ũṽ) = µ ✱ ✐❧ ❡st
❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ② ❛ (x̃i, N

µ) ∈ x̃′
v ❡t x̃′

v ❡st ✐♠♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ C ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❞❡♣✉✐s q̃v ✳
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❛✉t❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛t ❞❡ C ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥ ét❛t ét✐q✉❡té ♣❛r Nµ✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳
(⇒) ❙✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ σ̃ ❡st ✶✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃))andΣ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃)and‖ṽ‖ = n] ⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥ Σ̃f (σ̃) (⋆)

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Pv ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✳ ❉♦♥❝✱ ✐❧ ② ❛
q̃v ∈ FV ❡t ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ∈ Ac(ṼG̃, q̃v) t❡❧ q✉❡ C ❡st ✐♥❝❡rt❛✐♥ ♦✉ ♥♦r♠❛❧✳ ❈❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ét❛t x̃v,i ∈ C ❝♦♥t❡♥❛♥t (x̃i, N

µ) ♣♦✉r x̃i ∈ Q̃ ❡t µ < 1✳ P✉✐s✱ à
♣❛rt✐r ❞❡ ▲❡♠♠❡ ✹✳✸ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = µ < Σ̃f (σ̃)

❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t (⋆)

(⇐) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Pv ❡st ✈ér✐✜é ✿ ♣♦✉r t♦✉t q̃v ∈ FV ✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝②❝❧❡s
❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v)✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G̃ ♥✬❡st ♣❛s ✶✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
✐✳❡✳ G̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ♣♦✉r 0 ≤ λ < 1✳ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = λ.Σ̃f (σ̃)

▼❡tt♦♥s µ = λ.Σ̃f (σ̃)✳ ♥♦✉s ❛✈♦♥s µ < Σ̃f (σ̃)✳ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✸ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t
q✉✬✐❧ ② ❛ q̃v ∈ FV ❡t ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v) q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥
✭❞♦♥❝ ♣❛s ❝❡rt❛✐♥✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t Pv✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳



(⇒) σ̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s G̃ ✳ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(i) (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = λ.Σ̃f (σ̃)

(ii) (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃))etΣ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n] ⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥ λ.Σ̃f (σ̃)

▼❡tt♦♥s λ.Σ̃f (σ̃) = µ✳ ❆❧♦rs R1 ✈✐❡♥t ❞❡ ✭✐✮ ❡t ❧❡♠♠❡ ✹✳✸✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r R2✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ µ ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐✳❡ ✐❧ ② ❛ µ′ < µ✱ ✐❧ ② ❛ q̃v ∈ FV

❡t ✉♥ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v) t❡❧ q✉❡ C ❡st µ′✲♥♦r♠❛❧ ♦✉ µ′✲✐♥❝❡rt❛✐♥✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ▲❡♠♠❡
✹✳✸ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ✿

(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = µ′ < λ.Σ̃f (σ̃)

❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✐✮ ❞❡ λ✲♣ré❞✐❝t❛❜✐❧✐té✳

(⇐) ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s R1 ❡t R2 s♦♥t ✈ér✐✜é ✿
R1 ✿ ✐❧ ② ❛ q̃v ∈ FV ✱ ✐❧ ② ❛ ❝②❝❧❡ C ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v) q✉✐ ❡st ♥♦r♠❛❧ ♦✉ ✐♥❝❡rt❛✐♥✳
R2 ✿ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ µ✲♥♦r♠❛❧ ♦✉ µ✲✐♥❝❡rt❛✐♥ ❞❛♥s Ac(ṼG̃, q̃v) ♣♦✉r t♦✉t q̃v ∈ FV s❛t✐s❢❛✐t
µ = λ.Σ̃f (σ̃)✳

à ♣❛rt✐r ❞❡ R1 ❡t ❧❡♠♠❡ ✹✳✸ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(i) (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∃s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∃ũ ∈ LG̃)(∃ṽ ∈ L/ũ) :

Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃)) et Σ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) et ‖ṽ‖ = n et Σ̃f (ũṽ) = λ.Σ̃f (σ̃)

à ♣❛rt✐r ❞❡ R2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

(ii) (∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀s̃ ∈ Ψ̃σ̃)(∀ũ ∈ LG̃)(∀ṽ ∈ L/ũ) :

[Π̃σ̃(ũ) = Π̃σ̃(MaxPref(s̃))andΣ̃f (ũ) < Σ̃f (σ̃) and ‖ṽ‖ = n] ⇒ Σ̃f (ũṽ) ≥ λ.Σ̃f (σ̃)

à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✐✮✱ ✭✐✐✮ ❡t ❞❡ ❧❛ r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ σ̃ ❡st λ✲♣ré❞✐❝t✐❜❧❡
❞❛♥s G̃✳ �

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳ ❙✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳ �





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❙✳ ❍✳ ❆✳ ❇❡♥✈❡♥✐st❡✱ ❊✳ ❋❛❜r❡ ❛♥❞ ❈✳ ❏❛r❞✳ ❉✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞✐s❝r❡t❡
❡✈❡♥t s②st❡♠s✱ ❛ ♥❡t ✉♥❢♦❧❞✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝
❈♦♥tr♦❧✱ ♣❛❣❡s ✹✽✭✺✮ ✿✼✶✹✕ ✼✷✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✷❪ ❈✳ P✳ ❆✳ ❈✐♠❛tt✐ ❛♥❞ ❘✳ ❈❛✈❛❞❛✳ P❢♦r♠❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ✈✐❛ s②♠✲
❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✐♥t ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❏❈❆■✲✵✸✮✱ ♣❛❣❡s ✸✻✸✕✸✻✾✱ ✷✵✵✸✳

❬✸❪ ●✳ ▼✳ ❆✳ ❏❛②❛s✐r✐ ❛♥❞ ❘✳ ●♦s✐♥❡✳ ❇❡❤❛✈✐♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t✐❝s
✉s✐♥❣ s✉♣❡r✈✐s♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s ❙②st
▼❛♥ ❈②❜❡r♥ ❇✱ ✹✶✱ ♣❛❣❡s ✶✷✷✹✕✶✷✸✽✱ ✷✵✶✶✳

❬✹❪ ❆✳ ❘✳ ❆✳❆❣❤❛s❛r②❛♥✱ ❊✳❋❛❜r❡ ❛♥❞ ❈✳❏❛r❞✳ ❋❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❣♥♦s✐s ✐♥
❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s ✿ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ♣❛rt✐❛❧❧② st♦❝❤❛st✐❝ ♣❡tr✐ ♥❡ts✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❙②st❡♠s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣❛❣❡s ✷✵✸✕✷✸✶✱
✶✾✾✽✳

❬✺❪ ❙✳ ❇❛✈✐s❤✐ ❛♥❞ ❊✳ ❈❤♦♥❣✳ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❢❛✉❧t ❞✐❛❣♥♦s✐s ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s②st❡♠s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠
♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❈♦♥tr♦❧✱ ♣❛❣❡s ✷✶✸✕✷✶✽✱ ✶✾✾✹✳

❬✻❪ ▲✳ ❇✳ ❇r✐♦♥❡s ❛♥❞ ❆✳ ▼❛❞❛❧✐♥s❦✐✳ ❇♦✉♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❢❛✉❧t② ❞✐s❝r❡t❡
❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥ ✸✵t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❤✐❧❡❛♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡ ❙♦❝✐❡t② ✭❙❈❈❈✲✶✶✮✱ ♣❛❣❡s ✶✹✷✕✶✹✻✱ ✷✵✶✶✳

❬✼❪ ▲✳ ❇✳ ❇r✐♦♥❡s ❛♥❞ ❆✳ ▼❛❞❛❧✐♥s❦✐✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❏♦r♥❛❞❛s
❈❤✐❧❡♥❛s ❞❡ ❈♦♠♣✉t❛❝✐♦♥✱ t❤❡ ✸✷♥❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❤✐❧❡❛♥
❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② ✭❙❈❈❈✮✱ ❚❡♠✉❝♦✱ ❈❤✐❧❡✱ ✷✵✶✸✳

❬✽❪ ❨✳ ❈❛♦ ❛♥❞ ▼✳ ❨✐♥❣✳ ❙✉♣❡r✈✐s♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s ❙②st ▼❛♥ ❈②❜❡r♥ ❇✱ ✸✺✱ ♣❛❣❡s ✸✻✻✕✸✼✶✱ ✷✵✵✺✳

❬✾❪ ❈✳ ●✳ ❈❛ss❛♥❞r❛s ❛♥❞ ❙✳ ▲❛❢♦rt✉♥❡✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙②st❡♠s✳
▼❆ ✿ ❑❧✉✇❡r✱ ❇♦st♦♥✱ ✶✾✾✾✳

❬✶✵❪ ❋✳ ❈❛ss❡③ ❛♥❞ ❆✳ ●r❛st✐❡♥✳ Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡❞ s②st❡♠s✳
❋♦r♠❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚✐♠❡❞ ❙②st❡♠s✱ ❱♦❧✉♠❡ ✽✵✺✸ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s
▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✻✷✕✼✻✱ ✷✵✶✸✳
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❬✶✷❪ ❑✳ ▲✳ ❊✳ ❑✐❧✐❝✳ ❋r♦♠ ❝❧❛ss✐❝ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❢✉③③② ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❢♦r
❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✽✼✱ ♣❛❣❡s ✷✷✹✕✷✸✷✱ ✷✵✶✷✳
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❬✶✸❪ ❳✳ ▲✳ ❘✳ ▼✳ ❏✳ ❈✳✲❉✳ ❇✳ ▲✳ ❈✳ ❋✳ ▲✐♥✱ ❍✳ ❨✐♥❣✳ ❋✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ❛♥❞
✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❝❧✐♥✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ Pr♦❝♦ ♦❢ ■❊❊❊ ❈♦♥❢ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥
❈♦♥tr✱ ♣❛❣❡s ✶✾✼✕✷✵✷✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✹❪ ❉✳ ◗✳ ❋✳ ▲✐✉✳ ❉✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠s ✿ ❛ ❢✉③③② ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❋✉③③② ❙②st❡♠s✱✶✼✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✸✼✷✕✸✽✹✱ ✷✵✵✾✳

❬✶✺❪ ❩✳ ❉✳ ❋✳ ▲✐✉✳ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ❊✉r♦♣❡❛♥
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱ ✸✱ ♣❛❣❡s ✸✵✹✕✸✶✺✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✻❪ ▲✳ ❨✳ ❋✳ ◆♦✉✐♦✉❛✱ P✳ ❉❛❣✉❡✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡
❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥ ✷✺t❤ ■♥t✱ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❛❧s ♦❢ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❉❳ ✷✵✶✹✱ ❣r❛③
❆✉str✐❛✱ ♣❛❣❡s ✶✽✺✕✶✾✹✱ ❙❡♣ ✷✵✶✹✳

❬✶✼❪ P✳ ❉✳ ❋✳ ◆♦✉✐♦✉❛ ❛♥❞ ▲✳ ❨❡✳ Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②s✲
t❡♠s✳ ✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙♦❢t ▼❡t❤♦❞s ✐♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝s
✭❙▼P❙✲✷✵✶✻✮✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❱♦❧✳ ✹✺✻✱ ♣❛❣❡s
✸✽✶✕✸✽✾✱ ✷✵✶✻✳

❬✶✽❪ ❙✳ ●❊◆❚■▲✳ ❙✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❝➹➞❞➹➞s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❚r❛✐t➹➞ ■❈✷✱ ❙➹➞r✐❡
s②st➹☎♠❡s ❛✉t♦♠❛t✐s➹➞s✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✾❪ ●✳▲❛♠♣❡rt✐ ❛♥❞ ▼✳❩❛♥❡❧❧❛✳ ❋❧❡①✐❜❧❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠s ❜②
s✐♠✐❧❛r✐t②✲❜❛s❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✶✼✵✱ ♣❛❣❡s ✷✸✷✕
✷✾✼✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✵❪ ❆✳ ●r❛st✐❡♥✳ ■♥t❡r✈❛❧ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ❈♦❘❘✱
❛❜s✴✶✺✵✽✳✵✵✻✽✸✱ ❤tt♣ ✿✴✴❛r①✐✈✳♦r❣✴❛❜s✴✶✺✵✽✳✵✵✻✽✸✱ ❤tt♣ ✿✴✴❞❜❧♣✳✉♥✐✲
tr✐❡r✳❞❡✴r❡❝✴❜✐❜✴❥♦✉r♥❛❧s✴❝♦rr✴●r❛st✐❡♥✶✺✱ ✷✵✶✺✳

❬✷✶❪ ❘✳ ❉✳ ▼✳ ❏✳ ❆✳ ❈✳✲❉✳ ❈✳ ❇✳✲❏✳ ❍✳ ❨✳ ❍✳ ❨✐♥❣✱ ❋✳ ▲✐♥ ❛♥❞ ▲✳ ❘✳ ❈r❛♥❡✳ ❆ s❡❧❢✲
❧❡❛r♥✐♥❣ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠ ❢♦r ❤✐✈✴❛✐❞s tr❡❛t♠❡♥t r❡❣✐♠❡♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❙②st✳✱ ▼❛♥✱ ❈②❜❡r♥✳ ❇✱ ❈②❜❡r♥✳✱ ✸✼✭✹✮✱ ♣❛❣❡s ✾✻✻✕✾✼✾✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✷❪ ❘✳ ▼✳ ❏✳ ❈✳ ❉✳ ❇✳✲❏✳ ❍✳ ❨✳✲▲✳ ❈✳ ❍✳ ❨✐♥❣✱ ❋✳ ▲✐♥✳ ❆ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❤✐✈✴❛✐❞s tr❡❛t♠❡♥t r❡❣✐♠❡♥s✳ ■❊❊❊ tr❛♥s ♦♥
■♥❢✳ ❚❡❝❤♥♦❧✳ ❇✐♦♠❡❞✱ ✶✵✭✹✮✱ ♣❛❣❡s ✻✻✸✕✻✼✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✷✸❪ ❏✳ ❊✳ ❍♦♣❝r♦❢t ❛♥❞ ❏✳ ❉✳ ❯❧❧♠❛♥✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❆✉t♦♠❛t❛ ❚❤❡♦r②✱ ▲❛♥❣✉❛❣❡s
❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ✶✾✼✾✳

❬✷✹❪ ❘✳ ❑✳ ❏✳ ❈❤❡♥✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✻✵✭✻✮✱ ♣❛❣❡s ✶✺✼✵✕✶✺✽✶✱ ✷✵✶✺✳

❬✷✺❪ ❈✳ ❏✉♥ ❛♥❞ ❘✳ ❑✉♠❛r✳ ❋❛✐❧✉r❡ ♣r♦❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②s✲
t❡♠s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❆❈❈✮✱ ♣❛❣❡s ✷✵✹✶✕✷✵✹✻✱ ✷✵✶✹✳

❬✷✻❪ ❊✳ ❑✐❧✐❝✳ ❉✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝✐❡♥❝❡s✱
✶✽✼✭✸✮✱ ♣❛❣❡s ✽✺✽✕✽✼✵✱ ✷✵✵✽✳

❬✷✼❪ ❇✳ ❑❯▲P❊❘❙✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ✈♦❧✳ ✷✾✱ ♥♦ ✸✱
♣❛❣❡s ✷✽✾✕✸✸✽✱ ✶✾✽✻✳

❬✷✽❪ ❈✳ P✳ ▲✳ ❈♦♥s♦❧❡ ❛♥❞ ▼✳ ❘✐❜❛✉❞♦✳ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣
♣❡♣❛✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✹t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
✭❊❈❆■✵✵✮✱ ✷✵✵✵✳

❬✷✾❪ ❈✳ P✳ ▲✳ ❈♦♥s♦❧❡ ❛♥❞ ▼✳ ❘✐❜❛✉❞♦✳ ❉✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✉s✐♥❣
♣❡♣❛✳ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✶✹✷✭✶✮✱ ♣❛❣❡s ✶✾✕✺✶✱ ✷✵✵✷✳



❬✸✵❪ ❋✳ ◆✳ ▲✳ ❨❡✱ P✳ ❉❛❣✉❡✳ Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s②st❡♠s✳ ❙♦❢t ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❉❛t❛ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❙②st❡♠s ❛♥❞
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤❛♠✱ ✹✺✻✱ ♣❛❣❡s ✺✵✵✾✕✺✵✶✺✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✶❪ P✳ ❉✳ ▲✳ ❨❡ ❛♥❞ ❋✳ ◆♦✉✐♦✉❛✳ Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ♣❛❣❡s ✺✵✵✾✕✺✵✶✺✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✷❪ P✳ ❉✳ ▲✳ ❨❡ ❛♥❞ ❋✳ ◆♦✉✐♦✉❛✳ ❆ ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡
❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ♦♥ ❋♦r♠❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s✱
♣❛❣❡s ✷✵✶✕✷✶✻✱ ✷✵✶✺✳

❬✸✸❪ ❋✳ ▲✐♥ ❛♥❞ ❨✳ ❍✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s ❙②st ▼❛♥ ❈②❜❡r♥ ❇✱ ✸✷✱ ♣❛❣❡s ✹✵✽✕✹✶✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✸✹❪ ❋✳ ▲✐♥ ❛♥❞ ❍✳ ❨✐♥❣✳ ❋✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✳ Pr♦❝✳
❏♦✐♥t ■♥t✳ ❈♦♥❢✳ ✾t❤ ■♥t✳ ❋✉③③② ❙②st❡♠s ❆ss♦❝✳ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r✳ ✷✵t❤ ◆♦rt❤ ❆♠❡r✳
❋✉③③② ■♥❢♦r♠✳ Pr♦❝❡ss✳ ❙♦❝✐✳✱ ✈❛♥❝♦✉✈❡r✱ ✈♦❧✳✸✱ ♣❛❣❡s ✶✷✼✶✕✶✷✼✻✱ ✷✵✵✶✳

❬✸✺❪ ❋✳ ▲✐✉✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡
❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ❙❈■❊◆❈❊ ❈❍■◆❆✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ❱♦❧ ✳ ✺✼✱ ❉❖■ ✿
✶✵✳✶✵✵✼✴s✶✶✹✸✷✲✵✶✸✲✹✾✹✺✲③✱ ♣❛❣❡ ✶✱ ✷✵✶✹✳

❬✸✻❪ ❋✳ ▲✐✉ ❛♥❞ ❩✳ ❉③✐♦♥❣✳ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s②st❡♠s ❛♥❞ ❛ t❡st ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s ❈②❜❡r♥✱ ✹✸✱ ♣❛❣❡s ✸✷✶✕✸✸✶✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✼❪ ▲✳❘♦③❡ ❛♥❞ ▼✳❖✳❈♦r❞✐❡r✳ ❉✐❛❣♥♦s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✿ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡
❞✐❛❣♥♦s❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥
❉✐s❝r❡t❡✲❊✈❡♥t ❉②♥❛♠✐❝ ❙②st❡♠s ✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✶✷✭✶✮✱ ♣❛❣❡s ✹✸✕✽✶✱
✷✵✵✷✳

❬✸✽❪ ❨✳ ❏✳ ▲✳ ❚✳ ▼✳ ❈❤❛♥❣✱ ❲✳ ❉♦♥❣✳ ❖♥ ❢❛✉❧t ♣r❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝r❡t❡
❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ❆s✐❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♥tr♦❧✱ ✶✺✭✺✮✱ ♣❛❣❡s ✶✹✺✽✕✶✹✻✼✱ ✷✵✶✸✳

❬✸✾❪ ❋✳ ❙✳ ❍✳ ▲✳ ▼✳ ▲✉♦✱ ❨✳ ▲✐✳ ❆ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉③③②
❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✽✺✱ ♣❛❣❡s ✶✵✵✕✶✶✸✱ ✷✵✶✷✳

❬✹✵❪ ❋✳ ❙✳ ❍✳ ▲✳ ▼✳ ▲✉♦❛✱ ❨✳ ▲✐❜✳ ❆ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉③③②
❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✶✽✺✭✶✮✱ ♣❛❣❡s ✶✵✵✕✶✶✸✱ ✷✵✶✷✳

❬✹✶❪ ❙✳ ▲✳ ❑✳ ❙✳ ❉✳ ❚✳ ▼✳ ❙❛♠♣❛t❤✱ ❘✳ ❙❡♥❣✉♣t❛✳ ❉✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✵✭✾✮✱ ♣❛❣❡s ✶✺✺✺✕✶✺✼✺✱
✶✾✾✺✳

❬✹✷❪ ❊✳ ❙✳ ❍✳ ●✳ ▼✳ ❚r❛♦r❡✱ ❊✳ ❈❤❛t❡❧❡t✳ ❉✐❛❣♥♦s✐s ✉s✐♥❣ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❢✉③③②
❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠ ✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❝r✐s✐s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ✶✸t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭■❈▼▲❆✮✱ ♣❛❣❡s ✹✸✷✕✹✹✵✱
✷✵✶✹✳

❬✹✸❪ ❊✳ ❙✳ ❍✳ ●✳ ▼✳ ❚r❛♦r❡✱ ❊✳ ❈❤❛t❡❧❡t✳ ❋❛✉❧t ❞✐❛❣♥♦s✐s ✐♥ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s②st❡♠ ✿ ■♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ Pr♦❣♥♦st✐❝s
❛♥❞ ❍❡❛❧t❤ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✻✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✶✕✶✷✱ ✷✵✶✺✳

❬✹✹❪ ▼✳❙❆❨❊❉✲▼❖❯❈❍❆❲❊❍✳ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s s②st❡♠❡s ➹ ❡✈❡♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts
✭s❡❞✮✲❡t❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ❚❊❈❍◆■◗❯❊❙ ❉❊ ▲✬■◆●❊◆■❊❯❘✱ ✷✵✶✶✳

❬✹✺❪ ❱✳ ❈✳✲▼✳ ▼✳❙❆❨❊❉✲▼❖❯❈❍❆❲❊❍✱ ❆✳ P❍■▲■PP❖❚✳ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s
❜② ❜♦♦❧❡❛♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✿ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ s②st❡♠s✳



■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ✭■❏P❘✮✱ ✈♦❧✳ ✹✻✴✶✾✱ ♣❛❣❡s ✺✹✻✾✕
✺✹✾✵✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✻❪ ❋✳ ◆♦✉✐♦✉❛ ❛♥❞ P✳ ❉❛❣✉❡✳ ❆ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡
❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ✶✽t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❊❈❆■✬✵✽✮✱
♣♣✳✷✷✹✲✷✷✽✳ ■❖❙ Pr❡ss✳ P❛tr❛s✱ ●r❡❡❝❡✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✼❪ ❙✳ ▲✳ ❖✳ ❈♦♥t❛♥t ❛♥❞ ❉✳ ❚❡♥❡❦❡t③✐s✳ ❋❛✐❧✉r❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✿
❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ❢❛✉❧ts✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✶st ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭❈❉❈✲✵✷✮✱ ♣❛❣❡s ✹✵✵✻✕✹✵✶✶✱ ✷✵✵✷✳

❬✹✽❪ ❙✳ ▲✳ ❖✳ ❈♦♥t❛♥t ❛♥❞ ❉✳ ❚❡♥❡❦❡t③✐s✳ ❉✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ♠♦❞✉❧❛r ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②s✲
t❡♠s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✼t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t
❙②st❡♠s ✭❲❖❉❊❙✲✵✹✮✱ ❘❡✐♠s✱ ❋r❛♥❝❡✱ ✷✵✵✹✳

❬✹✾❪ ❙✳ P❛rs♦♥s✳ ❈✉rr❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❛t❛ ❛♥❞
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛s❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❉❛t❛ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱
✽✭✸✮✱ ♣❛❣❡s ✸✺✸✕✸✼✷✱ ✶✾✾✻✳

❬✺✵❪ ❨✳ P❡♥❝♦❧❡✳ ❉✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ❊✉✲
r♦♣❡❛♥ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✸✕✹✼✱ ✷✵✵✹✳

❬✺✶❪ ❉✳ ◗✐✉✳ ❙✉♣❡r✈✐s♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✿ ❆ ❢♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❙②st✳✱ ▼❛♥✱ ❈②❜❡r♥✳ ❇✱ ❈②❜❡r♥✳✱ ✸✺✭✶✮✱ ♣❛❣❡s ✼✷✕✽✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✺✷❪ ❉✳ ◗✐✉✳ ❙✉♣❡r✈✐s♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✿ ❆ ❢♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s✱ ❙②st✱ ▼❛♥✱ ❈②❜❡r♥ ❇✱ ❈②❜❡r♥✳✱ ✸✺✭✶✮✱ ♣❛❣❡s ✼✷✕✽✽✱ ✷✵✵✺✳

❬✺✸❪ ❉✳ ◗✐✉✳ ❋✉③③② ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❢✉③③② ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❛ t❡st ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❋✉③③② ❙②st❡♠s✱ ✶✼✭✸✮✱ ♣❛❣❡s ✺✼✽✕✺✽✾✱
✷✵✵✾✳

❬✺✹❪ ❉✳ ◗✐✉ ❛♥❞ ❋✳ ▲✐✉✳ ❋✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❢✉③③② ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❛ t❡st✲❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s ❋✉③③② ❙②st ✱ ✶✼✱ ♣❛❣❡s ✺✼✽✕✺✽✾✱ ✷✵✵✾✳

❬✺✺❪ ❆✳ ❋✳ ❘✳ ❈✐❡s❧❛❦✱ ❈✳ ❉❡s❝❧❛✉① ❛♥❞ P✳ ❱❛r❛✐②❛✳ ❙✉♣❡r✈✐s♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡✲
❡✈❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝
❈♦♥tr♦❧✱ ♣❛❣❡s ✸✸✭✸✮ ✿✷✹✾✕ ✷✻✵✱ ✶✾✽✽✳

❬✺✻❪ ❉✳ ❚✳ ❘✳ ❉❊❇❖❯❑✱ ❙✳ ▲❆❋❖❘❚❯◆❊✳ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r
❢❛✐❧✉r❡ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❉②♥❛♠✐❝ ❙②st❡♠s ✿
❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✳ ✶✵✱ ♥♦ ✶✲✷✱ ♣❛❣❡s ✸✸✕✽✻✱ ✷✵✵✵✳

❬✺✼❪ ●✳ ❑✳ ■✳ ▼✳ ❘✳ ❍✉q ❛♥❞ ❘✳ ●✳ ●♦s✐♥❡✳ ❇❡❤❛✈✐♦r✲♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ♠♦❜✐❧❡
r♦❜♦t✐❝s ✉s✐♥❣ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❘♦❜♦t✳✱ ✷✷✭✺✮✱ ♣❛❣❡s
✾✵✸✕✾✶✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✺✽❪ ●✳ ❑✳ ■✳ ▼✳ ❘✳ ❍✉q ❛♥❞ ❘✳ ●✳ ●♦s✐♥❡✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠
❢♦r r♦❜♦t✐❝ s❡♥s♦r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❊①♣❡rt ❙②st✳✱ ✷✸✭✺✮✱ ♣❛❣❡s ✷✼✸✕✷✽✾✱
✷✵✵✻✳

❬✺✾❪ ❙✳ ❚✳ ❘✳ ❑✉♠❛r✳ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♣r♦❣♥♦s✐s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳
■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱✺✺✭✶✮✱ ♣❛❣❡s ✹✽✕✺✾✱ ✷✵✶✵✳

❬✻✵❪ ❑✳ ❘✉❞✐❡ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ❲✐❧❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t♦♠❛t ❈♦♥tr♦❧ ✹✵✱✭✼✮✱ ♣❛❣❡s
✶✸✶✸✕✶✸✶✾✱ ✶✾✾✺✳



❬✻✶❪ ❙✳ ▲✳ ❙✳ ●❊◆❈✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ♣❡tr✐ ♥❡ts✳
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❚❤❡♦r② ♦❢ P❡tr✐ ◆❡ts✱ ❊✐♥❞❤♦✈❡♥✱
◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ♣❛❣❡s ✸✶✻✕✸✸✻✱ ✷✵✵✸✳

❬✻✷❪ ❙✳ ▲✳ ❙✳ ●❡♥❝✳ Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♥ ♣❛rt✐❛❧❧②✲♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡t❡✲
❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✹✺✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✸✵✶✕ ✸✶✶✱ ✷✵✵✾✳

❬✻✸❪ ❱✳ ❈✳ ❘✳ ❑✳ ❙✳ ❏✐❛♥❣✱ ❩✳ ❍✉❛♥❣✳ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢
❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✹✻✱ ♣❛❣❡s
✶✸✶✽✕✶✸✷✶✱ ✷✵✵✶✳

❬✻✹❪ ▼✳ ❙❛②❡❞✲▼♦✉❝❤❛✇❡❤✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙②st❡♠s ❉✐❛❣♥♦s✐s ❛♥❞ ❉✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t②✳
❙♣r✐♥❣❡r❇r✐❡❢s ✐♥ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣ ◆❡✇
❨♦r❦ ■♥❝✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s✱ ✷✵✶✹✳

❬✻✺❪ ❲✳ ❲✳ ❙✳❍✳❩❆❉✱ ❘✳❍✳ ❑❲❖◆●✳ ❋❛✉❧t ❞✐❛❣♥♦s✐s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✿
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ❖♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱
✈♦❧✳ ✹✽✱ ♥♦ ✼✱ ♣❛❣❡s ✶✶✾✾✕✶✷✶✷✱ ✷✵✵✸✳

❬✻✻❪ ❙✳ ●✳ ❚✳ ❏❡r♦♥✱ ❍✳ ▼❛r❝❤❛♥❞ ❛♥❞ ❙✳ ▲❛❢♦rt✉♥❡✳ Pr❡❞✐❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡
♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ❲♦r❧❞ ❈♦♥❣r❡ss ❚❤❡
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❋❡❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧ ❙❡♦✉❧✱ ❑♦r❡❛✱ ♣❛❣❡s ❏✉❧② ✻✕✶✶✱
✷✵✵✽✳

❬✻✼❪ ❙✳ ❚❛❦❛✐ ❛♥❞ ❘✳ ❑✉♠❛r✳ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❢❛✐❧✉r❡ ♣r♦❣♥♦s✐s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s
✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❡❞❞❡❧❛② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱
✺✼✭✺✮✱ ♣❛❣❡s ✶✷✺✾✕✶✷✻✺✱ ✷✵✶✷✳

❬✻✽❪ ❉✳ ❚❤♦rs❧❡② ❛♥❞ ❉✳ ❚❡♥❡❦❡t③✐s✳ ❉✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②s✲
t❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✺✵✭✹✮✱ ♣❛❣❡s ✹✼✻✕✹✾✷✱ ✷✵✵✺✳

❬✻✾❪ ❙✳ ▲✳ ❚✳❙✳ ❨♦♦✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②st❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❆✉t♦♠❛t✳ ❈♦♥t✳✱ ❱♦❧ ✳ ✹✼✱ ♣❛❣❡s
✶✹✾✶✕✶✹✾✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✼✵❪ ❙✳ ▲✳ ❳✳ ❨✐♥✳ ❈♦❞✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❞②♥❛♠✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✿
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✻✶✱ ♣❛❣❡s ✷✹✶✕✷✺✷✱ ✷✵✶✺✳

❬✼✶❪ ▼✳ ❨✳ ❨✳ ❈❛♦✳ ❖❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t
s②st❡♠s✳ ■❡❡❡ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱ ✶✹ ✭✷✮✱ ♣❛❣❡s ✷✵✷✕✷✶✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✼✷❪ ▲✳ ❨❊✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ❉✐❛❣♥♦s❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙②st❡♠s ❚❤r♦✉❣❤
❆❜str❛❝t✐♦♥✳ P❤❞ t❤❡s✐s✱ ❯◆■❱❊❘❙■❚➱ P❆❘■❙ ❙❯❉ ✶✶✱ ✷✵✶✶✳

❬✼✸❪ ▼✳ ❨♦❦♦t❛♥✐ ❛♥❞ ❙✳ ❚❛❦❛✐✳ Pr♦❝✳ ✶✷t❤ ✐♥t✳ ✇♦r❦s❤♦♣ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st✳ Pr♦❝✳
✶✷t❤ ■♥t✳ ❲♦r❦s❤♦♣ ❉✐s❝r❡t❡ ❊✈❡♥t ❙②st✱ ✷✵✶✹✳

❬✼✹❪ ❙✳ ❨✳❲❆◆●✱ ❚✳❙✳❨❖❖✳ ❉❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✈❡♥t s②st❡♠s ✉s✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✹✹t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡✲
r❡♥❝❡ ♦♥ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ✷✵✵✻✺✳

❬✼✺❪ ▼✳ ❨✳ ❨✳❩✳ ❈❛♦ ❛♥❞ ●✳ ❈❤❡♥✳ ❙t❛t❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❢✉③③② ❞✐s❝r❡t❡✲❡✈❡♥t s②s✲
t❡♠s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s ❙②st ▼❛♥ ❈②❜❡r♥ ❇✱ ✸✼✱ ♣❛❣❡s ✹✶✵✕✹✷✹✱ ✷✵✵✼✳

❬✼✻❪ ▲✳ ❆✳ ❩❛❞❡❤✳ ❋✉③③② ❧♦❣✐❝ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✇✐t❤ ✇♦r❞s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ❋✉③③② ❙②st ✹✭✷✮✱
♣❛❣❡s ✶✵✸✕✶✶✶✱ ✶✾✾✻✳

❬✼✼❪ ●✳ ❩❲■◆●❊▲❙❚❊■◆✳ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❞❡s ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡s✳ ❚r❛✐té ❞❡s ◆♦✉✈❡❧❧❡s ❚❡❝❤✲
♥♦❧♦❣✐❡s✱ sér✐❡ ❉✐❛❣♥♦st✐❝ ❡t ▼❛✐♥t❡♥❛♥❝❡✱ ❍❡r♠ès✱ ✶✾✾✺✳







 ملخص:
 ϢظϨϟا ϲف ΆΒϨΘϟا ΔϴϧاϜϣ·ϭ صϴΨشΘϟا ΔϴϠقاب ΕاساέΩ ϢϴϤتعϭ ΚحΒب Δحϭήρالأ ϩάϫ ϡϮتق ΓΩήΠϤϟا ΙاΪالاح ΕاΫ  SED  ΔقΪب ϭ SEDF .

 ϲف ΆΒϨΘϟا ΔϴϠقاب Ϧϣ حققΘϠϟ ΓΪϳΪج Εباέقاϣ ΡاήΘاق ϲϫ Δحϭήρالأ ϩάϬϟ Δϴسϴئήϟا ΔϤϫساϤϟاSEDs  لااϭأ .Ϫاضحϭ ήϴابع غτϟا اϨأضف ،
Ϧϣ خلاΩ· ϝخاυϭ ϝائف اϟقΓέΪ عϰϠ اϩάϫϭ ،ΆΒϨΘϟ اυϮϟائف تحέΩ ΩΪجΔ قابSEDF  ΔϴϠاήϟسϤϟ ϲϤفϡϮϬ قابΔϴϠ اΆΒϨΘϟ غήϴ اϮϟاضحϟ Δـ 

Ϊحϟ ΆΒϨΘϟاϭ اϨϣΪق .Ϟτعϟبا ΆΒϨΘϟا ΔϴϧاϜϣ· ϥبشأ έاήقϟا Ϟصقϟ ا بϦϴ اΘϟشϴΨص غاϣض ϭاϟقΓέΪ  أπϳا ϣقاΙΔϧέ اτΨϟأ ϭتϮفϣ ήقϴاساا قϤّϴا
 ، ϲّالأس ϩΪϴتعق Ϯϫ ϝϭا الأϨΠϬϧ ϲف ϲسϴئήϟب اϴعϟا ϥ· .ΔشϮشϤϟص اϴΨشΘϟا ΓاΩأ ϰϠع ΪϤΘعϳ ا عϰϠ اΆΒϨΘϟ غϭ ήϴاضحϢΛ .Δ اقήΘحϨا ΠϬϧا

ا Ϧϣ أجϞ اΘϟحقق Ϧϣ قابΔϴϠ اϟ ΆΒϨΘϟـ  اϤϟسϬϧ" ϰϤج   άϫϭSEDFا ϣا ΩفعϨا ·ϰϟ اقήΘاϣ ΡقاέبΛ ΔاϦϣ Δϴϧ اΘϟعقΘϣ ΪϴعΩΪ اϟحΩ ΩϭΪائϤا
ا  اΘϟحقق". ϭ Ϧϣجϧ ΔϬظή اΘϟعقΪϴ اϟحسابϥϮϜϳ ، ϲ عΩΪ اϟحالاΕ فϲ اΪϤϟقق ΘϣعΩΪ اϟحΩϭΪ باϨϟسϟ ΔΒعΩΪ اϟحالاΕ فϧ ϲظاϡ الإΩخاϭ .ϝأخήϴا

 ، ϱكزήϣلاϟا έاρلإϟ ϱكزήϤϟا έاρلإϟ ΆΒϨΘϟا ΔϴϠقاب ϞϴϠع تحϴسϮΘا بϨϤق ،Κϴح ΔϤظϧالأ Εحالا ΔΠϟعاϤϟ ااϳكزήϣا لا   اΓήϴΒϜϟ. اقήΘحϨا ΠϬϨϣا

ΫاΕ الاحΪاΙ  اϨϟظϜϣ· ،ϢاΔϴϧ اΆΒϨΘϟ، قابΔϴϠ اΘϟشϴΨص، اΆΒϨΘϟ،  اΘϟشϴΨص،   Ϋ(SED)اΕ الاحΪاΙ اΓΩήΠϤϟ اϨϟظϢ مفاتيح:
ΓΩήΠϤϟا Ϫاضحϭ ήϴغ.  

 
Résumé :   

Cette thèse considère et généralise les études de la diagnosticabilité et la prédictibilité dans les SED 

et précisément les SED flou (SEDF). La contribution principale de cette thèse est la proposition de 

nouvelles approches de vérification de la prédictibilité dans les SED flou. Premièrement nous avons 

formalisé la notion de prédictibilité floue pour les SEDF en introduisant des fonctions de 

prédictibilité, ces fonctions quantifient le degré de prédictibilité d'un événement de faute et donnent 

une mesure précieuse pour affiner la décision sur la prédictibilité des fautes. Nous avons présenté 

aussi une comparaison entre la diagnosticabilité floue et la prédictibilité floue. Ensuite nous avons 

proposé une approche basée sur le diagnostiqueur flou. L'inconvénient majeur de notre première 

approche est sa complexité exponentielle, cela nous a motivé à proposer une deuxième approche de 

complexité polynomiale toujours pour la vérification de la prédictibilité des SEDF appelée "approche 

vérificateur". Du point de vue de la complexité du calcul, le nombre d'états dans le vérificateur est 

polynomial par rapport au nombre d'états dans le système d'entrée. Finalement, nous avons étendu 

l'analyse de la prédictibilité du cadre centralisé au cadre décentralisé, pour cela nous avons proposé 

une approche décentralisée pour traiter les cas des systèmes de grande taille.  

Mots clé: Systèmes à événements discrets (SED), Diagnostic, Pronostic, Diagnosticabilité, 

Prédictibilité, Systèmes à événements discrets flous (SEDF). 

 
Abstract:   

This thesis considers and generalizes the studies of the diagnosticability and predictability in the DES 

and precisely the fuzzy DES (FDES). The main contribution of this thesis is the proposal of new 

approaches to verification of predictability in fuzzy DESs. First, we formalized the notion of fuzzy 

predictability for FDESs by introducing predictability functions; these functions quantify the degree of 

predictability of a fault event and provide a valuable measure for refining the decision on fault 

predictability. We also presented a comparison between fuzzy diagnostics and fuzzy predictability. 

Then we proposed an approach based on the fuzzy diagnoser. The major disadvantage of our first 

approach is its exponential complexity; this motivated us to propose a second approach of polynomial 

complexity always for the verification of the predictability of the SEDF called "verifier approach". 

From the point of view of computational complexity, the number of states in the verifier is polynomial 

with respect to the number of states in the input system. Finally, we extended the analysis of 

predictability of the centralized framework to the decentralized framework, for which we proposed a 

decentralized approach to treat the cases of large systems.  
Keywords: Discrete Event Systems (DES), Diagnostics, Prognosis, Predictability, diagnosticability, Fuzzy 

Discrete Event Systems (FDES). 
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