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Introduction

Notre objectif dans cette thése est d’étudier et de caractériser deux diffé-
rents types de classes de groupes ayant beaucoup de sous-groupes 2-engendrés
appartenant a une classe donnée. Plus précisément, étant donnée une classe de
groupes X', le premier type de classes qui nous intéresse ici est la classe des
groupes G dont toute partie infinie X contient deux éléments distincts x, y tels
que (x,z¥) € X. Le second type est la classe des groupes G tels que pour tout
élément = dans G, il existe un sous-groupe normal H(x) d’indice fini dans G
vérifiant (x,h) € X pour tout h € H(x). Il est naturel de se poser la question
suivante : si un groupe G appartient & I'un de ces deux types de classes mention-
nées, alors G' hérite-t-il de la méme propriété que ses sous-groupes 2-engendrés
décrits ci-dessus ? Autrement dit, le groupe G est-il lui-méme dans la classe X' 7.
Sinon nous devons le comparer avec un X-groupe, c’est-a-dire G € XF 7 ou
encore G € FX 7 ou F désigne la classe des groupes finis.

Etant donnée une classe de groupes X, on note (X,00) (respectivement
(X,00)%) la classe des groupes dont toute partie infinie contient deux éléments
distincts x,y tels que (z,y) € X (respectivement (z,z¥) € X'). Notons que
si la classe X est stable par passage aux sous-groupes, alors on a l'inclusion
(X,00) C (X,00)". Notons qu’en 1981, Lennox et Wiegold, dans [29], ont été
les premiers a définir et a désigner la classe (X', 00) dans cette forme générale en
s’inspirant d’un résultat da a B. H. Neumann en 1976. Notons aussi que la classe
(X, 00)" a été introduite par N. Trabelsi dans [41] et [42]. En utilisant la notation
utilisée par Lennox et Wiegold, suite & un probléme posé par Paul Erdos, B. H.
Neumann a prouvé, dans [33], qu'un groupe G est dans la classe (A, o0) si, et
seulement si, G/Z(G) est fini; ou A désigne la classe des groupes Abéliens. Ce
résultat a généré beaucoup de recherche, en remplacant la commutativité par
d’autres classes de groupes, qui ont fait 'objet de nombreuses publications (voir
par exemple [1]—[5], [7]—[11], [13], [14], [18], [29]—[31], [34], [37], [40] et [41]).

Soit X' une classe arbitraire de groupes. En s’inspirant d’un résultat da a
De Falco, de Giovanni, Musella et Trabelsi [12], on définit FAX comme étant la
classe des groupes G tels que pour tout élément = dans G, il existe un sous-groupe
normal H(x) d’indice fini dans G vérifiant (x,h) € X pour tout h € H(x). Il
est clair que si X’ est fermée par passage aux sous-groupes, alors tout groupe de
X appartient a la classe FX. Il est donc naturel d’examiner le probléme inverse,
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c’est-a-dire comparer un groupe de la classe FA a un X-groupe. Notons que nous
sommes les premiers a définir la classe FX dans cette forme générale. Le résultat
de De Falco, de Giovanni, Musella et Trabelsi, dans [12], affirme donc que si G
est un groupe résoluble-par-fini de type fini dans la classe FA/, alors il existe
un entier positif m, ne dépendant que de k, tel que G/Z,,(G) soit fini (et donc
G € FN,,); ou N, désigne la classe des groupes nilpotents de classe égale au
plus & c. Il est naturel de se demander ce qui se passe si on annule la borne de
nilpotence k dans ce dernier résultat 7 Par exemple le groupe GG appartiendra-
t-il & la classe FN 7 ou N désigne la classe des groupes nilpotents. Nous avons
travaillé sur ce sujet et nous avons réussi a répondre affirmativement a cette
question, ce qui nous a encouragé & montrer d’autres résultats plus importants.

Notre these se compose de trois chapitres que nous allons briévement décrire.

Dans le premier chapitre, nous commengons par présenter quelques extensions
du résultat de B. H. Neumann qui concernent les classes (X, 00) et (X, 00)";
en donnant les résultats dans un ordre chronologique et en donnant aussi des
explications et des remarques qui permettent de comprendre le lien entre ces dif-
férents résultats. Apres on caractérisera les classes (£2,00)", (Qx, 00)", (ME, 0)"
et (ME},0)" pour les groupes hyper-(Abélien-par-fini) de type fini, ou k > 0
est un entier et €2, Qp, M, & et &, désignent respectivement la classe des groupes
de profondeur finie, des groupes de profondeur finie < k, des groupes vérifiant
la condition minimale sur les sous-groupes normaux, des groupes d’Engel et des
groupes k-Engel. Plus précisément, on établira que si G est un groupe hyper-
(Abélien-par-fini) de type fini et dans la classe (£2, 00)™ (respectivement (€2, 00)",
(ME, 00)" et (MEj,00)"), alors G est dans la classe FN (respectivement FN,,
FN et FN.,) pour certains entiers positifs ¢; = ¢1(k) et ca = c2(k) ne dépen-
dant que de U'entier k; généralisant ainsi d’autres résultats connus, notamment
[27, Théoreme], [41, Théoréme 3| et [5, Corollaire 3]. Ces résultats, obtenus en
collaboration avec T. Rouabhi et sous la direction de N. Trabelsi, ont fait 'objet
de la publication [14].

Dans le deuxiéme chapitre, nous considérerons la classe FX quand X est la
classe des groupes nilpotent-par-fini, fini-par-nilpotent et périodique-par-nilpotent.
On a montré, pour ces trois classes X', que tout groupe hyper-(Abélien-par-fini)
de type fini dans FAX" appartient & X'. Plus précisément, on établira qu'un groupe
G hyper-(Abélien-par-fini) de type fini est dans la classe F(NF) (respectivement
F(FN), F(TN)) si, et seulement si, G est dans la classe N'F (respectivement
FN,TN); ou T désigne la classe des groupes périodiques. On prouvera aussi
que si k > 0 est un entier et si G est un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type
fini dans la classe F(N,F) (respectivement F(FN), F(TN})), alors il existe un
entier positif ¢ = ¢(k) ne dépendant que de k tel que G soit dans la classe N.F
(respectivement FN ., TN .). Notre résultat qui concerne la classe F(FN) amé-
liore donc le résultat de De Falco, de Giovanni, Musella et Trabelsi [12, Théoréme
3.2 (a)] cité ci-dessus. Ces résultats, obtenus en collaboration avec N. Trabelsi,
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ont fait I'objet de la publication [15].

Concernant le troisiéme chapitre, on y donnera une caractérisation des groupes
finis-par-nilpotents dans la classe des groupes hyper-(Abélien-par-fini) de type
fini. Plus précisément, on établira quun groupe G hyper-(Abélien-par-fini) de
type fini est dans la classe F2 (respectivement F(ME)) si, et seulement si, G est
dans la classe FN ; ot © et ME sont les classes utilisées dans le premier chapitre.
On prouvera aussi que si k > 0 est un entier et si G est un groupe hyper-(Abélien-
par-fini) de type fini dans la classe FQ, (respectivement F(ME},)), alors il existe
un entier positif ¢ = ¢(k) ne dépendant que de k tel que G soit dans la classe
FN.;ou )y et & sont les classes introduites au chapitre 1. Ces résultats géné-
ralisent ainsi quelques résultats établis au deuxiéme chapitre.



Chapitre 1

Groupes avec une condition sur

les parties infinies

1.1 Introduction

Etant donnée une classe de groupes X, on note (X,00) (respectivement
(X,00)") la classe des groupes dont toute partie infinie contient deux éléments
distincts x,y tels que (z,y) € X (respectivement (z,z¥) € X'). Notons que
si la classe X est stable par passage aux sous-groupes, alors on a l’inclusion
(X,00) C (X,0)". Notons qu’en 1981, Lennox et Wiegold ont été les premiers
a définir la classe (X, 00) en s’inspirant d’un résultat di & B. H. Neumann en
1976. Notons aussi que la classe (X,00)" a été introduite par N. Trabelsi dans
[41] et [42]. En utilisant la notation définie par Lennox et Wiegold, suite & un
probléme posé par Paul Erdss, B. H. Neumann a prouvé, dans [33], qu'un groupe
G est dans la classe (A, 00) si, et seulement si, G/Z(G) est fini; ou A désigne
la classe des groupes Abéliens. Ce résultat a généré beaucoup de recherche, en
remplacant la commutativité par d’autres classes de groupes, qui ont fait 'objet
de nombreuses publications. Dans ce chapitre, nous commencons par présen-
ter quelques extensions du résultat de B. H. Neumann. Puis on va caractériser
les classes (€, 00)", (4, 00)", (ME,0)* et (MEy,o0)* pour les groupes hyper-
(Abélien-par-fini) de type fini, ot & > 0 est un entier et Q, Qp, M, & et &
désignent respectivement la classe des groupes de profondeur finie, des groupes
de profondeur finie < k, des groupes vérifiant la condition minimale sur les sous-

groupes normaux, des groupes d’Engel et des groupes k-Engel. Plus précisément,
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on établira que si G est un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la
classe (£2,00)" (respectivement (Qy,00)", (ME,00)" et (MEy, 00)"), alors G est
dans la classe FN (respectivement FN,, FN et FN,) pour certains entiers

positifs ¢; = ¢1(k) et ¢a = c2(k) ne dépendant que de Pentier k.

1.2 Synthéses des résultats sur les classes (X, o)
et (X, 00)*

Dans cette section, on présentera quelques extensions du résultat de B. H.
Neumann [33] affirmant qu'un groupe G est dans la classe (A, 0o) si, et seulement

si, G/Z(G) est fini, pour les types de classes des groupes (X, 00) et (X, 00)*.

1.2.1 Reésultats sur les classes (P, ), (C,, o) et (U, o)

On désigne par P, C, et U respectivement la classe des groupes polycycliques,
cohérents et superrésolubles. Rappelons qu'un groupe est dit cohérent si tout
sous-groupe de type fini est de présentation finie, oti un groupe G est dit de
présentation finie si G = (X | R) avec card(X) < oo et card(R) < oo, ou X
est une partie génératrice de G et R est ’ensemble des relations définissant G.
Rappelons aussi qu'un groupe est dit superrésoluble s’il admet une série cyclique
normale finie, i.e. une série normale finie dont chaque facteur est un groupe

cyclique. Il est clair qu'on ad C P C C,.

En 1981, J. C. Lennox et J. Wiegold, dans [29], ont étudié les classes (P, o0)
et (C,,00) dans un groupe résoluble de type fini et ils ont montré les résultats

suivants :

Théoréme 1.2.1.1 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (P,00) si, et seulement si, G est dans la classe P.

Théoréme 1.2.1.2 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (C,,0) si, et seulement si, G est dans la classe C,.

Notons que le Théoréme 1.2.1.1 n’est pas vrai pour tous les groupes. En effet,
Lennox et Wiegold ont cité ’exemple de M. F. Newman [29] d’un p-groupe infini

G engendré par trois éléments dont tout sous-groupe a deux générateurs est fini,
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donc nilpotent. 11 est clair que G appartient a la classe (P, 00), mais il n’est pas

dans la classe P car il est un p-groupe infini.

Lennox et Wiegold ont cité aussi 'exemple de Vaughan-Lee et Wiegold [43]
d’un p-groupe infini G, parfait (i.e. G' = @), localement fini et d’exposant un
nombre premier p > 5. Dans ce cas, tout sous-groupe a deux générateurs est
(p-groupe fini) nilpotent. Par suite G appartient a la classe (P, 00), mais il n’est

pas dans la classe P car il n’est pas de type fini.

Notons que le Théoreme 1.2.1.1 généralise, dans un cas particulier, un résultat
qui est da a J. C. Lennox [25] affirmant qu’un groupe résoluble de type fini dont

tout sous-groupe a deux générateurs est polycyclique est lui-méme polycyclique.

De plus Lennox et Wiegold ont conjecturé que dans la classe des groupes
résolubles de type fini, la classe (U, 00) coincide avec la classe FU, ou F désigne
la classe des groupes finis. Cette conjecture est devenue une réalité et a été
démontrée en 1983 par J. R. J. Groves [18], donc le résultat de J. R. J. Groves

est le suivant :

Théoréme 1.2.1.3 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (U, o0) si, et seulement si, G est dans la classe FU.

1.2.2 Résultats sur les classes (N, 00) et (N, )

Soit £ > 0 un entier fixé. On désigne par N (respectivement Nj) la classe
des groupes nilpotents (respectivement nilpotents de classe égale au plus a k). Il

est clair que N = Y ON . On désigne aussi par N, ,52) la classe des groupes dont

tout sous-groupe engendré par deux éléments est dans la classe N

En 1981, J. C. Lennox et J. Wiegold, dans [29], ont montré le résultat sui-

vant :

Théoréme 1.2.2.1 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (N, 0) si, et seulement si, G est dans la classe FN.

En 1994, C. Delizia, dans [7], s’est intéressé a la classe (N3, 00) et il a montré

le résultat suivant :
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Théoréme 1.2.2.2 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la
classe (N3, 00) si, et seulement si, G/Zy (G) est fini.

En 1996, C. Delizia, dans [8], a montré que ce dernier résultat est vrai aussi
pour les groupes résiduellement finis de type fini; plus précisément, il a montré

le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2.3 Soit G un groupe résiduellement fini de type fini. Alors G

est dans la classe (N3, 00) si, et seulement si, G/Zy (G) est fini.

Malheureusement, il n’est pas possible de prolonger les deux Théorémes
1.2.2.2 et 1.2.2.3 a la classe (Nj,o0) pour k£ > 2. Autrement dit, si G est un
groupe résoluble (ou résiduellement fini) de type fini et dans la classe (N, o0)
ou k > 2, alors G/Z, (G) n’est pas nécessairement fini. En effet, en 1998, C.
Delizia, dans [9], a cité 'exemple de L. C. Kappe et W. P. Kappe [24] d'un
groupe G de type fini, sans torsion, 3-Engel et nilpotent de classe égale exacte-
ment a 4. Il est clair que G est résoluble et résiduellement fini. Par un résultat
bien connu de H. Heineken, dans [20], tout sous-groupe & deux générateurs d’un
groupe 3-Engel sans torsion est nilpotent de classe égale au plus a 3. Il s’ensuit
que G appartient a la classe (N3, 00). Mais G/Z3 (G) est infini, parce que s’il est
fini, v, (G) est fini en vertu d’un résultat de Baer [23, Théoréme 1]; or G est
sans torsion, donc v, (G) = 1, i.e. G € N3, ce qui est contradictoire. De plus, C.
Delizia a considéré la classe (N}, 00) avec k > 2 est un entier quelconque, et il a

montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2.4 Soit G un groupe résoluble de type fini dans la classe (N}, 00).
Alors G/Z, (GQ) est fini pour un certain entier positif | dépendant de k et de la

longueur dérivée de G.

En 1999, A. Abdollahi et B. Taeri, dans [3], se sont intéressés a la classe

(N, 00) avec k > 0 est un entier quelconque, et ils ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2.5 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (N, 00) si, et seulement si, G est dans la classe .7:./\/,(3).

Notons que ce dernier résultat est une généralisation du précédent. En effet,
si G est un groupe résoluble de longueur dérivée d et de type fini dans la classe
(N, 00), alors le Théoréme 1.2.2.5 affirme que G est dans FN ;(62) et par suite G
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est fini-par-(k-Engel, sans torsion et résoluble de longueur dérivée d); d’on, par
le résultat de Gruenberg [35, Théoreme 7.36 (i)], G est dans la classe FN ja1.
Maintenant, par P. Hall [23, 1.5], G/Z; (G) est fini, avec | = [ (k,d) = k%1

En 2000, C. Delizia, A. H. Rhemtulla et H. Smith, dans [11], ont généralisé

le Théoréme 1.2.2.4 en démontrant le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2.6 Soit G un groupe localement gradué de type fini dans la

classe (N, 00). Alors il existe un entier positif ¢ = c(k), ne dépendant que de

k, tel que G/Z.(G) soit fini.

1.2.3 Résultats sur les classes &£ (00), & (00) et (&, 00)

On désigne par € (c0) la classe des groupes dont toute partie infinie contient
deux éléments distincts z,y tels que [z,,y] = 1 pour un certain entier n =
n(z,y) > 0.Sik > 0 est un entier fixé, notons aussi &, (c0) la classe des groupes
dont toute partie infinie contient deux éléments distincts x, y tels que [z,; y] = 1.
Il est clair qu’on a & (00) C & (c0). On désigne par & la classe des groupes
k-Engel, donc (&, 00) C & (00) C € (00).

En 1993, P. Longobardi et M. Maj, dans [31], ont montré les résultats sui-

vants :

Théoréme 1.2.3.1 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe € (00) si, et seulement si, G est dans la classe FN'.

Théoréme 1.2.3.2 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans
la classe & (00) si, et seulement si, G/R (G) est fini; ot R(G) désigne le sous-
groupe caractéristique dans G constitué de tous les éléments 2-Fngel a droite de

G.

Notons que le Théoréme 1.2.3.1 est une amélioration du Théoréme 1.2.2.1, car
(N, 0) C € (00). Notons aussi qu'en 1994, G. Endimioni, dans [13], a montré

le Théoréeme 1.2.3.1 par une méthode différente.
En 2000, A. Abdollahi, dans [1], a montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.3.3 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la
classe & (00) si, et seulement si, G/Zy (G) est fini.



1. Groupes avec une condition sur les parties infinies 6

Notons que le Théoréme 1.2.3.3 est une amélioration du Théoreme 1.2.2.2,
car (N3, 00) C & (00). De plus, il est clair que Z, (G) < R(G), donc si G/Z, (G)
est fini, G/R (G) est également fini; si bien que le Théoreme 1.2.3.3 généralise

aussi le Théoréme 1.2.3.2.

En 2000, A. Abdollahi, dans [2], a étudié les classes £ (00) et & (c0) on

k > 0 est un entier quelconque, et il a montré les résultats suivants :

Théoréme 1.2.3.4 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe E; (00) si, et seulement si, G est dans la classe f/\/’:(f).

Théoréme 1.2.3.5 Soit G un groupe métabélien de type fini. Alors G est dans
la classe & (00) si, et seulement si, G/Zy (G) est fini.

Théoréme 1.2.3.6 Soit G un groupe résoluble de type fini dans la classe E (00).
Alors il existe un entier t > 0, ne dépendant que de k, tel que G/Z; (G) soit fini.

Notons que le Théoréme 1.2.3.6 est une amélioration du Théoreme 1.2.2.4,

car (Ny,00) C & (00).
En 2001, C. Delizia et C. Nicotera, dans [10], ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.3.7 Soit G un groupe résiduellement fini de type fini. Si G est
dans la classe & (00), alors G/Zy (G) est fini.

Notons que le Théoréme 1.2.3.7 est une amélioration du Théoréme 1.2.2.3,

car (N, 00) C & (00).
En 2001, P. Longobardi, dans [30], a montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.3.8 Soit G un groupe localement gradué de type fini. Si G est
dans la classe (E,0), alors G est dans la classe FEy (par conséquent, G est
dans la classe EyF).

Notons que le Théoréme 1.2.3.8 est une amélioration du Théoréeme 1.2.2.6.
En effet, si G est un groupe localement gradué de type fini et dans la classe
(Ng, 00) C (Ek, 00), alors le Théoreme 1.2.3.8 affirme que G est dans FEj, donc
G est fini-par-(localement gradué, k-Engel et de type fini) et par suite G est fini-
par-(nilpotent, k-Engel et sans torsion). Maintenant, par le résultat de Zelmanov
[44], G est dans la classe FN (), ot ¢ (k) > 0 est un entier ne dépendant que de
k; d’ou, par P. Hall [23, 1.5], G/Z 4 (G) est fini.
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1.2.4 Reésultats sur les classes (NF,0) et (N, F,0)

En 2002, N. Trabelsi, dans [40], s’est intéressé aux classes (NF,o0) et

(NF,00), et il a montré les résultats suivants :

Théoréme 1.2.4.1 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (N'F,o0) si, et seulement si, G est dans la classe NF.

Théoréme 1.2.4.2 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe résoluble de type
fini dans la classe (N JF,0). Alors il existe une fonction ¢ = c (k) de k, tel que
G soit dans la classe N.F.

Notons que le Théoréeme 1.2.4.1 généralise un résultat qui est da a J. C.
Lennox [25] affirmant qu’un groupe résoluble de type fini est dans la classe N'F

si, et seulement si, tous ses sous-groupe a deux générateurs sont dans la classe

NF.

1.2.5 Reésultats sur les classes L*, L, E* et E,i

Soit k& > 0 un entier fixé. Notons E* (respectivement FY) la classe des groupes
G tels que pour toute partie infinie X de G, il existe deux éléments distincts
x,y dans X, un entier positif n et des entiers rationnels non nuls %g, %4, ..., 1,
(respectivement tg, t1, ..., t;) dépendants de z,y et vérifiant [260, 2. zﬁl} =1
(respectivement [z, 21, ...,z,tj] =1); ou z; € {x,y} pour tout i € {0,1,...,n}
(respectivement {0,1,...,k}) et zg # 2;. Notons qu'on a (NF,00) C E* et
(NpF,00) C Ef.

En 2002, A. Abdollahi et N. Trabelsi, dans [4], ont montré les résultats

suivants :

Théoréme 1.2.5.1 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe E* si, et seulement si, G est dans la classe N'F.

Théoréme 1.2.5.2 Soit G un groupe résoluble de type fini dans la classe E.
Alors il existe un entier positif t, ne dépendant que de k, tel que G soit dans la
classe N.F.

Théoréme 1.2.5.3 Soit G un groupe métabélien de type fini. Alors G est dans

la classe Ej si, et seulement si, G est dans la classe Ni.F.
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Notons que le Théoréme 1.2.5.1 est une amélioration du Théoreme 1.2.4.1,
car (NF,00) C E*. Notons aussi que le Théoréme 1.2.5.2 est une amélioration
du Théoreme 1.2.4.2, car (N,F,00) C Ej.

Soit k& > 0 un entier fixé. Dans ce qui suit ; on notera £* (respectivement E,i)
la classe des groupes G € E* (respectivement Ej) pour lesquels les entiers ra-
tionnels ty, ..., t,, (respectivement t, ..., ;) sont dans I'ensemble {—1, 1}. Notons
quon a £ (00) C Bt C E* et & (c0) C EL C EE.

En 2002, A. Abdollahi et N. Trabelsi, dans [4], ont montré les résultats

suivants :

Théoréme 1.2.5.4 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe E* si, et seulement si, G est dans la classe FN.

Théoréme 1.2.5.5 Soit G un groupe résoluble de type fini dans la classe E,E
Alors il existe un entier positif t, ne dépendant que de k, tel que G/Z; (G) soit

fini.

Théoréme 1.2.5.6 Soit G un groupe métabélien de type fini. Alors G est dans
la classe E,z si, et seulement si, G/Zy (G) est fini. En particulier; tout groupe

métabélien sans torsion dans E,ﬁ est nilpotent de classe au plus égale a k.

Notons que le Théoréme 1.2.5.4 est une amélioration du Théoréme 1.2.3.1, car
& (00) C E*. Notons aussi que le Théoréme 1.2.5.5 (respectivement 1.2.5.6) est

une amélioration du Théoréme 1.2.3.6 (respectivement 1.2.3.5), car & (00) C EL.

1.2.6 Résultats sur les classes (YN, 0) et (XN, o0)

On désigne par ), 7 et C respectivement la classe des groupes vérifiant la
condition minimale sur les sous-groupes, la classe des groupes périodiques et la

classe des groupes de Chernikov. Notons quona F CC C Y C 7.

En 2002, N. Trabelsi, dans [40], s’est intéressé aux classes (FAN,00) et
(FNg,00), ot k > 0 est un entier quelconque, et il a montré les résultats sui-

vants :

Théoréme 1.2.6.1 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (FN,00) si, et seulement si, G est dans la classe FN'.
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Théoréme 1.2.6.2 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe résoluble de type
fini dans la classe (FN, ). Alors il existe une fonction ¢ = c (k) de k tel que
G soit dans la classe FN..

Notons que le Théoréme 1.2.6.1 généralise un résultat qui est da a J .C.
Lennox [25] affirmant qu’un groupe résoluble de type fini est dans la classe
FN si, et seulement si, tous ses sous-groupe a deux générateurs sont dans la
classe FN. Le Théoréme 1.2.6.1 est aussi une amélioration du Théoréme 1.2.2.1,
car (N,00) C (FN,00). Notons que le Théoréme 1.2.6.2 généralise le Théo-
réme 1.2.2.4, en effet, si G est un groupe résoluble de type fini et dans la classe
(Ng, 00) C (FN, 00), alors le Théoréeme 1.2.6.2 montre que G € FAN . ot ¢ > 0
est un entier ne dépendant que de k; donc v, (G) est fini et par suite, par P.
Hall [23, 1.5], G/Z. (G) est fini.

En 2002, A. Abdollahi et N. Trabelsi, dans [4], ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.6.3 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (FN,00) si, et seulement si, G est dans la classe .7-"/\/,(3).

Notons que le Théoréme 1.2.6.3 est une amélioration du Théoréeme 1.2.2.5,

car (N, 00) C (FN, 00).

En 2004, A. Boukaroura, dans [5], a considéré les classes (YN, o) et (YN, 00),

ou k > 0 est un entier quelconque, et il a montré les résultats suivants :

Théoréme 1.2.6.4 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (YN, 00) si, et seulement si, G est dans la classe FN.

Théoréme 1.2.6.5 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe résoluble de type
fini. Alors G est dans la classe (YN, 00) si, et seulement si, G est dans la
classe FN'P.

Notons que le Théoréme 1.2.6.4 est une amélioration du Théoréeme 1.2.6.1,
car (FN,00) C (YN, 00). Notons aussi que le Théoreme 1.2.6.5 améliore le
Théoreme 1.2.2.5 et le Théoréeme 1.2.6.3.

En 2006, L. Noui, dans [34], a étudié la classe (CA,00) et il a montré le

résultat suivant :



1. Groupes avec une condition sur les parties infinies 10

Théoréme 1.2.6.6 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (CN,0) si, et seulement si, G est dans la classe FN'.

En 2005, N. Trabelsi, dans [41], a étudié les classes (CN,00)*, (CN}, 00)",
(TN,0) et (TN},0); ou k > 0 est un entier quelconque, et il a montré les

résultats suivants :

Théoréme 1.2.6.7 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (CN,0)" si, et seulement si, G est dans la classe FN.

Théoréme 1.2.6.8 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe résoluble de type
fini dans la classe (CNy,00)*. Alors il existe un entier positif ¢ = c(k), ne

dépendant que de k, tel que G soit dans la classe FN ..

Théoréme 1.2.6.9 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (TN, o) si, et seulement si, G est dans la classe TN

Théoréme 1.2.6.10 Soit k£ > 0 un entier et soit G un groupe résoluble de
type fini dans la classe (TN, 00). Alors il existe un entier positif ¢ = c(k), ne

dépendant que de k, tel que G soit dans la classe TN .

Notons, pour les groupes résolubles, qu’on a ) = C et ainsi on a (YN, 00) =

(CN,00) C (CN,0)" et (YN, ) C (CNy, )"

En 2007, T. Rouabhi et N. Trabelsi, dans [37], ont étudié les classes (7N, 00)*
et (TN}, 00)", ou k > 0 est un entier quelconque, et ils ont montré les résultats

suivants :

Théoréme 1.2.6.11 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans

la classe (TN, 00)" si, et seulement si, G est dans la classe TN

Théoréme 1.2.6.12 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe résoluble de type
fini dans la classe (TN, 00)". Alors il existe un entier positif ¢ = c(k), ne

dépendant que de k, tel que G soit dans la classe TN ..

Notons que le Théoréeme 1.2.6.11 est une amélioration du Théoréme 1.2.6.9,
car (TN,00) C (TN,00)". Le Théoréme 1.2.6.12 améliore aussi le Théoréme
1.2.6.10.
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1.2.7 Reésultats sur les classes (2, 00) et (2, c0)

On dit qu’un groupe G est de profondeur finie si sa série centrale descendante
est stationnaire (ou se stabilise) aprés un nombre fini d’étapes, i.e. s’il existe un
entier positif n tel que v, (G) = 7,41 (G); ou 7, (G) désigne le n'*™° terme de
la série centrale descendante de G. Le plus petit entier positif vérifiant cette
propriété est appelé “ profondeur de G 7. On désigne par 2 la classe des groupes
de profondeur finie. En particulier, si k& est un entier positif fixé, on notera €2 la
classe des groupes de profondeur finie < k, i.e. la classe des groupes G tels que
Ye(G) = 7111 (G). I est tres clair qu'on a Q) C Q, YN C Q et N C Q1.

En 1975, J. C. Lennox, dans [26], a montré qu’un groupe résoluble de type fini
est dans la classe FN si, et seulement si, tous ses sous-groupe a deux générateurs

sont dans la classe (2.

En 2004, A. Boukaroura, dans [5], a généralisé ce résultat, et il a montré les

résultats suivants :

Théoréme 1.2.7.1 Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors G est dans la

classe (Q,00) si, et seulement si, G est dans la classe FN.

Théoréme 1.2.7.2 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe résoluble de type

fini. Alors G est dans la classe (4, 00) si, et seulement si, G est dans la classe

FND,.

Notons que le Théoreme 1.2.6.4 a été démontré en utilisant le Théoréme
1.2.7.1. Notons aussi que le Théoréeme 1.2.7.2 est une amélioration du Théoréeme
1.2.2.5, car si G est un groupe résoluble de type fini et dans la classe (N, 00) C

(Qp11,00), alors le Théoréme 1.2.7.2 montre que G est dans la classe FN ,({:2).

1.3 Groupes des classes (£2,00)" et (€, 00)*

Rappelons qu’on désigne par €2, €2 respectivement la classe des groupes de
profondeur finie et celle des groupes de profondeur finie < k; ot k est un entier
positif fixé. Notons qu'on a N N, = N,_1 C Q, C Q. Notons aussi que la
classe ) n’est pas stable par passage aux sous-groupes, mais elle est fermée par

passage aux quotients. On peut vérifier facilement que FN C €, et comme la
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classe FN est stable par passage aux sous-groupes, on déduit que tout groupe
fini-par-nilpotent est dans la classe (2, 00)*. Ici, nous nous intéresserons a la
réciproque. Dans cette section on caractérisera les classes (£2, 00)* et (€, 00)*, ol
on va d’abord caractériser la classe (2, 00)* ; plus précisément, on prouvera qu’un
groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe (€2, 00)* est fini-par-
nilpotent. La clé de la démonstration de ce résultat principal dans cette section,
est un résultat qui est di & Longobardi and Maj [31, Théoréme 1] affirmant
qu’un groupe résoluble de type fini et dans la classe £ (00) est dans FN/, et aussi
des techniques adaptées de la preuve du Théoréme 3 de Lennox [26]. Notons
que & (00) désigne la classe des groupes dont toute partie infinie contient deux
éléments distincts x, y tels que [x,, y| = 1 pour un certain entier n = n (x,y) > 0.

On va commencer par établir quelques résultats préliminaires.

Lemme 1.3.1 Soit A un sous-groupe normal et Abélien d’un groupe G. Alors

pour tous a,b € A, x € G et quels que soient les entiers m >0, n >0, on a :

(1) [a,, bz] = [a,, x].
(2) [a™, 2] = [a,z]™.
(3) [a™n 2] = [ay, 2]™.

Preuve. Il est bien connu que les identités :

(3) o, ) = (320 [9,2] = [z 2] [, 2,] [ 2

(ii) [z,yz] = [z, 2] [z, y]" = [2, 2] [z, 9] [2,y, 2]

sont valables dans tout groupe.

(1) Par récurrence sur n. Grace a 1'égalité (ii), on a [a, bx] = [a, 2] [a,b]" =

[z,a] car A est Abélien, d’ou ’égalité (1) est vérifiée pour n = 1. On a, en

supposant ’égalité vraie pour n —1, [a,, bz] = [[a, bz| ,,—1 bx] = [[a, x| ;1 bz], OF

la, z] est dans A car A est normal dans GG, par ’hypothése de récurrence, on en

déduit que [[a, 2] ,,—1 bx] = [[a, 2| ,n_1 x|, donc [a,, bx] = [[a, 2] ;n_1 2] = [a,n x]-
(2) Par récurrence sur m. Il est clair que I’égalité est vraie pour m = 1.

m

Supposons que l'on ait [a” !, z] = [a,z]""". Par Dégalité (i), on a [a™", 2] =

m=L 2" [a, 2] = [a™71, 2] [a, z] car A est normal et Abélien. Par

[a™a, 2] = |a
I'hypothése de récurrence, on en déduit que [a™, x] = [a, x]mfl la,z] = [a, z]™.
(3) Par récurrence sur n. Pour n = 1 on trouve ’égalité (2). On a, en

" m—1 JI] -

supposant I’égalité vraie pour n— 1, [a™,, z] = [[a™, 2] ,n_1 2] = [[a, 7]

[a, 2] o1 2]™ = [a,, 2]". =
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Le Lemme suivant est une version plus faible du Lemme 11 de [41], mais nous
incluons une démonstration pour garder nos résultats raisonnablement indépen-

dants.

Lemme 1.3.2 Un groupe Abélien-par-fini, de type fini et dans la classe (FN', 00)

est fini-par-nilpotent.

Preuve. Soit G un groupe Abélien-par-fini, de type fini et dans la classe
(FN,00). Soit N un sous-groupe normal Abélien de G tel que G/N soit fini.
Comme N est un groupe Abélien de type fini, il admet un sous-groupe normal
sans torsion d’indice fini [36, 5.4.15 (i)] ; d’ou G a un sous-groupe normal Abélien
sans torsion A d’indice fini. Soit x un élément non trivial dans A et soit g dans
G. Ensuite, la partie {z'g : i un entier positif} est infinie, il existe donc deux
entiers positifs m, n tels que (x™g, x"g) soit fini-par-nilpotent, d’ou (", z"g) est
fini-par-nilpotent ; o » = m — n. Ainsi, il y a deux entiers positifs ¢ et d tels
que [z",. w”g]d = 1. L’élément = étant dans A qui est Abélien et normal dans G,
nous avons [27,.2"g] = [2".c 9] = [2,cg]" selon le Lemme 1.3.1, donc [z,.g]"¢ =
1. Maintenant [x,.g| appartient au groupe sans torsion A, donc [z,.g] = 1. 1l
s’ensuit que x est un élément d’Engel & droite de G. Comme G est Abélien-par-
fini et de type fini, il vérifie la condition maximale sur les sous-groupes, donc
I’ensemble des éléments d’Engel a droite de G' coincide avec son hypercentre qui
est égal & Z; (G), le (i + 1)-iéme terme de la série centrale ascendante de G, pour
un certain entier ¢ > 0 [35, Théoréme 7.21]. Par suite A < Z; (G), et puisque
A est d’indice fini dans G, G/Z; (G) est fini. Ainsi, par un résultat de Baer [23,

Théoreme 1], G est fini-par-nilpotent, et c’est ce que nous voulons. m

Lemme 1.3.3 Un groupe Abélien-par-fini, de type fini et dans la classe € (00)

est fini-par-nilpotent.

Preuve. Soit G un groupe Abélien-par-fini, de type fini et dans la classe
€ (00), et soit A un sous-groupe normal Abélien d’indice fini dans G. Il est
clair que toute partie infinie de G contient deux éléments distincts x, y tels que
xA = yA, donc y = xa pour un certain élément a dans A et (z,y) = (x,a).
Comme (z,a) < (z,A) = (z) A et (x) A est métabélien, alors (z,y) est un
groupe métabélien de type fini dans la classe £ (c0). Il s’ensuit par le résultat
de Longobardi et Maj [31, Théoréeme 1], que (x,y) est fini-par-nilpotent. Par
suite G est dans la classe (FN,00). Maintenant, par le Lemme 1.3.2, G est

fini-par-nilpotent, et c’est ce que nous voulons. =
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Lemme 1.3.4 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la classe
E (00) est nmilpotent-par-fini.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la
classe € (00). Supposons que G ne soit pas nilpotent-par-fini. Comme les groupes
nilpotents-par-finis de type fini sont de présentation finie, et comme la classe
€ (00) est stable par passage aux quotients, alors d’aprés [35, Lemme 6.17] on
peut supposer que tout quotient propre de G soit dans la classe N'F. Puisque
G est hyper-(Abélien-par-fini), il contient un sous-groupe normal non trivial H
tel que H soit fini ou Abélien; donc on a G/H est dans la classe NF. Si H est
fini, alors G € F(NF) = NF, i.e. G est nilpotent-par-fini, une contradiction.
Par conséquent H est Abélien, donc G est Abélien-par-(nilpotent-par-fini) et
ainsi il est (Abélien-par-nilpotent)-par-fini. Par suite, G est une extension finie
d’un groupe résoluble, il existe donc un sous-groupe normal résoluble K de G
d’indice fini. Maintenant, K est un groupe résoluble de type fini dans la classe
€ (00), il s’ensuit, par le résultat de Longobardi et Maj [31, Théoréme 1], que K
est fini-par-nilpotent. En vertu du résultat de P. Hall [23, Théoreme 2], K est
nilpotent-par-fini et donc G € (NF)F = N F, une contradiction et maintenant

le Lemme est démontré. m

Comme les groupes nilpotents-par-finis de type fini vérifient la condition

maximale sur les sous-groupes, le Lemme 1.3.4 admet la conséquence suivante :

Corollaire 1.3.1 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la

classe € (00) vérifie la condition mazximale sur les sous-groupes.

Proposition 1.3.1 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la

classe € (00) est fini-par-nilpotent.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la
classe € (00). Selon le Corollaire 1.3.1, G vérifie la condition maximale sur les
sous-groupes. Maintenant, comme £ (00) est fermée par passage aux quotients,
on peut supposer que toute image homomorphe propre de G soit dans la classe
FN, mais G lui-méme ne soit pas fini-par-nilpotent. Notre groupe G étant hyper-
(Abélien-par-fini), il contient un sous-groupe normal non trivial H tel que H soit
fini ou Abélien, donc par hypothése G/H est dans la classe FN. Si H est fini,
alors G € F(FN) = FN, i.e. G est fini-par-nilpotent, ce qui contredit notre
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hypothése. Par conséquent H est Abélien et donc G est dans A (FN), laquelle
est incluse dans la classe (AF)N, par suite G est dans (AF)N. Maintenant ;
comme G vérifie la condition maximale sur les sous-groupes, il s’ensuit du Lemme
1.3.3 que G est dans la classe (FA) N, donc il est dans F (NN). Ainsi, il existe
un sous-groupe normal fini K de G tel que G/ K soit résoluble. Comme G/ K est
un groupe résoluble de type fini dans la classe £ (00), il découle du résultat de
Longobardi and Maj [31, Théoreme 1] que G/K € FN, or K est fini, donc G

est dans la classe FN . Cette contradiction achéve la démonstration. m

Le reste de la démonstration de notre résultat principal dans cette section

est adapté de celui du Théoréme de Lennox [26, Théoréme 3].

Lemme 1.3.5 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la

classe (2,00)*. Si G est résiduellement nilpotent, alors G est dans la classe

FN.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe
(Q,00)*, et supposons que G soit résiduellement nilpotent. Soit X une partie
infinie de G, il existe donc deux éléments distincts x et y de X tels que (z, a2¥) €
Q. Il s’ensuit qu'il existe un entier positif &k tel que v, ((x,2Y)) = v, ((z,2Y)).

En revanche, le groupe (x,zY) est résiduellement nilpotent en tant que sous-
x

(
(r,a%) = 1, @od p({z, %) = 0 x((wa%) = 1.
Or (z,a%) = (r,074%) = (,[n,9]) = (& [y,2]), donc 7, (([y,a],2)) = 1 et

groupe de G, donc .QN%'
1€

ainsi [y, ] = 1. On en déduit que G est un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de
type fini dans la classe € (c0). Maintenant, la Proposition 1.3.1 nous permet de

conclure que G est dans la classe FN, et c’est ce que nous voulons. m

Lemme 1.3.6 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la classe
(Q, 00)* est nilpotent-par-fini.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe
(2, 00)". On suppose que G ne soit pas dans N'F. Comme la classe (2, 00)" est
stable par passage aux quotients, et comme les groupes de type fini de la classe
NF sont de présentation finie, on peut supposer que tout quotient propre de
G soit dans la classe N F [35, Lemme 6.17]. Puisque G est hyper-(Abélien-par-
fini), il contient un sous-groupe normal non trivial H tel que H soit fini ou
Abélien, donc G/H est dans N F. Dans ce cas, H est Abélien et donc G est
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dans la classe A(N'F) qui est incluse dans (AN)F, ainsi G € (AN)F. Par
conséquent, GG a un sous-groupe normal N d’indice fini tel que N soit Abélien-
par-nilpotent. Par ailleurs, N étant un sous-groupe d’index fini dans un groupe
de type fini, est lui-méme de type fini, et ainsi NV est un groupe Abélien-par-
nilpotent de type fini. Il s’ensuit, par un résultat de Segal [38, Corollaire 1], que
N a un sous-groupe normal résiduellement nilpotent d’indice fini, ainsi G admet
un sous-groupe normal résiduellement nilpotent d’indice fini K. Ceci signifie que
K est un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et résiduellement nilpotent
dans la classe (Q,00)". Le Lemme 1.3.5 nous permet de dire que K est dans la
classe FN, laquelle est incluse dans N'F en vertu du résultat de P. Hall [23,

Théoréme 2|, d’ott G appartient a la classe N'F, ce qui est contradictoire. m

Lemme 1.3.7 Un groupe nilpotent-par-cyclique fini, de type fini et dans la classe
(Q, 00)* est fini-par-nilpotent.

Preuve. Soit G un groupe de type fini dans la classe (€2, 00)* admettant un
sous-groupe normal nilpotent N tel que G/N soit un groupe cyclique fini. On
va montrer par récurrence sur l'ordre du groupe G/N que G est dans la classe
FN. On pose n =|G/N|. Sin =1, alors G = N et G est nilpotent. Supposons
maintenant que n > 1, et que tout groupe de type fini dans la classe (£2,00)* et
nilpotent-par-cyclique fini d’ordre r, avec r < n, soit fini-par-nilpotent. Soit ¢ un
nombre premier divisant n. Comme G/N est cyclique, il admet un sous-groupe
normal H/N d’indice ¢, donc H est un sous-groupe normal dans G d’indice ¢
contenant N. De plus, comme |H/N| < |G/N]|, alors par I’hypothese de récur-
rence, H est dans la classe FN. Soit T le sous-groupe de torsion de H. Comme
H est de type fini, T est fini et H/T est un groupe nilpotent sans torsion de
type fini. Par suite, par un résultat de Gruenberg [36, 5.2.21], H/T est résiduel-
lement un p-groupe fini pour tous les nombres premiers p et par conséquent, en
particuler, H/T est résiduellement un g-groupe fini. Or H est d’indice ¢ dans G,
donc cela nous permet de conclure que G/T est résiduellement un g-groupe fini
[39, Exercice 10, page 17]. Ceci signifie que G /T est résiduellement nilpotent.
Il s’ensuit, par le Lemme 1.3.5, que G/T est dans la classe FN et donc G est

lui-méme fini-par-nilpotent. m

Maintenant, nous sommes préts pour démontrer notre résultat principal dans

cette section :
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Théoréme 1.3.1 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini. Alors,

*

G est dans la classe (Q,00)* si, et seulement si, G est dans la classe FN .

Preuve. Il est clair que tout groupe fini-par nilpotent est dans la classe
(2, 00)". Réciproquement, soit G' un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini
de la classe (£2,00)". Par suite, par le Lemme 1.3.6, G est dans la classe N'F.
Soit K un sous-groupe normal nilpotent de G tel que G/K soit fini. Comme
K est un groupe nilpotent de type fini, il admet un sous-groupe normal sans
torsion d’indice fini [36, 5.4.15 (i)]. Donc G a un sous-groupe normal nilpotent
sans torsion N d’indice fini. Soit x un élément non trivial de G. Comme N
est de type fini, (N, z) est de type fini dans la classe (£2,00)", or (N, x) /N est
cyclique fini, donc par le Lemme 1.3.7, (N, x) est dans la classe FN. Il existe
donc un sous-groupe normal fini H de (N, x) tel que (N,z) /H soit nilpotent,
ainsi 7y, ((NV,z)) < H pour un certain entier positif &, d’ou 7, ((N,z)) est
fini. Par suite, il existe un entier positif m tel que [g,, z]™ = 1; pour tout g € N.
Soit g € N. Comme [g,, 2| est un élément du groupe sans torsion N, on déduit
que [g,x ] = 1, ainsi ¢g est un élément d’Engel a droite de G et par conséquent
N C R(G); ou R(G) désigne 'ensemble des éléments d’Engel a droite de G.
Par ailleurs, comme G est un groupe nilpotent-par-fini de type fini, il vérifie
la condition maximale sur les sous-groupes. Donc, par un résultat de Baer [35,
Théoreme 7.21], R(G) coincide avec 'hypercentre de G qui est égal a Z,,(G) pour
un certain entier positif n, ainsi N < Z,(G) et par suite Z,(G) est d’'indice fini
dans G. Il s’ensuit, encore par Baer [23, Théoréme 1], que G est dans la classe

FN.m

Notons que le Théoréme 1.3.1 n’est pas vrai pour tous les groupes. En effet,
Vaughan-Lee et Wiegold, dans [43], ont construit un p-groupe infini G, parfait
(i.e. G' = G), localement fini et d’exposant un nombre premier p > 5; donc tout
sous-groupe & deux générateurs de G est nilpotent. Par suite G € (N, 00)" et
ainsi G € (Q,00)"; mais G ¢ FN car il est parfait et infini. On ne peut pas

donc supprimer la condition "de type fini" du Théoréme 1.3.1.

Aussi, soit G I'exemple de Golod [16] d’un groupe infini engendré par 3 élé-
ments dont tous les sous-groupes 2-engendrés sont p-groupes finis ; pour un cer-
tain nombre premier p. Donc G € (N, 00)" et par conséquent G € (£2,00)", mais
G, étant infini, n’est pas dans la classe FN. Par suite le Théoréme 1.3.1 n’est

pas vrai pour tous les groupes (résiduellement finis) de type fini.
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Notons que le Théoréme 1.3.1 généralise le résultat de Lennox [27] qui affirme
qu’un groupe résoluble-par-fini de type fini dont les sous-groupes engendrés par

deux conjugués sont de profondeur finie, est fini-par-nilpotent.

Il est clair qu’un groupe Abélien G' dans la classe (21, 00)" est fini. En effet, si
G est infini, alors il contient une partie infinie X = G\ {1}, et il existe donc deux
éléments distincts z, y (# 1) dans X tels que v, ({x,z¥)) = 7,((z, 2¥)) = 1, d’on
x = 1; ce qui est une contradiction. Il s’ensuit qu’un groupe hyper-(Abélien-par-
fini) G dans la classe (Q1,00)" est hyper-(fini), car (€21,00)" est une classe stable
par passage aux sous-groupes et par passage aux quotients. Mais il n’est pas
difficile de voir qu'un groupe hyper-(fini) est localement fini [35, Partie 1, page
36], donc G est localement fini. Maintenant si G est infini, alors il contient un
sous-groupe Abélien infini A [35, Théoréme 3.43]. Comme A est dans la classe
(Q4,00)", il est fini, une contradiction et G, donc, est fini. Finalement, on a tout

groupe hyper-(Abélien-par-fini) dans la classe (£21,00)" est fini.

A Taide de notre Théoreme 1.3.1, on va caractériser les classes (€, 00)",
(Q2,00)" et (£23,00)"; ol k est un entier positif. Pour ce faire, nous avons besoin
de trois résultats qui sont dis a Abdollahi, liés a la classe & (oco) des groupes
dont toute partie infinie contient deux éléments distincts x, y tels que [z,; y] = 1,
avec les deux cas particuliers k = 2 et k = 3. Plus précisément, Abdollahi, dans
[1] et [2], a montré pour un groupe G résoluble de type fini dans la classe E(c0)
(resp. Ex(00), E3(0)) il existe un entier positif ¢ = ¢(k), ne dépendant que de k,
tel que G/Z.(G) soit fini (resp. G/Z5(G) est fini, G est dans la classe .7:/\/':(),2));
ou /\/'3(2) désigne la classe des groupes dont tous les sous-groupes engendrés par
2 éléments sont dans la classe A3. Notons que le lien entre nos classes et ceux
de Abdollahi est le fait que N N Q) C Ny_1, donc un groupe nilpotent dans la

classe (Q,00)" est dans (N;_1,00)", laquelle est incluse dans la classe & (o).

Corollaire 1.3.2 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-
fini) de type fini. On a :

(1) Si G est dans la classe (Q,,00)", alors il existe un entier positif ¢ = c(k),
ne dépendant que de k, tel que G soit dans FN .

(ii) Si G est dans la classe (z,00)", alors G est dans la classe FNs.

(iii) Si G est dans la classe (Q3,00)", alors G est dans la classe FN'.

Preuve. Soit £ > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini)
de type fini.
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(i) Supposons que G soit dans la classe (€2, 00)", donc d’apres le Théoréme
1.3.1, G est dans la classe FN. Soit H un sous-groupe normal fini de G tel que
G/ H soit nilpotent. Il est clair que G/H est dans la classe (£, 00)". Soit X une
partie infinie de G/H, il existe donc deux éléments distincts 7 = ©H, § = yH
(z,y € G) de X tels que (z,77) € O, ainsi v, ((Z, %)) = 7,1 ((Z, 7¥)). Mainte-
nant, comme (T, T¥) est nilpotent, il y a un entier positif i tel que v,;((Z, 7%)) = 1,
d’on 7, ((z,z¥)) = 1. Puisque (z,z%) = ([y,7],Z), on a v,({[7,7],Z)) = 1 et
ainsi [y, ] = 1. Par conséquent, G/H est dans la classe & (oc0) des groupes
dans lesquels chaque partie infinie contient deux éléments distincts g, h tels que
[9,x h] = 1. Le groupe G/H, étant un groupe résoluble de type fini dans la classe
Er(00), il s’ensuit par un résultat de Abdollahi [2, Théoréme 3], qu'il existe un
entier positif ¢ = ¢(k), ne dépendant que de k, tel que (G/H)/Z.(G/H) soit fini.
Par un résultat de Baer [23, Théoréme 1], v, ,(G/H) = v..1(G)H/H est fini;
or H est fini, donc 7,,, (G) est fini. Ceci signifie que G est dans la classe FN.

(it) Si G est dans la classe (£,00)", alors par le Théoréme 1.3.1, G est
fini-par-nilpotent. Donc, G a un sous-groupe normal fini H tel que G/H soit
nilpotent. Comme G/H est dans la classe (,00)", il est dans la classe Ey(00).
Par suite, par Abdollahi [1, Théoreme|, (G/H)/Zy(G/H) est fini. En vertu du
résultat de Baer [23, Théoréme 1], v5(G/H) est fini, or H est fini, donc v4(G)
est fini; d’otl G est dans la classe FN 5.

(i17) Maintenant, si G est dans la classe (3, 00)", alors par le Théoreéme 1.3.1
G a un sous-groupe normal fini H tel que G/H soit nilpotent. Comme G/H est
dans la classe (23,00)", il est dans la classe £3(00). Par suite, par Abdollahi [2,
Théoréme 1], G/H est dans la classe FN :(),2), et par conséquent G est dans la
classe FN'Y. m

1.4 Groupes des classes (ME,00)* et (MEj, o0)*

Soit k un entier positif fixé, on note M, &, et & respectivement la classe
des groupes vérifiant la condition minimale sur les sous-groupes normaux, la
classe des groupes k-Engel et la classe des groupes d’Engel. En utilisant le Théo-
réeme 1.3.1, nous allons prouver des résultats qui sont en relation avec les classes
(ME, 00)*, (ME),00)*, (MA, 00)* = (ME;,00)* et (ME3, 00)*. Nous commen-
cons par montrer notre résultat principal de cette section, qui est une version

plus faible du Théoréme 1.3.1, affirmant qu’un groupe hyper-(Abélien-par-fini)
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de type fini dans la classe (ME,00)* est fini-par-nilpotent. Pour ce faire, nous

avons besoin de quelques résultats préliminaires.

Lemme 1.4.1 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la classe
(MN,00)* est fini-par-nilpotent.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe
(MN,00)", et soit X une partie infinie de G. 1l existe donc deux éléments
distincts z,y de X tels que (z,z¥) soit dans la classe MN, ainsi il y a un
sous-groupe normal N de (z,x¥) tel que N soit dans M et (x,zY) /N soit nil-
potent. Maintenant v, ., ({z,2¥)) < N pour un certain entier positif 7, donc on
a Vi1 ((z,2Y) > vi0((x,2¥)) > ... est une série descendante infinie de sous-
groupes normaux de N ; or N est dans la classe M, ainsi il existe un entier
positif n > i+ 1 tel que v,,((z,2Y)) = 7,1 ((z,2Y)). Par conséquent G est dans
(Q,00)", il s’ensuit, par le Théoréme 1.3.1, que G est fini-par-nilpotent. m

Lemme 1.4.2 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la classe
(ME, )" est nilpotent-par-fini.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe
(ME,0)". Comme la classe (ME, 00)" est fermée par passage aux quotients, et
comme les groupes nilpotents-par-finis de type fini sont de présentation finie,
on peut supposer que GG ne soit pas nilpotent-par-fini, mais que toute image
homomorphe propre de G la soit [35, Lemme 6.17]. Puisque G est hyper-(Abélien-
par-fini), il existe un sous-groupe normal non trivial H de G tel que H soit fini
ou Abélien, donc on a G/H est nilpotent-par-fini. Si H est fini, alors G est
nilpotent-par-fini, une contradiction. Par conséquent H est Abélien et donc G
est Abélien-par-(nilpotent-par-fini) et ainsi il est (Abélien-par-nilpotent)-par-
fini. Par suite G est une extension finie d’un groupe résoluble. Soit K un sous-
groupe normal résoluble de GG d’indice fini. Comme tout groupe résoluble d’Engel
coincide avec son radical de Hirsch-Plotkin qui est localement nilpotent [35,
Théoréme 7.34], et comme K est dans la classe (ME, 00)", on déduit que K est
dans (MWN, 00)*. Maintenant, le Lemme 1.4.1 nous permet de conclure que K
est fini-par-nilpotent, et ainsi il est nilpotent-par-fini en vertu d’un résultat de P.
Hall [23, Théoréme 2]. Ceci signifie que G est nilpotent-par-fini et cette derniére

contradiction termine la démonstration. m
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Comme les groupes nilpotents-par-finis de type fini vérifient la condition

maximale sur les sous-groupes, le Lemme 1.4.2 admet la conséquence suivante :

Corollaire 1.4.1 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la

classe (ME, )™ vérifie la condition mazimale sur les sous-groupes.

Maintenant, nous sommes préts pour démontrer notre résultat principal dans

cette section :

Théoréme 1.4.1 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini. Alors,

G est dans la classe (ME,00)* si, et seulement si, G est dans la classe FN .

Preuve. Il est clair que tout groupe fini-par-nilpotent est dans la classe
(ME,0)". Inversement, soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini
dans la classe (ME,00)*. En vertu du Corollaire 1.4.1, G vérifie la condition
maximale sur les sous-groupes. Comme les groupes d’Engel vérifiant la condition
maximale sur les sous-groupes sont nilpotent [36, 12.3.7], on en déduit que G est
dans la classe (MWN, 00)". Maintenant, le Lemme 1.4.1 nous aide & terminer la

démonstration en disant que G est dans la classe FN. m

Notons que le Théoréme 1.4.1 n’est pas vrai pour tous les groupes. En effet,
soit le groupe localement diédral G = A x (z) ot A =~ Cyeo, 2> =1 et a* = a™!
pour tout a € A. Il est clair que G’ = A et G est localement nilpotent, donc G €
(N, 00)" et par conséquent G € (ME,00)". Si G € FN, alors G € FA par [35,
Lemme 3.13] ce qui donne la contradiction que G’ est fini. Par suite G ¢ FN
et on ne peut pas donc renoncer a la condition "de type fini" dans le Théoréme

1.4.1.

Aussi, soit G I'exemple de Golod [16] d’un groupe infini engendré par 3 élé-
ments dont tous les sous-groupes 2-engendrés sont p-groupes finis; pour un cer-
tain nombre premier p. Donc G € (F,00)" et par conséquent G € (ME, o),
mais G, étant infini, n’est pas dans la classe FN . Par suite le Théoréme 1.4.1

n’est pas vrai pour tous les groupes (résiduellement finis) de type fini.

Notons que notre Théoreme 1.4.1 améliore le Théoreme 3 de [41] (respective-
ment, le Corollaire 3 de [5]) ou il est prouvé qu'un groupe résoluble de type fini

dans la classe (CA,00)" (respectivement, (YN, 00)) est fini-par-nilpotent ; ou C
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(respectivement, ') désigne la classe des groupes de Chernikov (respectivement,

la classe des groupes vérifiant la condition minimale sur les sous-groupes).

A Taide de notre Théoreme 1.4.1, on va caractériser les classes (ME}, 00)”,
(MA,00)" = (ME1,00)" et (ME3,00)"; ou k est un entier positif. Pour ce faire,
nous avons besoin de trois résultats qui sont diis & Abdollahi, liés & la classe
Er(00) des groupes dans lesquels chaque partie infinie contient deux éléments
distincts z,y tels que [z,x y] = 1, avec les deux cas particuliers k = 2 et k = 3.
Plus précisément, Abdollahi, dans [1] et [2], a montré pour un groupe G résoluble
de type fini dans la classe E;(00) (resp. E2(00), E3(00)) il existe un entier positif
¢ = c(k), ne dépendant que de k, tel que G/Z.(G) soit fini (resp. G/Z5(G) est
fini, G est dans la classe FN 5,2)); ou N3(2) désigne la classe des groupes dont
tous les sous-groupes engendrés par 2 éléments sont dans la classe N3. Notons
que le lien entre nos classes et ceux de Abdollahi est I'information que la classe

(Ek,00)" est incluse dans & 11(00).

Corollaire 1.4.2 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-
fini) de type fini. On a :

(1) Si G est dans la classe (MEy, 00)", alors il existe un entier positif c = c(k),
ne dépendant que de k, tel que G soit dans FN .

(ii) Si G est dans la classe (MA, 00)", alors G est dans la classe FN 5.

(iii) Si G est dans la classe (MEy,0)*, alors G est dans la classe fN§2).

Preuve. Soit £ > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini)
de type fini.

(i) Supposons que G soit dans la classe (MEy, >0)", donc d’apres le Théo-
réme 1.4.1, G est dans la classe FN. Soit N un sous-groupe normal fini de G
tel que G/N soit nilpotent. Comme G /N est un groupe nilpotent de type fini,
son sous-groupe de torsion T'/N est fini, donc T est fini et G/T est un groupe
nilpotent sans torsion. Le groupe G/T, étant résoluble sans torsion et dans la
classe (ME},, 00)", il appartient & (&, 00)™ [35, Théoréme 5.25]. Soit X une partie
infinie de G/T, il existe donc deux éléments distincts z = 27", y = yT (z,y € G)
de X tels que (Z,z%) soit un groupe k-Engel. Puisque (z,77) = ([g, 7], ), on a
[U,k+1Z] = [[¥, %] ,x T] = 1. Par conséquent, G/T est dans la classe & 1(00). Le
groupe G/T est donc résoluble de type fini et dans la classe &;41(00), il s’en-

suit par un résultat de Abdollahi [2, Théoréme 3|, qu'il existe un entier positif
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¢ = c(k), ne dépendant que de k, tel que (G/T)/Z.(G/T) soit fini. Par un résul-
tat de Baer [23, Théoreme 1}, 7., (G/T) = v.1(G)T/T est fini, or T est fini,
donc 7,,, (G) est fini. Ceci signifie que G est dans la classe FN.

(i1) Si G est dans la classe (MA, 00)* = (ME1,00)", alors par le Théoréme
1.4.1, G est fini-par-nilpotent. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que
nous obtenons G /T est dans la classe £(00). Par suite, par Abdollahi [1, Théo-
réeme|, (G/T)/Zy(G/T) est fini, donc v4(G/T) est fini [23, Théoréeme 1]. Comme
T est fini, 75(G) est fini; d’ou G est dans la classe FNs.

(74) Maintenant, si G est dans la classe (ME,, 00), il est fini-par-nilpotent
en vertu du Théoréme 1.4.1. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous
obtenons G /T est dans la classe £3(c0). Le résultat de Abdollahi [2, Théoréme
1] nous aide a obtenir ce que nous voulons, en disant que notre groupe G est
dans la classe FA'Y. m



Chapitre 2

Groupes ayant beaucoup de
sous-groupes 2-engendrés dans

une classe donnée

2.1 Introduction

Etant donnée une classe de groupes X, on désigne par FX la classe des
groupes G tels que pour tout élément x dans G il existe un sous-groupe normal
H(z) d’indice fini dans G vérifiant (x,h) € X pour tout h € H(z). Clairement,
si X est fermée par passage aux sous-groupes, alors tout groupe de X appar-
tient a la classe FAX'; il est donc naturel que nous concentrons notre attention
sur le probléme inverse. Notons que la classe FX est fermée par passage aux
sous-groupes pour n’importe quelle classe X', et en revanche elle est stable par
passage aux quotients si X' I’est aussi. Nous considérerons ici la classe FX', quand
X est la classe des groupes nilpotent-par-fini, fini-par-nilpotent et périodique-
par-nilpotent. On va montrer, pour ces trois classes X', que tout groupe hyper-
(Abélien-par-fini) de type fini dans FA est dans X'. Plus précisément, on établira
qu'un groupe G hyper-(Abélien-par-fini) de type fini est dans la classe F(NF)
(respectivement F(FN), F(TN)) si, et seulement si, G est dans la classe NF
(respectivement FAN, TN'). On prouvera aussi que si k& > 0 est un entier et
si G est un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe F(NF)
(respectivement F(FNy), F(TN})), alors il existe un entier positif ¢ = ¢(k) ne
dépendant que de k tel que G soit dans la classe N.F (respectivement FN,

24
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TN.). Pour ce faire, nous allons ramener I’étude des classes F(N,.F), F(FNy)
et F(TNy) a celle de FA}, qui a été caractérisée par De Falco, de Giovanni,
Musella et Trabelsi [12], en montrant que si G est un groupe résoluble-par-fini
de type fini et dans la classe FN}, alors il existe un entier positif m, ne dépen-
dant que de k, tel que G/Z,,(G) soit fini. Notons qu’il est clair qu'un groupe
G appartenant a la classe FA est un FC-groupe. En effet, si € G, alors il
existe un sous-groupe normal H d’indice fini dans G tel que (x,h) € A pour
tout h € H, i.e. th = hx pour tout h € H, donc H < Cg(r) et par suite
|G : Cg(x)] est fini. On en déduit que tout groupe de type fini dans la classe F.A
est dans F.A. On utilisera ce dernier résultat dans le cas spécial £ = 1. Pour
le cas particulier ou k£ = 2, on établira, dans les résultats cités ci-dessus, que
c(k) = 2 en utilisant un cas particulier d’un résultat de Levi [35, Théoréme 7.14]
ol tout groupe 2-Engel et sans torsion est dans la classe N3. Mais pour le cas
particulier ot k = 3, on établira qu’on peut remplacer la classe N, dans les
résultats cités ci-dessus, par la classe /\/}52) en utilisant un cas particulier d’un
résultat de Gupta et Newman [19, Théoréme 3.5] ou tout groupe 3-Engel, sans
torsion et engendré par 2 éléments est dans la classe N3. Pour arriver a ce que
nous voulons, pour kK = 2 et £ = 3, nous utiliserons un résultat dia a Abdol-
lahi [2, Lemme 1] qui affirme que si G est un groupe nilpotent de classe k et
Ty, T € Gy alors [Ty, o, @i 1, B8 Tiv1y oy Tl = [T1, ooy Tim1, Ty Tig1y ooy T 5

pour tout i € {1,...,k} et pour tout entier n.

2.2 Groupes des classes FINF) et F(N,.F)

Dans cette section on va d’abord caractériser la classe F(NF), ou dans un
premier temps, on supposera que le groupe est Abélien-par-nilpotent (Lemme
2.2.1) dont la démonstration utilise un résultat qui est da a Maltsev [32] affirmant
que si G est un groupe nilpotent de type fini, alors ’ensemble des puissances
{z" | € G} contient un sous-groupe normal et d’indice fini dans G ; pour tout
entier n > 0, et aussi un résultat qui est da & Lennox et Roseblade [28] affirmant
que tout groupe GG Abélien-par-nilpotent et de type fini est érémitique, i.e. il
existe un entier d > 0 tel que pour tout entier n > 0 et pout tout x € G 'on
ait Cg(2™) < Cg(z?). On a utilisé également, dans la démonstration du Lemme
2.2.1, une terminologie qui a été introduite dans [17] ce qu’on appelle "groupe

périodique sur un sous-groupe", ot par définition un groupe G est dit périodique
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sur H < @, si pour tout élément g € G il existe un entier n = n(g) > 0 tel que
g" € H.1lest clair que si H < G, alors GG est périodique sur H si, et seulement si,
G/ H est périodique. 1l est facile de voir aussi que si un groupe G est périodique

sur H, alors pour tout H < K < L < G on a L est périodique sur K.

Lemme 2.2.1 Un groupe Abélien-par-nilpotent, de type fini et dans la classe
FNF) est nilpotent-par-fini.

Preuve. Soit G un groupe Abélien-par-nilpotent, de type fini et dans la classe
F(NF), donc G vérifie la condition maximale sur les sous-groupes normaux [35,
Théoréme 5.34]. Comme la classe des groupes Abéliens-par-nilpotents de type
fini et F(NF) sont stables par passage aux quotients, on peut supposer que
G ¢ NF, mais que tout quotient propre de G soit nilpotent-par-fini. Soit A un
sous-groupe normal Abélien tel que G/A soit nilpotent.

On suppose d’abord que A soit sans torsion. Soit 1 # a € A, donc il existe
un sous-groupe normal H (a) d’indice fini dans G tel que (a, h) € N'F; pour tout
h € H(a). Soit h € H(a), donc (a, h) € NF, d’ou il existe deux entiers positifs
n =n(a, h) et ¢ = ¢(a, h) tels que [a",. h"] = 1. Mais [a",. h"] = [a,. h"]" et A est
sans torsion, donc [a,. h"| = 1. Comme G est un groupe Abélien-par-nilpotent de
type fini, il existe par [28, Théoréme B| un entier d > 0, ne dépendant que de G,
tel que pout tout x € G et pour tout entier positif & on ait Cg(2*) < Cg(z?). Il
s'ensuit que [[a,._1 k"], h?] = 1. Il est facile de voir que [b, h*, k] = [b, k7, k'] pour
tout b € A et tous entiers 7, j, donc Ha, hd} o1 h”} = 1. Par suite une récurrence
sur ¢ donne que [a,c hd} = 1. En outre, comme AH (a)/A est un groupe nilpotent
de type fini, alors par [32], 'ensemble {hdA |he H (a)} contient un sous-groupe
normal d’indice fini dans AH (a)/A, noté K/A. 1l est clair qu’on peut supposer
que K soit normal dans G, car il est d’indice fini dans G. Soit y € K, donc
y = hb pour certains h € H(a) et b € A. Puisqu’il y a un entier ¢ = c(a, h) > 0
tel que [a,c hd] =1, on a [a,.y] = [a,c hdb] = [[a, o hdb} = [a,c hd} =1
en utilisant le fait que A est normal et Abélien et une récurrence sur c. Par
conséquent a € R(K), 'ensemble des éléments d’Engel a droite de K. Comme
K est d’indice fini dans G, il est de type fini, donc par [6] on a R(K) = Z,, (K)
pour un certain entier m > 0, car G vérifie la condition maximale sur les sous-
groupes normaux. On en déduit que a € Z,, (K), d'ou G/Z,, (K), et par suite
K/Z,, (K), est nilpotent-par-fini, ce qui donne que K est nilpotent-par-fini. Donc

G est nilpotent-par-fini, une contradiction.
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Supposons maintenant que 7’4, le sous-groupe de torsion de A, soit non trivial.
Par suite G/T4 € NF, donc G est (périodique-par-nilpotent)-par-fini. Il est
clair qu’il n’y a pas de perte de généralité si on suppose que G soit périodique-
par-nilpotent. Soit = € G, donc (z,h) € NF pour tout h € H(zx). Comme
(x,h) € NF, il vérifie la condition maximale sur les sous-groupes, mais on a
(x,h) € TN, donc (x,h) € FN. 1l s’ensuit que G € F(FN). Soit b € T4, donc
il existe un sous-groupe normal H(b) d’indice fini dans G tel que (b, h) € FN;
pour tout h € H(b). Soit h € H(b), donc (b,h) € FN, d’ou le sous-groupe
de torsion T de (b,h) est fini. Puisque b € T, on a (b,h) /T est cyclique et
(b,h) € FA. Par suite (b, h) /Z((b,h)) est fini. Il existe donc un entier positif
m = m(b, h) tel que h™ € Cg(b). Comme G/H (b) est fini, on en déduit que pour
tout élément g € G, il y a un entier n = n(b,g) > 0 tel que g" € Cg(b), i.e.
G est périodique sur C(b). Puisque G/A est nilpotent et A < Cg(b), Ci(b) est
sous-normal dans G, de défaut r, i.e. Cq(b) <" G. Maintenant par récurrence
sur 7, on peut montrer que |G : Cg(b)| < co. En effet, si r = 1, alors Cq(b) < G
et par suite G/Cg(b), étant un groupe résoluble périodique de type fini, est fini.
Supposons que 7 > 1 et que si G est périodique sur K < G et K <" ! G,
alors |G : K| < oo. Soit la série Cg(b) = Gy < G; <9 ... < G, = G. Comme
G est périodque sur G; qui est sous-normal de défaut r — 1, par ’hypothése de
récurrence on en déduit que |G : G1| < oo. Par suite G est de type fini, donc
G1/Gy est fini. Par conséquent |G : Cq(b)] < oo et donc b est un FC-élément
de G. 1l s’ensuit que b¢ = (b9 | g € G) est fini. Mais T4 est la cloture normale
d’un nombre fini d’éléments, donc il est fini, d’ot G € NF; ce qui est notre

contradiction finale. m

Maintenant, nous sommes préts pour démontrer notre résultat principal dans

cette section :

Théoréme 2.2.1 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini. Alors
G est dans la classe F(IN'F) si, et seulement si, G est dans la classe NF.

Preuve. Il est clair que tout élément de la classe N'F est dans la classe
F(NF). Réciproquement, soit G’ un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini
de la classe F(NF). Supposons que G ne soit pas dans la classe N'F. Comme
la classe F(NF) est fermée par passage aux quotients, et comme les groupes de

type fini de la classe N'F sont de présentation finie, alors d’apres [35, Lemme



2. Groupes ayant beaucoup de sous-groupes 2-engendrés dans une
classe donnée 28

6.17] on peut supposer que tout quotient propre de G soit dans la classe N'F. Le
groupe G étant hyper-(Abélien-par-fini), il contient un sous-groupe normal non
trivial A tel que A soit fini ou Abélien, donc G/A € N'F. 1l s’ensuit que si A est
fini, alors G € N'F, ce qui contredit notre hypothése. Donc A est Abélien et par
suite G est dans la classe ANF) C (AN)F, ie. G € (AN)F, ce qui donne la
contradiction, par le Lemme 2.2.1, que G € (NF)F = NF et le Théoréeme est
démontré. m

Notons que le Théoréeme 2.2.1 n’est pas vrai pour tous les groupes. En ef-
fet, soit G l'exemple de Heineken et Mohamed [21] d'un p-groupe métabélien
avec le centre est trivial tel que G/G’ ~ Cp~ et dont les sous-groupes propres
sont nilpotents et sous-normaux, pour un certain nombre premier p. Comme G
est localement nilpotent, il appartient & FA/. Mais G n’a pas de sous-groupes
propres d’indice fini, donc G ¢ N F. Cela montre qu’on ne peut pas supprimer

la condition "de type fini" du Théoréme 2.2.1.

Aussi, soit G 'exemple de Golod [16] d’un groupe infini engendré par 3 élé-
ments dont tous les sous-groupes 2-engendrés sont p-groupes finis, pour un cer-
tain nombre premier p. Donc G € FN, mais GG, étant infini, n’est pas dans la
classe N'F. Par suite le Théoréme 2.2.1 n’est pas vrai pour tous les groupes

(résiduellement finis) de type fini.

Notons que le Théoréme 2.2.1 généralise un résultat qui est di & J. C. Lennox
[25, Théoreme A] affirmant qu’un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini
dont tout sous-groupe & deux générateurs est nilpotent-par-fini est lui-méme

nilpotent-par-fini.

En combinant un résultat de [12, Théoréme 3.2 (a)] et le Théoréeme 2.2.1, on
a la conséquence suivante qui caractérise la classe F(N,F); ou k est un entier
positif. Pour le cas spécial £ = 1, nous n’avons besoin que du Théoréme 2.2.1
et du fait que tout groupe de type fini dans la classe FA est dans F.A, pour

caractériser la classe F(AF).

Corollaire 2.2.1 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-
fini) de type fini. On a :

(i) Si G est dans la classe F(NF), alors il existe un entier positif ¢ = c(k),
ne dépendant que de k, tel que G soit dans N_.F.

(i1) Si G est dans la classe F(AF), alors G est dans AF.
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Preuve. Soit £ > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini)
de type fini.

(7) Supposons que G soit dans la classe F(N,F), donc d’aprés le Théoréme
2.2.1, G est dans la classe N F. Soit K un sous-groupe normal nilpotent de G tel
que G/K soit fini. Comme K est un groupe nilpotent de type fini, il admet un
sous-groupe normal sans torsion d’indice fini [36, 5.4.15 (i)]. D’ou G a un sous-
groupe normal nilpotent sans torsion N d’indice fini, mais N est dans la classe
F(N.F), donc N est dans FN; [35, Lemme 6.33]. Il s’ensuit, par [12, Théoréme
3.2 (a)], qu'il existe un entier ¢ = ¢(k), ne dépendant que de k, tel que N soit
dans FN,, i.e. N € N,, dou G est dans la classe N.F.

(i7) Si G est dans la classe F(AF) = F(N,F), alors par le Théoréme 2.2.1,
G est dans la classe N F. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous
obtenons NN est dans la classe F.A, donc N est dans FA, i.e. N € A, et par suite
G est dans la classe AF. m

Maintenant, encore une fois en utilisant le Théoréme 2.2.1, on va caractériser
les classes F(NF) pour les deux cas particuliers k = 2 et k = 3. Pour ce faire,
nous avons besoin de quelques résultats préliminaires. Levi, voir [35, Théoréme
7.14], a montré que si G est un groupe 2-Engel, alors [, G]3 = 1. En particu-
lier, tout groupe 2-Engel et sans torsion est dans la classe Ny. On utilisera ce
dernier résultat dans le cas ou k = 2. En revanche, Gupta et Newman, dans
[19, Théoréme 3.5], ont montré que tout groupe 3-Engel, sans éléments d’ordre
2 et engendré par n éléments, est nilpotent de classe égale au plus a 2n — 1.
En particulier, tout groupe 3-Engel, sans torsion et engendré par 2 éléments est
dans la classe N5. On utilisera ce dernier résultat dans le cas ou & = 3. Mais
comme résultat commun qui sera utilisé dans les deux cas k = 2 et £ = 3, on
a un résultat démontré par Abdollahi [2, Lemme 1], qui affirme que si G est un
groupe nilpotent de classe k et 1, ...,z € G, alors [z1, ..., x;_1, T, Tiy1, ..., T| =

[T1, .0y Ti1, iy Tig1, .y g] " pour tout ¢ € {1,...,k} et pour tout entier n.

Lemme 2.2.2 Un groupe nilpotent, sans torsion et dans la classe FN, est nil-

potent de classe égale au plus a 2.

Preuve. Soit G un groupe nilpotent, sans torsion et dans la classe FN;. On
va montrer par récurrence sur la classe de nilpotence de GG, notée ¢, que G est dans

la classe N5. I est clair que le résultat est vrai pour ¢ = 1. Supposons maintenant
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que ¢ > 1 et que tout groupe nilpotent de classe strictement inférieure a ¢, sans
torsion et dans FAN; soit dans la classe N,. Puisque G/Z(G) € N._1, on a par
I’hypothese de récurrence que G/Z(G) € N ; d'ou G € Nj3. Pour arriver a ce que
nous voulons, il suffit de montrer par un résultat de Levi [35, Théoréme 7.14] que
G est un groupe 2-Engel, car il est sans torsion. Soient x,y € G, donc il existe
un sous-groupe normal H(z) d’indice fini dans G tel que (x, h) € N3 ; pour tout
h € H(z). Comme H (z) est d’'indice fini dans G, il existe un entier n > 0 tel que
y" € H(z), donc (z,y™) € Ny; d’ou [z,29y"] = 1. Comme G € Nj, alors par un
I

résulat da & Abdollahi [2, Lemme 1], [x,24"] = [x,2y]" ; or G est sans torsion,

donc [z,5y] = 1. Ceci signifie que G est un groupe 2-Engel. m

Lemme 2.2.3 Un groupe nilpotent, sans torsion, engendré par 2 éléments et

dans la classe FN3 est nilpotent de classe égale au plus a 3.

Preuve. Soit G un groupe nilpotent, sans torsion, 2-engendré et dans la
classe FN3;. On va montrer par récurrence sur la classe de nilpotence de G,
notée ¢, que G est dans la classe Ns. Il est clair que le résultat est vrai pour
¢ = 1. Supposons maintenant que ¢ > 1 et que tout groupe nilpotent de classe
strictement inférieure & c, sans torsion, 2-engendré et dans FA soit dans la
classe N3. Puisque G/Z(G) € N._1, on a par 'hypothése de récurrence que
G/Z(G) € N3; dou G € N,. Pour arriver a ce que nous voulons, il suffit de
montrer par un résultat de Gupta et Newman [19, Théoréme 3.5] que G est un
groupe 3-Engel, car il est 2-engendré et sans torsion. Soient z,y € G, donc il
existe un sous-groupe normal H (z) d’indice fini dans G tel que (z, h) € N3 ; pour
tout h € H(z). Comme H(x) est d’indice fini dans G, il existe un entier n > 0
tel que y™ € H(x), donc (x,y") € N3; d'ou [z,3y"] = 1. Comme G € Ny, alors
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par un résulat da a Abdollahi [2, Lemme 1], [z,39"] = [z,3y]" ; or G est sans

torsion, donc [z,3y] = 1. Ceci signifie que G est un groupe 3-Engel. m

En combinant le Théoréme 2.2.1 et les deux résultats Lemme 2.2.2 et Lemme

2.2.3, on a les conséquences suivantes :

Corollaire 2.2.2 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini. On a :
(i) Si G est dans la classe F(NoF), alors G est dans la classe NoF.
(i1) Si G est dans la classe F(N3F), alors G est dans la classe N3(2)f.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini.
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(1) Supposons que G soit dans la classe F(N5F), donc d’apres le Théoreme
2.2.1, G est dans la classe N'F. Soit K un sous-groupe normal nilpotent de G tel
que G/K soit fini. Comme K est un groupe nilpotent de type fini, il admet un
sous-groupe normal sans torsion d’indice fini [36, 5.4.15 (i)]. D’ou G a un sous-
groupe normal nilpotent sans torsion N d’indice fini, or N est dans la classe
F(N2F), donc N est dans FAf [35, Lemme 6.33]. 11 s’ensuit, par le Lemme 2.2.2,
que N est dans la classe NV, et par conséquent G appartient a la classe NoF.

(#4) Supposons que G soit dans la classe F(N3F), donc d’apres le Théoréme
2.2.1, G est dans la classe N'F. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que
nous obtenons N est dans la classe FAj;. Il s’ensuit, par le Lemme 2.2.3, que N

est dans la classe /\/'3(2) et par conséquent GG appartient & la classe J\/})(Q)}" .

L. C. Kappe et W. P. Kappe, dans [24], ont construit un groupe G de type fini,
sans torsion, 3-Engel et nilpotent de classe égale exactement a 4. Par suite, en
utilisant une conséquence d’un résultat de Gupta et Newman [19, Théoréme 3.5,
G est dans la classe FAj3; or FAN; C F(N3F), done G € F(N3F). Si G € N3F, et
comme il est nilpotent et sans torsion, G sera dans la classe N3 par [35, Lemme
6.33] ; ce qui contredit le fait que G est nilpotent de classe égale exactement a 4.
Ceci signifie qu'un groupe G hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et appartenant
a la classe F(N,.F), n’est pas forcément étre dans la classe N F pour un entier
positif k& > 3.

2.3 Groupes des classes F(FN) et F(FN})

Le Théoréme suivant est notre résultat principal dans cette section, et qui

concerne la classe F(FN), dont la démonstration utilise le Théoréeme 2.2.1.

Théoréme 2.3.1 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini. Alors
G est dans la classe F(FN) si, et seulement si, G est dans la classe FN .

Preuve. Il est clair que tout groupe fini-par-nilpotent est dans la classe
F(FN). Réciproquement, soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini
de la classe F(FN). D’apres le Théoreme 2.2.1, G € N F. Soit N un sous-groupe
normal nilpotent de G tel que G/N soit fini.

Supposons d’abord que N soit sans torsion, et soit x € (. Il existe donc un

sous-groupe normal H(z) d’indice fini dans G tel que (z,h) € FN pour tout
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h € H(z). Posons K = H(x)NN, donc K est un sous-groupe normal d’indice fini
dans G tel que (x,y) € FN pour tout y € K. Soit y € K et soit T le sous-groupe
de torsion de (z,y). Par suite T est fini et (x,y) /T est un groupe nilpotent sans
torsion dans la classe NV.F, o1 c est la classe de nilpotence de IV, donc il est dans
N, par [35, Lemme 6.33]. On en déduit que (z,y) € FN, ie. v.1((z,y)) est
fini. Comme K est normal dans G, on a v, ((z,y)) < 7.1 ((z) K) < K. Or K
est sans torsion, donc v,,,((z,y)) = 1, et par suite (z,y) € N.. Il S’ensuit que
G € FN,, d'ou G € FN par [12, Théoréme 3.2 (a)].

On suppose maintenant que Ty, le sous-groupe de torsion de N, soit non tri-
vial. Alors Ty est fini, et comme les hypothéses sur GG sont fermées par quotients,
G/Tx € FN par la premicre partie de la preuve. Par suite G € FN, et c’est ce

que nous voulons. m

Notons que le Théoréme 2.3.1 n’est pas vrai pour tous les groupes. En effet,
soit le groupe localement diédral G = A x (z) ot A =~ Cyes, 22 =1 et a® = a~!
pour tout a € A. Il est clair que G' = A et G est localement nilpotent, donc
G € FN. Si G € FN, alors G € FA par [35, Lemme 3.13] ce qui donne
la contradiction que G’ est fini. Par suite G ¢ FN et on ne peut pas donc

supprimer la condition "de type fini" du Théoréme 2.3.1.

Aussi, soit G 'exemple de Golod [16] d’un groupe infini engendré par 3 élé-
ments dont tous les sous-groupes 2-engendrés sont p-groupes finis, pour un cer-
tain nombre premier p. Donc G € FN, mais G, étant infini, n’est pas dans la
classe FN. Par suite le Théoréme 2.3.1 n’est pas vrai pour tous les groupes

(résiduellement finis) de type fini.

Notons que le Théoréme 2.3.1 généralise un résultat qui est da a J. C. Lennox
[25, Théoréme A] affirmant qu’un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini
dont tout sous-groupe & deux générateurs est fini-par-nilpotent est lui-méme

fini-par-nilpotent.

Maintenant, on va caractériser les classes des groupes F(FN}), F(FA),
F(FN3) et F(FN3); ou k est un entier positif. En combinant le Théoréme 2.3.1
et les résultats [12, Théoréme 3.2 (a)], le fait que tout groupe de type fini dans
la classe FA est dans FA, Lemme 2.2.2 et Lemme 2.2.3, on a les conséquences

suivantes :
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Corollaire 2.3.1 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-
fini) de type fini. On a :

(i) Si G est dans la classe F(FN), alors il existe un entier positif ¢ = c(k),
ne dépendant que de k, tel que G soit dans FN .

(ii) Si G est dans la classe F(FA), alors G est dans FA.

(iii) Si G est dans la classe F(FNs), alors G est dans FN 5.

(iv) Si G est dans la classe F(FN3), alors G est dans FNéQ).

Preuve. Soit £ > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini)
de type fini.

(7) Supposons que G soit dans la classe F(FAN}), donc d’apres le Théoréme
2.3.1, G est dans la classe FN. Soit T le sous-groupe de torsion de G, donc T'
est fini et G/T est un groupe nilpotent de type fini et sans torsion; ainsi que
dans la classe FA. Il s’ensuit, par [12, Théoréme 3.2 (a)], qu’il existe un entier
¢ = ¢(k), ne dépendant que de k, tel que G/T soit dans FN ., dou G € FN..

(i7) Si G est dans la classe F(FA) = F(FN,), alors par le Théoréme 2.3.1,
G est dans la classe FAN. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous
obtenons G/T est dans la classe F.A, donc G/T est dans F.A et par suite G est
dans la classe F.A.

(i74) Si G est dans la classe F(FN3), alors par le Théoréme 2.3.1, G est dans
la classe FN. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous obtenons
G/T est dans la classe FA,. 11 s’ensuit, par le Lemme 2.2.2, que G/T est dans
la classe N5 ; d’ou G est dans la classe FNs.

(iv) Si G est dans la classe F(FN3), alors par le Théoréme 2.3.1, G est dans
la classe FN. Nous procédons comme dans () jusqu’a ce que nous obtenons
G/T est dans la classe FAj;. 11 s’ensuit, par le Lemme 2.2.3, que G/T est dans
la classe V2 ; d’otl G est dans la classe FA'Y . m

L. C. Kappe et W. P. Kappe, dans [24], ont construit un groupe G de type
fini, sans torsion, 3-Engel et nilpotent de classe égale exactement & 4. Par suite,
en utilisant une conséquence d’un résultat de Gupta et Newman [19, Théoréme
3.5], G est dans la classe FA3; d’ou G € F(FN3). Puisque G est sans torsion,
G ¢ FNj, car G est nilpotent de classe égale exactement a 4. Ceci signifie
qu'un groupe G hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et appartenant a la classe
F(FN4), n'est pas forcément étre dans la classe FN, pour un entier positif
k> 3.
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2.4 Groupes des classes F(7N) et F(TN})

Dans cette section on caractérisera les classes F(T7N) et F(TN}). Le résultat
principal ici indique qu'un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et dans
la classe F(7N) est périodique-par-nilpotent. Pour le montrer, on a besoin de
quelques lemmes préliminaires. Notons que notre résultat principal de la section

précédente a été utilisé dans la démonstration, mais sous des hypotheéses faibles.

Lemme 2.4.1 Un groupe Abélien-par-nilpotent, de type fini et dans la classe

F(TN) est périodique-par-nilpotent.

Preuve. Soit G un groupe Abélien-par-nilpotent de type fini dans la classe
F(7TN). Soit A un sous-groupe normal Abélien de G tel que G//A soit nilpotent
et supposons que A soit sans torsion. Comme G vérifie la condition maximale
sur les sous-groupes normaux [35, Théoréme 5.34|, A = alc...aTG pour certains
ai,...,a, € A. Par suite, pour tout 1 < ¢ < r, il existe un sous-groupe normal
H(a;) d’indice fini dans G tel que (a;, h;) € TN ; Vh; € H(a;). Posons H =
Mi<i<rH (a;), donc H est un sous-groupe normal d’indice fini dans G, et pour
tout 1 < i < r et pour tous h € H on a {(a;,h) € TN. Soit i avec 1 < i < r et
soit h € H, il existe donc un entier positif n = n(a;, h) tel que 7,1 ({a;, h)) soit
périodique. Or (a;,h) < (A, h) = (h) A, donc 7,1 ({a;, h)) < v, ((R)A) < A
qui est sans torsion, par suite v, ({a;, h)) = 1, d’out (a;, h) est nilpotent. Soit
a € A, donca=b;..bsoub; = af; pour certains g; € G, 1 <i; <retl<j<s.
Il existe un entier positif ¢;; = ¢, (a;, h9% 1) tel que <aij, h9i 1> € /\/'ci]_, ainsi

[aij,cz.j hgfl} = 1. En posant ¢ = max{ci]. |1<i;<r, 1<;< s} = c(a, h), on
obtient

lach] = [br.bych] = [br,ch] .. [bsc h] = [a2

11 °C

—1791 —179s
= [ail,c ho ] |:CL1'S,C h9s i| =1.

Comme [a,.bh] = |a,.h] = 1 pour tout b € A, on en déduit que pour tous

h] .. [a . h] =

a € Aetx € AH, il existe un entier ¢ = c(a,xz) > 0 tel que [a,.z] = 1 et
par suite A < R(AH) l'’ensemble des éléments d’Engel a droite de AH. De
plus, comme G/AH est fini, AH est un groupe Abélien-par-nilpotent de type

fini, donc par un résultat de Brookes [6] on a R(AH) = Z (AH) I’hypercentre

de AH. Or AH vérifie la condition maximale sur les sous-groupes normaux,
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par suite R(AH) = Zy(AH) pour un certain entier positif k. Il s’ensuit que
A < Zy(AH), mais AH/Z,(AH) < G/Z,(AH) = (G/A)/(Zy(AH)/A) € N
car G/A est nilpotent, donc AH/Z,,(AH) € N ; d'oun AH est nilpotent. Par
conséquent G € N F. On en déduit que G vérifie la condition maximale sur les
sous-groupes et par suite il est dans la classe F(FN'). Maintenant, le Théoréme
2.3.1 nous permet de conclure que G € FN.

Supposons maintenant que 7’4, le sous-groupe de torsion de A, soit non trivial.
Par la premiére partie de la preuve, nous avons que G/T4 € FN et par suite

G € TN. Ce qui achéve la démonstration. m

Lemme 2.4.2 Un groupe résoluble, Abélien-par-périodique et dans F(TN') est

périodique-par-Abélien.

Preuve. Soit G un groupe résoluble, Abélien-par-périodique dans la classe
F(7N). On va montrer que G, le sous-groupe dérivé de G, est périodique. En
effet, soit ¢ € G', donc g = [x1,y1] .. [Ty, yr] pour certains z;,y; € G avec 1 <
i <r.0npose H= (x;,y; /] 1 <i<r) quiest de type fini, donc H € AF et
par suite il vérifie la condition maximale sur les sous-groupes, mais H est dans
F(TN), ainsi H est dans la classe F(FN). Il s’ensuit, par le Théoréme 2.3.1,
que H € FN. Soit T le sous-groupe de torsion de H. Alors T est fini et H/T est
un groupe nilpotent sans torsion dans la classe AF, d’ou H/T est Abélien par
[35, Lemme 6.33], autrement dit H € F.A. Par suite H’, le sous-groupe dérivé de
H, est fini, or ¢ € H', donc g est d’ordre fini. Cela signifie que G’ est périodique,
ainsiG €TA. m

Lemme 2.4.3 Un groupe résoluble, de type fini et dans la classe F(TN) est

périodique-par-nilpotent.

Preuve. Soit G un groupe résoluble de type fini dans la classe F(Z7N). On
montrera par récurrence sur la longueur dérivée d de G' que G est périodique-par-
nilpotent. Si d = 1, alors G est Abélien et donc le résultat est vrai. Supposons
maintenant que d > 1 et que tout groupe résoluble de type fini dans la classe
F(TN) et de longueur dérivée strictement inférieure a d soit périodique-par-
nilpotent. Notre groupe G étant résoluble, il a un sous-groupe normal Abélien
A =G donc G/A est un groupe résoluble de type fini dans la classe F(TN)
et de longueur dérivée d — 1. Par ’hypothése de récurrence, on obtient que
G /A € TN. Par suite G est dans la classe A(TN), c’est-a-dire que G € (AT )N.
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Il s’ensuit, par le Lemme 2.4.2, que G est dans la classe (T A)N, or (TAN =
T (AN), donc G € T (AN). Maintenant, par le Lemme 2.4.1, G est dans la classe
T(TN)=TN, ie. G TN.

Maintenant, nous sommes préts pour démontrer notre résultat principal dans

cette section :

Théoréme 2.4.1 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini. Alors
G est dans la classe F(TN) si, et seulement si, G est dans la classe TN .

Preuve. Il est clair que tout groupe périodique-par-nilpotent est dans la
classe F(TN). Inversement, soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type
finidelaclasse F(TAN)etsoit 1 =Gy <1 Gy <+ < G, < Gryq < -+ Gy = G une
série ascendante de sous-groupes normaux de G telle que G,,1/G, € AF pour
tout ordinal 7, et si A est un ordinal limite, alors G, = U,.,G. Par récurrence
transfinie sur a;, on montre que GG est périodique-par nilpotent. Si a < 1, alors G
est un groupe Abélien-par-fini de type fini. Donc G vérifie la condition maximale
sur les sous-groupes et par suite il est dans F(FN). Ainsi par le Théoréme 2.3.1,
G € FN. Supposons maintenant que a > 1 et que tout groupe hyper-(Abélien-
par-fini) de type fini dans la classe F(7N) et de type d’ordre strictement inférieur
a «, soit dans la classe T7N. Si « est un ordinal limite, alors G = U,.,G,. Mais
G = (x1,...,x,) pour certains éléments z1, ...,z, de G, donc G = G, pour un
certain odinal 7 < « et par suite G € 7N. On suppose maintenant que « ne
soit pas un ordinal limite, il a donc un prédécesseur o« — 1, d’ott par I’hypothese
de récurrence G,_1 € TN. Comme G/Gy_1 = Go/Go-1 € AF, alors G est
dans la classe (TN)(AF) C (TN)A)F = (T(NA))F, ie. G € (T(NA))F.
Soit N < G tel que N € T(NA) et G/N soit fini. Puisque G est de type
fini, alors N est un groupe périodique-par-résoluble de type fini dans la classe
F(TN), dou par le Lemme 2.4.3, N est un groupe périodique-par-(périodique-
par-nilpotent), i.e. N € TN. On a donc G € (TN)F, or (TN)F = T(NF),
par suite G € 7 (NF). Soit T' un sous-groupe normal de G tel que T € T
et G/T € NF. Comme les groupes nilpotents-par-finis de type fini vérifient la
condition maximale sur les sous-groupes, G/T € F(FN) et par suite G/T € FN
par le Théoréme 2.3.1, de sorte que G € TN et le Théoréme est prouvé. m

Notons que le Théoréme 2.4.1 n’est pas vrai pour tous les groupes. En effet,
McLain [36, Pages 347 et 348] a construit un groupe G = M(Q, F’) localement



2. Groupes ayant beaucoup de sous-groupes 2-engendrés dans une
classe donnée 37

nilpotent, sans torsion et caractéristiquement simple (donc il est parfait et son
centre est trivial); en prenant ici F' est un corps de caractéristique zéro. 11 est
clair que G est dans la classe FA/; mais G ¢ TN, car il est sans torsion et non

nilpotent. La condition "de type fini" est donc nécessaire dans le Théoréme 2.4.1.

Aussi dans [22, Corollaire 4.2], I'existence d'un exemple de Golod sans torsion
a été prouvé; c’est-a-dire qu’il existe un groupe G sans torsion, engendré par 3
éléments, résiduellement nilpotent, non nilpotent et dans lequel tous les sous-
groupes 2-engendrés sont nilpotents. En particulier, G est dans la classe FA/;
mais G, étant sans torsion et non nilpotent, G ¢ TN, ce qui montre que le
Théoréme 2.4.1 n’est pas vrai pour tous les groupes (résiduellement nilpotents)

de type fini.

Il est clair que tout groupe appartenant & la classe F7 est périodique. De
ceci et le fait que les groupes localement finis sont stables par extension et le fait
aussi quun groupe hyper-(localement fini) est localement fini [35, Partie 1, page
36], on en déduit que tout groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et dans
la classe F7 est fini.

On va caractériser les classes F(TNy), F(TA), F(TN,) et F(TN3); ou k
est un entier positif. En combinant le Théoréme 2.4.1, le résultat [12, Théoréme
3.2 (a)], le fait que tout groupe de type fini dans la classe F.A est dans F A, le

Lemme 2.2.2 et le Lemme 2.2.3, on a les conséquences suivantes :

Corollaire 2.4.1 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-
fini) de type fini. On a :

(i) Si G est dans la classe F(TNY), alors il existe un entier positif ¢ = c(k),
ne dépendant que de k, tel que G soit dans TN ..

(ii) Si G est dans la classe F(T A), alors G est dans T A.

(111) Si G est dans la classe F(TN5), alors G est dans TN 5.

(iv) Si G est dans la classe F(TN3), alors G est dans TN;Q).

Preuve. Soit £ > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini)
de type fini.

(7) Supposons que G soit dans la classe F(7N}), donc d’apres le Théoréme
2.4.1, G est dans la classe TN . Soit T le sous-groupe de torsion de G, donc

G /T est un groupe nilpotent de type fini et sans torsion ; ainsi que dans la classe
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FN. 1l s’ensuit, par [12, Théoréme 3.2 (a)], qu’il existe un entier ¢ = ¢(k), ne
dépendant que de k, tel que G/T soit dans FN ., dou G € TN..

(77) Si G est dans la classe F(T.A) = F(TN;), alors par le Théoréme 2.4.1,
G est dans la classe 7N . Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous
obtenons G/T est dans la classe F.A, donc G/T est dans F.A et par suite G est
dans la classe 7 A.

(i74) Si G est dans la classe F(TN3), alors par le Théoréme 2.3.1, G est dans
la classe TN. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous obtenons
G/T est dans la classe FA,. 11 s’ensuit, par le Lemme 2.2.2, que G/T est dans
la classe N ; d’oul G est dans la classe TN 5.

(1v) Si G est dans la classe F(7N3), alors par le Théoréme 2.3.1, G est dans
la classe TN. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous obtenons
G/T est dans la classe FAj;. 11 s’ensuit, par le Lemme 2.2.3, que G/T est dans
la classe Vi2 ; d’otl G est dans la classe TN, m

L. C. Kappe et W. P. Kappe, dans [24], ont construit un groupe G de type
fini, sans torsion, 3-Engel et nilpotent de classe égale exactement a 4. Par suite,
en utilisant une conséquence d’un résultat de Gupta et Newman [19, Théoréme
3.5], G est dans la classe FA5; d’ou G € F(7N3). Puisque G est sans torsion,
G ¢ TN3, car G est nilpotent de classe égale exactement a 4. Ceci signifie
qu'un groupe G hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et appartenant a la classe
F(TN}), nest pas forcément étre dans la classe TN, pour un entier positif
k> 3.



Chapitre 3

Une caractérisation des groupes

finis-par-nilpotents

3.1 Introduction

Dans ce dernier chapitre, on donnera une caractérisation des groupes finis-
par-nilpotents dans la classe des groupes hyper-(Abélien-par-fini) de type fini.
Plus précisément, on établira qu’un groupe G hyper-(Abélien-par-fini) de type
fini est dans la classe FQ (respectivement F(ME)) si, et seulement si, G est dans
la classe FN ; ou 2, M et £ sont les classes des groupes introduites au premier
chapitre, et FA est la classe introduite au chapitre précédent. On prouvera aussi
que si k > 0 est un entier et si G est un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de
type fini dans la classe Fj (respectivement F(ME)), alors il existe un entier
positif ¢ = ¢(k) ne dépendant que de k tel que G soit dans la classe FN.; ou
Q. et & sont les classes des groupes introduites au premier chapitre. Ces quatre
résultats généralisent ainsi nos quelques résultats établis dans la troisiéme section

du Chapitre 2, notamment le Théoréme 2.3.1.

3.2 Groupes des classes F() et F();

Dans cette section on caractérisera les classes F() et F(2;, ou notre résultat
principal ici indique qu'un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la
classe F(Q) est fini-par-nilpotent. On va commencer par établir quelques résul-

tats préliminaires dont les démonstrations ont été adaptées des techniques de la

39
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preuve du Théoréme 3 de Lennox [26].

Lemme 3.2.1 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la

classe FXQ). Si G est résiduellement nilpotent, alors G est dans la classe FN .

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe
FQ), et supposons que G soit résiduellement nilpotent. Soit z € G, il existe donc
un sous-groupe normal H(z) d’indice fini dans G tel que (z,h) € Q pour tout
h € H(zx). Soit h € H(x), donc il existe un entier positif k tel que v, ((z, h)) =
Y1 ((z, h)). Mais (z, h) est résiduellement nilpotent en tant que sous-groupe de
G, i.e. iergl*%«m’h)) = 1, donc 7, ({z,h)) = i&;ﬁ((ﬂ:,h)) = 1. Ceci signifie que
(x,h) € N, et ainsi G est dans la classe FN. 1l s’ensuit, par le Théoréme 2.3.1,

que G est dans la classe FN ; ce qui achéve la démonstration. m

Lemme 3.2.2 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la classe
FXQ2 est nilpotent-par-fini.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la
classe FQ2. Supposons que G ne soit pas nilpotent-par-fini. Comme les groupes
nilpotents-par-finis de type fini sont de présentation finie, et comme la classe F{2
est fermée par passage aux quotients, alors d’aprés [35, Lemme 6.17] on peut
supposer que tout quotient propre de G soit dans la classe N'F. Notre groupe G
étant hyper-(Abélien-par-fini), il contient un sous-groupe normal non trivial A
tel que A soit fini ou Abélien; donc G/A € NF. 1l est clair, dans ce cas, que A
est Abélien et donc G est dans la classe ANF), or ANF) C (AN)F, ainsi G
est dans (AN)F. Par suite G admet un sous-groupe normal N d’indice fini tel
que N soit Abélien-par-nilpotent. Comme G/N est fini, alors N est un groupe
Abélien-par-nilpotent de type fini. Il s’ensuit, par un résultat de Segal [38, Co-
rollaire 1], que N a un sous-groupe normal résiduellement nilpotent d’indice fini,
et ainsi G admet un sous-groupe normal résiduellement nilpotent d’indice fini K.
Maintenant, comme K est hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et résiduellement
nilpotent dans la classe F(, alors par le Lemme 3.2.1, K est dans la classe FN,
et donc il est dans N F, selon un résultat de P. Hall [23, 1.5]. Par suite G est

dans la classe (N F)F = N F, une contradiction et le Lemme est prouvé. =

Lemme 3.2.3 Un groupe nilpotent-par-cyclique fini, de type fini et dans la classe
FQ est fini-par-nilpotent.
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Preuve. Soit G un groupe de type fini dans la classe F{2 admettant un
sous-groupe normal nilpotent N tel que G/N soit un groupe cyclique fini. On
va montrer par récurrence sur l'ordre du groupe G/N que G est dans la classe
FN. On pose n =|G/N|. Sin =1, alors G = N et G est nilpotent. Supposons
maintenant que n > 1, et que tout groupe de type fini dans la classe FQ et
nilpotent-par-cyclique fini d’ordre r, avec r < n, soit fini-par-nilpotent. Soit ¢ un
nombre premier divisant n. Comme G/N est cyclique, il admet un sous-groupe
normal H/N d’indice ¢, donc H est un sous-groupe normal dans G d’indice ¢
contenant N. De plus, comme |H/N| < |G/N|, alors par ’hypothése de récur-
rence, H est dans la classe FN. Soit T le sous-groupe de torsion de H. Comme
H est de type fini, T est fini et H/T est un groupe nilpotent sans torsion de
type fini. Par suite, par un résultat de Gruenberg [36, 5.2.21], H/T est résiduel-
lement un p-groupe fini pour tous les nombres premiers p et par conséquent, en
particuler, H/T est résiduellement un g-groupe fini. Or H est d’indice ¢ dans G,
donc cela nous permet de conclure que G/T est résiduellement un g-groupe fini
[39, Exercice 10, page 17]. Ceci signifie que G /T est résiduellement nilpotent.
Il s’ensuit, par le Lemme 3.2.1, que G/T est dans la classe FN et donc G est

lui-méme fini-par-nilpotent. m

Maintenant, nous sommes préts pour démontrer notre résultat principal dans

cette section :

Théoréme 3.2.1 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini. Alors

G est dans la classe FQ) si, et seulement si, G est dans la classe FN .

Preuve. Il est clair que tout groupe fini-par-nilpotent est dans la classe F().
Réciproquement, soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini de la
classe F(). Par suite, par le Lemme 3.2.2, G est dans la classe N F. Soit K un
sous-groupe normal nilpotent de G tel que G/ K soit fini. Comme K est un groupe
nilpotent de type fini, il admet un sous-groupe normal sans torsion d’indice fini
[36, 5.4.15 (i)]. Donc G a un sous-groupe normal nilpotent sans torsion N d’indice
fini. Soit  un élément non trivial de G. Comme N est de type fini, (N, ) est
de type fini dans la classe FQ), or (N, z) /N est cyclique fini, donc par le Lemme
3.2.3, (N, x) est fini-par-nilpotent. Il existe donc un sous-groupe normal fini H de
(N, z) tel que (N,z) /H soit nilpotent, ainsi v, ((N,z)) < H pour un certain

entier positif k, d’ott v,,,((IV,z)) est fini. Par suite, il existe un entier positif
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m tel que [g,xx]™ = 1; pour tout g € N. Soit ¢ € N. Comme [g,; x] est un
élément du groupe sans torsion N, on déduit que [g,,z] = 1, ainsi g est un
élément d’Engel a droite de G et par conséquent N C R(G); ou R(G) désigne
I’ensemble des éléments d’Engel a droite de G. Par ailleurs, comme G est un
groupe nilpotent-par-fini de type fini, il vérifie la condition maximale sur les
sous-groupes. Donc, par un résultat de Baer [35, Théoréeme 7.21], R(G) coincide
avec 1'hypercentre de G qui est égal & Z,(G) pour un certain entier positif n,
ainsi N < Z,(G) et par suite Z,(G) est d’indice fini dans G. Il s’ensuit, encore

par Baer [23, Théoréme 1], que G est dans la classe FA . m

Notons que le Théoréme 3.2.1 n’est pas vrai pour tous les groupes. En effet,
Vaughan-Lee et Wiegold, dans [43], ont construit un p-groupe infini G, parfait
(i.,e. G = @), localement fini et d’exposant un nombre premier p > 5; donc
tout sous-groupe & deux générateurs de G est nilpotent. Par suite G € FN et
ainsi G € FQ; mais G ¢ FN car il est parfait et infini. On ne peut pas donc

supprimer la condition "de type fini" du Théoréme 3.2.1.

Aussi, soit G I'exemple de Golod [16] d’un groupe infini engendré par 3 élé-
ments dont tous les sous-groupes 2-engendrés sont p-groupes finis, pour un cer-
tain nombre premier p. Donc G € FN et par conséquent G € FQ, mais G, étant
infini, n’est pas dans la classe FN. Par suite le Théoréme 3.2.1 n’est pas vrai

pour tous les groupes (résiduellement finis) de type fini.

Notons que le Théoréme 3.2.1 généralise un résultat qui est di a J. C. Lennox
[26] affirmant qu’un groupe résoluble de type fini dont tout sous-groupe a deux

générateurs est de profondeur finie, est fini-par-nilpotent.

Il est clair qu'un groupe Abélien GG dans la classe F€); est trivial. En effet, si
G # 1, alors il contient un élément non trivial x, et il existe donc un sous-groupe
normal H(z) d’indice fini dans G tel que 7, ((z, h)) = v,({x, h)) = 1 pour tout
h € H(xz); don x = 1, ce qui est une contradiction. Il s’ensuit qu'un groupe
G hyper-(Abélien-par-fini) dans la classe FQ; est hyper-(fini), car FQ; est une
classe stable par passage aux sous-groupes et par passage aux quotients. Mais il
n’est pas difficile de voir qu'un groupe hyper-(fini) est localement fini [35, Partie
1, page 36], donc G est localement fini. Maintenant si GG est infini, il contient un

sous-groupe Abélien infini A [35, Théoréme 3.43]. Comme A est dans la classe
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F€)y, il est trivial ; une contradiction et GG, donc, est fini. Finalement, on a tout

groupe hyper-(Abélien-par-fini) dans la classe FQ; est fini.

Maintenant, on va caractériser les classes F€), F()y, FQl3 et F€)y ; ol £ est un
entier positif. En combinant le Théoréme 3.2.1 et les résultats [12, Théoréme 3.2
(a)], le fait que tout groupe de type fini dans la classe F.A est dans F.A, Lemme

2.2.2 et Lemme 2.2.3, on a les conséquences suivantes :

Corollaire 3.2.1 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-
fini) de type fini. On a :

(i) Si G est dans la classe FQy, alors il existe un entier positif ¢ = c(k), ne
dépendant que de k, tel que G soit dans FN ..

(i1) Si G est dans la classe FQ, alors G est dans FA.

(i11) Si G est dans la classe FQ3, alors G est dans FNs.

(iv) Si G est dans la classe FQy, alors G est dans .7:./\/5,2).

Preuve. Soit £ > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini)
de type fini.

(7) Supposons que G soit dans la classe FQy, donc d’aprés le Théoréme 3.2.1,
G est dans la classe FN. Soit N un sous-groupe normal fini de G tel que G/N
soit nilpotent de type fini dans la classe FQ. Comme Q; NN = N,_4, alors G/N
est dans la classe FA,_;. Il s’ensuit, par [12, Théoréme 3.2 (a)], qu’il existe un
entier ¢ = ¢(k), ne dépendant que de k, tel que G/N soit dans FN ., d’ou G est
dans la classe FN..

(74) Si G est dans la classe F()y, alors par le Théoréeme 3.2.1, G est dans la
classe FN. Nous procédons comme dans (7) jusqu’a ce que nous obtenons G /N
est dans la classe FA; = FA, donc G/N est dans F.A et par suite G est dans la
classe FA.

(7i1) Si G est dans la classe FQ3, alors par le Théoréme 3.2.1, G est dans la
classe FN. Soit T le sous-groupe de torsion de G, donc T est fini et G/T est
un groupe nilpotent de type fini et sans torsion ; ainsi que dans la classe FQ3 =
FANs, car Q3 NN = N,. 1l ’ensuit, par le Lemme 2.2.2, que G/T est dans la
classe Ny ; d’ot G est dans la classe FNs.

(iv) Si G est dans la classe FQy, alors par le Théoréeme 3.2.1, G est dans
la classe FN. Nous procédons comme dans (7ii) jusqu’a ce que nous obtenons
G/T est dans la classe FAj;. 1l s’ensuit, par le Lemme 2.2.3, que G/T est dans
la classe Ni? ; d’ott G est dans la classe FNY. m
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L. C. Kappe et W. P. Kappe, dans [24], ont construit un groupe G de type
fini, sans torsion, 3-Engel et nilpotent de classe égale exactement a 4. Par suite,
en utilisant une conséquence d’un résultat de Gupta et Newman [19, Théoréme
3.5], G est dans la classe FA3; d’ou G € FQy, car Q4 NN = Nj. Puisque G est
sans torsion, G ¢ FN3, car G est nilpotent de classe égale exactement a 4. Ceci
signifie qu'un groupe G hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et appartenant a la
classe FQ);, n’est pas forcément étre dans la classe FN ;1 pour un entier positif
k> 4.

3.3 Groupes des classes F(ME) et F(MEy)

En utilisant le Théoréme 3.2.1, nous allons prouver les résultats suivants
concernant les classes F(ME), F(MEy) et FIMA) = F(ME;). Nous com-
mencons par montrer une version plus faible du Théoréme 3.2.1 associée a la
classe F(ME). Le résultat principal de cette section indique qu’un groupe hyper-
(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe F(ME) est fini-par-nilpotent.

Lemme 3.3.1 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la classe
F(MN) est fini-par-nilpotent.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe
F(MWN), et soit x € G. Il existe donc un sous-groupe normal H(z) d’indice fini
dans G tel que (x,h) € MN pour tout h € H(z). Soit h € H(z), donc il
existe un sous-groupe normal N de (z,h) tel que N soit dans M et (z,h) /N
soit nilpotent, ainsi v,,,({z, h)) < N pour un certain entier positif i. Par suite
Yigr (@, h)) > vi9((z, h)) > ... est une série descendante infinie de sous-groupes
normaux de IV, or NV est dans la classe M, donc il y a un entier positif n > 1+ 1
tel que v,,((z, h)) = V41 ((x, b)), d’ou (x, h) est dans Q. Cela signifie que G est
dans la classe F(. Il s’ensuit, par le Théoréme 3.2.1, que G est fini-par-nilpotent ;

et c’est ce que nous voulons. m

Lemme 3.3.2 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la classe
F(ME) est nilpotent-par-fini.

Preuve. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini dans la classe
F(ME). Comme les groupes nilpotents-par-finis de type fini sont de présentation



3. Une caractérisation des groupes finis-par-nilpotents 45

finie, et comme la classe F(ME) est stable par passage aux quotients, alors
d’aprés [35, Lemme 6.17] on peut supposer que tout quotient propre de G soit
dans la classe N F, mais que G lui-méme ne soit pas nilpotent-par-fini. Notre
groupe G est hyper-(Abélien-par-fini), il existe donc un sous-groupe normal non
trivial A de G tel que A soit fini ou Abé¢lien, ainsi G/A € NF. 1l est clair, dans
ce cas, que A est Abélien et donc G est dans la classe ANF), or ANF) C
(AN)F, ainsi G est dans (AN)F. Par suite G est une extension finie d’un
groupe résoluble. Soit A un sous-groupe normal résoluble de G d’indice fini.
Comme K est dans la classe F(ME), alors il est dans F(MN), car tout groupe
résoluble d’Engel et de type fini est nilpotent [35, Théoréme 7.34]. De plus, K
est de type fini, car il est d’indice fini dans G. Il s’ensuit, par le Lemme 3.3.1,
que K est fini-par-nilpotent, et donc par un résultat de P. Hall [23, Théoréme
2], il est nilpotent-par-fini. D’ou G est nilpotent-par-fini, une contradiction. La

démonstration est maintenant terminée. m

Comme les groupes nilpotents-par-finis de type fini vérifient la condition

maximale sur les sous-groupes, le Lemme 3.3.2 admet la conséquence suivante :

Corollaire 3.3.1 Un groupe hyper-(Abélien-par-fini), de type fini et dans la

classe F(ME) vérifie la condition mazimale sur les sous-groupes.
Maintenant, nous sommes préts pour démontrer notre résultat principal :

Théoréme 3.3.1 Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini. Alors
G est dans la classe F(ME) si, et seulement si, G est dans la classe FN .

Preuve. Il est clair que tout groupe fini-par-nilpotent est dans la classe
F(ME). Reéciproquement, soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini
dans la classe F(ME), donc, grace au Corollaire 3.3.1, G vérifie la condition
maximale sur les sous-groupes. Comme les groupes d’Engel vérifiant la condition
maximale sur les sous-groupes sont nilpotent [36, 12.3.7], on déduit que G est
dans la classe F(MN), ainsi en vertu du Lemme 3.3.1, G est dans FA . m

Notons que le Théoréme 3.3.1 n’est pas vrai pour tous les groupes. En effet,
soit le groupe localement di¢dral G = A x (z) out A ~ Cyeo, 22 =1 et a* = a™*
pour tout a € A. Il est clair que G’ = A et G est localement nilpotent, donc G €

FN et par conséquent G € F(ME). Si G € FN, alors G € FA par [35, Lemme
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3.13] ce qui donne la contradiction que G’ est fini. Par suite G ¢ FN et on ne

peut pas donc supprimer la condition "de type fini" du Théoréme 3.3.1.

Aussi, soit G 'exemple de Golod [16] d’un groupe infini engendré par 3 élé-
ments dont tous les sous-groupes 2-engendrés sont p-groupes finis, pour un cer-
tain nombre premier p. Donc G € FF et par conséquent G € F(ME), mais G,
étant infini, n’est pas dans la classe FN. Par suite le Théoréme 3.3.1 n’est pas

vrai pour tous les groupes (résiduellement finis) de type fini.

Notons que le Théoréeme 3.3.1 améliore le Théoréme 2.3.1 du chapitre précé-

dent, car FN C ME.

A Taide du Théoréme 3.3.1, on va caractériser la classe F(ME) ou k est un
entier positif. Pour ce faire, nous avons besoin de deux résultats. Le premier,
qui est dit & Zelmanov [44], affirme qu’un groupe nilpotent, k-Engel et sans
torsion, est nilpotent de classe égale au plus & un entier ¢; = ¢; (k) ne dépendant
que de k. En revanche le deuxiéme résultat, trouvé dans [12], affirme qu'un
groupe résoluble-par-fini de type fini dans la classe FN, est dans la classe FN .,
ol ¢; = ¢z (k) est un entier ne dépendant que de k. Pour le cas spécial k =
1, nous caractériserons la classe F(ME&;) = F(AF) en utilisant seulement le
Théoreme 3.3.1 et le fait que tout groupe de type fini dans la classe F.A est dans
FA. Maintenant, pour les deux cas particuliers £ = 2 et kK = 3, on va donner
une caractérisation des classes F(ME;) et F(ME3) en combinant le Théoréme
3.3.1 et les deux résultats Lemme 2.2.2 et Lemme 2.2.3; ol nous aurons besoin
d’utiliser des conséquences des résultats de Levi [35, Théoréme 7.13] et Gupta-
Newman [19, Théoréme 3.5].

Corollaire 3.3.2 Soit k > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-
fini) de type fini. On a :

(i) Si G est dans la classe F(MEY), alors il existe un entier positif ¢ = c(k),
ne dépendant que de k, tel que G soit dans FN .

(i1) Si G est dans la classe F(MA), alors G est dans F.A.

(iii) Si G est dans la classe F(ME,), alors G est dans FN .

(iv) Si G est dans la classe F(ME3), alors G est dans .7-“/\/1(,,2).

Preuve. Soit £ > 0 un entier et soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini)
de type fini.
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(1) Supposons que G soit dans la classe F(ME}), donc d’apres le Théoréme
3.3.1, G est dans la classe FN. Soit T le sous-groupe de torsion de G, donc T est
fini et G/T est un groupe nilpotent sans torsion et dans la classe F(MEy) = F&;
[35, Théoreme 5.25]. En vertu du résultat de Zelmanov [44], il existe un entier
c1 = ¢1(k), ne dépendant que de k, tel que G/T soit dans FN.,. Maintenant, par
[12, Théoreme 3.2 (a)], il existe un entier ¢ = c(c;) = c(ey(k)) = (cocr)(k) =
c2(k), ne dépendant que de k, tel que G/T soit dans FN, ainsi G est dans la
classe FN..

(77) Si G est dans la classe F(MA) = F(ME,), alors par le Théoréme 3.3.1,
G est dans la classe FAN. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous
obtenons G /T est dans la classe FE; = FA, donc G/T est dans F.A et par suite
G est dans la classe FA.

(73i) Si G est dans la classe F(ME3), alors par le Théoréme 3.3.1, G est dans
la classe FN. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous obtenons
G/T est dans la classe F&,. Or tout groupe 2-Engel et engendré par 2 éléments
appartient a Ny [35, Théoréme 7.14], donc G/T est dans la classe FA;. Il s’ensuit,
par le Lemme 2.2.2, que G/T € N, ; d’ou G est dans la classe FNs.

(iv) Si G est dans la classe F(MEj3), alors par le Théoréeme 3.3.1, G est dans
la classe FN. Nous procédons comme dans (i) jusqu’a ce que nous obtenons
G/T est dans la classe F&. Comme G/T est sans torsion, alors par un résultat
de Gupta et Newman [19, Théoreme 3.5], G/T est dans la classe FNj3. 1l s’ensuit,
par le Lemme 2.2.3, que G/T € ./\/'3(2) ; d’ot GG est dans la classe FN:()?). [

Notons que chaque conséquence trouvée dans le Corollaire 3.3.2 améliore ce
qui est correspondant dans le Corollaire 2.3.1 du chapitre précédent, car FN}, C

ME,, pour tout entier positif k.

L. C. Kappe et W. P. Kappe, dans [24], ont construit un groupe G de type
fini, sans torsion, 3-Engel et nilpotent de classe égale exactement a 4. Il est clair
que G appartient a la classe F(ME3). Puisque G est sans torsion, G ¢ FN 3,
car (G est nilpotent de classe égale exactement & 4. Ceci signifie qu'un groupe G
hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et appartenant a la classe F(MEy), n’est

pas forcément étre dans la classe FN, pour un entier positif k& > 3.
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