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Résumé. Le but de cette thése est de proposer une contribution a 1’étude
de quelques problemes aux limites pour le bilaplacien. Pour cela on
consideére un modele mathématique en vibration non linéaire d’une
plaque , pour ces problemes on établit quelque résultats d’existence. La
thése comporte trois chapitres. Le premier chapitre est comporte destiné a
les rappels et préliminaires. On rappelle également les outils
mathématiques qui on servi pour établir les résultats présentées ici. On
considére au deuxiéme chapitre quelques problemes pour le bilaplacien
dans un ouvert borné a frontiere suffisamment réguliere. Dans le
troisieme chapitre on considere deux problemes de vibration non linéaire
d’une plaque.

Mots-clées. Formulation Variationnelle, Plaque, Vibration non Linéaire,
Existence de Solution, Unicité, Régularité , Compacité.

Abstract. The purpose of this thesis is the study of some problems
related to bilaplacien. For this aim, we consider a mathematical model in
vibration in a non linear srface, for these problems, we use some
existence results. This thesis is composed of three chapters. The first
chapter deals with some reninders and preliminiries.We also mention the
mahtematical outils used for the given results. We deal in the second
chapter some problems for the bilaplacien in an open frontier that is
regular enough. In the third chapter we talk about two problems of
nonlinear vibration of plate .

Key-words. Variational Formulation, Plate, Nonlinear Vibration,
Existence of Solution, Uniqueness, Regularity, Compactness.
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Notations géométriques

Q

8

- MO H

X

]l

: ouvert borné de R"™.

= (x1,22,...,x,) € Q, point générique.
:le temps ¢t € ]0,7[, T fini.

: frontiere de €.

=Q x10,77.

=T x]0,T7.

: le corps R (ou C).

: la densité des forces volumiques.

: le coefficient de poisson des plaques.
: le vecteur unitaire normal sortant.

: le vecteur unitaire tangente.

: dérivée normal extérieure.

: dérivée tangente.

u du ou
Ox1? Oxo? " " ") Oxp/°

= gradu = (
. 9%u
= Z 7
=1
: opérateur différentiel.
= AA.
: operateur de Green.
= (a1, qa,...,ay) € NV,
=a;t+ay+ ... +an.
n
=D Tl
i=1

= Z:’L:I 7.

B(a,r) ={zeR"|a—z|, <r}.
B(a,r) ={reR" |la—z|,<r}.

dry

: la mesure de surface sur I'.



Les espaces fonctionnels

LP(Q) ={f:Q—=k; [,|fIPdr <}, 1<p< 0.
1/
HfHLP(Q) = (fg‘ﬂpdx) p’ 1 <p<oo.
L>(Q) :{f:Q—>]k;sup|f|<oo}.
€
11l ooy =sup|f].
€N

(f,9) = [, fgdz, produit scalaire dans L*(2).
|f] = /(f, f), norme dans L*(9).
D® = —aiil’iigz,;:g;‘gn ol =a1 + s+ ... + an.
oF :g—;,kEN*etizl...n.
WP () = {u e LP(Q); D € LP(Q), |a] < m}.

m 1/17
sy = (S ID%l)
H™(Q) =Wm2(Q).

" 1/2
(1o = (35 070D
W (@) — e Wm (9)5D% ulp = 0,Ja] < m—1}
1y (@) ~ {ue HMQ)D" ulp = 0, || <m— 1},

1/2
a2
. - (S I0ulg)
W—m4(Q) : le dual topologique de W™ (Q), -+ . =1.
% : le dual topologique de V.
T

LP(0,T;V) :{f:[O,T]—>V;f||f||€/da<oo}, 1<p< .

T 1/p °
Floorn = ([IA0d)  1<p<o
11l Lo o,7v = sup |[f]l -

t€[0,T]

LW, V) : espace des applications linéaires continus de W dans V.



Introduction

Le probléme de vibration non linéaire d’une plaque mince, dans un domaine régulier,
est un probléme aux limites gouvernées par un systéme d’équation non linéaire avec des
conditions aux limites. Ce probléme modélise le phénomeéne des vibrations non linéaires
de la plaque.

Dans ce travail, on s’intéresse a la justification de ce modele, c’est & dire a 'existence
de la solution par la méthode de compacité. Pour cela, on utilise 'opérateur de Green,
i.e. I'inverse de bilaplacien pour les conditions aux limites en question, et on ramene le
systéme a une équation d’un seul inconnu.

Pour cette équation, il ya différents types de conditions aux bords peuvent étre consi-
dérées :

Les conditions de Dirichlet

Ou_

u

Et celle d’une plaque simplement supportée dont :



Nl = () =~ But (L= v) %),
0*u
M(u)|r = M (u) :vAu—i—(l—v)a—nQ.

Ce travail, ce décompose en trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré essentiellement aux rappels des résultats princi-
paux sur les distributions et les espaces de Sobolev classiques pour mieux comprendre le
contenu de ce travail. Puis, on rappelle quelques résultats théoriques généraux, a la fin de
ce chapitre, on définie les espace de Lebesgue a valeurs vectorielles, que nous utiliserons,
et on terminer par le théoréme de Rellich qui est le principe de la méthode de compacité.

Au deuxiéme chapitre, nous avons traité quelques problémes pour le bilaplacien dans
un ouvert borné a frontiére suffisamment réguliére avec les conditions d’une plaque en-
castrée , simplement supportée et libre. Dans le but de définir 'opérateur de Green
correspondant.

Dans le troisiéeme chapitre, on se propose d’étudier deux problémes de vibration non
linéaire, avec les conditions d’une plaque encastrée et libre. Dans le but de définir ’opé-
rateur de Green correspondant.

On démontre un théoréme d’existence par la méthode de compacité.



Chapitre 1

Rappels et préliminaires

1.1 L’espace D (f)) des fonctions tests

Soit 2 un ouvert borné de R"™.
Définition 1.1 Soit ¢ : Q@ — R une fonction continue.

On appelle support de ¢ (supp(yp)) l'adhérence en R™ de l’ensemble

{z e Q/p(x) # 0}

Notation 1.1 On note par C (2) ou encore D () l’ensemble des fonctions ¢ de
Q dans R vérifient :
1. indéfiniment dérivables.

2. a support compact et inclus en €.
i.e. ®(Q)={ueC>®(Q), supp(u) compact}.
Exemple 1.1 On définit la fonction p : R — R par :

1
ellelz—1 si|lz]], <1,
ple) = ’ (1.1)
0 si||lz]|, > 1.



Elle évide que p(x) est un élément de ® () tell que supp (p) = B(0,1).

Remarquel.l Par des translations et des homothéties sur la variable, on déduit
ezistence des fonctions tests dont le support est une boule B(a,r) oti a € R",r € R,.
On peut alors construire une infinité de fonctions test dont les supports sont deux & deux
disjoints, d’ou il résulte que D () est un espace vectoriel de dimension infinie, dont
Uensemble D () ne se réduit pas a zéro.

Proposition 1.1 Si f € D () et g € C* alors fg € D ().

Définition 1.2 Soit (gpj)jeN une suite des éléments de D (Q2) . On dit que @; converge
vers ¢ dans D () si les deuz conditions suivantes sont satisfaites :

1. I existe un compact K de ) tel que supp (goj) € K,VjeN.

2. Pour tout multi-indice o € N" la suite (D“gpj) converge uniformément sur K

jeN
vers D%p, c’est a dire :

sup ‘D“goj(x) — D%p(z)| — 0, lorsque j — oo.

Remarquel.2 Si ¢ € D (), comme supp (D%p) C supp (¢), on aura aussi D*p €
D (). Quel que soit a € N". Pour la méme raison, si p; — 0 dans D (Q), alors

D%p; — 0 dans D () quel que soit o € N".

1.2 L’espace des distributions © ()

Définition 1.3 On appelle distribution sur € toute application linéaire continue de
D () dans R, c’est a dire, une application T' est une distribution sur € si et seulement
siT:D(Q)—R:p— (T, ) satisfait :

1. T est une application linéaire, i.e.

(T ap + ) = a(T, o) + B{T¢), Vo,¢ € D () ,Va,5 k.



2. T est continue, i.e. Si p; — 0 dans D (), alors <T, g0j> — 0 dans R.
Définition 1.4 Soit (T),)nen une suite d’éléments de D' (Q).On dit que T,, — 0 dans
D' (), si et seulement si (T, ) — 0,V € D(Q).

Notaion 1.2 On note par D' () l'ensemble de toutes les distributions sur Q on dit
aussi que D' (Q) est le dual topologique de D ().
Définition 1.5 Soit p un réel, p > 1.

Lp

loc

(Q) ={u:Q—R, pour tout compact K C Qonauec LP(K)}.

Définition 1.6 pour toute fonction u € L} (Q) on définit la distribution T, de la

loc

maniere suivante :

(T, p) = /Qu(x)cp(:c)dx, Yo € ©(Q).

La distribution T, s’appelle distribution réguliére associée a u.

Définition 1.7 Si u € L}, (Q) tel que

loc

/Qu(:p)gp(x)dx =0, Vo e D ().

Alors u =10 p.p.
Définition 1.8 Soit (1)), une suite des éléments de D'(Q) etT e D(Q). On
dit que T; — T dans D' () si

(T;,0) — (T, ) pour j — oo, Vo € D(Q).

1.2.1 Dérivation des distributions

On peut définir la dérivée d’'une distribution, de telle maniére que si en particulier
cette distribution est une fonction de classe C*! alors la dérivée au sens des distributions

soit tout simplement la dérivée au sens habituel.
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Plus précisément, on a : 8‘: (T,) = Tg:f siu € C'(Q). Alors pour tout ¢ € D (Q) on

aurait :

= /u(x)gp(z)dfy — /u(:t)&gix)dx

0
= T . — .
< “’amﬁ”>

On va prendre cette derniére relation comme définition de dérivée pour toute distribution
T. Il y a un calcul analogue pour la dérivation & un ordre k& € N* arbitraire. On fait
plusieurs intégrations par parties successivement on avoir la définition suivante :

Définition 1.9 Soit T € D' (Q) et a € N". On définit la dérivée a Uordre o de T
par la formule :

(DT, ) = (=1)*N(T,, D) , ¥y €D (Q).

Remarquel.3 La dérivée a l'ordre o de T définit bien une distribution sur €)

1.2.2 Support d’une distribution

Définition 1.10 Soit T € D' (R"). On dit que T est nulle sur Q, et on écrit : T =0
sur ) si

<Tu7 90> =0, Vp €D (Q)

Définition 1.11 Le support d’une distribution T, est le plus petit fermé tel que T

nulle dans son complémentaire. On le note supp(T).

11



1.3 Les espaces de Sobolev

Avant de parler sur les espaces de Sobolev on va définir les espaces de Lebesgue
LP ().
Définition 1.12 Soit p un nombre réel positive tel que 1 < p < oo.

1. 1<p<+o0.
LP(Q)—{u:QaR,/\u(m)|pdx<+oo}.
Q

Est un espace de Banach muni de la norme ||ul|,, = ([, lu(z)[" dz) Ve
2. p=2
L*(Q) = {u Q- k,/ lu(z)? do < —i—oo} :
Q

Est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (u,v);. = [, u(z)v(z)dz.
3. p=-+oo.
L>(Q) = {u: Q =Kk, |Ju(z)|, <+oo}.

Est un espace de Banach muni de la norme :
|ull, =inf{c >0, |u(z)| < ¢, pp. x € Q}.
Définition 1.13 Soit m > 1 un entier et p un réel tel que 1 < p < oco.
WmP(Q) ={ue LP (Q),Va € N" avec |a| <m, D% € LP (Q)}.

Est un espace de Banach muni de la norme :

1/p
[ullyma gy = ( > IIDQUIIIEP> :

0<a<m

12



St p =2 on note H™ (Q) = W™?2 (Q), est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(U, 0) gy = Z (D“u, D).

0<a<m
Définition 1.14 On définit Wy"" () comme étant la fermeture de D () dans
WP (Q) c’est-a-dire W' () = D ().
Définition 1.15 Soit 1 < p < oo, alors on peut identifier Wy"" () a l’ensemble

des fonctions u € WP () qui sont nulles presque partout sur le bord de € :

oAt

0 ank -

=0, Vk=0,...,(m—1) }

1.3.1 Les espaces W*P()), avec s € R,

Soit €2 un ouvert a frontiere réguliere.
Définition 1.16 On note W*P(QQ) l’espace de toutes les distributions u définies dans
Q telles que : u € W™P(Q) et

o o dxdy
//|D u(z) — D U(?J)Pm < 400
QxN

Pour |a| =m lorsque s = m+ o est non entier et positive, m entier, 0 < o <1

1.3.2 Injections de Sobolev

Théoréme 1.1 Soit 0 < s <n/2:

1. Si s=n/2 alors

H*(Q) — L%(Q), pour tout q € [2,00].

continue

13



2. 8 0<s<n/2 alors

2
H?(Q) < L1(Q), pour tout q € [2, 1 ]

continue n — 2s

Théoréme 1.2 Soient s € R et k € N vérifiant s > n/2 + k. Alors :

H(Q) — C*Q).

continue

1.3.3 Traces de I’espace W7 (1)

La description des traces de I'espace WP () est un sujet de polémique. Il serait
intéressant de définic W™ »” (I") comme espace des restrictions & I' des éléments de
Wm™P (§2) par analogie avec le cas des ouverts a frontiére réguliére. On s’attendrait alors
a ce que 'application :

ou

Ur— —

ov

Applique W?2? (Q) sur WP (I"). On verra plus loin que cela n’est pas possible, Pour
expliquer cette difficulté nous allons utiliser I’analogie avec les espaces de fonctions conti-
ntment dérivables. On notera C™ (ﬁ) (resp C™ (f)) I'espace des restrictions a € (resp'
T') des fonctions m fois contintiment dérivables dans R? (resp.R ). Il est clair que 'appli-
cation :

viur— ulp

applique C° (Q2) sur C°(T'). on n’obtient pas nécessairement un élément de C° (T'). En
d’autres termes la dérivée normale au bord d’une fonction u de C* (ﬁ) n’appartient pas
a lespace des restrictions au bord des ¢léments de C° (f)

Théoréme 1.3 L’application u —— (7]») _ qui est définie pour u € D (ﬁ)

7=0,....m
par :
u _
fyjza—mh,j:(),...,m—l. (1.2)

14



admet un prolongement par densité qui est un opérateur linéaire continu surjectif de
Wm™P (Q) sur le sous-espace de W ().
Théoréme 1.4 (formule de Green) Soit © un ouvert borné de classe C*. Alors pour

toutes fonctions u € C*(Q) et v € C1(Q) on a :

ou

/QAu(x)v(x)dx: Fa—n(x)v(x)dy—/QVu(x).Vv(x)dx. (1.3)

Corollaire 1.1 Soit Q un ouvert borné de classe C*'. Alors pour toutes fonctions

u,v € C*(Q) ona :

/QAu(x)v(x) — Av(x)u(r)dr = A g—:;(x)v(a:) - @(x)u(x)d'y (1.4)

1.4 Espace de Lebesgue a valeurs vectorielles

Définition 1.17 Soit V' un espace de Banach, p un élément de [1, 00|, T un élément
de R, (0;T) un intervalle de R. On appelle espace de Lebesgue a valeurs dans V', et on

note : LP(0,T;V), l'espace des fonctions
A0 T[=V, ¢t — f(1),

Mesurables .i.e.
1

: T »
1. Sit<p<oo (L IO dt)" =1 lmory, < o
2. Sip=o0, sup [|flly = fllLeorv) <00
t€[0,T]
1. Pour tout p élément de [1;00], || f||” est une norme sur LP(0;T;V).
2. L’espace LP(0,T;V) de Banach pour cette norme.

3. Silespace V' est de plus réflexif, pour 1 < p < oo, st q vérifie %+é =1, alors dual
de LP(0,T;V) s’identifie algébriquement et topologiquement & L9(0;T; V).

15



4. 51V et W désignent deux espaces de Banach, V inclus dans W, avec injection

continue, alors il existe une injection continue de LP(0,T;V) dans LP(0,T;W).

5. Si Q désigne un ouvert de R", pour 1 < p < oo, on a l’équivalence algébrique et

topologique entre les espaces LP(0,T; LP(2)) et LP((0,T) x Q).

Définition 1.18 Soit |0,T[ un intervalle de R, V' un espace vectoriel normé, on
appelle espace des distributions sur 10, T[ & valeurs dans V, et on note D'(0,T; V) l’espace
des applications linéaires continues de D(0,T) dans V.

Propriété 1.1 Pour tout f de D'(0,T;V), tout ¢ de D(0,T), la valeur de f en o,
notée (f, ) appartient a V.

1. Dérivation : Soit f un élément de D'(0,T;V), on définit la dérivée de f :

f:D(0,T) =V, <%,w>—( " <f, dtn>.

En effet : soit ¢ € D(0,T) .i.e. p € C(0,T) et ¢(0) =(T) =0,

T
df df T do dp
<dt > /dt¢dt—fs0|o—/f£dt——< ’E>‘
0 0

2. Distribution réguliére. Si f appartient a L} (0,T;V) on peut lui associer une

distribution dite distribution réguliére associée o f encore notée f définie par :

frD(OT)—>V,<pH<f,<P>=/O £ () (1) dt

3. limite : On dit quune suite (f,), oy admet f pour limite dans D" (0,T;V) si on

Vo €D (0T, (f,¢) = {f,9) = lim {fn, ).

Propriété 1.2 Soit p un réel, 1 < p < oo, pour tout f € LP(0,T;V) et f e

LP(0,T;V), f admet un représentant continu sur [0,T].
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Fonction de Green associée a I’ opérateur biharmonique A? avec condition de

Dirichlet, dans un ouvert ) borné régulier, (2 € R".

considérons le cadre variationel :

V = H2(Q), H=L*Q)

/ AuAvdv; Vv € V
Q

a est une forme bilinéaire V-coercive, et définit un isomorphisme : A? = A.A de

HZ(Q2) dans H2(R).

Soit GG I'isomorphisme réciproque, et G, son noyau, qui est donc défini par :

(Gu,v) = (Gyy,u(x)v(y)) , Yu,v € D(Q).

On peut montrer que

— (3 est symétrique et trés régulier,

— @ se prolonge en un isomorphisme de H~2(Q)+£'(Q) sur H2(Q)+&' () et enfin que
pour tout v € Q, G, noté aussi G(x,y) est 'unique solution dans HZ(2) + &'(Q)
de I’équation :

A2G(z,y) = §,, dans

G(z,y) apparait ainsi comme la fonction de Green du probléme P(€2, f, g, h) :

A%y = f dans €
u\r =g sur I'
%\p =hsurI.
3 1

avec f, g, h données telles que f € H2(Q),g € Hé(I‘), h e H2(T).
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Utilisons la formule de Green :

/(UAQ?J —vA*u)dr = /KUAQU — AulAv) + (Aulv — vA*u)|dw
Q Q

0Av  Ou ov  0Au
= /p<u_8n - G_nAU+AU8_n o v)dTl’

(formellement) avec v = G(.,y); la solution u du probléme de Dirichlet P(€, f, g, h)

s’écrit alors :

uw) =+ [ Gty + [ o) A,Ga i) - [ a6 ar)

Y

Dans le cas ou € est le disque unité du plan R?, on peut donner une exprission explicite :

—nl? 7 1
Glrv o) = o iog |28 L (g 1)~ 1)

8 16
n—C

r = ('r17x2)€Qa y:(y17y2)697

ou 'on a posé ( = w1 +ixa, N = Y1 + 1Yo, ( = T1 — 129, 7_7 =y — 1Ys.

Lemme 1.1 (Gronwall) Soit T un réel positif, C' une constante positive, f et g deux

fonctions vérifiant :

f € L=0,T), f>0,pp.t,

g € LY0,T), g>0,pp.t.

FEt
f(t) < /0 g(o)f(o)do + C, p.p. t. (1.5)

f(t) < Cexp (/Otg(a)da) :

Alors f vérifie :
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Preuve Comme f € L>(0,T) et g € L*(0,T) donc

szlgWﬂww+a

est absolument continue, d’ou F'(t) = f(t)g(t), p.p. t.
D’apres (1.5) on a :
F'(t) < g(t)F(t) p.pit,

/Ot Z((;f))da < /Otg@dg Pt

f®SF@SOm{AE@w)

Lemme 1.2 L’espace H?(Q) est séparable i.e. admet une base dénombrable dense.
Théoréme 1.5 (Rellich) Soit Q un borné de R™, alors pour tout m € N, linjection
de HI"™(Q) dans HJ'(Q) est compact.

Preuve Soit B un ensemble borné dans H{"™(Q), nous devons montrer que de
toute suite B, on peut extraire une sous-suite convergente dans Hg"(£2). Soit (uy), C B,
alors ||uy| i) < € ou C est indépendant de k. Comme une boule dans un espace de
Hilbert est faiblement compacte, on peut, de la suite (uy) extraire une sou-suite, notée
(w;), faiblement convergente dans H{"*'(2) vers w. Posons v; = w; — w, Désignons par

0; le prolongement de v; par zéro hors de 2. Alors, v; — v, étant continue, on a
v; € H6n+1(Rn) et ||Uj|’H6n(Q) = HT)J'HHgL(Rn)'

11 suffit donc de montrer que 9; — 0 dans H{"(€2).
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En notant F la transformation de Fourier, il vient

/ (1€ 1F 1 de.
=/ (1 1) 175() [ de + / (1+1eF)" 17 a0 dg
<R

§I>R

||Uj||H6"(Q)

On pose
o= [ et iFn @R e
[EISR

hy= [ (IeR)" IFR @R
l¢[>R

Estimons le terme J; ;

oy = / (1+ €)™ 170,01 de
[|>R

1 m
o] MR GIR

1 2
Joj < ) [0l 1. -

Etant donné £ > 0 et puisque (v;) est bornée dans H™*+'(Q) on peut toujours choisir R

assez grand pour que
€
Joj < = (1.6)
2
Estimons le terme J ;.

L’ouvert 2 est borné, on a L*(Q) C L'(2) et donc pour tout £ € R”

Fo; (&) = /R e 2@ 5 (2) do = / e 2@ 5 (2) da

20



Ou ¢ est la fonction indicatrice de €2, Pour tout ¢ € R", la fonction
T — (,O([E) e—27ri(z,§) c LQ(Rn)

F; (€) = ((@) e > 05 (2)) g - (L.7)

Lorsque j tend vers l'infini, 0, converge faiblement vers zéro dans L*(R"), donc

lim 5, (€) = 0, V€ € R™. (1.8)

J—o00

D’autre part, d’apres (1.7) on a :

[F05 (O < Ml 2@y 191l 2@my < Cllell 2 eny

D’apres(1.7) et(1.8), on peut appliquer le théoréme de la convergence domaine de Le-

besgue, de sorte que 1’on peut choisir j assez grand pour que
€
Jij < = (1.9)

_2'

D’aprés (1.6) et(1.9), la suite v; converge vers zéro dans H{"(€2).
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Chapitre 2

Existence et Unicité des Solutions

de Quelques Problémes Linéaires

Dans ce chapitre on étudie I'existence et I'unicité des solutions faibles de quelques
problémes aux limites gouvernés par le bilaplacien dans un ouvert borné & frontiére
suffisamment réguliére.

On mettra en évidence, dans chaque cas, un théoréme d’existence et d’unicité de la

solution faible.

Notations 2.1

Q) désigne un corps homogeéne, occupant un domaine borné de R?, & frontiére suffi-
samment réguliere IT.
Par suite, tous les résultats sur ce type de domaine sont valables. Il suffit, dans toute

la suite de faire I’étude dans le secteur 2 ouvert borné, de frontiere suffisamment réguliére

m T1 . ..
n = ,T = sont respectivement la normale unitaire sortante et la

Up) T2
tangente unitaire dans le sens positif sur la frontiére I'.

M (u) et N (u) désignent les opérateurs différentiels frontieres suivant :
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et

ou v € |0, 1[est le coefficient de Poisson du matériau constituant la plaque.

Les dérivées normale et tangentielle sont données par :

°o_,9% . ,90,90__ 90 _ 0
on nl@xl nanQ or ' 0o 12 0xry

2.1 Formulation des problémes (P;), k=1 a 3

On considére ici une famille de 3 problémes gouvernés par le bilaplacien, c’est- a-dire

pour f € L?(Q) on cherche u, si possible dans H* (), solution de :

A%y = f dans Q,
(k=12a3),

(Pr)
Bfu=0 surT,

ou les opérateurs frontiéres sont :

u
Byu = 5, SU r, (2.1)
a
u
Biu = sur I, (2.2)
M (u)
u
Biu = (u) sur I' | (2.3)
N (u)

23



LY

2.1.1 Interprétation physique des problémes (P;), k=1 4a 3

Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N(u) est la force transversale com-
posée de la force de cisaillement et du moment de torsion.

Ces problémes représentent différents modeles mathématiques d’une plaque, u(z)
étant le déplacement perpendiculaire a la plaque au point x (sous 'hypothése de pe-
tits déplacements),

f est la densité de force et les conditions au bord (2.1) a (2.3) signifient que la plaque
est :

- Encastrée aux bord I',pour le premier probléme.

- Simplement supportée aux bord I',;pour le deuxiéme probléme.

- Libre aux bord I',pour le troisiéme probléme.

La méthode variationnelle usuelle, étant valable dans les domaines bornés a frontiere
suffisamment réguliére ainsi que dans le cas des fissures. On est assuré de 1’existence et
de I'unicité d’une solution variationnelle u € H ?(1).

On s’intéresse a l'existence et & 1'unicité de la solution variationnelle u®) € H?(Q)

de (Py), k=1a 3, et v € ]0,1[est le coefficient de Poisson du matériau constituant la

plaque.

2.1.2 Théoréme de Lax-milgram

Dans cette section, on considére un probléme général pouvant se mettre sous la forme

variationnelle
(pb) trouver u € V tel que a(u,v) = F(v) pour tout v € V.

Le théoréme de Lax-Milgram apporte une réponse a l’existence, 'unicité de la solution

dans un cadre précis.
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Théoréme 2.1 On suppose que V est un espace de Hilbert et que les formes a et F
vérifient les hypothéses suivantes

1. continuité de F' :
|F(v)] < Crllvlly, pour tout v eV,
2. continuité de a :
la(u,v)] < Cq||ully |lvlly, pour tout u,v €V,
3. coercivité de a :
a(u,u) > a|lul|} pour tout u € V, avec a > 0.
Alors il eziste une solution unique u au probléme (Pb) qui vérifie l’estimation a priori

(a0

)

<

[l

avec ||F||,» = sup |F(v)| la norme de F dans le dual V' de V.

l[olly=1
Preuve L’estimation a priori s’établit en prenant v = u dans (Pb) puis en appliquant

la continuité de L et la coercivité de a ce qui donne :
2
allully < Cpllully -

Il suffit alors de prendre Cf, = |ul|,.Cette estimation nous donne aussi I'unicité de la
solution. Pour I'existence, considérons d’abord le cas simple ou a est une forme symé-
trique. Dans ce cas la continuité et la coercivité de a montrent qu’il s’agit d’'un produit

scalaire sur V x V' et que la norme
o]l = Va(v,v)
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est équivalente a la norme || ||;,. puisque L est continue, elle est aussi par rapport a || ||,
et le théoréme de représentation de Reisz nous assure donc ’existence d’un unique u € V
tel que

L(v) = a(u,v) pour tout v € V

Dans le cas non-symétrique, on remarque que puisque
v — a(u,v) et v — L(v)
Sont continues, on peut écrire
a(u,v) = (Au,v) et L (v) = (f,v)

ol A est opérateur continu sur V, f € V' et (,) un produit scalaire dans V.

Le probléme (pb) s’écrit donc
Au = f dans V.
L’hypothése de coercivité nous permet d’affirmer que
allolly < [lAvlly,

Pour tout v € V, ce qui entraine que Im(A) est un sous-espace fermé de V qui se

décompose donc suivant :

V = Im(A) ® (Im(A))*.

Considérons & présent w € (Im(A))*+. La coercivité nous montre que
o fwll% < aw,w) = (Aw,w) = 0
Par conséquent Im(A) =V ce qui prouve l'existence de la solution u.
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Nous allons considérer trois problémes types, soient les cas k = 1a 3.

2.2 Probléme p;

2.2.1 Formulation du probléme P,

On considére ici un probléme aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c’est-

a-dire pour f € L?(Q). On cherche u, si possible dans H* (£2), solution de :

A?u=f dans Q, (1)

(P)y u=0
! sur I, (2)
du _
on

2.2.2 Interprétation physique du probléme (P;)

Physiquement, ce probléme représente un modéle mathématique d’une plaque : u(x)
étant le déplacement perpendiculaire & la plaque au point = (sous I'hypothése de petits
déplacements), f est la densité de force et les conditions au bord sur I" signifient que la

plaque est encastrée sur I'.

2.2.3 Existence et unicité de la solution du probléme (P;)

) étant un domaine & frontiére suffisamment réguliére, la méthode variationnelle
usuelle est applicable ici pour s’assurer de ’existence et de I'unicité d’une solution varia-
tionnelle u € HZ(Q),

tel que

a(u,v) = F(v) pour tout v € Ha(£2),
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a(u,v) /AuAvdx et F(v /fvdx

soit w une solution réguliere de (p;) pour tout v € HZ(2) on a

a(u,v):/QA(Au)(:c)v(:U)d:U :/Qf(x)v(x)dx, (2.4)

par intégration par partie,

/S]A(Au)(a:)v(x)da: = —/QV(AU).VU(:c)d:C +/Fa<§nu) (x)v(z)ds,

comme v = 0 sur I', on en déduit que

/Q ADu)@)(z)de = — /Q V(Auw). Vo(z)dz,

puis par une nouvelle intégration par partie que

/A () (2)o(x)dz —/QAu(:C).Av(x)dx —/Au( )22( \ds,

r

comme g”( ) = 0 sur I, le dernier terme de cette équation est nulle. Ainsi, on déduit

de (2.4) que

/QA(Au)( x)dx / f(z

don, pour tout v € HZ(), ainsi A(Au) —
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Afin d’appliquer le Théoréme de Lax-Milgram, la seule hypothése non trivialement
vérifiée est la coercivité de la forme biliniéaire af.,.).Or pour tout u € HZ(£2), on établit

suite a deux intégrations par partie successives que

8x am dx - Hv2uHi2(Q)

En appliquant deus fois I'inégalité de Poincaré, on obtient qu’il existe des constantes

C et (' positives telles que pour tout élément u € HZ ()

2 2 2
Hu||L2(Q) < C ||VU’HL2(Q) < Cl HV2U||L2(Q) = C"a(u,v),

Par conséquent, il existe C' > 0 tel que pour tout u € HZ ()

2
HU’HH2(Q) < C a(u,u).

La coercivité de la forme bilinéaire af(., .) est don établie et il existe une unique solution
au probléme variationnel.

Reste a établir que la solution du probléme variationnel est solution du probléme aux
limites (py).

Soit w un ouvert inclus dans un compact de € . Il existe 8 € C'°(Q2) telle que 6 = 1

sur w.Pour toute fonction v € C2°(§2) de support inclus dans w

/Q 0(z) Au(z) Av(z)de = /Q Au(z)Av(z)dr = /Q f(2)o(z)dz.

D’aprés le résultat de régularité admit, Au est un élément de H?(£2). 1l est donc
licite d’éffectuer deux intégrations par partie successives sur le membre de gauche de

I’équation précédente. On en déduit que
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/S]A(Q(J:)Au(x))v(ar)dx:/Qf(x)v(:zr)dx.

Cette équation étant vérifiée por toute fonction v € C'2°(2) de support inclus dans w,

on en déduit que pour presque tout z € w

A(Au)(x) = f().

Cette relation reste valable pour presque tout x € €2 : il suffit de considérer une suite
w, de compacts tels que U,w, = €. Enfin, comme u € HZ(), la solution de probléme

variationnel vérifie automatiquement les conditions au bord u = ‘3—:; =0.

2.3 Probléme P

2.3.1 Formulation du probléme (P7)

On considére ici un probléme aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c’est-

a-dire pour f € L? (). On cherche u, si possible dans H* (), solution de :

A?y = f, dans Q (1)
(P») u=0, sur T (2) (2.5)
M (u) =0, sur T’ (3)

2.3.2 Interprétation physique du probléme (P)

Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N(u) est la force transversale com-

posée de la force de cisaillement et du moment de torsion.
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Ce probléme représente un modeéle mathématique d’une plaque, u(z) étant le dépla-
cement perpendiculaire & la plaque au point x (sous I’hypothése de petits déplacement),
f est la densité de force et les conditions au bord (2) et (3) signifient que la plaque est

simplement supportée.

2.3.3 Existence et unicité de la solution du probléme (P,)

) étant un domaine & frontiére régulier, la méthode variationnelle usuelle est appli-

cable ici pour s’assurer de l'existence et de I'unicité d’une solution variationnelle u € H

().

2.3.4 Formulation variationnelle du probléme (P7)

Supposons qu’une solution u de (P) existe et qu’elle appartient a H*(€). Alors en

multipliant I’équation (1) de (2.5) par une "fonction test" v € H*(Q),

/ (A?u)vdr = / fodz (2.6)

Q Q

Lemme 2.1 Soit u € H*(Q) et v € H*(Q), on a la formule de Green suivante :

/A2uvd:1: =a(u,v) — / {70 (Mu) 'yog—:; + 7o (Nu) 'yov} dry (2.7)

Ou a (u,v) est une forme bilinéaire symétrique définie sur H? () x H?(Q)

9%u 9%v 92y 9%v 9%y 9%v
a (U,U) — /AUAwa — / (1 — I/) <8_T%8_I§ — 28%181}2 921029 —+ 3_1%8_I%> d$
Q Q
= /AuAvdx — / (1—-v)L(u,v)dx (2.8)
Q Q
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Ou L (u,v) définie par

L (u,v) = 0{u.03v + 03u.0%v — 20,05u.0,05v, (2.9)

Preuve On effet la décomposition suivante du bilaplacien :

0* [ 0? 02 0? 02 02
2 P _— —_— J— J—
AT = ox? ((‘%%) * 2(‘%16@ <(1 ) 8x18:p2> N or? <V(‘3x%)

0? 0? 0? [ 0?
+ 03 (V 8:}0%) + 03 <8x§ )

D’ou

0% (0% 0? 0?u
+2— (1 —v)

6371 8x1 8x18x2 81‘181'2
n 0? 82 82 Vﬁzu n 9 (0% i

dx? (9:1:2 8x% dx? 0% \ 0x3
On applique la formule de Green deux fois & chaque terme de 'intégrale séparément :

G (Pu e / /

J 0x? \ 0z? ) o0 8901 vy = 011 Oxl 8m1

(2B [P
B Oxy \ 0x3 n 0x? axlm 7 0x? 0x2
T 0

D
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0? 9%u P 0 2u_\ v
Q

Q
_ _ O v
n 8x2 3x18x2 v 81’181’2 8m1 12 "

dx.

/ 1'181'2 637161’2

Q

0? 9%u P 0 2u \ v
01201 <8x28x1> vl = /8_9:1 amaxl vn2d7 EZ <am28’“> s 0
Q

Q
_ _ _Pu w1,
n 61'1 8[E18{L‘2 Uiz 8x28m1 8x2n1 7

dx.

/ 1‘281}1 @;1:101:2

[ () [ () [ ()
03 \ 023 B zp \ O3 e dxy \ 023 ) 04
Q T

)
a1 \ D
_/1‘92_“1, Ou dv 1 Ou v
= Jlom \oz) " T aman | T J 030z,
I

KA 9%u p / ov i
0xsy 8x% Uiy = Oxs 8x1 Oxy
0 (Pu O%u Ov 1, Pudv
0ra \022) " T 92 o | T J 0a10a3""

/
-]
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/A2uv [ Pud* N 0*u O*v N 0*u O*v N 0*u 8zvdx
) 022022 Ox30xi  Ox30x7 Oz 0xd
Q N ~~ e
AulAv

diE’—{—Il —[2.

2 a2 2 2 2. 92
_(1_V)/auav 5 0“u 0“v 0“u 0%v

03 0xy 702,05 03,01, * 02 Ox3
Q

Ou

b [ (O (Yl (2
t Oxy \ 0z? g Oxy \ 01107, g Oxy \ 0x3 "
T

+(1—-v)— 0 —OQU +Vi i 9 (&u vd
0 \0z90m: ) 2 TV 0y \ 022 ) 2 T By \ B2z ) ) P

/@@ +(1-v) Ou_ Ov. +(1-v) Ou_ Ov
022 Oz, D10z 011 2 D20x, 01y

9%u Ov 0%u Ov 9%u Ov

guov, e, LI .
+V8:U% 011 Tt V@x% Oy G 03 Oxo 772} 7

Calculons l'intégrale I; :On calculons d’abord a%Au

0p 0 (Pu,
on o \ox?  0x%)

_ O (Puy 0 (P +352 L0 (O
= 9, \022) T 9z, \ 022 9z, \022 ) T By \ 022 )
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0 92 0 H2 0 92 0 2
[ (28) m o+ o (52 ) m+ o () e+ o (25) ) v

n- [
r

= %Auvd’y.

r

Calculons l'intégrale Ioon exprimer les dérivées partielle en fonction des dérivées nor-

male et tangente.

En effet :
ou __ Ou ou du __ Ou ou
2_77 = 5?1771 + 3;2772- 8;1 = 2,7771 + Z#?z-
u o u _ Ou u __ ou __ Ou
or ~ Oz T2 Ozo M- Ory 877772 8T771'
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On applique ainsi ces formules pour obtenir :

i — / @ @ _@ +(1_U)—a2u @ +@
2 0?3 8777]1 oz ) 0x10z9 \ On 25 M)
r
(-0 9%u @ ov +U@ v ov
8‘7/’181}2 annl a -T2 | T2 8 annl aT -T2 | Th

_Hji @ ov +8 Ov 81} p
3x% 877”2 or M) N2 8 877772 or 2T ) M| a7

N

ov [0%u 0*u 0*u 0?u 2+ 0*u
= a 82771"'_2(1_“)8 02771772+Ua 2771+U8 827]2 d/y
ov 0%u 9%u 9%u
D 1 — 2 _p02) ==
+ 5 { 522 +(1-v) 90.00s (nf—mn3) —v 52z
r
0%u 0%u
TG e T gt dy.
o [D?u Pu, 5 0?u
— g 2(1 —p) 22
/ o { o2 5 (nf +on3) + 92 (vni +m3) +2(1 =) e 83:2771772} dy

ov [ 0%u 9%u 0%u
+(1—w) s {—@ng + QM (nf—mn3) + w’h%} dy.
1 2

Y u 2, &
— R0 -m)+ B w0 )+ 21— ) ] &
0

ov [5? u 9u
— (11— — | =— _ 22\ '
( U) [as |:8I%771772 axlax2 (771 772) 5’:1;%7717]2_ d’y

Ov 0%u 0%u 0%u
- [Zla- 2,9 90 gu2) LA
/a {( v) (a 3+ 2 e 83;%772) Fuhul dy

Dol Pu o
8x%771772 971075 T — 12 ax%m%_ -

La seconde intégrale de I, peut étre calculée par parties. Etant donné qu’elle est prise

sur un contour fermé, les limites d’intégration sont confondues en un point, on obtient
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tout simplement :

ov

0%u 9%u 0%u
L, = — |vA 1-— — 42— —n? d
2 877 |:U u + ( 'U) <89f,’% 771 + axlax2 7]1772 + ax% 772)} Y

Sc~—

d [0%*u Pu 4 5 OPu
+(1—v) [UE {a—x%m% T r00 (nf —n3) — 8—1,%771772} dry.

Finalement, on obtient :

/ A*uvdr = a (u,v) — / {7 (Mu) ’yg—s + 7 (Nu) w} dy

On choisissant :

V={veHQ),v=0, sur I'}, (2.10)

On a V est bien un sous-espace fermé¢ de H?({2) contenant

Hg(Q)_{UEH2(Q)ZU—@—O, surF}.
I
H}(Q) — V,

continue
i.e.

lully, < Cllull gz

Pour v € H*(2) solution du probléme (P,) et v € V on obtient :
/A2uvda: =a(u,v) (2.11)
Q

Ou a (u,v) est définie en (2.8).
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Une formulation variationnelle du probléme (P) .
a(u,v) = /fvdx (2.12)
Q
On pose :
Fv) = / F(@)o()de (2.13)
Alors, on a le probléme variationnel :

Trouver u € V tel que
(Py) (2.14)

a(u,v) = F(v), Yo e V

Grace au Lemme de Lax-Milgram, le probléme (P,) a une solution unique u € H?(Q).
En effet, la linéarité des formes a et F' sont facile a vérifier. Pour la continuité de la

forme linéaire a sur V :
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0%u 0%v 0w v 9%u 82v>
dz.

= [ AuAvdz — (1 — —2
a(u)v) / UAVAxT ( V)/ <8$% ax% 011019 011074 + &E% &U%
o Q

B /(82u v Pud*v  0*ud*v  Pu 8%) i

252 292 252 25 2
Ox5 Oxy  Ox{0x5 Ox50x{ Oxs0xs

Q

2, 42 2 2 2. 42
_(1_1/)/(82“91) 5 0*u 0%v +8uav)dx.

dz3 013 T 0x1079 03,079 03 0?2

Q

B / {8% 0*v  0%u d*v 0*u 0%v 0*u 0%v
)

v v
29,2 29,2 25,2 25,2
Ox{ 0xy  Ox50x; Oxy 0x3 Oxs Oxy

Pu v
2(1 — .
* ( v 81'1833'2 81'185C2:| dr
a(u)| < / 0% | 0%v *u| | 0%v vl | 0%u *u| | 0%
’ - 0x? | | 03 0x?| |03 0x?| |03 0x3| |03
Q
0*u *v
+2 8x18x2 8x18x2 1 dr.
</@+@+2 0%u 82U+82U+2 0%
- 2 13 021014 3 13 0x102 ||
Q
< lully [Jolly -

D’ou la continuité de la forme a.

En établie la coercivité de a :
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o (uw) = / [ 0%u 2+282u82u+ 0?u 2—2(1—u) Pudu | Pu 2 i
’ B 0?3 0x? 0x% | 023 0x2 0x3 | 0x101,
Q L
[ 0%u | Pudu |0 Pu |?
B / 02 * 2y(‘3x% 03 i O3 +2(1-v) 01014 da
Q -
Pu P |02’ |0%ul?
B (1_1/)/ [2 021014 * z? * 3 d
QO
J z? 0x? 0x3 | 0x3 |
[ | 0% P |0%u* |0%u|? 9
= (1-— 2 A .
o L | Q
[ 0%u|? u P |0%ul|?]
> (1-— — 2
= V)/ ox? + 021014 * 3 d

Q L -
2
> (I=v)fuly

3
Ou |ul, = (Z [ DauiZ(Q)) désigne la semi-norme de V' qui est équivalente a la
|a|=2

norme de H?(Q).
Donc la forme a est bien coercive.

En établie la continuité de F' :

F () S/Q\f(fv)llv(:v)!dx

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz
[F ()] < Cllv @)y -

2.3.5 Interprétation de la solution du probléme (P;)
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En choisissant v = ¢ € ©(Q2) dans (2.13), on obtient immédiatement

A2y = f, dans © (Q). (2.15)

Par ailleurs, d’apres la définition de V, on sait que

u=0, sur I'. (2.16)

Il reste & interpréter la condition aux limite M (u) = 0, sur I'.

Nous allons montrer que (P,) implique que
M(u) =0, sur T (2.17)

Soit
H(A%Q)={ve H*(Q): A’v e L*(Q)}

Muni de la norme

=

lollaray = (1013 + 1870 2ag)

Démontrons que 'application trace

T : D(Q)— D()

u +— Tu= M(u).

Se prolonge en une application linéaire continue, encore notée T, de H (A%, Q) dans
H= (I).
En effet, soit u € ®(Q), pour w € H

N|=

(T") on pose
tw) =[G
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D’apres le théoréme de trace (cf : [2] lemme 2.1 et 2.2) il existe v € H? (Q) tel que

ow
ol < CHa_n

o, SOl

~ 1 .
a3 (1) H2(D)

On peut alors écrire par utilisation de la formule de Green

l(w) = /(AQU)’UdZE. (2.18)

Q

On a donc (en utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz)

o
g
A

HuHH(A2,Q) ”UHH2(Q)

IN

o HUHH(A?, Q) Hng%(F) :
Ce qui preuve que £ € HS (I'), et de plus 'application
T:ueD(Q) —(eh? (),

est bornée sur D (Q) muni de la norme de H (A% Q), elle peut donc étre prolongée
par densité, vu que D (Q) est dense dans H (A% Q) (cf.[1]) en une application linéaire
continue de H (A2,Q) dans H= (I).

Pour u € H (A?,Q) et v € H?(Q2) on a la formule de Green généralisée

(0.0 g 0ty = [ (Ao (2.19)
Q

Démontrons & présent que (2.17) a bien lieu si u est la solution du probleme (P,).

D’apres (2.15), on voit que u € H (A% Q). La formule de Green généralisée (2.19) entraine

/(A2u)vdx + (fy(Tu),vv)ﬁ—Tl(r)Xg%(F) = /f(:v)v(x)d:c (2.20)
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Pour tout v € H? (). D’apres (2.15) on a donc

(T),70) 52 0 ey = O 0 € H2 ().

Nl

)

D’ou

Tu:Mu:Odanst%l(F).

L’interprétation du probléme variationnel (P,) en terme de probléme aux limites est donc

la suivante :

A%y = f, dans Q
uw=0, dans Hz (I) (2.21)
M (u) =0, dans H= (I

2.4 Probléme P;

2.4.1 Formulation du probléme (P)

On considére ici un probléme aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c’est-

a-dire pour f € L?(Q), on cherche u, si possible dans H* (), solution de :

A%y = f dans Q,
(Ps3) N(u)=0sur T,
M(u) =0 sur I

2.4.2 Interprétation physique du probléme (P;)

Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N (u) est la force transversale compo-
sée de la force de cisaillement et du moment de torsion. Ce probléme représente un modeéle
mathématique d’une plaque : u(z) étant le déplacement perpendiculaire a la plaque au
point z (sous ’hypothése de petits déplacement), f est la densité de force volumique et

les conditions au bord sur I' signifient que la plaque est libre au bord I'
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2.4.3 Existence et unicité de la solution du probléme (F3)

Q) étant un domaine ouvert borné a frontiére suffisamment réguliére, la méthode va-
riationnelle usuelle est applicable ici pour s’assurer de l'existence et de 'unicité d’une

solution variationnelle v € H %().

Supposons qu’une solution u de (P;) existe et qu’elle appartient & H*(€2). Alors en
multipliant ’équation (1) par une "fonction test" v € H?(f2), on obtient par la formule

de Green :

0?u &% Pu v 0*u 0*v
) B B _ _
/(A wpde = /VAUAMI / {(1 ) (th o3 28x13x2 0x1022 " o3 (%%)] o

Q Q Q

- / [(Mu)g—:; + (Nu)v} do

r

2.4.4 Formulation variationnelle du probléme (P3)

Une formulation variationnelle du probléme (P3) est obtenue en choisissant :
V= H*(Q),

9%u 0v Pu v Pud
atu,9) = [ Sudoda - | {( & (ax%ax%+ axlamxlaxﬁax%ax%)]dx’
Q

"’ (2.22)

et

F(v) = / F(2)v(z)dz + / [(Nu)v%—(]\/[u)@] do. (2.23)

On a aussi montré que si u € H*(£2) est solution de (Ps) , alors il est solution du probléme

variationnel :
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Trouver u € V' tel que
(Py) (2.24)
a(u,v) = F(v), Yo € V.

Grace au théoréme de Lax-LMilgram, le probléme (P,) a une solution unique u €
H?(Q). En effet, la linéarité des formes a et F' et la continuité de a sont faciles a vérifier.

Pour la continuité de la forme linéaire F' surV, on utilise le fait que I’ application trace
v H(Q) — LX(T),u — 4(v) = v,

sont linéaires continues.
La coercivité de la forme a est une conséquence du lemme (2.2)
Lemme 2.2
a(u,u) > o lullfp,, Yu e H(Q). (2.25)
Preuve En tilisant 'inégalité 2Re(ab) > —(|a|* + [b]?), vérifiée par deux nombres

complexes arbitraires a, b, on voit que

a(usw) = (1= ) [ulfagqy  Vu € HA(Q), (226)

2

ol U2y = Z ||Dau||iz(m désigne la semi-norme de H?(f2). Par un argument
|a|=2
standard de contradiction, on en déduit que (2.26) implique (2.25).

2.4.5 Interprétation de la solution du probléme (FP)

En choisissant v = ¢ € D(Q2) dans (2.15) on obtient immédiatement

A%y = f dans D'(Q) . (2.27)
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Il reste a interpréter la condition aux limite Nu = Mwu =0 sur I

Nous allons montrer que (2.15)implique que
Nu= Mu=0surI. (2.28)

Soit H (A%, Q) ={v e H*(Q) : A’>v € L? ()} muni de la norme

0]l gaz,0) = (HvHip - HA%H;) * Démontrons que Iapplication trace

T:D(0) — D) x D)
u— Tu= (NU|FaMU\F)’

se prolonge en une application continue, encore notée T, de H (A% Q) dans H 5 (") x
H= (I).
En effet, soit u € D(Q); pour w € H (I') x Hz ('), on pose

() = / [(Nu)wnL(Mu)g—t;} do.

r

D’apres le théoreme de trace (cf : [5]), il existe v € H? (Q) tel que

ou

On peut alors écrire par utilisation de la formule de Green

l(w) = /(Azu)vdx (2.29)

Q
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On a donc (en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwartz)

[(w)

IN

||U||H(A2,Q) ||U||H2(Q)

IN

ce qui prouve que | € H3 () x H =) (T"), et de plus 'application
T:ueD(Q) —1leH? ()x H? (I)

est bornée sur D (Q) muni de la norme de H (A% Q) ; elle peut donc étre prolongée par
densité en une application linéaire continue de H (A2, Q) dans H2 (I') x Hz (I').
Corollaire 2.1  Pour uw € H (A%, Q) et v € H?>(Q), on a la formule de Green

généralisée

(T, v) = / (A2u)ode, (2.30)

ot < , > désigne le crochet de dualité entre H% (") x H% (T) et H3 (") x H (T').
Démontrons a présent que 2.25 a bien lieu si u est la solution du probléme (2.24).

D’apés (2.25), on voit que u € H (A% Q). La formule de Green généralisée (2.30) entraine

/(A%)vdw + (Tu,v) = /f(a:)v(a:)da:, (2.31)

Q

pour tout v € H2(Q). D’aprés (2.25), on a donc
(Tu,v) =0, Yv € H*(Q),
d’ou

Nu
Mu

=0, dans H2 (I) x H= (T).
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L’interprétation du probléme varitionnel (2.24) en termes de probléme aux limites est

donc la suivante :

A%y = f dans Q,
N(u) =0 dans H= (T), (2.32)
M(u) =0 dans H= ().
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Chapitre 3

Quelques Problémes de Vibrations

non Linéaires d’une Plaque

3.1 Probléme P,

3.1.1 Position du probléme (F;)

On considére un ouvert 2 borné de R? (§ est la plaque vibrante),
On cherche une fonction u = (uy,us) = (uy (2,t) ,us (x,1)), z € Q, t € ]0,T[ dans R?

qui vérifie :

(

u; + a1 A%uy — L (ug,ug) = f, dans Q x 0,77,
asA%uy + L (uy,uy) =0, dans Q x 0,77,

(3.1)
(32)
u1:88_7i71:0’u2:88_1j72:07 sur X, (3.3)

(3.4

w1 (7,0) = ugy (), uy (z,0) = uyi(2), z € Q,

Ou les fonctions ug; et uq; sont données, les a; sont des constantes strictement positifs,

f est une fonction donnée de () dans R.
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3.1.2 Interprétation physique du probléme (F;)

On considére une plaque mince élastique homogeéne occupons un domaine €2 borné de
R? & frontiére suffisamment réguliere. Les équations (3.1) et (3.2) est 1'équation d’équilibre
de la plaque, f désigne la densité des forces volumiques donnée, u; désigne le déplacement
vertical d’'un point matériaux x a l'instant ¢, et us désigne le déplacement transversal d’un
point matériaux = a l'instant .

et les conditions au bord , signifient que la plaque est encastrée au bord I'.

Définition 3.1 (Systéme de Cauchy-Kowaleska) : Un systéme d’équations aux déri-

vées partielles est appelé systéme de Cauchy-Kowaleska s’il est de la forme :

iy O
atnzf = Fi(t,ajl,...,mn,ul,...,uN,...,WM,...)
1, =12 . N; ko+ki+...+k,=k<n; ko<n (3.1)

% = (I)i7k<x1a '--7$n)7 k= 07 1, ey Ny — 1)1’,‘ = to‘

ot les fonctions F; et @, analytiques dans un voisinage du point (t°,x9, 23, ..., ®9, )

dans lequel

ak*kOQA ko >

S = ] ; 3.2
(Gorant) = e 32
1=1,2,...,N;

Remarque 3.1 Dans (Py) Il n’y a pas de condition initiale sur uq, cela tient au faite
que le systéme d’équations aux dérivées partielles ne contient pas de dérivée en t de us.
Done, le systeme (Py) il n'est pas du type de Cauchy-Kowaleska, on peut I’y ramener
a condition que l'opérateur de GREEN, i. e. lopérateur inverse de A% dans Q pour
les conditions aux limites correspondantes, existe. L’existence de ce dernier dépend des
conditions aux limites et de la forme géométrique de la plaque ). Par exemple, lorsque

Q est a frontiére polygonale, l'existence de 'opérateur de GREEN dépend de ’ouverture
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des angles de la plaque.
Dans ce travail, on ne considére que le probléme (Py) avec €2 borné et a frontiére
suffisamment réguliére. Si G5 désigne ’opérateur de GREEN pour les conditions aux

limites de Dirichlet, alors (3.2) équivaut a

1
Uy = ——G2<L(U1,U1)) (33)
a2
Et alors (3.1) devient
" 1
Uq + CL1A2U1 -+ a—L(Ul, GQ(L(Ul, u1)>) = f (34)
2

3.1.3 Etude de 'opérateur bilinéaire L

On définie I'opérateur bilinéaire L de HZ(Q) x HZ(Q) dans H2(Q) par :
Soit u,v € HZ(Q),

L (u,v) = 0}u.03v + O3u.0%v — 20105u.0105v.
Lemme 3.1 ['application u,v — L (u,v) est bilinéaire continue de
H2(Q) x HX(Q) — H ().
Preuve Soit w € L* () on a

(L (u,v),w) < ||w||oo/ ‘0fu| |822v| + }@§u| !8%1}‘ + 21[010u| |0102v] dx
Q

< C ||w||Hg(Q) ||“||H3(Q) HUHH&(Q) :

Corollaire 3.1 La forme u,v,w — (L (u,v),w) est trilinéaire continue sur HZ(L).

Lemme 3.2 La forme trilinéaire u,v,w — (L (u,v),w) est symétrique sur HZ(L).
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Preuve Puisque L (u,v) = L (v, u), il suffit de montrer que
(L (0,0 ) = (L (w,u) ), (35)

et d’apres le Corollaire 3.1, il suffit de vérifier (3.5) pour u, v, w € ©(Q).
On a

L(v,u) = 0?u.03v+ 02u.0iv — 20,05u.0105v

= 8fu.8§v — 20109u.01090 + ?f@%u.v + Egafu.v — 2818281021“1
0

+2 (818§u.8lv + 825%%(921}-628182%810 — 8%82%821)) + agu.afv

-~

0
= (9507u.v + 20,07u.05v + Ou.03v) + (97 05u.v + 20105u.01v + O3u.07v)

-2 (81828182u.v + 828182’&.811} + 8128210.82@ + 8182u.81821))
= 8% ((9%11@) — 28182 (alagu.v) + 83 (812’&1}) .

Alors, par intégrations par parties

(L(v,u),w) = (Guv,d{w) —2(010u.v,dow) + (Ofu.v, Sw)
= (Ofw.05u — 20,0,w.0,00u + yw.O7u, v)

= (L(w,u),v).

3.1.4 Théoréme d’existence

Théoréme 3.1 On suppose f,ug1,u1; donnés avec
feLX(Q), (3.6)
Uog1 € Hg(ﬂ), U1 € LQ(Q) (37)
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Il existe alors uy et uy solutions de (Py) avec

uy € L=(0,T; H3(Q)), (3.8)
uy; € L=(0,T; L*(Q)), (3.9)
uy € L°(0,T; HZ(R)). (3.10)

Remarque 3.2 ] résulte de (3.8) et (3.10 )que

L(uy,up) € L=(0,T; L*(Q)), (3.11)

Et (3.1) entraine

UI1/ = L (uy,ug) — a1 A%uy + /s

A? € L(HE(Q); H2(Q)),

A’uy € L= (0,T; H (),

up € L0, T; L) — L™ (0,T; H*(Q)) + L*(Q),

u, € L=(0,T; H (), (3.12)

uy € L=(0,T; L*(2)) € L*(0,T; H2(€)),
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u € L(0,T; BE(Q)) © L2(0, T5 H-%(2)),
et donc les conditions initiales dans (Py) ont un sens.

Remarque 3.3 La fonction us du Théoréme 3.1 vérifie
uy € L>(0,T; H*¢(Q)) Ve > 0. (3.13)
En effet, soit ¢ > 0 fizé arbitrairement petit. Alors
LYQ) c H'75(Q) (3.14)
car si f € LY(Q) on a :
L)l < Nl el ooy < €llf i) 1€l pee g
vu que Hy™(Q) € L=(Q) sin=2 et e>0. Alors
L(ug,uy) € L®(0,T; H'75(2))

et comme asuy = —L(uy,uy), on en déduit (3.13) ( Notons que (A%)~! envoie H*(Q)

dans H***(Q)NHF(Q), s > 0).

3.1.5 Formulation variationnelle du probléme (F;)

En multipliant I’équation (3.1) et (3.2) par une "fonction test" v € V', on obtient par

la formule de Green :
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(ui,v) + ara (ug,v) — (L (ug,u2) ,v) = (f,v), (3.15)
asa (ug,v) + (L (ug,uy) ,v)de = 0. (3.16)

a(u,v) = Q/AuAvdm —(1-v) Q/L (u,v) da.

Démonstration du Théoréme 3.1

3.1.6 Définition des solutions approchées

On introduit une suite wy, ..., w,,, ... de fonctions ayant les propriétés suivantes :

Ym, wy, ..., w, sont linéairement indépendantsles combinaisons linéaires finies des w;
sont denses dans HZ ().

Soit w1, (t) vérifiant

Ui () € [wr, .o W], e uan (8) =D gim (B, (3.17)

(uy (1), ;) Far (A (t), Aw;)
+ o ([wam (1), Ga ([um(t), wrm ()], wy) = (F(t), wy) , (3.18)
I<j<m

ou on utilise les notations de (3.3) et (3.4), avec

U1 (0) = Uprm € W1, ..., Wy], Uoim — U1 dans Hg(Q), (3.19)
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ullm(O) = Ui € (Wi, W], Utim — u1 dans L*(Q). (3.20)

Si on définit ug,,(t) par

s (1) = = Gy (L{uaa (1), (1)) (3.21)

ou encore

asA*ug, (t) + L(uim(t), urm(t)) =0

3.22
Ugm(t) € Hg(ﬂ), ( )

alors (3.18) s’écrit

(ulllm(t), wj) + a1 (Augy(t), Aw;)

(3.23)
+ (L(wam(t), uam(t), wy) = (f(t),w;) . 1 <j<m

Naturellement wus,,(t) n’est pas (en général) a valeurs dans [wy, . .., wy,].

On est assuré de Uexistence de uy,, (), et donc de us, (t), dans un intervalle [0, ¢,,] , ¢, >

3.1.7 Estimations a priori

On multiplie (3.23) par g;»m(t) et on somme en j. Il vient :

a
dt

Mais, d’aprés le lemme 3.1 :

o)+ |Au1m<t>|2) — (L (t), wan (), 0 (0) = (£0),1,,(1))

N | —
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(Lm0 12 (8)): 1, (1)) = = (L1 ()03, (1)), w2 (1))
= 5 (G0, 1m0 1200
et d’apres (3.22) cela est égal a

a , a? d
;(AQUZm(t)? Uom (1)) = — — [ Mg (8)]*.

+
4 dt

donc(3.24) s’écrit encore :

d ’ 2 a
[ (0] + 0 | Aunn () + Z | Az (1))
t

1
2
= (f(), up,(t)) (3.25)

et donc

1 a 1 a
5(!U1m(t)|2 + ay [ Aug (1) + 52 | Augn (1)[*) = §(|U11m!2 + ay | Augym|* + 52 | Az, {(®126)
t
+/ (f(o),ul,,(0))do.
0
mais d’apres (3.19).
|U11m|2 + a; |AU01m|2 < constante;
d’apres la définition (3.21) on a :
1
U (0) = —a_G2<L(U01m, Uo1m,))- (3.27)
2

mais L( Uoim, Uo1m) demeure dans un borné de L'(Q) donc de H2(Q),donc sz, (0)
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demeure dans un borné de H, () et donc dans (3.26)
| Aug,, (0)| < constante
donc(3.26) entraine que t,, = T et que :

Ui, Usy, demeurent dans un borné de L>®(0, T; HZ(R)),

u;mdemeurent dans un borné de L>=(0,T; L*(Q)),

3.1.8 Passage a la limite
d’aprés (3.28) et (3.29) on peut extraire une suite wuy,,, ug, telle que
u;, — u; dans L*°(0,T; HZ(2)) faible étoile, i = 1,2

uy, — uy dans L*°(0,T; L*(92)) faible étoile
uy, — uy dans L*(Q) fort

soient ¢;,1 < j < jo des fonctions € C'([0,T7),
Soj(T) =0,et U= Z;]L Pp; & wj
on déduit de (3.23) pour m = u > jo que

T
0

(3.28)

(3.29)

(3.30)

_ /0 (u,,, ¥')dt+ay /0 (Au,,, AT)dt— /O (L(u,,,u,,), U)dt = / (f, ©)dt+(u,,,(0),¥(0))

mais d’aprés le lemme 3.1 :

/OT (L(u1p, ugy), ¥) dt = /OT (L, us,), ury) dt:
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L(¢,us,) — L(,usz) dans L*(Q) faible et donc puisque uy, — uy dans L*(Q) fort,
on voit que

fo (U1, Ugp), ) dt —>foT (L(Y,ug),uy) dt = fo (u1,uz),v) dt
donc, (3.32) implique a la limite :

T

(L1, up), ) dt = / (f ) di -+ (s, (0))
(3.33)

—/OT (u;,¢’) dt+a; /OT (Aul,A@b)dt—/O

et cela Vi) de la forme (3.31).

Par passage a la limite on en déduit que (3.33) a encore lieu pour tout ¢ € L?(0,T; HZ(2))
tel que ' € L*(0,T; L*(Q)) et ¢(T) =

Cela montre que u; et uy sont liés par la premiére équation de (p,) et que ) (0) =
Uy

Il reste donc seulement & montrer la deuxiéme équation de (py). On peut passer
directement & la limite sur (3.22) (pour m = p) en notant quant que

Ly, ur,) — L{ug,uy) dans D'(Q); en effet, on a

/0 (L(ulua ulu)? (70) dt = A (L(ul;u 90)7 ulu) dt7 VSO S D(Q)

et on passe a la limite comme plus haut.

3.2 Probléme F;

3.2.1 Position du probléme (F;)

On considére un ouvert 2 borné de R? (€ est la plaque vibrante),
On cherche une fonction v = (u1,uz) = (uy (z,t),us (x,t)), x € Q, t € ]0,T| dans R?,

qui vérifie :
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uy + a1 A%uy — L (uy,up) = f, dans Q x 10,77, (3
asA%uy + L (ug,uy) =0, dans Q x ]0, 77, (3.
N(uy) = M(u1) =0, N(ug) = M(ug) =0, sur X, (3
(3

uy(x,0) = u01(x),u/1(x,0) =uyi(x), v € Q,

Ou les fonctions ug; et uy; sont données, les a; sont des constantes strictement positifs,

f est une fonction donnée de () dans R.

3.2.2 Interprétation physique du probléme (P;)

Physiquement, M (u) est le moment de flexion et N(u) est la force transversale com-
posée de la force de cisaillement et du moment de torsion.

Ces problémes représentent différents modeéles mathématiques d’une plaque non li-
néaire vibrante : u(z,t) étant le déplacement au point = et a l'instant ¢, f est la densité
de force.

Et les conditions au bord signifient que la plaque est libre au bord ¥ .

Remarque 3.4 [l n’y a pas de condition initiale sur ug, cela tient au fiat que le
systéme (Ps) ne contient pas de dérivée en t de usy, c’est a dire que la vibration de la
plaque sont de la direction uy. Le systéme (Ps) n'est pas du type de Cauchy-Kowaleska,

on peut 'y ramener de la facon suivante, pas élimination de us.
g 2

s = — G (w1, wr)) (3.34)

as

Remarque 3.5 Soit Gy désigne <<l’opérateur de Green»>, i.e. l'opérateur inverse de
A? dans Q) pour les conditions aux limites d’une plaque libre .

Et alors (3.1)" devient

" 1
Uq + G1A2U1 -+ CL_2L ('Lbl7 GQ(L (Ul, ul))) = f (335)
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3.2.3 Formulation variationnelle du probléme (P;)

En multipliant 'équation (3.1) et (3.2)" par une "fonction test" v € H?({2), on obtient

par la formule de Green :

(ui,v) + aja (uy,v) — (L (ug,ug),v) = (f,v), (3.36)
asa (ug,v) + (L (ug,uy) ,v)de = 0. (3.37)

a(u,v) = /AuAvda: —(1-v) /L (u,v)dx.
Q Q
Existence de la solution :

3.2.4 Définition des solutions approchées

On introduit une suite wy, ..., w,,,..., de fonctions ayant les propriétés suivantes :
w; €V, Vi € N*,
VYm € N* wiq, ..., w,, sont linéairement indépendants,les combinaisons linéaires finies

des w; sont denses dans HZ(12).

Soit u,,(t) vérifiant

m

Ui (t) € [wr, .o Wol i uan (8) =D gim (Dws, (3.38)

i=1

(Ui (8), w5) + ara (wrm (t), w;) = (L (i (t), uam (1)) ,w;) = (f(1),w))
I<j<m

(3.39)
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ou on utilise les notations de (2.9) (3.7), avec

U1 (0) = Uotm € [W1, ..., W), Uorm — o1, dans HE (), (3.40)
ullm(()) = Uiy € (W1, ..., W), Ur1m — 11, dans L2(€). (3.41)
Si lon définit usy,(t) par
1
uzm(t) = =Gz (L (uim(t), tim(?))) (3.42)
2
ou encore
aaA*Usy, (1) + L (U1 (), U1 (t)) = 0
2 A% () + L (urm (t), uam(t)) (3.43)
Ugm(t) € HQ(Q),
alors (3.39) s’écrit
() (8),05) + ara (urm(t), wy) + 55 (L (Ga (L (wam(t), uim (1)), uam(t)) , w;)
1<53<m
Naturellement (3.43) est assuré de 'existence de wuy,, (1),
comme us,(t) n’est pas (en général) a valeurs dans [wy, ..., wy,], et donc de ugy,(t).
3.2.5 Estimations a priori
On multiplie (3.38) par g;-m(t) et on somme en j. Il vient :
() (8), U1 (1)) + @10 (i (8), ugp (1)) = (L (waim (t), 2 (1)) , v (1))
= (f(t), uyn (1)) . (3.45)

I<j<m
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On fait les calcules pour simplifie (3.45)

2

(i 0) 1) = 5

’

Uppm, (t)

/ 1d
(Bt (1), Ay, (1)) = 52 [ B (D).
’ d 82U1m 32u1m a2u1m 2
L (upm, dr = — dx.
/ <UI ulm) v Oml al’% 8$18ZE2 o

Q

(L (am(®), w2 () 0 (0) = (L (w10 010 (0)) w2 (1))
= 5 (G im0 (0 1200

a /
i G ORN0)

a 2um U2m, U2m 2
~ wmd / P P | P * i — | At (1)

Q

02Ut
Ox10x2

1d
2dt

2
)dx

Ullm ‘ +a |Au1m( )| —2 1—y/< 87;117”623%”1_
Q

2
+2 | [Au (0 = 2(1 = v) / (62;?8212;— o )d:c = (f(£), un (1)) -
Q
(3.46)
On a
5 |0%u  O%u Pud?u | 0%u 0% |? 0%u 0%u
A= 52 Yoz T oo o Taxl| 2 oo
1 2 1023 1 2 1073
Donc
9 0%u 0*u
|Au(t)]” — (1 —v) 2(9 2 9 daj>V]Au()\ :
Q
Le premiére membre de (3.46) supérieur a :
1 d / 2 ) a9 2 /
5 | [t @] + o [Bun®F + Zvduin®F| < (F0)01,(0),  (347)
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on inteégre (3.44) sur [0, ¢] on obtient :

’ 2 a t ’
O]+ [BunOF + Fo 18w (OF <2 [ (F(s).u(6)ds + € (349
0
ou
a
Cy = |urim|® + a1 | Augim) + 5% | Atig, (0)]°.
D’apres 1'égalité (3.42) on a :

1
A%y, (0) = ——L (uo1m, Uoim) »
as

mais L (Ugim, Uo1m) demeure dans un borné de L'(Q2) donc de H2(2),donc ug,,(0) de-

meure dans un borné de H; (Q) donc
| Ausg,, (0)] < C.

On utilise I'inégalité suivante pour simplifier le second membre de (3.2)" :
2ab < a® + b2,

donc (3.2)" entraine :

2

ds.

(1) Ui (9)

2 a ¢
+ av |Au1m(t)|2 + ?27/ ’Aulm(t>‘2 S C'1 + / |f<8)|2 +
0

Comme f € L*(Q) donc t
[ ireras<c
0
T

! 2 2 (2 2
(8] + v | Bun (8 + Zv [ A < G +
0

’

ulm(8>

ds,

‘ 2
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T T

) 2
< O +/ ulm(s)‘ ds + /alu | Ay, (s)] + %V\Aulm(s)f ds.
0 0

On applique le lemme 1.1 avec

F(8) = [t )] + @10 | A () + 20 | Aty (8)]
g(t) =1
On obtient :
, 2
ulm(t)‘ AU ()2 + [Atam(t)]2 < Coe < C. (3.49)

On déduit de (3.49)
Ui, Usy, demeurent dans un borné de L™(0,T; H () (3.50)

uy,,, demeure dans un borné de L>(0,T; L*(Q)), (3.51)

3.2.6 passage a la limite

D’aprés (3.50) et (3.51)on peut extraire une suite uy,,, ug, telle que :

u;, — u; dans L>®(0,T; HZ(S2)) faible étoile, 1 = 1,2

A (3.52)
wy, — uy dans L>(0,T; L*(2)) faible étoile.
Donc
uy, — uy dans L*(0,T; HZ(Q)) faible étoile, (3.53)
uy, — uy dans L*(0,T; L*(9)) faible étoile, '
donc uy, — uy dans Hj(Q), d’apres le théoréme 1.5
uy, — up dans L*(Q) fort (3.54)
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solent ¢;,1 < j < jo des fonctions € C'([0,T]), ¢,;(T) = O,et

Jo
U =>"puw, (3.55)
j=1

on déduit de (3.39) pour m = p > jo que

—/T( o )t + a4y (/Ta(Aum,A\I/)dt—(1—1/)/T(L(uw,\11),1) dt)

0 A T (3.56)
—/(L (uy,,u,,), V)dt = /(f, W)dt + (u,,(0), ¥(0))

0 0

mais d’aprés le lemme 3.2 :

/OT (L (wiy; uap) ) dt = /OT (L (4, usy) ,ua,) dt

L (¢, u2,) — L (¢, us) dans L*(Q) faible et uy, — u; dans L*(Q) fort, on voit que si u

tend vers 'infinie

T T
/( U1M,U2M / ul;u “2u dt—>/ (u1,uz),v)dt
0 0

T

/(L( 1;n dt_>/ ul) 9 dt

0

par passage a la limite (3.55) devient :

T T
/Au AW)dt — ( 1—V/
0 0

/f,\If Vit + (ur (0), T(0)

T
/(u U)dt + a;
0 (3.57)

o
Jse
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et cela Vi de la forme (3.55).

Par passage a la limite on en déduit que (3.56) a encore lié pour tout ¢ € L*(0,T; HZ(Q2))
tel que ¢ € L2(0,T;L2(Q)) et ¥(T) = 0.Cela montre que u; et uy sont liés par
(3.1),(3.2) et que u(0) = uy;.

11 reste donc seulement & montrer(3.2)".

On peut passer directement a la limite sur (3.42) (pour m = p) en notant quant quew,;,, —

up dans L?(Q) fort, on voit que si p tend vers I'infinie
L (u,ur,) — L (ug,u1) dans ®'(Q),
en effet si p € D(Q)

/OT (L (s, un,) 5 ) dt = /OT (L (w1, ©) , u1y) dt — /OT (L (u1,u1), ) dt

(35 linéaire continue on passe a la limite directement :

() = =G (L (un(8), s, (1)) = ——Gi (L (ur(8), s (£))) = st

a2 Q2

Et comme l'injection de HZ(Q2) dans H?(2) continue donc :
Vo € H?()
(ulll + a1 A%y — L (ur,us) ,v) = (f,v)
(aeA%uy + L (u1,u1) ,v) =0
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Conclusion :

Nous avons traités dans ce mémoire le probleme aux limites, modélisant les vibrations
d’une plaque mince simplement supportée ou encastrée.

Dans une premiere étape, nous sommes intéressés a l’inversibilité de ’opérateur bila-
placien, avec les conditions aux limites correspondantes.

Dans la deuxieme étape, on a raméné deux problemes non linéaire et on a démontré

un théoréme d’existence par la méthode de compacité.
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