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العمل الأساسي في هذه المذكرة يتمثل في اقتراح مشاركة لدراسة المسألة المتعلقة بالاهتزاز غير  .ملخص
الخطي لصفيحة، من أجل هذه المسألة وضعنا بعض نتائج الوجود، المذكرة تتألف من ثلاث فصول، 

المسائل الخطية، في الفصل الأول يتألف من التذكير و التمهيدات، تفحصنا في الفصل الثاني بعض 
 الاهتزاز غير الخطي لصفيحة.ب مسألتين تتعلقان الفصل الثالث تفحصنا

 .جود ، وحدانية، نظامية، تراصصياغة التغيرية، صفيحة، اهتزاز غير خطي، و . كلمات مفتاحية

Résumé. Le but de cette thèse est de proposer une contribution à l’étude 

de quelques problèmes aux limites pour  le bilaplacien. Pour cela on 

considère un modèle mathématique en vibration non linéaire d’une 

plaque , pour ces problèmes on établit quelque résultats d’existence. La 

thèse comporte trois chapitres. Le premier chapitre est comporte destiné à 

les rappels et préliminaires. On rappelle également les outils 

mathématiques qui on servi pour établir les résultats présentées ici. On 

considère au deuxième chapitre quelques problèmes pour le bilaplacien 

dans un ouvert borné à frontière suffisamment régulière. Dans le 

troisième chapitre on considère deux problèmes de vibration non linéaire 

d’une plaque. 

Mots-clès. Formulation Variationnelle, Plaque, Vibration non Linéaire, 

Existence de Solution, Unicité, Régularité , Compacité. 

Abstract. The purpose of this thesis is the study of some problems 

related to bilaplacien. For this aim, we consider a mathematical model in 

vibration in a non linear srface, for these problems, we use some 

existence results.This thesis is composed of three chapters. The first 

chapter deals with some reninders and preliminiries.We also mention the 

mahtematical outils used for the given results. We deal in the second 

chapter some problems for the bilaplacien in an open frontier that is 

regular enough. In the third chapter we talk about two problems of 

nonlinear vibration of plate . 

 Key-words. Variational Formulation, Plate, Nonlinear Vibration, 

Existence of Solution, Uniqueness, Regularity,  Compactness. 
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Notations géométriques


 : ouvert borné de Rn:

x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 
; point générique:

t : le temps t 2 ]0; T [ , T �ni.

� : frontière de 
:

Q = 
� ]0; T [ :

� = �� ]0; T [ :

| : le corps R (ou C).

f : la densité des forces volumiques.

� : le coe¢ cient de poisson des plaques.

� : le vecteur unitaire normal sortant.

� : le vecteur unitaire tangente.
@
@�

: dérivée normal extérieure.
@
@�

: dérivée tangente.

ru = gradu = ( @u
@x1
; @u
@x2
; : : : ; @u

@xn
):

�u =
nP
i=1

@2u
@x2i
:

L : opérateur di¤érentiel.

�2 = �:�:

G2 : l�operateur de Green.

� = (�1; �2; : : : ; �N) 2 NN :

j�j = �1 + �2 + : : :+ �N :

(x; y) =
nP
i=1

xiyi:

kxk2 =
pPn

i=1 x
2
i :

B (a; r) = fx 2 Rn; ka� xk2 � rg :

B (a; r) = fx 2 Rn; ka� xk2 < rg :

d
 : la mesure de surface sur �.
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Les espaces fonctionnels

Lp(
) =
�
f : 
! |;

R


jf jp dx <1

	
; 1 � p <1:

kfkLp(
) =
�R


jf jp dx

�1=p
; 1 � p <1:

L1(
) =

�
f : 
! |; sup

x2

jf j <1

�
:

kfkL1(
) = sup
x2


jf j :

(f; g) =
R


fgdx; produit scalaire dans L2(
):

jf j =
p
(f; f); norme dans L2(
):

D� = @�1+�2+:::+�n

@x
�1
1 @x

�2
2 :::@x�nn

; j�j = �1 + �2 + : : :+ �n:

@ki = @k

@xi
; k 2 N� et i = 1 : : : n:

Wm;p (
) = fu 2 Lp(
);D�u 2 Lp(
); j�j � mg :

kukWm;p(
) =

�
mP
�=0

kD�ukpLp(
)
�1=p

:

Hm(
) =Wm;2 (
) :

(u; v)Hm(
)�Hm(
) =

�
mP
�=1

(D�u;D�v)
�1=2

:

Wm;p
0 (
) = fu 2 Wm;p (
) ;D� uj� = 0; j�j � m� 1g :

Hm
0 (
) = fu 2 Hm(
);D� uj� = 0; j�j � m� 1g :

kukHm
0 (
)

=

� P
�=m

kD�uk2L2(
)
�1=2

:

W�m;q (
) : le dual topologique de Wm;p (
) ; 1
q
+ 1

p
= 1:

V
0

: le dual topologique de V:

Lp(0; T ;V ) =

�
f : [0; T ]! V ;

TR
0

kfkpV d� <1
�
; 1 � p <1:

kfkLp(0;T ;V ) =

�
TR
0

kfkpV d�
�1=p

; 1 � p <1:

kfkL1(0;T ;V ) = sup
t2[0;T ]

kfkV :

L(W;V ) : l�espace des applications linéaires continus de W dans V:
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Introduction

Le problème de vibration non linéaire d�une plaque mince, dans un domaine régulier,

est un problème aux limites gouvernées par un système d�équation non linéaire avec des

conditions aux limites. Ce problème modélise le phénomène des vibrations non linéaires

de la plaque.

Dans ce travail, on s�intéresse à la justi�cation de ce modèle, c�est à dire a l�existence

de la solution par la méthode de compacité. Pour cela, on utilise l�opérateur de Green,

i.e. l�inverse de bilaplacien pour les conditions aux limites en question, et on ramène le

système à une équation d�un seul inconnu.

Pour cette équation, il ya di¤érents types de conditions aux bords peuvent être consi-

dérées :

Les conditions de Dirichlet

u =
@u

@�
= 0:

Et celle d�une plaque simplement supportée dont :

u =M(u) = 0;

Et celle d�une plaque libre dont :

N(u) =M(u) = 0:
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Où

N(u) j� = N(u) = �( @
@�
�u+ (1� �)

@3u

@�@� 2
);

M(u) j� =M (u) = ��u+ (1� �)
@2u

@�2
:

Ce travail, ce décompose en trois chapitres :

Le premier chapitre, est consacré essentiellement aux rappels des résultats princi-

paux sur les distributions et les espaces de Sobolev classiques pour mieux comprendre le

contenu de ce travail. Puis, on rappelle quelques résultats théoriques généraux, a la �n de

ce chapitre, on dé�nie les espace de Lebesgue à valeurs vectorielles, que nous utiliserons,

et on terminer par le théorème de Rellich qui est le principe de la méthode de compacité.

Au deuxième chapitre, nous avons traité quelques problèmes pour le bilaplacien dans

un ouvert borné à frontière su¢ samment régulière avec les conditions d�une plaque en-

castrée , simplement supportée et libre. Dans le but de dé�nir l�opérateur de Green

correspondant.

Dans le troisième chapitre, on se propose d�étudier deux problèmes de vibration non

linéaire, avec les conditions d�une plaque encastrée et libre. Dans le but de dé�nir l�opé-

rateur de Green correspondant.

On démontre un théorème d�existence par la méthode de compacité.
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Chapitre 1

Rappels et préliminaires

1.1 L�espace D (
) des fonctions tests

Soit 
 un ouvert borné de Rn:

Dé�nition 1.1 Soit ' : 
! R une fonction continue.

On appelle support de ' (supp(')) l�adhérence en Rn de l�ensemble

fx 2 
=' (x) 6= 0g :

Notation 1.1 On note par C1c (
) ou encore D (
) l�ensemble des fonctions ' de


 dans R véri�ent :

1. indé�niment dérivables.

2. à support compact et inclus en 
:

i:e: D (
) = fu 2 C1 (
) ; supp (u) compactg :

Exemple 1.1 On dé�nit la fonction � : Rn ! R par :

�(x) =

8<: e
1

kxk22�1 si kxk2 � 1;

0 si kxk2 > 1:
(1.1)
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Elle évide que �(x) est un élément de D (
) tell que supp (�) = B(0; 1):

Remarque1.1 Par des translations et des homothéties sur la variable, on déduit

l�existence des fonctions tests dont le support est une boule B(a; r) où a 2 Rn; r 2 R+:

On peut alors construire une in�nité de fonctions test dont les supports sont deux à deux

disjoints, d�où il résulte que D (
) est un espace vectoriel de dimension in�nie, dont

l�ensemble D (
) ne se réduit pas à zéro.

Proposition 1.1 Si f 2 D (
) et g 2 C1 alors fg 2 D (
) :

Dé�nition 1.2 Soit
�
'j
�
j2N une suite des éléments de D (
) : On dit que 'j converge

vers ' dans D (
) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. Il existe un compact K de 
 tel que supp
�
'j
�
2 K, 8j 2 N:

2. Pour tout multi-indice � 2 Nn la suite
�
D�'j

�
j2N converge uniformément sur K

vers D�'; c�est à dire :

sup
��D�'j(x)�D�'(x)

��! 0, lorsque j !1:

Remarque1.2 Si ' 2 D (
) ; comme supp (D�') � supp (') ; on aura aussi D�' 2

D (
) : Quel que soit � 2 Nn: Pour la même raison, si 'j ! 0 dans D (
) ; alors

D�'j ! 0 dans D (
) quel que soit � 2 Nn:

1.2 L�espace des distributions D
0
(
)

Dé�nition 1.3 On appelle distribution sur 
 toute application linéaire continue de

D (
) dans R; c�est à dire, une application T est une distribution sur 
 si et seulement

si T : D (
)! R : '! hT; 'i satisfait :

1. T est une application linéaire, i.e.

hT; �'+ � i = � hT; 'i+ � hT;  i ; 8';  2 D (
) ;8�; � 2 |:
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2. T est continue, i.e. Si 'j ! 0 dans D (
) ; alors


T; 'j

�
! 0 dans R:

Dé�nition 1.4 Soit (Tn)n2N une suite d�éléments de D
0
(
) :On dit que Tn ! 0 dans

D
0
(
) ; si et seulement si hTn; 'i ! 0;8' 2 D (
) :

Notaion 1.2 On note par D0
(
) l�ensemble de toutes les distributions sur 
 on dit

aussi que D
0
(
) est le dual topologique de D (
) :

Dé�nition 1.5 Soit p un réel, p � 1:

Lploc (
) = fu : 
! R; pour tout compact K � 
 on a u 2 Lp (K)g :

Dé�nition 1.6 pour toute fonction u 2 L1loc (
) on dé�nit la distribution Tu de la

manière suivante :

hTu; 'i =
Z



u(x)'(x)dx; 8' 2 D (
) :

La distribution Tu s�appelle distribution régulière associée à u:

Dé�nition 1.7 Si u 2 L1loc (
) tel queZ



u(x)'(x)dx = 0, 8' 2 D (
) :

Alors u = 0 p:p:

Dé�nition 1.8 Soit (Tj)j2N une suite des éléments de D
0
(
) et T 2 D

0
(
) : On

dit que Tj ! T dans D
0
(
) si

hTj; 'i ! hT; 'i pour j !1; 8' 2 D (
) :

1.2.1 Dérivation des distributions

On peut dé�nir la dérivée d�une distribution, de telle manière que si en particulier

cette distribution est une fonction de classe C1 alors la dérivée au sens des distributions

soit tout simplement la dérivée au sens habituel.
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Plus précisément, on a : @
@xi
(Tu) = T @u

@xi
si u 2 C1 (
) : Alors pour tout ' 2 D (
) on

aurait :

�
@

@xi
(Tu) ; '

�
=

Z



@u(x)

@xi
'(x)dx

=

Z
@


u(x)'(x)d
 �
Z



u(x)
@'(x)

@xi
dx

=

�
Tu;

@

@xi
'

�
:

On va prendre cette dernière relation comme dé�nition de dérivée pour toute distribution

T: Il y a un calcul analogue pour la dérivation à un ordre k 2 N� arbitraire. On fait

plusieurs intégrations par parties successivement on avoir la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.9 Soit T 2 D
0
(
) et � 2 Nn: On dé�nit la dérivée à l�ordre � de T

par la formule :

hD�Tu; 'i = (�1)j�j hTu; D�'i ; 8' 2 D (
) :

Remarque1.3 La dérivée à l�ordre � de T dé�nit bien une distribution sur 


1.2.2 Support d�une distribution

Dé�nition 1.10 Soit T 2 D0
(Rn) : On dit que T est nulle sur 
; et on écrit : T = 0

sur 
 si

hTu; 'i = 0; 8' 2 D (
)

Dé�nition 1.11 Le support d�une distribution T; est le plus petit fermé tel que T

nulle dans son complémentaire. On le note supp(T ):
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1.3 Les espaces de Sobolev

Avant de parler sur les espaces de Sobolev on va dé�nir les espaces de Lebesgue

Lp (
) :

Dé�nition 1.12 Soit p un nombre réel positive tel que 1 � p � 1:

1. 1 � p < +1:

Lp (
) =

�
u : 
! R;

Z



ju(x)jp dx < +1
�
:

Est un espace de Banach muni de la norme kukLp =
�R


ju(x)jp dx

�1=p
:

2. p = 2

L2 (
) =

�
u : 
! |;

Z



ju(x)j2 dx < +1
�
:

Est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (u; v)L2 =
R


u(x)v(x)dx:

3. p = +1:

L1 (
) = fu : 
! |; ku(x)k1 < +1g :

Est un espace de Banach muni de la norme :

kuk1 = inf fc � 0; ju(x)j � c; p:p: x 2 
g :

Dé�nition 1.13 Soit m � 1 un entier et p un réel tel que 1 � p � 1:

Wm;p (
) = fu 2 Lp (
) ;8� 2 Nn avec j�j � m; D�u 2 Lp (
)g :

Est un espace de Banach muni de la norme :

kukWm;p(
) =

 X
0���m

kD�ukpLp

!1=p
:
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Si p = 2 on note Hm (
) =Wm;2 (
) ; est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(u; v)Hm(
) =
X

0���m
(D�u;D�v) :

Dé�nition 1.14 On dé�nit Wm;p
0 (
) comme étant la fermeture de D (
) dans

Wm;p (
) c�est-à-dire Wm;p
0 (
) = D (
):

Dé�nition 1.15 Soit 1 � p < 1, alors on peut identi�er Wm;p
0 (
) a l�ensemble

des fonctions u 2 Wm;p (
) qui sont nulles presque partout sur le bord de 
 :

Wm;p
0 (
) =

�
u 2 Wm;p (
) ;

@ku

@�k

����
�

= 0; 8k = 0; : : : ; (m� 1)
�
:

1.3.1 Les espaces W s;p(
), avec s 2 R+

Soit 
 un ouvert à frontière régulière.

Dé�nition 1.16 On note W s;p(
) l�espace de toutes les distributions u dé�nies dans


 telles que : u 2 Wm;p(
) et

ZZ

�


jD�u(x)�D�u(y)jp dxdy

jx� yjn+�p
< +1

Pour j�j = m lorsque s = m+ � est non entier et positive, m entier, 0 < � < 1

1.3.2 Injections de Sobolev

Théorème 1.1 Soit 0 � s � n=2 :

1. Si s = n=2 alors

Hs (
) ,!
continue

Lq (
) ; pour tout q 2 [2;1[ :
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2. Si 0 � s < n=2 alors

Hs (
) ,!
continue

Lq (
) ; pour tout q 2
�
2;

2n

n� 2s

�
:

Théorème 1.2 Soient s 2 R et k 2 N véri�ant s > n=2 + k: Alors :

Hs(
) ,!
continue

Ck(
):

1.3.3 Traces de l�espace Wm;p (
)

La description des traces de l�espace Wm;p (
) est un sujet de polémique. Il serait

intéressant de dé�nir Wm� 1
p
;p (�) comme espace des restrictions à � des éléments de

Wm;p (
) par analogie avec le cas des ouverts à frontière régulière. On s�attendrait alors

à ce que l�application :

u 7�! @u

@�

Applique W 2;p (
) sur W 1� 1
p
;p (�). On verra plus loin que cela n�est pas possible, Pour

expliquer cette di¢ culté nous allons utiliser l�analogie avec les espaces de fonctions conti-

nûment dérivables. On notera Cm
�


�
(resp Cm

�
�
�
) l�espace des restrictions à 
 (respt

�) des fonctions m fois continûment dérivables dans R2 (resp:R ). Il est clair que l�appli-

cation :


 : u 7�! u j�

applique C0
�


�
sur C0 (�) : on n�obtient pas nécessairement un élément de C0 (�). En

d�autres termes la dérivée normale au bord d�une fonction u de C1
�


�
n�appartient pas

à l�espace des restrictions au bord des éléments de C0
�
�
�
.

Théorème 1.3 L�application u 7�!
�

j
�
j=0;:::;m� qui est dé�nie pour u 2 D

�


�

par :


j =
@ju

@�j
j� ; j = 0; : : : ;m� 1: (1.2)
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admet un prolongement par densité qui est un opérateur linéaire continu surjectif de

Wm;p (
) sur le sous-espace de Wm�j� 1
p
;p (
) :

Théorème 1.4 (formule de Green) Soit 
 un ouvert borné de classe C1: Alors pour

toutes fonctions u 2 C2(
) et v 2 C1(
) on a :

Z



�u(x)v(x)dx =

Z
�

@u

@�
(x)v(x)d
 �

Z



ru(x):rv(x)dx: (1.3)

Corollaire 1.1 Soit 
 un ouvert borné de classe C1: Alors pour toutes fonctions

u; v 2 C2(
) on a :

Z



�u(x)v(x)��v(x)u(x)dx =
Z
�

@u

@�
(x)v(x)� @v

@�
(x)u(x)d
 (1.4)

1.4 Espace de Lebesgue à valeurs vectorielles

Dé�nition 1.17 Soit V un espace de Banach, p un élément de [1;1]; T un élément

de R+� , (0;T ) un intervalle de R: On appelle espace de Lebesgue à valeurs dans V , et on

note : Lp(0; T ;V ), l�espace des fonctions

f :]0;T [! V; t! f(t);

Mesurables .i.e.

1. Si 1 � p <1
�R T

0
kf(t)kpV dt

� 1
p
= kfkLp(0;T ;V ) <1:

2. Si p =1; sup
t2[0;T ]

kfkV = : kfkL1(0;T ;V ) <1:

1. Pour tout p élément de [1;1], kfkp est une norme sur Lp(0;T ;V ):

2. L�espace Lp(0; T ;V ) de Banach pour cette norme.

3. Si l�espace V est de plus ré�exif, pour 1 � p <1; si q véri�e 1
p
+ 1

q
= 1; alors dual

de Lp(0; T ;V ) s�identi�e algébriquement et topologiquement à Lq(0;T ;V
0
):
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4. Si V et W désignent deux espaces de Banach, V inclus dans W , avec injection

continue, alors il existe une injection continue de Lp(0; T ;V ) dans Lp(0; T ;W ):

5. Si 
 désigne un ouvert de Rn, pour 1 � p < 1; on a l�équivalence algébrique et

topologique entre les espaces Lp(0; T ;Lp(
)) et Lp((0; T )� 
):

Dé�nition 1.18 Soit ]0; T [ un intervalle de R, V un espace vectoriel normé, on

appelle espace des distributions sur ]0; T [ à valeurs dans V; et on note D
0
(0; T ;V ) l�espace

des applications linéaires continues de D(0; T ) dans V:

Propriété 1.1 Pour tout f de D
0
(0; T ;V ); tout ' de D(0; T ); la valeur de f en ';

notée hf; 'i appartient à V:

1. Dérivation : Soit f un élément de D
0
(0; T ;V ); on dé�nit la dérivée de f :

f : D(0; T )! V;

�
dnf

dtn
; '

�
= (�1)n

�
f;
dn'

dtn

�
:

En e¤et : soit ' 2 D(0; T ) .i.e. ' 2 C1(0; T ) et '(0) = '(T ) = 0;

�
df

dt
; '

�
=

TZ
0

df

dt
'dt = f'jT0 �

TZ
0

f
d'

dt
dt = �

�
f;
d'

dt

�
:

2. Distribution régulière. Si f appartient à L1loc (0; T ;V ) on peut lui associer une

distribution dite distribution régulière associée à f encore notée f dé�nie par :

f : D (0T )! V; ' 7�! hf; 'i =
Z T

0

f (t)' (t) dt;

3. limite : On dit qu�une suite (fn)n2N admet f pour limite dans D
0
(0; T ;V ) si on

a :

8' 2 D (0T ) ; hf; 'i = hf; 'i = lim
n!1

hfn; 'i :

Propriété 1.2 Soit p un réel, 1 � p � 1; pour tout f 2 Lp(0; T ;V ) et f
0 2

Lp(0; T ;V ); f admet un représentant continu sur [0; T ] :

16



Fonction de Green associée à l�opérateur biharmonique �2 avec condition de

Dirichlet, dans un ouvert 
 borné régulier, 
 2 Rn:

considérons le cadre variationel :

8>><>>:
V = H2

0 (
); H = L2(
)

a(u; v) =

Z



�u�vdv;8v 2 V

a est une forme bilinéaire V-coercive, et dé�nit un isomorphisme : �2 = �:� de

H2
0 (
) dans H

�2(
):

Soit G l�isomorphisme réciproque, et Gx;y son noyau, qui est donc dé�ni par :

hGu; vi = hGx;y; u(x)v(y)i , 8u; v 2 D(
):

On peut montrer que

�Gx;y est symétrique et trés régulier,

�G se prolonge en un isomorphisme de H�2(
)+�0(
) sur H2
0 (
)+�

0(
) et en�n que

pour tout v 2 
, Gx;y noté aussi G(x; y) est l�unique solution dans H2
0 (
) + �0(
)

de l�équation :

�2
xG(x; y) = �v, dans 
;

G(x; y) apparait ainsi comme la fonction de Green du problème P (
; f; g; h) :

8>>><>>>:
�2u = f dans 


un� = g sur �
@u

@n
n� = h sur �.

avec f; g; h données telles que f 2 H�2(
); g 2 H
3

2 (�); h 2 H
1

2 (�):
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Utilisons la formule de Green :

Z



(u�2v � v�2u)dx =

Z



[(u�2v ��u�v) + (�u�v � v�2u)]dx

=

Z
�

(u
@�v

@n
� @u

@n
�v +�u

@v

@n
� @�u

@n
v)d�

(formellement) avec v = G(:; y) ; la solution u du problème de Dirichlet P (
; f; g; h)

s�écrit alors :

u(x) = +

Z



G(x; y)f(y)dy +

Z
�

g(y)
@

@ny
�yG(x; y)d�(y)�

Z
�

h(y)�yG(x; y)d�(y):

Dans le cas où 
 est le disque unité du plan R2, on peut donner une exprission explicite :

G(x1; x2; y1; y2) = �j� � �j2

8�
log

������
_
� � �

� �
�
�

������� 1

16�
(j�j2 � 1)(j�j2 � 1)

x = (x1; x2) 2 
; y = (y1; y2) 2 
;

où l�on a posé � = x1 + ix2; � = y1 + iy2;
�
� = x1 � ix2;

�
� = y1 � iy2:

Lemme 1.1 (Gronwall) Soit T un réel positif, C une constante positive, f et g deux

fonctions véri�ant :

f 2 L1(0; T ); f � 0, p:p: t;

g 2 L1(0; T ); g � 0, p:p: t:

Et

f(t) �
Z t

0

g(�)f(�)d� + C; p:p: t: (1.5)

Alors f véri�e :

f(t) � C exp

�Z t

0

g(�)d�

�
:

18



Preuve Comme f 2 L1(0; T ) et g 2 L1(0; T ) donc

F (t) =

Z t

0

g(�)f(�)d� + C;

est absolument continue, d�ou F
0
(t) = f(t)g(t), p:p: t:

D�après (1:5) on a :

F
0
(t) � g(t)F (t) p:p:t;Z t

0

F
0
(�)

F (�)
d� �

Z t

0

g(�)d� p:p:t;

f(t) � F (t) � C exp

�Z t

0

g(�)d�

�
:

Lemme 1.2 L�espace H2(
) est séparable i.e. admet une base dénombrable dense.

Théorème 1.5 (Rellich) Soit 
 un borné de Rn; alors pour tout m 2 N; l�injection

de Hm+1
0 (
) dans Hm

0 (
) est compact.

Preuve Soit B un ensemble borné dans Hm+1
0 (
); nous devons montrer que de

toute suite B; on peut extraire une sous-suite convergente dans Hm
0 (
): Soit (uk)k � B;

alors kukkHm+1
0 (
) � C où C est indépendant de k. Comme une boule dans un espace de

Hilbert est faiblement compacte, on peut, de la suite (uk) extraire une sou-suite, notée

(wj); faiblement convergente dans Hm+1
0 (
) vers w: Posons vj = wj � w; Désignons par

~vj le prolongement de vj par zéro hors de 
: Alors, vj ! ~vj étant continue, on a

~vj 2 Hm+1
0 (Rn) et kvjkHm

0 (
)
= k~vjkHm

0 (Rn)
:

Il su¢ t donc de montrer que ~vj ! 0 dans Hm
0 (
).
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En notant F la transformation de Fourier, il vient

kvjkHm
0 (
)

=

Z
Rn

�
1 + j�j2

�m jF~vj(�)j2 d�:
=

Z
j�j�R

�
1 + j�j2

�m jF~vj(�)j2 d� + Z
j�j>R

�
1 + j�j2

�m jF~vj(�)j2 d�
On pose

J1;j =

Z
j�j�R

�
1 + j�j2

�m jF~vj(�)j2 d�:
J2;j =

Z
j�j>R

�
1 + j�j2

�m jF~vj(�)j2 d�:
Estimons le terme J2;j

J2;j =

Z
j�j>R

�
1 + j�j2

�m jF~vj(�)j2 d�
� 1

(1 +R2)

Z
Rn

�
1 + j�j2

�m+1 jF~vj(�)j2 d�
J2;j �

1

(1 +R2)
kvjk2Hm+1

0 (
) :

Étant donné " > 0 et puisque (vj) est bornée dans Hm+1(
) on peut toujours choisir R

assez grand pour que

J2;j �
"

2
: (1.6)

Estimons le terme J1;j:

L�ouvert 
 est borné, on a L2(
) � L1(
) et donc pour tout � 2 Rn

F~vj (�) =

Z
Rn
e�2�ihx;�i ~vj (x) dx =

Z



e�2�ihx;�i ~vj (x) dx

=

Z
Rn
'(x) e�2�ihx;�i ~vj (x) dx
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Où ' est la fonction indicatrice de 
; Pour tout � 2 Rn, la fonction

x 7�! '(x) e�2�ihx;�i 2 L2(Rn):

F~vj (�) =
�
'(x) e�2�ihx;�i; ~vj (x)

�
L2(Rn) : (1.7)

Lorsque j tend vers l�in�ni; ~vj converge faiblement vers zéro dans L2(Rn); donc

lim
J!1

F~vj (�) = 0; 8� 2 Rn: (1.8)

D�autre part, d�après (1:7) on a :

jF~vj (�)j � k'kL2(Rn) k~vjkL2(Rn) � C k'kL2(Rn)

D�après(1:7) et(1:8), on peut appliquer le théorème de la convergence domaine de Le-

besgue, de sorte que l�on peut choisir j assez grand pour que

J1;j �
"

2
: (1.9)

D�après (1:6) et(1:9), la suite vj converge vers zéro dans Hm
0 (
):
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Chapitre 2

Existence et Unicité des Solutions

de Quelques Problèmes Linéaires

Dans ce chapitre on étudie l�existence et l�unicité des solutions faibles de quelques

problèmes aux limites gouvernés par le bilaplacien dans un ouvert borné à frontière

su¢ samment régulière.

On mettra en évidence, dans chaque cas, un théorème d�existence et d�unicité de la

solution faible.

Notations 2.1


 désigne un corps homogène, occupant un domaine borné de R2, à frontière su¢ -

samment régulière �.

Par suite, tous les résultats sur ce type de domaine sont valables. Il su¢ t, dans toute

la suite de faire l�étude dans le secteur 
 ouvert borné, de frontière su¢ samment régulière

� :

� =

0@ �1

�2

1A ; � =

0@ � 1

� 2

1A sont respectivement la normale unitaire sortante et la

tangente unitaire dans le sens positif sur la frontière �:

M (u) et N (u) désignent les opérateurs di¤érentiels frontières suivant :
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M (u) j� =M (u) = ��u+ (1� �)
@2u

@�2
;

et

N(u) j� = N(u) = �( @
@�
�u+ (1� �)

@3u

@�@� 2
);

où � 2 ]0; 1[est le coe¢ cient de Poisson du matériau constituant la plaque.

Les dérivées normale et tangentielle sont données par :

@

@�
= �1

@

@x1
+ �2

@

@x2
et

@

@�
= ��1

@

@x2
+ �2

@

@x1
:

2.1 Formulation des problèmes (Pk) ; k = 1 �a 3

On considère ici une famille de 3 problèmes gouvernés par le bilaplacien, c�est- à-dire

pour f 2 L2 (
) on cherche u, si possible dans H4 (
) ; solution de :

(Pk)

8<: 42u = f dans 
,

Bk
0u = 0 sur �,

(k = 1 à 3) ;

où les opérateurs frontières sont :

8<: B1
0u =

8<: u

@u
@�

sur � ; (2.1)

8<:B2
0u =

8<: u

M (u)
sur � ; (2.2)

8<:B3
0u =

8<: M (u)

N (u)
sur � ; (2.3)

23



2.1.1 Interprétation physique des problèmes (Pk) ; k = 1 à 3

Physiquement, M(u) est le moment de �exion et N(u) est la force transversale com-

posée de la force de cisaillement et du moment de torsion.

Ces problèmes représentent di¤érents modèles mathématiques d�une plaque, u(x)

étant le déplacement perpendiculaire à la plaque au point x (sous l�hypothèse de pe-

tits déplacements),

f est la densité de force et les conditions au bord (2:1) à (2:3) signi�ent que la plaque

est :

- Encastrée aux bord �;pour le premier problème.

- Simplement supportée aux bord �;pour le deuxième problème.

- Libre aux bord �;pour le troisième problème.

La méthode variationnelle usuelle, étant valable dans les domaines bornés à frontière

su¢ samment régulière ainsi que dans le cas des �ssures. On est assuré de l�existence et

de l�unicité d�une solution variationnelle u 2 H 2(
):

On s�intéresse à l�existence et à l�unicité de la solution variationnelle u(k) 2 H2(
)

de (Pk) ; k = 1 �a 3, et � 2 ]0; 1[est le coe¢ cient de Poisson du matériau constituant la

plaque.

2.1.2 Théorème de Lax-milgram

Dans cette section, on considère un problème général pouvant se mettre sous la forme

variationnelle

(pb) trouver u 2 V tel que a(u; v) = F (v) pour tout v 2 V:

Le théorème de Lax-Milgram apporte une réponse a l�existence, l�unicité de la solution

dans un cadre précis.
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Théorème 2.1 On suppose que V est un espace de Hilbert et que les formes a et F

véri�ent les hypothèses suivantes

1. continuité de F :

jF (v)j � CF kvkV pour tout v 2 V;

2. continuité de a :

ja(u; v)j � Ca kukV kvkV pour tout u; v 2 V;

3. coercivité de a :

a(u; u) � � kuk2V pour tout u 2 V; avec � � 0:

Alors il existe une solution unique u au problème (Pb) qui véri�e l�estimation a priori

kukV �
kFkV 0
�

;

avec kFkV 0 = sup
kvkV =1

jF (v)j la norme de F dans le dual V
0
de V .

Preuve L�estimation a priori s�établit en prenant v = u dans (Pb) puis en appliquant

la continuité de L et la coercivité de a ce qui donne :

� kuk2V � CL kukV :

Il su¢ t alors de prendre CL = kukV 0 .Cette estimation nous donne aussi l�unicité de la

solution. Pour l�existence, considérons d�abord le cas simple ou a est une forme symé-

trique. Dans ce cas la continuité et la coercivité de a montrent qu�il s�agit d�un produit

scalaire sur V � V et que la norme

kvka =
p
a(v; v)
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est équivalente a la norme k kV . puisque L est continue, elle est aussi par rapport a k ka
et le théorème de représentation de Reisz nous assure donc l�existence d�un unique u 2 V

tel que

L(v) = a(u; v) pour tout v 2 V

Dans le cas non-symétrique, on remarque que puisque

v ! a(u; v) et v ! L(v)

Sont continues, on peut écrire

a(u; v) = hAu; vi et L (v) = hf; vi

où A est opérateur continu sur V; f 2 V 0
et h; i un produit scalaire dans V .

Le problème (pb) s�écrit donc

Au = f dans V:

L�hypothèse de coercivité nous permet d�a¢ rmer que

� kvkV � kAvkV 0 ;

Pour tout v 2 V , ce qui entraine que Im(A) est un sous-espace fermé de V qui se

décompose donc suivant :

V = Im(A)� (Im(A))?:

Considérons à présent w 2 (Im(A))?. La coercivité nous montre que

� kwk2X � a (w;w) = hAw;wi = 0

Par conséquent Im(A) = V ce qui prouve l�existence de la solution u.
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Nous allons considérer trois problèmes types, soient les cas k = 1à 3:

2.2 Problème p1

2.2.1 Formulation du problème P1

On considère ici un problème aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c�est-

à-dire pour f 2 L2 (
) : On cherche u, si possible dans H4 (
) ; solution de :

(P1)

8>>><>>>:
42u = f dans 
, (1)

u = 0

@u
@�
= 0

sur �; (2)
:

2.2.2 Interprétation physique du problème (P1)

Physiquement, ce problème représente un modèle mathématique d�une plaque : u(x)

étant le déplacement perpendiculaire à la plaque au point x (sous l�hypothèse de petits

déplacements), f est la densité de force et les conditions au bord sur � signi�ent que la

plaque est encastrée sur �.

2.2.3 Existence et unicité de la solution du problème (P1)


 étant un domaine à frontière su¢ samment réguliére, la méthode variationnelle

usuelle est applicable ici pour s�assurer de l�existence et de l�unicité d�une solution varia-

tionnelle u 2 H2
0 (
);

tel que

a(u; v) = F (v) pour tout v 2 H2
0 (
);
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a(u; v) =

Z



4u4vdx et F (v) =

Z



fvdx;

soit u une solution régulière de (p1) pour tout v 2 H2
0 (
) on a

a(u; v) =

Z



4(4u)(x)v(x)dx =

Z



f(x)v(x)dx; (2.4)

par intégration par partie,

Z



4(4u)(x)v(x)dx = �
Z



r(�u):rv(x)dx +

Z
�

@(�u)

@�
(x)v(x)ds;

comme v = 0 sur �, on en déduit que

Z



4(4u)(x)v(x)dx = �
Z



r(�u):rv(x)dx;

puis par une nouvelle intégration par partie que

Z



4(4u)(x)v(x)dx =

Z



�u(x):�v(x)dx �
Z
�

�u(x)
@v

@�
(x)ds;

comme @v
@�
(x) = 0 sur �, le dernier terme de cette équation est nulle. Ainsi, on déduit

de (2:4) que

Z



4(4u)(x)v(x)dx =

Z



f(x)v(x)dx;

don, pour tout v 2 H2
0 (
); ainsi �(�u)� f = 0:
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A�n d�appliquer le Théorème de Lax-Milgram, la seule hypothèse non trivialement

véri�ée est la coercivité de la forme biliniéaire a(:; :):Or pour tout u 2 H2
0 (
), on établit

suite à deux intégrations par partie successives que

a(u; v) =
X
i;j

Z



���� @2u

@xi@xj
(x)

����2 dx =


r2u



2
L2(
)

:

En appliquant deus fois l�inégalité de Poincaré, on obtient qu�il existe des constantes

C et C 0 positives telles que pour tout élément u 2 H2
0 (
)

kuk2L2(
) � C kruk2L2(
) � C 0


r2u



2
L2(
)

= C 0a(u; v);

Par conséquent, il existe C > 0 tel que pour tout u 2 H2
0 (
)

kuk2H2(
) � C a(u; u):

La coercivité de la forme bilinéaire a(:; :) est don établie et il existe une unique solution

au problème variationnel.

Reste à établir que la solution du problème variationnel est solution du problème aux

limites (p1):

Soit ! un ouvert inclus dans un compact de 
 . Il existe � 2 C1c (
) telle que � = 1

sur !:Pour toute fonction v 2 C1c (
) de support inclus dans !

Z



�(x)�u(x)�v(x)dx =

Z



�u(x)�v(x)dx =

Z



f(x)v(x)dx:

D�aprés le résultat de régularité admit, ��u est un élément de H2(
): Il est donc

licite d�é¤ectuer deux intégrations par partie successives sur le membre de gauche de

l�équation précédente. On en déduit que
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Z



�(�(x)�u(x))v(x)dx =

Z



f(x)v(x)dx:

Cette équation étant véri�ée por toute fonction v 2 C1c (
) de support inclus dans !;

on en déduit que pour presque tout x 2 !

�(�u)(x) = f(x):

Cette relation reste valable pour presque tout x 2 
 : il su¢ t de considérer une suite

!n de compacts tels que [n!n = 
. En�n, comme u 2 H2
0 (
); la solution de problème

variationnel véri�e automatiquement les conditions au bord u = @u
@�
= 0:

2.3 Problème P2

2.3.1 Formulation du problème (P2)

On considère ici un problème aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c�est-

à-dire pour f 2 L2 (
) : On cherche u, si possible dans H4 (
) ; solution de :

(P2)

8>>><>>>:
42u = f; dans 


u = 0; sur �

M (u) = 0; sur �

(1)

(2)

(3)

(2.5)

2.3.2 Interprétation physique du problème (P2)

Physiquement, M(u) est le moment de �exion et N(u) est la force transversale com-

posée de la force de cisaillement et du moment de torsion.
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Ce problème représente un modèle mathématique d�une plaque, u(x) étant le dépla-

cement perpendiculaire à la plaque au point x (sous l�hypothèse de petits déplacement),

f est la densité de force et les conditions au bord (2) et (3) signi�ent que la plaque est

simplement supportée.

2.3.3 Existence et unicité de la solution du problème (P2)


 étant un domaine à frontière régulier, la méthode variationnelle usuelle est appli-

cable ici pour s�assurer de l�existence et de l�unicité d�une solution variationnelle u 2 H
2(
):

2.3.4 Formulation variationnelle du problème (P2)

Supposons qu�une solution u de (P2) existe et qu�elle appartient à H4(
): Alors en

multipliant l�équation (1) de (2:5) par une "fonction test" v 2 H2(
);

Z



(�2u)vdx =

Z



fvdx (2.6)

Lemme 2.1 Soit u 2 H4 (
) et v 2 H2 (
) ; on a la formule de Green suivante :

Z



�2uvdx = a (u; v)�
Z
�

�

0 (Mu) 
0

@v

@�
+ 
0 (Nu) 
0v

�
d
 (2.7)

Où a (u; v) est une forme bilinéaire symétrique dé�nie sur H2 (
)�H2 (
)

a (u; v) =

Z



�u�vdx�
Z



(1� �)
�
@2u
@x21

@2v
@x22
� 2 @2u

@x1@x2
@2v

@x1@x2
+ @2u

@x22

@2v
@x21

�
dx:

=

Z



�u�vdx�
Z



(1� �)L (u; v) dx (2.8)
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�2 =

nX
i;j=1

@4

@x2i@x
2
j

:

Où L (u; v) dé�nie par

L (u; v) = @21u:@
2
2v + @22u:@

2
1v � 2@1@2u:@1@2v; (2.9)

Preuve On e¤et la décomposition suivante du bilaplacien :

�2 =
@2

@x21

�
@2

@x21

�
+ 2

@2

@x1@x2

�
(1� �)

@2

@x1@x2

�
+

@2

@x21

�
�
@2

@x22

�
+
@2

@x22

�
�
@2

@x21

�
+

@2

@x22

�
@2

@x22

�

D�où

Z



�2uv =

Z



�
@2

@x21

�
@2u

@x21

�
+ 2

@2

@x1@x2

�
(1� �)

@2u

@x1@x2

�

+
@2

@x21

�
�
@2u

@x22

�
+

@2

@x22

�
�
@2u

@x21

�
+

@2

@x22

�
@2u

@x22

��
vdx

On applique la formule de Green deux fois à chaque terme de l�intégrale séparément :

Z



@2

@x21

�
@2u

@x21

�
vdx =

Z
�

@

@x1

�
@2u

@x21

�
v�1d
 �

Z



@

@x1

�
@2u

@x21

�
@v

@x1
dx

=

Z
�

�
@

@x1

�
@2u

@x21

�
v�1 �

@2u

@x21

@v

@x1
�1

�
d
 +

Z



@2u

@x21

@2v

@x21
dx:

32



Z



@2

@x1@x2

�
@2u

@x1@x2

�
vdx =

Z
�

@
@x2

�
@2u

@x1@x2

�
v�1d
 �

Z



@
@x2

�
@2u

@x1@x2

�
@v
@x1
dx

=

Z
�

�
@

@x2

�
@2u

@x1@x2

�
v�1 �

@2u

@x1@x2

@v

@x1
�2

�
d


+

Z



@2u

@x1@x2

@2v

@x1@x2
dx:

Z



@2

@x2@x1

�
@2u

@x2@x1

�
vdx =

Z
�

@
@x1

�
@2u

@x2@x1

�
v�2d
 �

Z



@
@x1

�
@2u

@x2@x1

�
@v
@x2
dx

=

Z
�

�
@

@x1

�
@2u

@x1@x2

�
v�2 �

@2u

@x2@x1

@v

@x2
�1

�
d


+

Z



@2u

@x2@x1

@2v

@x1@x2
dx:

Z



@2

@x21

�
@2u

@x22

�
vdx =

Z
�

@

@x1

�
@2u

@x22

�
v�1d
 �

Z



@

@x1

�
@2u

@x22

�
@v

@x2
dx

=

Z
�

�
@

@x1

�
@2u

@x22

�
v�1 �

@2u

@x22

@v

@x2
�1

�
d
 +

Z



@2u

@x22

@v

@x2
dx:

Z



@2

@x22

�
@2u

@x21

�
vdx =

Z
�

@

@x2

�
@2u

@x21

�
v�2d
 �

Z



@

@x2

�
@2u

@x21

�
@v

@x2
dx:

=

Z
�

�
@

@x2

�
@2u

@x21

�
v�2 �

@2u

@x21

@v

@x2
�2

�
d
 +

Z



@2u

@x21

@2v

@x22
dx:
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Z



@2

@x22

�
@2u

@x22

�
vdx =

Z
�

@

@x2

�
@2u

@x22

�
v�2d
 �

Z



@

@x2

�
@2u

@x22

�
@v

@x2
dx

=

Z
�

�
@

@x2

�
@2u

@x22

�
v�2 +

�
@2u

@x22

�
@v

@x2
�2

�
d


+

Z



�
@2u

@x22

�
@v

@x2
dx:

Z



�2uv =

Z



@2u

@x21

@2v

@x21
+
@2u

@x21

@2v

@x22
+
@2u

@x22

@2v

@x21
+
@2u

@x21

@2v

@x22| {z }
�u�v

dx

� (1� �)

Z



@2u

@x22

@2v

@x1
� 2 @2u

@x1@x2

@2v

@x1@x2
+
@2u

@x21

@2v

@x22
dx+ I1 � I2:

Où

I1 =

Z
�

�
@

@x1

�
@2u

@x21

�
�1 + (1� �)

@

@x2

�
@2u

@x1@x2

�
�1 + �

@

@x1

�
@2u

@x22

�
�1

+(1� �)
@

@x1

�
@2u

@x2@x1

�
�2 + �

@

@x2

�
@2u

@x21

�
�2 +

@

@x2

�
@2u

@x22

�
�2

�
vd
:

I2 =

Z
�

�
@2u

@x21

@v

@x1
�1 + (1� �)

@2u

@x1@x2

@v

@x1
�2 + (1� �)

@2u

@x2@x1

@v

@x2
�1

+�
@2u

@x22

@v

@x1
�1 + �

@2u

@x21

@v

@x2
�2 +

@2u

@x22

@v

@x2
�2

�
d
:

Calculons l�intégrale I1 :On calculons d�abord @
@�
�u

@

@�
�u =

@

@�

�
@2u

@x21
+
@2u

@x22

�
:

=
@

@x1

�
@2u

@x21

�
�1 +

@

@x2

�
@2u

@x21

�
�2 +

@

@x1

�
@2u

@x22

�
�1 +

@

@x2

�
@2v

@x22

�
�2:
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I1 =

Z
�

h
@
@x1

�
@2u
@x21

�
�1 +

@
@x2

�
@2u

@x1@x2

�
�1 +

@
@x1

�
@2u

@x2@x1

�
�2 +

@
@x2

�
@2u
@x22

�
�2

i
vd


=

Z
�

@
@�
�uvd
:

Calculons l�intégrale I2on exprimer les dérivées partielle en fonction des dérivées nor-

male et tangente.

En e¤et : 8<: @u
@�
= @u

@x1
�1 +

@u
@x2
�2:

@u
@�
= @u

@x1
�2 � @u

@x2
�1:

()

8<: @u
@x1

= @u
@�
�1 +

@u
@�
�2:

@u
@x2

= @u
@�
�2 � @u

@�
�1:
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On applique ainsi ces formules pour obtenir :

I2 =

Z
�

�
@2u

@x21

�
@v

@�
�1 �

@v

@�
�2

�
�1 + (1� �)

@2u

@x1@x2

�
@v

@�
�2 +

@v

@�
�1

�
�1

+(1� �)
@2u

@x1@x2

�
@v

@�
�1 �

@v

@�
�2

�
�2 + �

@2u

@x22

�
@v

@�
�1 �

@v

@�
�2

�
�1

+�
@2u

@x21

�
@v

@�
�2 +

@v

@�
�1

�
�2 +

@2u

@x22

�
@v

@�
�2 +

@v

@�
�1

�
�2

�
d
:

=

Z
�

@v

@�

�
@2u

@x21
�21 + 2 (1� �)

@2u

@x1@x2
�1�2 + �

@2u

@x22
�21 + �

@2u

@x21
�22 +

@2u

@x22
�22

�
d


+

Z
�

@v

@�

�
�@

2u

@x21
�1�2 + (1� �)

@2u

@x1@x2

�
�21 � �22

�
� �

@2u

@x22
�1�2

+�
@2u

@x21
�1�2 +

@2u

@x22
�1�2

�
d
:

=

Z
�

@v

@�

�
@2u

@x21

�
�21 + ��22

�
+
@2u

@x22

�
��21 + �22

�
+ 2 (1� �)

@2u

@x1@x2
�1�2

�
d


+(1� �)

Z
�

@v

@�

�
�@

2u

@x21
�1�2 + 2

@2u

@x1@x2

�
�21 � �22

�
+
@2u

@x22
�1�2

�
d
:

=
R
�

@v
@�

h
@2u
@x21
(�21 + � (1� �21)) +

@2u
@x22
(� (1� �22) + �22) + 2 (1� �) @2u

@x1@x2
�1�2

i
d


� (1� �)

Z
�

@v

@s

�
@2u

@x21
�1�2 �

@2u

@x1@x2

�
�21 � �22

�
� @2u

@x22
�1�2

�
d
:

=

Z
�

@v

@�

�
(1� �)

�
@2u

@x21
�21 + 2

@2u

@x1@x2
�1�2 +

@2u

@x22
�22

�
+ ��u

�
d


� (1� �)

Z
�

@v

@s

�
@2u

@x21
�1�2 �

@2u

@x1@x2

�
�21 � �22

�
� @2u

@x22
�1�2

�
d
:

La seconde intégrale de I2 peut être calculée par parties. Etant donné qu�elle est prise

sur un contour fermé, les limites d�intégration sont confondues en un point, on obtient
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tout simplement :

I2 =

Z
�

@v

@�

�
��u+ (1� �)

�
@2u

@x21
�21 + 2

@2u

@x1@x2
�1�2 +

@2u

@x22
�22

��
d


+(1� �)

Z
�

v
@

@�

�
@2u

@x21
�1�2 �

@2u

@x1@x2

�
�21 � �22

�
� @2u

@x22
�1�2

�
d
:

Finalement, on obtient :

Z



�2uvdx = a (u; v)�

0@Z
�

�

 (Mu) 


@v

@�
+ 
 (Nu) 
v

�
d


1A :

On choisissant :

V =
�
v 2 H2(
); v = 0; sur �

	
; (2.10)

On a V est bien un sous-espace fermé de H2(
) contenant

H2
0 (
) =

�
v 2 H2(
) : v =

@v

@�
= 0; sur �

�
:

H2
0 (
) ,!

continue
V;

i.e.

kukV � C kukH2
0 (
)

:

Pour u 2 H4(
) solution du problème (P2) et v 2 V on obtient :

Z



�2uvdx = a (u; v) (2.11)

Où a (u; v) est dé�nie en (2:8).
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Une formulation variationnelle du problème (P2) :

a(u; v) =

Z



fvdx (2.12)

On pose :

F (v) =

Z



f(x)v(x)dx (2.13)

Alors, on a le problème variationnel :

(Pv)

8<: Trouver u 2 V tel que

a(u; v) = F (v); 8v 2 V
(2.14)

Grâce au Lemme de Lax-Milgram, le problème (Pv) a une solution unique u 2 H2(
):

En e¤et, la linéarité des formes a et F sont facile à véri�er. Pour la continuité de la

forme linéaire a sur V :
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a(u; v) =

Z



�u�vdx� (1� �)

Z



�
@2u

@x21

@2v

@x22
� 2 @2u

@x1@x2

@2v

@x1@x2
+
@2u

@x22

@2v

@x21

�
dx:

=

Z



�
@2u

@x21

@2v

@x21
+
@2u

@x21

@2v

@x22
+
@2u

@x22

@2v

@x21
+
@2u

@x22

@2v

@x22

�
dx:

�(1� �)

Z



�
@2u

@x21

@2v

@x22
� 2 @2u

@x1@x2

@2v

@x1@x2
+
@2u

@x22

@2v

@x21

�
dx:

=

Z



�
@2u

@x21

@2v

@x21
+
@2u

@x22

@2v

@x22
+ �

@2u

@x21

@2v

@x22
+ �

@2u

@x22

@2v

@x21

+2(1� �)
@2u

@x1@x2

@2v

@x1@x2

�
dx:

ja (u; v)j �
Z



�����@2u@x21

���� ����@2v@x21

����+ ����@2u@x21

���� ����@2v@x22

����+ ����@2v@x21

���� ����@2u@x22

����+ ����@2u@x22

���� ����@2v@x22

����
+2

���� @2u

@x1@x2

���� ���� @2v

@x1@x2

����� dx:
�

Z



�����@2u@x21

����+ ����@2v@x22

����+ 2 ���� @2u

@x1@x2

����� �����@2v@x21

����+ ����@2v@x22

����+ 2 ���� @2v

@x1@x2

����� :
� kukV kvkV :

D�où la continuité de la forme a:

En établie la coercivité de a :
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a (u; u) =

Z



"����@2u@x21

����2 + 2@2u@x21

@2u

@x22
+

����@2u@x22

����2 � 2 (1� �)

 
@2u

@x21

@2u

@x22
�
���� @2u

@x1@x2

����2
!#

dx

=

Z



"����@2u@x21

����2 + 2� @2u@x21

@2u

@x22
+

����@2u@x22

����2 + 2 (1� �)

���� @2u

@x1@x2

����2
#
dx

= (1� �)

Z



"
2

���� @2u

@x1@x2

����2 + ����@2u@x21

����2 + ����@2u@x22

����2
#
dx

+�

Z



"����@2u@x21

����2 + 2@2u@x21

@2u

@x22
+

����@2u@x22

����2
#
dx

= (1� �)

Z



"
2

���� @2u

@x1@x2

����2 + ����@2u@x21

����2 + ����@2u@x22

����2
#
dx+ �

Z



j�uj2 dx:

� (1� �)

Z



"����@2u@x21

����2 + 2 ���� @2u

@x1@x2

����2 + ����@2u@x22

����2
#
dx

� (1� �) juj2V

Où jujV =

0@X
j�j=2

kD�uk2L2(
)

1A 1
2

désigne la semi-norme de V qui est équivalente à la

norme de H2(
):

Donc la forme a est bien coercive.

En établie la continuité de F :

jF (v)j �
Z



jf (x)j jv (x)j dx

On applique l�inégalité de Cauchy-Schwartz

jF (v)j � C kv (x)kV :

2.3.5 Interprétation de la solution du problème (P2)
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En choisissant v = ' 2 D(
) dans (2:13); on obtient immédiatement

42u = f , dans D
0
(
). (2.15)

Par ailleurs, d�après la dé�nition de V; on sait que

u = 0; sur �: (2.16)

Il reste à interpréter la condition aux limite M(u) = 0; sur �:

Nous allons montrer que (Pv) implique que

M(u) = 0; sur �: (2.17)

Soit

H
�
�2;


�
=
�
v 2 H2 (
) : �2v 2 L2 (
)

	
Muni de la norme

kvkH(�2;
) =
�
kvk2H2(
) +



�2v


2
L2(
)

� 1
2
:

Démontrons que l�application trace

T : D
�


�
�! D (�)

u 7! Tu =M(u):

Se prolonge en une application linéaire continue, encore notée T , de H (�2;
) dans

~H
�1
2 (�) :

En e¤et, soit u 2 D(
), pour w 2 ~H
1
2 (�) on pose

`(w) =

Z
�


M(u)
(
@w

@�
)d
:

41



D�après le théorème de trace (cf : [2] lemme 2:1 et 2:2) il existe v 2 H2 (
) tel que

kvkH2(
) � C





@w@�





~H
1
2 (�)

� C 0 kwk ~H 1
2 (�)

:

On peut alors écrire par utilisation de la formule de Green

`(w) =

Z



(�2u)vdx: (2.18)

On a donc (en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz)

`(w) � kukH(�2;
) kvkH2(
)

� C 0 kukH(�2; 
) kwk ~H 1
2 (�)

:

Ce qui preuve que ` 2 ~H
�1
2 (�) ; et de plus l�application

T : u 2 D
�


�
�! ` 2 ~H

�1
2 (�) ;

est bornée sur D
�
�

�
muni de la norme de H (�2;
), elle peut donc être prolongée

par densité, vu que D
�
�

�
est dense dans H (�2;
) (cf .[1]) en une application linéaire

continue de H (�2;
) dans ~H
�1
2 (�) :

Pour u 2 H (�2;
) et v 2 H2 (
) on a la formule de Green généralisée

h
(Tu); 
vi
~H
�1
2 (�)� ~H

1
2 (�)

=

Z



(�2u)vdx; (2.19)

Démontrons à présent que (2:17) a bien lieu si u est la solution du problème (Pv):

D�après (2:15), on voit que u 2 H (�2;
) : La formule de Green généralisée (2:19) entraîne

Z



(�2u)vdx+ h
(Tu); 
vi
~H
�1
2 (�)� ~H

1
2 (�)

=

Z



f(x)v(x)dx: (2.20)
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Pour tout v 2 H2 (
). D�après (2:15) on a donc

h
(Tu); 
vi
~H
�1
2 (�)� ~H

1
2 (�)

= 0; 8v 2 H2 (
) :

D�où

Tu =Mu = 0 dans ~H
�1
2 (�) :

L�interprétation du problème variationnel (Pv) en terme de problème aux limites est donc

la suivante : 8>>><>>>:
42u = f; dans 


u = 0; dans H
�3
2 (�)

M (u) = 0; dans H
�1
2 (�)

(2.21)

2.4 Problème P3

2.4.1 Formulation du problème (P3)

On considère ici un problème aux limites intermédiaire pour le bilaplacien, c�est-

à-dire pour f 2 L2 (
) ; on cherche u, si possible dans H4 (
) ; solution de :

(P3)

8>>><>>>:
42u = f dans 
,

N(u) = 0 sur �;

M(u) = 0 sur �:

2.4.2 Interprétation physique du problème (P3)

Physiquement,M(u) est le moment de �exion et N(u) est la force transversale compo-

sée de la force de cisaillement et du moment de torsion. Ce problème représente un modèle

mathématique d�une plaque : u(x) étant le déplacement perpendiculaire à la plaque au

point x (sous l�hypothèse de petits déplacement), f est la densité de force volumique et

les conditions au bord sur � signi�ent que la plaque est libre au bord �

43



2.4.3 Existence et unicité de la solution du problème (P3)


 étant un domaine ouvert borné à frontière su¢ samment régulière, la méthode va-

riationnelle usuelle est applicable ici pour s�assurer de l�existence et de l�unicité d�une

solution variationnelle u 2 H 2(
):

Supposons qu�une solution u de (P3) existe et qu�elle appartient à H4(
): Alors en

multipliant l�équation (1) par une "fonction test" v 2 H2(
); on obtient par la formule

de Green :

Z



(�2u)vdx =

Z



��u�vdx�
Z



�
(1� �)

�
@2u

@x21

@2v

@x22
� 2 @2u

@x1@x2

@2v

@x1@x2
+
@2u

@x22

@2v

@x21

��
dx

�
Z
�

�
(Mu)

@v

@�
+ (Nu)v

�
d�

2.4.4 Formulation variationnelle du problème (P3)

Une formulation variationnelle du problème (P3) est obtenue en choisissant :

V = H2(
);

a(u; v) =

Z



�u�vdx�
Z



�
(1� �)

�
@2u

@x21

@2v

@x21
+ 2

@2u

@x1@x2

@2v

@x1@x2
+
@2u

@x22

@2v

@x22

��
dx;

(2.22)

et

F (v) =

Z



f(x)v(x)dx+

Z
�

�
(Nu)v + (Mu)

@v

@�

�
d�: (2.23)

On a aussi montré que si u 2 H4(
) est solution de (P3) , alors il est solution du problème

variationnel :
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(Pv)

8<: Trouver u 2 V tel que

a(u; v) = F (v); 8v 2 V:
(2.24)

Grâce au théorème de Lax-LMilgram, le problème (Pv) a une solution unique u 2

H2(
): En e¤et, la linéarité des formes a et F et la continuité de a sont faciles à véri�er.

Pour la continuité de la forme linéaire F surV; on utilise le fait que l�application trace


 : H2(
) �! L2(�); u �! 
(v) = vj� ;

sont linéaires continues.

La coercivité de la forme a est une conséquence du lemme (2:2)

Lemme 2.2

a(u; u) � � kuk2H2(
) ; 8u 2 H2(
): (2.25)

Preuve En tilisant l�inégalité 2Re(ab) � �(jaj2 + jbj2); véri�ée par deux nombres

complexes arbitraires a, b, on voit que

a(u; u) � (1� �) juj2H2(
) ;8u 2 H2(
); (2.26)

où jujH2(
) =

0@X
j�j=2

kD�uk2L2(
)

1A 1
2

désigne la semi-norme de H2(
): Par un argument

standard de contradiction, on en déduit que (2:26) implique (2:25).

2.4.5 Interprétation de la solution du problème (P3)

En choisissant v = ' 2 D(
) dans (2:15) on obtient immédiatement

42u = f dans D
0
(
) . (2.27)

45



Il reste à interpréter la condition aux limite Nu = Mu = 0 sur �:

Nous allons montrer que (2:15)implique que

Nu =Mu = 0 sur �: (2.28)

Soit H (�2;
) = fv 2 H2 (
) : �2v 2 L2 (
)g muni de la norme

kvkH(�2;
) =
�
kvk2H2 + k�2vk2L2

� 1
2
:Démontrons que l�application trace

T : D
�
�

�
�! D (�)�D (�)

u 7! Tu = (Nuj� ;Muj� );

se prolonge en une application continue, encore notée T , de H (�2;
) dans H
�3
2 (�) �

H
�1
2 (�) :

En e¤et, soit u 2 D(
) ; pour w 2 H 3
2 (�)�H

1
2 (�) ; on pose

l(w) =

Z
�

�
(Nu)w + (Mu)

@w

@�

�
d�:

D�après le théorème de trace (cf : [5]), il existe v 2 H2 (
) tel que

kvkH2(
) � c k
wk
H
3
2 (�)�H

1
2 (�)

;

où


w = (wj� ;
@w

@� j�
):

On peut alors écrire par utilisation de la formule de Green

l(w) =

Z



(�2u)vdx: (2.29)
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On a donc (en utilisant l�inégalité de Cauchy-Schwartz)

l(w) � kukH(�2;
) kvkH2(
)

� c kukH(�2;
) k
wkH 3
2 (�)�H

1
2 (�)

;

ce qui prouve que l 2 H �3
2 (�)�H

�1
2 (�) ; et de plus l�application

T : u 2 D
�
�

�
�! l 2 H �3

2 (�)�H
�1
2 (�)

est bornée sur D
�
�

�
muni de la norme de H (�2;
) ; elle peut donc être prolongée par

densité en une application linéaire continue de H (�2;
) dans H
3
2 (�)�H

1
2 (�) :

Corollaire 2.1 Pour u 2 H (�2;
) et v 2 H2 (
) ; on a la formule de Green

généralisée

hTu; vi =
Z



(�2u)vdx; (2.30)

où < ; > désigne le crochet de dualité entre H
�1
2 (�)�H �1

2 (�) et H
3
2 (�)�H 1

2 (�) :

Démontrons à présent que 2:25 a bien lieu si u est la solution du problème (2:24):

D�apès (2:25), on voit que u 2 H (�2;
) : La formule de Green généralisée (2:30) entraîne

Z



(�2u)vdx+ hTu; vi =
Z



f(x)v(x)dx; (2.31)

pour tout v 2 H2 (
). D�après (2:25), on a donc

hTu; vi = 0; 8v 2 H2 (
) ;

d�où 0@ Nu

Mu

1A = 0; dans H
�3
2 (�)�H

�1
2 (�) :
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L�interprétation du problème varitionnel (2:24) en termes de problème aux limites est

donc la suivante : 8>>><>>>:
42u = f dans 
,

N(u) = 0 dans H
�3
2 (�) ;

M(u) = 0 dans H
�1
2 (�) :

(2.32)
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Chapitre 3

Quelques Problèmes de Vibrations

non Linéaires d�une Plaque

3.1 Problème P4

3.1.1 Position du problème (P4)

On considère un ouvert 
 borné de R2 (
 est la plaque vibrante),

On cherche une fonction u = (u1; u2) = (u1 (x; t) ; u2 (x; t)) ; x 2 
; t 2 ]0; T [ dans R2;

qui véri�e :

(P4)

8>>>>>><>>>>>>:

u
00
1 + a1�

2u1 � L (u1; u2) = f , dans 
� ]0; T [ ;

a2�
2u2 + L (u1; u1) = 0; dans 
� ]0; T [ ;

u1 =
@u1
@�
= 0; u2 =

@u2
@�
= 0, sur �;

u1(x; 0) = u01(x); u
0
1(x; 0) = u11(x), x 2 
;

(3:1)

(3:2)

(3:3)

(3:4)

Où les fonctions u01 et u11 sont données, les ai sont des constantes strictement positifs,

f est une fonction donnée de Q dans R:
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3.1.2 Interprétation physique du problème (P4)

On considère une plaque mince élastique homogène occupons un domaine 
 borné de

R2 à frontière su¢ samment régulière. Les équations (3:1) et (3:2) est l�équation d�équilibre

de la plaque, f désigne la densité des forces volumiques donnée, u1 désigne le déplacement

vertical d�un point matériaux x à l�instant t, et u2 désigne le déplacement transversal d�un

point matériaux x à l�instant t.

et les conditions au bord ; signi�ent que la plaque est encastrée au bord �.

Dé�nition 3.1 (Système de Cauchy-Kowaleska) : Un système d�équations aux déri-

vées partielles est appelé système de Cauchy-Kowaleska s�il est de la forme :

8>>><>>>:
@niui
@tni

= Fi(t; x1; :::; xn; u1; :::; uN ; :::;
@kuj

@tk0@x
k1
1 :::@xknn

; :::)

i; j = 1; 2; :::; N ; k0 + k1 + :::+ kn = k � ni; k0 < ni

@kui
@tk

= �i;k(x1; :::; xn); k = 0; 1; :::; ni � 1; t = t0:

(3.1)

où les fonctions Fi et �i;k analytiques dans un voisinage du point (t0; x01; x
0
2; :::;�

0
j;k0;k1;:::;kn

)

dans lequel

�
@k�k0�i;k0
@xk11 :::@x

kn
n

�
xi=x0i

= �0i;k0;k1;:::;kn ; (3.2)

i = 1; 2; :::; N ;

k0 + k1 + :::+ kn = k � ni:

Remarque 3.1 Dans (P4) Il n�y a pas de condition initiale sur u2; cela tient au faite

que le système d�équations aux dérivées partielles ne contient pas de dérivée en t de u2:

Donc, le système (P4) il n�est pas du type de Cauchy-Kowaleska, on peut l�y ramener

à condition que l�opérateur de GREEN, i. e. l�opérateur inverse de �2 dans 
 pour

les conditions aux limites correspondantes, existe. L�existence de ce dernier dépend des

conditions aux limites et de la forme géométrique de la plaque 
: Par exemple, lorsque


 est à frontière polygonale, l�existence de l�opérateur de GREEN dépend de l�ouverture
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des angles de la plaque.

Dans ce travail, on ne considère que le problème (P4) avec 
 borné et à frontière

su¢ samment régulière. Si G2 désigne l�opérateur de GREEN pour les conditions aux

limites de Dirichlet, alors (3:2) équivaut à

u2 = �
1

a2
G2(L(u1; u1)) (3.3)

Et alors (3:1) devient

u
00

1 + a1�
2u1 +

1

a2
L(u1; G2(L(u1; u1))) = f (3.4)

3.1.3 Etude de l�opérateur bilinéaire L

On dé�nie l�opérateur bilinéaire L de H2
0 (
)�H2

0 (
) dans H
�2(
) par :

Soit u; v 2 H2
0 (
);

L (u; v) = @21u:@
2
2v + @22u:@

2
1v � 2@1@2u:@1@2v:

Lemme 3.1 l�application u; v ! L (u; v) est bilinéaire continue de

H2
0 (
)�H2

0 (
)! H�2(
):

Preuve Soit w 2 L1 (
) on a

(L (u; v) ; w) � kwk1
Z



��@21u�� ��@22v��+ ��@22u�� ��@21v��+ 2 j@1@2uj j@1@2vj dx
� C kwkH2

0 (
)
kukH2

0 (
)
kvkH2

0 (
)
:

Corollaire 3.1 La forme u; v; w ! (L (u; v) ; w) est trilinéaire continue sur H2
0 (
):

Lemme 3.2 La forme trilinéaire u; v; w ! (L (u; v) ; w) est symétrique sur H2
0 (
):
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Preuve Puisque L (u; v) = L (v; u), il su¢ t de montrer que

(L (v; u) ; w) = (L (w; u) ; v) ; (3.5)

et d�après le Corollaire 3.1, il su¢ t de véri�er (3:5) pour u; v; w 2 D(
):

On a

L (v; u) = @21u:@
2
2v + @22u:@

2
1v � 2@1@2u:@1@2v

= @21u:@
2
2v � 2@1@2u:@1@2v + @21@

2
2u:v + @22@

2
1u:v � 2@1@2@1@2u:v| {z }

0

+2
�
@1@

2
2u:@1v + @2@

2
1u:@2v-@2@1@2u:@1v � @21@2u:@2v

�| {z }
0

+ @22u:@
2
1v

=
�
@22@

2
1u:v + 2@2@

2
1u:@2v + @21u:@

2
2v
�
+
�
@21@

2
2u:v + 2@1@

2
2u:@1v + @22u:@

2
1v
�

�2
�
@1@2@1@2u:v + @2@1@2u:@1v + @21@2u:@2v + @1@2u:@1@2v

�
= @21

�
@22u:v

�
� 2@1@2 (@1@2u:v) + @22

�
@21u:v

�
:

Alors, par intégrations par parties

(L (v; u) ; w) =
�
@22u:v; @

2
1w
�
� 2 (@1@2u:v; @1@2w) +

�
@21u:v; @

2
2w
�

=
�
@21w:@

2
2u� 2@1@2w:@1@2u+ @22w:@

2
1u; v

�
= (L (w; u) ; v) :

3.1.4 Théorème d�existence

Théorème 3.1 On suppose f; u01; u11 donnés avec

f 2 L2(Q); (3.6)

u01 2 H2
0 (
); u11 2 L2(
): (3.7)
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Il existe alors u1 et u2 solutions de (P4) avec

u1 2 L1(0; T ;H2
0 (
)); (3.8)

u
0

1 2 L1(0; T ;L2(
)); (3.9)

u2 2 L1(0; T ;H2
0 (
)): (3.10)

Remarque 3.2 Il résulte de (3:8) et (3:10 )que

L(u1; u2) 2 L1(0; T ;L1(
)); (3.11)

Et (3:1) entraine

u
00

1 = L (u1; u2)� a1�
2u1 + f ,

�2 2 L(H2
0 (
);H

�2(
));

�2u1 2 L1
�
0; T ;H�2(
)

�
;

u
00

1 2 L1(0; T ;L1(
))� L1
�
0; T ;H�2(
)

�
+ L2(Q);

u
00

1 2 L1(0; T ;H�2(
)); (3.12)

u
0

1 2 L1(0; T ;L2(
)) � L2(0; T ;H�2(
));
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u1 2 L1(0; T ;H2
0 (
)) � L2(0; T ;H�2(
));

et donc les conditions initiales dans (P4) ont un sens.

Remarque 3.3 La fonction u2 du Théorème 3.1 véri�e

u2 2 L1(0; T ;H3�"(
)) 8" > 0: (3.13)

En e¤et, soit " > 0 �xé arbitrairement petit. Alors

L1(
) � H�1�"(
) (3.14)

car si f 2 L1(
) on a :

j(f; ')j � kfkL1(
) k'kL1(
) � c kfkL1(
) k'kH1+"
0 (
)

vu que H1+"
0 (
) � L1(
) si n = 2 et " > 0. Alors

L(u1; u1) 2 L1(0; T ;H�1�"(
))

et comme a2u2 = �L(u1; u1); on en déduit (3:13) ( Notons que (�2)�1 envoie Hs(
)

dans Hs+4(
) \H2
0(
); s � 0).

3.1.5 Formulation variationnelle du problème (P4)

En multipliant l�équation (3:1) et (3:2) par une "fonction test" v 2 V , on obtient par

la formule de Green :
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�
u
00

1 ; v
�
+ a1a (u1; v)� (L (u1; u2) ; v) = (f; v) ; (3.15)

a2a (u2; v) + (L (u1; u1) ; v) dx = 0: (3.16)

Où

a (u; v) =

Z



�u�vdx� (1� �)

Z



L (u; v) dx:

Démonstration du Théorème 3.1

3.1.6 Dé�nition des solutions approchées

On introduit une suite w1; : : : ; wm; : : : de fonctions ayant les propriétés suivantes :

wi 2 H2
0 (
) 8i

8m;w1; : : : ; wm sont linéairement indépendantsles combinaisons linéaires �nies des wi
sont denses dans H2

0 (
):

Soit u1m(t) véri�ant

u1m(t) 2 [w1; : : : ; wm] ; i.e. u1m(t) =
mX
i=1

gim(t)wi; (3.17)

�
u
00
1m(t); wj

�
+a1 (�u1m(t);�wj)

+ 1
a2
([u1m(t); G2 ([u1m(t); u1m(t)])] ; wj)= (f(t); wj) ;

1 � j � m

(3.18)

où on utilise les notations de (3:3) et (3:4), avec

u1m(0) = u01m 2 [w1; : : : ; wm] ; u01m ! u01 dans H2
0 (
); (3.19)
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u
0

1m(0) = u11m 2 [w1; : : : ; wm] ; u11m ! u11 dans L2(
): (3.20)

Si l�on dé�nit u2m(t) par

u2m(t) = �
1

a
G2 (L(u1m(t); u1m(t))) (3.21)

ou encore

8<: a2�
2u2m(t) + L(u1m(t); u1m(t)) = 0

u2m(t) 2 H2
0 (
);

(3.22)

alors (3:18) s�écrit8<:
�
u
00
1m(t); wj

�
+ a1 (�u1m(t);�wj)

+ (L(u1m(t); u2m(t)); wj) = (f(t); wj) ; 1 � j � m
(3.23)

Naturellement u2m(t) n�est pas (en général) à valeurs dans [w1; : : : ; wm].

On est assuré de l�existence de u1m(t); et donc de u2m(t); dans un intervalle [0; tm] ; tm >

0:

3.1.7 Estimations a priori

On multiplie (3:23) par g
0
jm(t) et on somme en j: Il vient :

1

2

d

dt

����u01m(t)���2 + a1 j�u1m(t)j2
�
�
�
L(u1m(t); u2m(t)); u

0

1m(t)
�
=
�
f(t); u

0

1m(t)
�

:

(3.24)

Mais, d�après le lemme 3.1 :
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�
L(u1m(t); u2m(t)); u

0

1m(t)
�
= �

�
L(u1m(t); u

0

1m(t)); u2m(t)
�

= �1
2

�
d

dt
L(u1m(t); u1m(t)); u2m(t)

�

et d�après (3:22) cela est égal à

+
a2
2
(�2u

0

2m(t); u2m(t)) =
a2

4

d

dt
j�u2m(t)j2 :

donc(3:24) s�écrit encore :

1

2

d

dt
(
���u01m(t)���2 + a1 j�u1m(t)j2 +

a2
2
j�u2m(t)j2)

= (f(t); u
0

1m(t)) (3.25)

et donc

1

2
(ju1m(t)j2 + a1 j�u1m(t)j2 +

a2
2
j�u2m(t)j2) =

1

2
(ju11mj2 + a1 j�u01mj2 +

a2
2
j�u2m(0)j2)(3.26)

+

Z t

0

(f(�); u01m(�))d�:

mais d�après (3:19).

ju11mj2 + a1 j�u01mj2 � constante;

d�après la dé�nition (3:21) on a :

u2m(0) = �
1

a2
G2(L(u01m; u01m)): (3.27)

mais L( u01m; u01m) demeure dans un borné de L1(
) donc de H�2(
);donc u2m(0)
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demeure dans un borné de H
2

0(
) et donc dans (3:26)

j�u2m(0)j � constante

donc(3:26) entraine que tm = T et que :

u1m; u2m demeurent dans un borné de L1(0; T ;H2
0 (
)); (3.28)

u
0

1mdemeurent dans un borné de L
1(0; T ;L2(
)); (3.29)

3.1.8 Passage a la limite

d�après (3:28) et (3:29) on peut extraire une suite u1�; u2� telle que8>>><>>>:
ui� ! ui dans L1(0; T ;H2

0 (
)) faible étoile, i = 1; 2

u
0
1� ! u

0
1 dans L

1(0; T ;L2(
)) faible étoile

u1� ! u1 dans L2(Q) fort

(3.30)

soient 'j; 1 � j � j0 des fonctions 2 C1([0; T ]);

'j(T ) = 0; et 	 =
PJ0

j=1 'j 
 wj

on déduit de (3:23) pour m = � � j0 que

�
Z T

0

(u
0

1�
;	

0
)dt+a1

Z T

0

(�u1� ;�	)dt�
Z T

0

(L(u1� ; u2�);	)dt =

Z T

0

(f;	)dt+(u11�(0);	(0))

(3.31)

mais d�après le lemme 3.1 :

Z T

0

(L(u1�; u2�);  ) dt =

Z T

0

(L( ; u2�); u1�) dt; (3.32)
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L( ; u2�) ! L( ; u2) dans L2(Q) faible et donc puisque u1� ! u1 dans L2(Q) fort,

on voit queR T
0
(L(u1�; u2�);  ) dt!

R T
0
(L( ; u2); u1) dt =

R T
0
(L(u1; u2);  ) dt

donc, (3:32) implique à la limite :

�
Z T

0

�
u
0

1;  
0
�
dt+a1

Z T

0

(�u1;� ) dt�
Z T

0

(L(u1; u2);  ) dt =

Z T

0

(f;  ) dt+(u11;  (0))

(3.33)

et cela 8 de la forme (3:31).

Par passage à la limite on en déduit que (3:33) a encore lieu pour tout  2 L2(0; T ;H2
0 (
))

tel que  0 2 L2(0; T ;L2(
)) et  (T ) = 0:

Cela montre que u1 et u2 sont liés par la première équation de (p4) et que u
0
1(0) =

u11:

Il reste donc seulement à montrer la deuxième équation de (p4). On peut passer

directement à la limite sur (3:22) (pour m = �) en notant quant que

L(u1�; u1�)! L(u1; u1) dans D
0
(Q) ; en e¤et, on a

Z T

0

(L(u1�; u1�); ') dt =

Z T

0

(L(u1�; '); u1�) dt; 8' 2 D(Q)

et on passe à la limite comme plus haut.

3.2 Problème P5

3.2.1 Position du problème (P5)

On considère un ouvert 
 borné de R2 (
 est la plaque vibrante),

On cherche une fonction u = (u1; u2) = (u1 (x; t) ; u2 (x; t)) ; x 2 
; t 2 ]0; T [ dans R2;

qui véri�e :
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(P5)

8>>>>>><>>>>>>:

u
00
1 + a1�

2u1 � L (u1; u2) = f , dans 
� ]0; T [ ;

a2�
2u2 + L (u1; u1) = 0; dans 
� ]0; T [ ;

N(u1) =M(u1) = 0; N(u2) =M(u2) = 0, sur �;

u1(x; 0) = u01(x); u
0
1(x; 0) = u11(x), x 2 
;

(3:1)0

(3:2)0

(3:3)0

(3:4)0

Où les fonctions u01 et u11 sont données, les ai sont des constantes strictement positifs,

f est une fonction donnée de Q dans R:

3.2.2 Interprétation physique du problème (P5)

Physiquement, M(u) est le moment de �exion et N(u) est la force transversale com-

posée de la force de cisaillement et du moment de torsion.

Ces problèmes représentent di¤érents modèles mathématiques d�une plaque non li-

néaire vibrante : u(x; t) étant le déplacement au point x et à l�instant t, f est la densité

de force.

Et les conditions au bord signi�ent que la plaque est libre au bord � .

Remarque 3.4 Il n�y a pas de condition initiale sur u2; cela tient au �at que le

système (P5) ne contient pas de dérivée en t de u2; c�est à dire que la vibration de la

plaque sont de la direction u1: Le système (P5) n�est pas du type de Cauchy-Kowaleska,

on peut l�y ramener de la façon suivante, pas élimination de u2.

u2 = �
1

a2
G2(L (u1; u1)) (3.34)

Remarque 3.5 Soit G2 désigne ��l�opérateur de Green��, i.e. l�opérateur inverse de

�2 dans 
 pour les conditions aux limites d�une plaque libre .

Et alors (3:1)0 devient

u
00

1 + a1�
2u1 +

1

a2
L (u1; G2(L (u1; u1))) = f (3.35)
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3.2.3 Formulation variationnelle du problème (P5)

En multipliant l�équation (3:1)0 et (3:2)0 par une "fonction test" v 2 H2(
), on obtient

par la formule de Green :

�
u
00

1 ; v
�
+ a1a (u1; v)� (L (u1; u2) ; v) = (f; v) ; (3.36)

a2a (u2; v) + (L (u1; u1) ; v) dx = 0: (3.37)

Où

a (u; v) =

Z



�u�vdx� (1� �)

Z



L (u; v) dx:

Existence de la solution :

3.2.4 Dé�nition des solutions approchées

On introduit une suite w1; : : : ; wm; : : : ; de fonctions ayant les propriétés suivantes :

wi 2 V; 8i 2 N�;

8m 2 N�; w1; : : : ; wm sont linéairement indépendants,les combinaisons linéaires �nies

des wi sont denses dans H2
0 (
):

Soit um(t) véri�ant

u1m(t) 2 [w1; : : : ; wm] ; i.e. u1m(t) =
mX
i=1

gim(t)wi; (3.38)

8<:
�
u
00
1m(t); wj

�
+ a1a (u1m(t); wj)� (L (u1m(t); u2m(t)) ; wj) = (f(t); wj) ;

1 � j � m
(3.39)
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où on utilise les notations de (2:9) (3:7), avec

u1m(0) = u01m 2 [w1; : : : ; wm] ; u01m ! u01; dans H2
0 (
); (3.40)

u
0

1m(0) = u11m 2 [w1; : : : ; wm] ; u11m ! u11; dans L2(
): (3.41)

Si l�on dé�nit u2m(t) par

u2m(t) = �
1

a2
G2 (L (u1m(t); u1m(t))) (3.42)

ou encore 8<: a2�
2u2m(t) + L (u1m(t); u1m(t)) = 0

u2m(t) 2 H2(
);
(3.43)

alors (3:39) s�écrit8>>><>>>:
�
u
00
1m(t); wj

�
+ a1a (u1m(t); wj) +

1
a2
(L (G2 (L (u1m(t); u1m(t))) ; u1m(t)) ; wj)

= (f(t); wj) ;

1 � j � m

(3.44)

Naturellement (3:43) est assuré de l�existence de u1m(t);

comme u2m(t) n�est pas (en général) à valeurs dans [w1; : : : ; wm], et donc de u2m(t):

3.2.5 Estimations a priori

On multiplie (3:38) par g
0
jm(t) et on somme en j: Il vient :8>>><>>>:

�
u
00
1m(t); u

0
1m(t)

�
+ a1a

�
u1m(t); u

0
1m(t)

�
�
�
L (u1m(t); u2m(t)) ; u

0
1m(t)

�
=
�
f(t); u

0
1m(t)

�
;

1 � j � m

(3.45)
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On fait les calcules pour simpli�e (3:45)

�
u
00

1m(t); u
0

1m(t)
�
=
1

2

d

dt

���u01m(t)���2 :
�
�u1m(t);�u

0

1m(t)
�
=
1

2

d

dt
j�u1m(t)j2 :Z




L
�
u1m; u

0

1m

�
dx =

d

dt

Z



@2u1m
@x21

@2u1m
@x22

�
���� @2u1m@x1@x2

����2 dx:
�
L (u1m(t); u2m(t)) ; u

0

1m(t)
�
=

�
L
�
u1m(t); u

0

1m(t)
�
; u2m(t)

�
=

1

2

�
d

dt
L (u1m(t); u1m(t)) ; u2m(t)

�
= �a2

2

�
�2u

0

2m(t); u2m(t)
�

= a2
4
d
dt

0@2Z



@2u2m
@x21

@2u2m
@x22

+
��� @2u2m@x1@x2

���2 dx� j�u2m(t)j2
1A

1
2
d
dt

24��u01m(t)��2 + a1

0@j�u1m(t)j2 � 2(1� �)

Z



�
@2u1m
@x21

@2u1m
@x22

�
��� @2u1m@x1@x2

���2� dx
1A

+a2
4

0@j�u1m(t)j2 � 2(1� �)

Z



�
@2u2m
@x21

@2u2m
@x22

�
��� @2u2m@x1@x2

���2� dx
1A35 = �f(t); u01m(t)� :

(3.46)

On à :

j�uj2 =
����@2u@x21

+
@2u

@x22

����2 = 2@2u@x21

@2u

@x22
+

����@2u@x21

����2 + ����@2u@x22

����2 � 2@2u@x21

@2u

@x22
:

Donc

j�u(t)j2 � (1� �)

Z



2
@2u

@x21

@2u

@x22
dx � � j�u(t)j2 :

Le première membre de (3:46) supérieur à :

1

2

d

dt

����u01m(t)���2 + a1� j�u1m(t)j2 +
a2
2
� j�u1m(t)j2

�
�
�
f(t); u

0

1m(t)
�
; (3.47)
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on intègre (3:44) sur [0; t] on obtient :

���u01m(t)���2 + a1� j�u1m(t)j2 +
a2
2
� j�u1m(t)j2 � 2

Z t

0

(f(s); u
0

1m(s))ds+ C1; (3.48)

où

C1 = ju11mj2 + a1� j�u01mj2 +
a2
2
� j�u2m(0)j2 :

D�après l�égalité (3:42) on a :

�2u2m(0) = �
1

a2
L (u01m; u01m) ;

mais L (u01m; u01m) demeure dans un borné de L1(
) donc de H�2(
);donc u2m(0) de-

meure dans un borné de H
2

0(
) donc

j�u2m(0)j � C:

On utilise l�inégalité suivante pour simpli�er le second membre de (3:2)0 :

2ab � a2 + b2;

donc (3:2)0 entraine :

���u01m(t)���2 + a1� j�u1m(t)j2 +
a2
2
� j�u1m(t)j2 � C1 +

Z t

0

jf(s)j2 +
���u01m(s)���2 ds:

Comme f 2 L2 (Q) donc Z t

0

jf(s)j2 ds � C;

���u01m(t)���2 + a1� j�u1m(t)j2 +
a2
2
� j�u1m(t)j2 � C2 +

TZ
0

���u01m(s)���2 ds;
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� C2 +

TZ
0

���u01m(s)���2 ds+ TZ
0

a1� j�u1m(s)j2 +
a2
2
� j�u1m(s)j2 ds:

On applique le lemme 1.1 avec8<: f(t) =
��u01m(t)��2 + a1� j�u1m(t)j2 + a2

2
� j�u1m(t)j2

g(t) = 1

On obtient : ���u01m(t)���2 + j�u1m(t)j2 + j�u2m(t)j2 � C2 e
T � C: (3.49)

On déduit de (3:49)

u1m; u2m demeurent dans un borné de L1(0; T ;H2
0 (
)) (3.50)

u
0

1m demeure dans un borné de L
1(0; T ;L2(
)); (3.51)

3.2.6 passage a la limite

D�après (3:50) et (3:51)on peut extraire une suite u1�; u2� telle que :

ui� ! ui dans L1(0; T ;H2
0 (
)) faible étoile, i = 1; 2

u
0
1� ! u

0
1 dans L

1(0; T ;L2(
)) faible étoile.
(3.52)

Donc
u1� ! u1 dans L2(0; T ;H2

0 (
)) faible étoile,

u
0
1� ! u

0
1 dans L

2(0; T ;L2(
)) faible étoile,
(3.53)

donc u1� ! u1 dans H1
0 (Q), d�après le théorème 1.5

u1� ! u1 dans L2(Q) fort (3.54)
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soient 'j; 1 � j � j0 des fonctions 2 C1([0; T ]); 'j(T ) = 0;et

	 =

J0X
j=1

'jwj (3.55)

on déduit de (3:39) pour m = � � j0 que

�
TZ
0

(u
0

1�
;	

0
)dt+ a1

0@ TZ
0

a(�u1� ;�	)dt� (1� �)

TZ
0

�
L(u1� ;	); 1

�
dt

1A
�

TZ
0

(L
�
u1� ; u2�

�
;	)dt =

TZ
0

(f;	)dt+ (u1�(0);	(0))

(3.56)

mais d�après le lemme 3.2 :

Z T

0

(L (u1�; u2�) ;  ) dt =

Z T

0

(L ( ; u2�) ; u1�) dt

L ( ; u2�) ! L ( ; u2) dans L2(Q) faible et u1� ! u1 dans L2(Q) fort, on voit que si �

tend vers l�in�nie

TZ
0

(L (u1�; u2�) ;  ) dt =

TZ
0

(L (u1�;  ) ; u2�) dt!
TZ
0

(L (u1; u2) ;  ) dt

TZ
0

(L
�
u1� ;	

�
; 1)dt!

TZ
0

(L (u1;	) ; 1)dt

par passage à la limite (3:55) devient :

�
TZ
0

(u
0

1
;	

0
)dt+ a1

0@ TZ
0

(�u1 ;�	)dt� (1� �)

TZ
0

(L(u1 ;	); 1) dt

1A
�

TZ
0

(L (u1 ; u2) ;	)dt =

TZ
0

(f;	)dt+ (u1(0);	(0))

(3.57)
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et cela 8 de la forme (3:55).

Par passage à la limite on en déduit que (3:56) a encore lié pour tout  2 L2(0; T ;H2
0 (
))

tel que  
0 2 L2(0; T ;L2(
)) et  (T ) = 0:Cela montre que u1 et u2 sont liés par

(3:1)0; (3:2)0 et que u
0
1(0) = u11:

Il reste donc seulement à montrer(3:2)0.

On peut passer directement à la limite sur (3:42) (pourm = �) en notant quant queu1� !

u1 dans L2(Q) fort, on voit que si � tend vers l�in�nie

L (u1�; u1�)! L (u1; u1) dans D
0
(Q);

en e¤et si ' 2 D(Q)

Z T

0

(L (u1�; u1�) ; ') dt =

Z T

0

(L (u1�; ') ; u1�) dt!
Z T

0

(L (u1; u1) ; ') dt

G2 linéaire continue on passe à la limite directement :

u2�(t) = �
1

a2
G2 (L (u1�(t); u1�(t)))! � 1

a2
G2 (L (u1(t); u1(t))) = u2(t)

Et comme l�injection de H2
0 (
) dans H

2(
) continue donc :

8v 2 H2(
) �
u
00
1 + a1�

2u1 � L (u1; u2) ; v
�
= (f; v)

(a2�
2u2 + L (u1; u1) ; v) = 0

67



Conclusion :

Nous avons traités dans ce mémoire le problème aux limites, modélisant les vibrations

d�une plaque mince simplement supportée ou encastrée.

Dans une première étape, nous sommes intéressés à l�inversibilité de l�opérateur bila-

placien, avec les conditions aux limites correspondantes.

Dans la deuxième étape, on a ramèné deux problèmes non linéaire et on a démontré

un théorème d�existence par la méthode de compacité.
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