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Résumé
Cette thése est composée de deux parties, la premiére est consacrée a I’étude numérique
d’un probléme aux valeurs propres modélisant les modes de torsion dans une couche infinie
et axisymétrique élastique. Dans les coordonnées cylindriques (r,z), sans 6, le probléme
est posé dans une bande semi-infinie Q = R % x]0, L[. Pour I'approximation numérique, nous
formulons le probléme dans le domaine borné Qx =]0, R[x]0, L[. A cette fin, nous utilisons la
méthode des éléments finis localisés, qui relie deux représentations de la solution : la solution
analytique dans le domaine extérieur O}, =]0,00[x]0, L] et la solution numérique dans le
domaine intérieur (2. Cette méthode est numériquement testée sur des cas de test différents.
L’objectif de la deuxiéme partie de cette thése est de résoudre le probléme d’élasticité plane
dans un domaine d’origine physique en utilisant une méthode du domaine fictif avec une
approche d’interface fine combinant les sauts du flux et de solutions avec les conditions aux
limites immergées comme proposé dans [9]. L’idée principale de Papproche du domaine fictif
consiste a immerger le domaine de I’étude originale en un domaine plus grand et plus simple
géométriquement appelé le domaine fictif. Ici, nous présentons une méthode centrée sur la
cellule de volumes finis pour la discrétisation du probléme de domaine fictif. La méthode

proposée est numériquement validée pour des cas de test différents.
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Notations

Les principales notations introduites dans cette thése sont regroupées dans cette nomen-

clature. Nous notons en gras les grandeurs vectorielles et les matrices.

Géométrie

Q la bande élastique non bornée ]0, L[ x ]0, +-o00] ,

Qr la partie bornée de la couche élastique sur laquelle on applique la méthode
des éléments finis,

QO la partie non bornée de la couche élastique complément de (2x dans (2,

I'r I'interface entre Qx et € telle que Q =QrUXRU Q,

o, ', les parties de la frontiére de Q pour (r = 0) et (z = L) repectivement,

d dimension de I'espace,

Q,Q ouvert borné de R?, généralement domaine physique ou domaine fictif,

Q. domaine extérieur (complémentaire du domaine physique par rapport
au domaine fictif ),

[,I,Te frontiére ou partie de la frontiére de Q, Q ou Q.,

by frontiére immergée,

n normale extérieure unitaire ,

T, maillage de Q (adapté ou non),

K élément du maillage réctangle ou triangle : volume fini ou élément fini,

o face d’un élément K du maillage,

hx diamétre de K : distance maximale entre deux points de K,

h pas du maillage : maximum du diamétres hg, K € T},

Qp, domaine polygonale approchant €, Q = Uker, K,

Qe n domaine polygonale approchant 2.,

Qh domaine polygonal approchant Q,

Iy frontiére ou partie de la frontiére de €2y,



2 Notations

>n interface approchant ¥ par des faces d’élément K du maillage Ty,

wns, whpr interface diffuse : union des mailles K € T}, traversées par X ou I,

Parameétres et Coeflicients

Ju(2), K,(2)
A, 1

p

Acos foos Poo
Odisy Oessy Opon

n
€

N
M., M.

M, x M,
M,, M,

les fonctions de Bessel et Bessel modifiées d’ordre v,

les coefficients de Lamé qui dépendent des variables de I'espace ,

la densité du mulieu élastique, dépend des variables de I'espace,
caractérisent le milieu Q, dépendent seulement de z,

le spectre discret, essentiel, ponctuel de I'opérateur B,

paramétre de pénalisation (tendant vers 0),

correction géométrique de surface globale,

le rang de troncature de la série de Fourier,

le nombre des points de discrétisation du domaine {)x suivant I’axe (or),
l'axe (0z) respectivement,

la dimension de I’espace des éléments finis,

le nombre des points de discrétisation du domaine fictif Q suivant 'axe (ox),

l'axe (oy) repectivement,



Espaces fonctionnels, normes et semi-normes

Les espaces fonctionnels et les normes associées sont définis sur un ouvert quelconque

Q ¢ R pour une fonction v mesurable.

H()

(u> U)H(Q)

]| (o)

(v, u)s
L7 (@)

9]l Lo
L=(9)

||U||Loo(ﬂ)
o)

|
0%v
||U||qup(Q)

H™()

HUHW'm,2(Q)

|/U‘Wm’2(ﬂ)

{ue L2.(Q), Vru € L} (Q)}

loc

fﬂfuv,ordrdz,
(uﬂv)g(il)?
{u e H(Q) T € L*(Q) ,/r|Vu| € L*(Q), u(r,0) = 0},

JOVal+ B 4 e
o € H2 ()0, L]), % € LZ(]QL[)},

v(z) = ;:O? upgp(2); [0l = :;x; |vp|*p** < o0, s € R} )
L Z;;X{ Uply, est le produit de dualité entre Hj et H; ™,
{v:Q— R, vmesurable et [, |v['dz < oo}, 1<p < o0,
(J, |v\pdx)% , 1< p < o0
{v:Q — R; v mesurable et il existe C' telle que |[v| < C p.p. sur Q},
inf {C; |v] <Cp.p. surQ},

(a1, ..., org) multi-indice dans N,
d

>~ «, utilisé pour la définition des espaces de Sobolev,
i=1

olely
0%124...0%x,’
| |2: [0%0|| 1y » nOrme sur W™r(Q),
al<m
»
< > ||8%||’2,,<Q)> , norme équivalente sur W?(2), 1 <p < oo;
la|<m

Wm™2(Q)), espace de Hilbert,
1

<| ‘Z: H@%H;(QJ , norme sur H™(Q),
al<m

3
<| ‘2: Ha%uiz(m) , semi-norme sur H™(Q), équivalente a |v|m.a2q)
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Notations

Algorithmes et Solveurs

GMRES Generalized Minimum RESidual method,

QMR

spec

sparse

solves the linear system Ax=b using the Generalized Minimal residual

method with restarts. Authors Sage Group, (IRISA, 2005).

Quasi Minimal Residual method with preconditioning,

solves the linear system Ax—Db using the Quasi Minimal Residual Method with
preconditioning. Authors SAGE Group, IRISA 2005.

Calcul des éléments propres d’'une matrice.

[X, diagevals|=spec(A), X matrice des vecteurs propres.

diagevals : les éléments diagonaux sont les valeurs propres.

is used to build a sparse matrix. Only non-zero entries are stored.



Introduction

L’approche numérique est a 'origine de trés nombreuses études mathématiques dans le
domaine de 1’élasticité (en particulier, cas de propagation des ondes). Ici, on ne considére,
dans la premiére partie de notre thése, que le phénoméne de propagation d’ondes dans un
milieu élastique isotrope et hétérogéne. Plus précisement, les modes propres d’une couche
élastique infinie qui posséde une symétrie de révolution. Un mode propre est une onde har-
monique dont ’énergie est localisée au voisinage d’une perturbation due aux hétérogéneités
du milieu. Ce type de probléme intervient en géophysique lorsqu’on utilise la technique de
sismique de puits en exploration pétroliére. Cette technique s’appuie, sur la propagation
des ondes mécaniques dans le milieu a investir. Les ondes sont provoquées par une source
(explosion) placée dans un puits, alors le signal est regu a la surface. La modélisation ma-
thématique de ce phénomeéne est un probléme direct, c’est a dire étant donné I'ensemble des
paramétres physiques (I’épaisseur des couches géologiques, la vitesse des ondes dans chaque
couche, le diamétre du puits, etc...) on calcul le signal qui sera regu par le récepteur. Dans
cette direction, on cite les travaux de [15, 12, 24, 64| dans lesquels les auteurs proposent
des méthodes analytiques ou approchées, basées sur les formulations intégrales, pour calcu-
ler le champ de déplacement créé par uue source placée dans un puits contenant un fluide.
Dans ces travaux, le milieu considéré est I'espace entier. Dans ce travail, on considére un
modéle réaliste. On impose la condition d’encastrement a la base de la couche et la condition
de surface libre sur la face supérieure, ce qui complique I’étude. Cependant, on s’intéresse
seulement aux modes propres créés dans la couche (en absence de la source). La conaissance
des modes propres (i.e. fonctions propres) et des modes de radiation (i. e. fonctions propres
généralisées) est essentielle pour la construction de la fonction de Green qui sert par la suite
a résoudre des problémes transitoires (i.e. avec source). Pour la couche homogéne les pre-
miers travaux sont ceux de [45] qui a etabli ’équation de dispersion de Rayleigh-Lamb. Pour
les milieux homogéne de géométrie cylindrique, on peut citer le travail de Mindlin [46] qui
étudie les modes guidés par 'extérieur d’une cavité cylindrique et celui de [57] qui construit

un systéme complet de modes propres associés a un demi-espace homogéne entourant une
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cavité. En élasticité hétérogéne, il y a la contribution de L. Chorfi [17], qui considére les
modes guidés par ’espace élastique avec symétrie de révolution. C’est a dire lorsque les coef-
ficients élastiques du milieu dépendent seulement de la variable radiale. On peut citer aussi
les travaux de [20, 51| consacrés a 'analyse spéctrale d’une bande acoustique.

Le milieu que nous considérons ici est une couche axisymétrique et les solutions sont harmo-
niques en 6. En développant le champ en série de Fourier par rapport a la variable azimutale 6,
la recherche des modes propres se raméne a la résolution d’une suite de problémes spéctraux
indexés par n. Dans le cas des modes axisymetriques (n = 0), le mouvement se décompose
en deux modes indépendants, un mode de compression (solution d’un probléme véctoriel) et
un mode de torsion (solution d’un probléme scalaire). Nous présentons une étude numérique
ainsi qu’une simulation numérique du mode de torsion basée sur un schéma des éléments finis
(S. E. F.). Une des principales difficultés de la discrétisation est d’effectuer le calcul sur un
domaine borné alors que le probléme est posé sur un domaine non borné noté 2. La méthode
la plus simple consiste & imposer la condition v = 0 sur la frontiére fictive r = R et discrétiser
le probléme dans le domaine borné noté {2y ; cette téchnique est peu précise surtout lorsque
le mode est mal confiné (i.e. le champ décroit lentement quant  — oo). En effet, dans ce cas
il faut choisir R assez grand ce qui augmente la taille du systéme algébrique. Nous proposons
une méthode consistant & écrire un probléme équivalent en domaine borné avec une condi-
tion de transmission sur le bord r = R. Cette méthode, appelée méthode des éléments finis
localisés, a été utilisée par |[41] dans la résolution de I’équation de Helmoltz dans un domaine
extérieur, par [50| pour ’équation de Schrodinger dans le plan puis par Bonnet [13], Gmati
et Mahi [52], dans le cadre de I'opérateur intégré pour un probléme de valeurs propres. Nous
mentionons aussi le rapport [16] pour le calcul des modes guidés en élasticité et [13, 52, 18]
pour le calcul des fréquences de coupure en éléctromagnétisme. Notre étude est complétée
par une simulation numérique permettant de visualiser les modes de torsion ainsi que leurs
principales caractéristiques, et de mettre en évidence des courbes de dispersion (c’est a dire
la représentation graphique des fonctions w — w(«)) de 'opérateur associé a ces modes.
Ces résultats, confirment les théorémes de convergence. Dans la deuxiéme partie de notre
travail, nous avons utilisé une méthode originale de type domaine fictif pour la résolution des
problémes d’élasticité linéaire avec des conditions aux limites générales : Dirichlet, Robin ou
Neumann, plus précisément, en se focalisant sur les approches de type interface fine. La fron-
tiére immergée est approchée par une interface dite fine. Ces derniéres années, les méthodes
numériques de type domaine fictif sont trés utilisées, notamment dans le milieu industriel
pour la simulation numérique en mécanique des fluides. L’idée de base des méthodes de type

domaine fictif est d’immerger le domaine original d’étude (ou domaine physique) dans un



domaine fictif de forme géométrique plus simple (souvent rectangulaire en 2D) qui devient

le domaine de calcul.

Cette approche nous permet d’utiliser des méthodes numériques basées sur des maillages
structurés réguliers (principalement cartésiens). L’objectif est de pouvoir bénéficier des nom-
breux avantages de ces méthodes (solveurs rapides, bonnes propriétés de convergence, for-
mulation tensorielle naturelle...) tout en essayant d’en limiter les inconvénients (difficulté de
prendre en compte les frontiéres complexes des domaines physiques) qui font que jusqu’a
présent la majorité des logiciels industriels utilisent des maillages non structurés. Cepen-
dant, afin de recouvrir une solution approchée satisfaisante sur le domaine physique, il faut
pouvoir tenir compte de fagon précise des frontiéres immergées dans le domaine de calcul.
Les différentes modélisations des frontiéres immergées peuvent se regrouper en deux grands
types d’approches. Ces approches se distinguent par la dimension de I'espace dans lequel
est approchée I'interface immergée réelle : I'interface approchée est de méme dimension que
l'interface immergée réelle (i.e. une courbe en 2D ou une surface en 3D), on parlera alors
d’interface approchée fine; ou elle est élargie par rapport a l'interface immergée réelle (i.e.
une surface en 2D ou un volume en 3D), on parlera alors d’interface approchée diffuse.

Le plan de la theése est le suivant :

Dans le premier chapitre, on présente le probléme, la congiguration géométrique de la
couche sur laquelle on va travailler ainsi que la modélisation mathématique proposée. L’in-
terprétation mathématique permet de se ramener a I’étude d’un probléme de recherche de
valeurs propres. Dans une premiére étape, on donne une formulation équivalente du probléme
initial sur un domain borné, dans la deuxiéme étape, on formule le probléme semi-discrétisé
correspondant.

Dans le deuxiéme chapitre, notre objectif est de visualiser les modes propres et les valeurs
propres de Popérateur associé ainsi que les courbes de disperssion. En suite, on mettra en
évidence, sous certaines hypothéses, une monotonie des courbes de dispersion. Ainsi, on
pourra isoler les pulsations prolongées dans le spectre essentiel de 'opérateur associé.

Dans le troisiéme chapitre, on utilise une méthode numérique du type domaine fictif pour
étudier les problémes aux limites d’élasticité défini dans le domaine physique noté €2, avec
des conditions aux limites soit de Dirichlet, Fourier ou de Neumann.

Dans le quatriéme chapitre, on introduit un schéma aux volumes finis localement modi-
fié. Cela consiste a discrétiser le domaine fictif a ’aide dune grille cartésienne et a répartir
les noeuds de discrétisation en deux familles selon leur position par rapport a l'interface
(la frontiére immergée). Ce schéma présente avantage de conserver une unique grille car-

tésienne (non modifiée) pour résoudre le probléme sur le domaine fictif. De plus, le stencil
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de discrétisation est le méme pour tous les noeuds du maillage, ce sont les coefficients du
schéma qui sont modifiés localement pour tenir compte de facon précise les conditions de

transmission sur l'interface.



Chapitre 1

Calcul des Modes de Torsion dans une

Couche Elastique Axisymétrique



10 Chapitre 1. Calcul des Modes de Torsion dans une Couche Elastique Axisymétrique

1.1 Configuration géométrique et position du probléme

On considére une couche élastique infinie d’épaisseur L, qui occupe le domaine Q=
{(xl, z,,1,) € R® tel que : 0 < 23 < L} , cette couche est isotrope caractérisée par une den-
sité p et des coefficients de lamé (\, p). On suppose que la couche est axisymétrique. Plus
précisement, la densité p et les coefficients (A, ) sont des fonctions de Loo(ﬁ) du type f(r, 2)
sir <R et f(z)sir> R ou (r,0,z) désignent les coordonnées cylindriques. La couche est
donc stratifiée horizontalement lorsqu’on s’éloigne de I'axe de symétrie (voir la figure 1.1).
On s’intéresse & la recherche des modes propres (vibrations) de la couche, c’est a dire & un

champ de déplacement U(z,, x,, x,,t) crée dans le milieu en 'absence de source, harmonique

par rapport au temps et dont I'amplitude |u| € L?(Q2) (i.e. énergie du mode est confinée
autour de 'axe de la couche). On suppose aussi que la face z = 0 est fixe (u = 0) et la face
z = L est libre (i.e la contrainte normale est nulle). L’ouvert Q peut s’écrire sous la forme
Q=0Qx]0, 2x[, ou Q = {(r,z) : 7 € R et 0 < z < L}. Toute fonction u € H = 1*Q)3

peut étre décomposée partiellement en série de Fourier de la facon suivante :

u(r, z,0) = Z U (1, 2)e™, (1.1)

n>0

les fonctions u, sont appelées modes de Fourier de u avec u,, € H oil
H={uecl} (93 vruecl*Q)?* = H> (1.2)

La rechérche des modes propres de la couche se raméne a déterminer des champs de dépla-

cement u € H(2) de la forme suivante :
u(r,z,0,t) = [u" (r,2),u"y(r, 2),u"(r, )] exp(inf — iwt), n €N et w > 0. (1.3)

En coordonnées cylindriques, on a ([1]) :

(Do) Do 4 () =T
?7’8 Opp %6 O9r %Z O zr Opp — 1Y a@tz
——(r? — - — ) 1.4
T@r(r o) -+ (%)(099) + Taz(azg) rpaQ (1.4)
Do) 4 Do) ¢ (o) .
{ 87’ TOry 89 09 82; (o = rpatQUZ
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Configuration géométrique et position du probléme
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Fig. 1.1 — La méridienne d’une couche élastique infinie et axisymétrique (2.

ou o(u) est le tenseur des contraintes (symétrique) lié au déplacement par la loi de Hooke :

Orp = )\V.u—l—Q,ua?ﬁ
B 1 0u, g Ug
Trg M(; 20 +TE(7))
ou, ou,
ore = il a oz )
avec L s
Vou=—-(=—

et A et u sont les coefficients de Lamé.

Y

(ru,)

O9¢

8u9
T o0

)+

A w222
r. 00
au@

(o y 0
Mor 7 a9
AV - u+2pu 8u

(1.5)

z
z
ou,

0z’

(1.6)

En substituant (1.3) dans (1.4), le champ u(r, 0, z,t) = (u,(r, 2), ug(r, 2), u,(r, z)) exp(ind —

iwt) doit vérifier le systéme suivant :

0
a_(ro-?r) + ZTL( ggr>
]‘ 5 2 .n n
;%(T org) + in( ogy)
E(ng}z) + Z?’L(O’gz)
o1l on a posé :
on = AV"-u+ 2;@8%
. or
" mn 0 ,uy
Org  — M(TUr 7“5(7))
N (8uz r@uT)
O’ f—
= 0 0z

- oy = —Wwirpu,
— —rpws (L)
= —wrpu,
L.
AV™ - u + 2u—(inug + u,)
r
Oug U
— 4+ = 1.8
g+ 20 (1.8)
uZ
AV u+2p
0z
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avec w 5
n Uy
V" ou= (87“ (ru,) +inug) + 5 (1.9)
Le changement d’inconnues suivant 1.10 :
(up(r, 2), ug(r, 2), us(r, 2)) = (us(r, 2), tug(r, 2), ug(r, z)) (1.10)
transforme le systéme (1.7) formellement en (1.11)
1 0 _0u Ou 0 ., 0u 8 du 0 Ju
ou 0

ou A, est un opérateur aux dérivées partielles défini au sens des distributions et les

matrices B, B;, 1 = 1, .., 8 sont telles que :

A+2u)r 0 0 A O—nu O —pr 0
B = 0 pur 0 |;Bi=Bi=|n\ —u 0 |;Bs= 0 —ur
0 0 ur 0 0 0 0 0 —(\+2u)r
Lo 241 Ta+3 0
;( + (n*+1)u) X ;( +3p) 0 0 by
n
By = “O3p) A 2eP D) 0 5 Bi=—Bi=10 0 n\
2 R
0 0 n_u 0 —np 0
0 0 —=Ar
Bs=-Bi=| 0 0 o0
—rp 00

Le systéme (1.11) a I'avantage d’avoir des coefficients reels, donc les composantes uy, us

et uz sont des fonctions réelles.

Le vecteur des contraintes suivant axe (0z), est donné par :
Oous Ou

or(u) = /l(—r + E)
ot(w) =1 op(u) = p(H2+ )
' 0z §U3 8“1 1
ol (u) = (A+ QM)EﬂL Mo 5 T (Ul + nuy))

et les conditions aux limites se traduisent par :
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o (u) |,==10, et u|,—o=0. (1.12)

Dans le cas n = 0, le systéme se découple en un systéme

(F5) Cu = w?u, u= (u,us), avec
—\ 1 a aul aU3 aul aug ()\+2M)
(CU)I_E[ 5((A+2M)TW+/\UI+/\TE>+)\((%+6,z>+ —

0 (2],
0z T“ar r'uﬁz ’

| 0 Oous ouy 0 Ous Ouq

et en une équation scalaire

(PY) Buy = w?uy,

oo | or Ky — H2 Foar 7" a0 \""az |

Dans ce cas, on constate que le mouvement se décompose en deux modes indépendants :

Un mode de torsion

r z 07
{ " " (1.13)

ug = us(r, z)exp(infd — iwt),

Un mode de compression

u = ui(r, z)exp(ind — iwt),
Ugp — O, (1.14)
u, = wug(r,z)exp(ind —iwt).

1.2 Probléme spectral

La détermination des solutions analytiques associées aux modes de torsion dans les mi-
lieux hétérogénes est généralement impossible, dans ce travail, nous allons essayer de les

simuler par une méthode numeérique, le probléme spectral associé a ceux modes s’énonce
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comme suit.
Pour L > 0, on pose 2 = R x |0, L[, et on considére le probléme aux valeurs propres

suivant :
Trouver u € D'(Q2), u# 0 et w € Ry telle que,

(Py) Byu = w?pu pour (r,z) € Q,
u(r,0) =0, (u%)(r ,L)=0,Vr>0.

ou l'opérateur différentiel By est défini par

1[0 ou ou 0 ou U
Bou = —— | 5 -(pro- = pu) +poss+ oo (ur-) = p| (1.15)

pr or or 0z r
Nous utilisons les définitions R’ =]0,4+o0[ et Ry = [0, +-00].
Ce probléme, modélise les vibrations des modes de torsion uy(r, 0, z,t) = u(r, z)e™" dans une
couche élastique infinie et axisymétrique occupant le domaine Q= {(x, y,2) ER*0< 2z < L}
or Q = Q x [0,27] dans les coordonnées cylindriques (r,6,z) ([1]), w est la fréquence. Nous
supposons que la couche est stratifiée et perturbée avec une perturbation locale, ce qui si-
gnifie qu’elle est caractérisée par une densité p(r, z) et un coefficient de cisaillement p(r, 2)

qui vérifient les hypothéses :
(A1) p,pe L®(Q),0< pu_=infu et 0< p_ =infp,
(A2) dR>0telque: (u(r,z), p(r,z)) = (poo(2), poo(z)) pour r> R.

Les conditions aux limites signifient que la couche est fixée sur la face z = 0 et libre sur la
face z = L.

Dans la premiére partie de ce travail, nous proposons une méthode numérique pour
calculer les valeurs propres et les modes propres du probléme (F). Comme le domaine € est
non borné, la méthode la plus simple consiste & imposer la condition v = 0 sur la frontiére
fictive r = R puis discrétiser le probléme dans i. Cette technique et peu précise surtout
lorsque le mode est mal confiné. En effet, dans ce cas il faut choisir R assez grand, ce qui
augmente la taille du systéme algébrique. Pour surmonter cette difficulté, nous proposons
une méthode qui consiste a écrire un probléme équivalent en domaine borné via une condition
de transmission sur le bord fictif r = R (R étant la taille de la perturbation). L’idée consiste
a utiliser 'opérateur de Dirichlet-Neumann qui sert & relier la solution analytique dans
le domaine extérieur 2 =]R,+00[x]0, L[ a la solution numérique du domaine intérieur
Qr =0, R[x]0, L[. La condition de transmission est exprimée & 'aide d’une série qui sera
tronquée a un ordre N lors de I'approximation numerique. Cette méthode est bien connue

par la méthode des éléments finis localisés qui a été utilisée par plusieurs auteurs. Nous nous
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référons aux travaux [35, 41, 50|, respectivement pour les problémes de hydrodynamique,
la résolution de I’équation de Helmholtz et ’équation de Schrodinger. Nous mentionnons
également le rapport [16] pour le calcul des modes guidés dans D'élasticité et [13, 52, 18|
pour le calcul des fréquences de coupure dans I’électromagnétisme. Notons que 'opérateur

différentiel By dans notre modéle est singulier a ’origine, ce qui rend 'analyse plus difficile.

1.3 Formulation variationnelle

Le probléme (FP) a été introduit dans |2], comme un probléme spectral : Bu = w?u,
ol B est un opérateur auto-adjoint caractérisé par un triplet variationnel (H,V,b). Nous
rappelons les résultats essentiels qui y figurent. Nous avons introduit ’espace de Hilbert réel
(L? avec poids) :

H®) = {ue L2,(2), Viue 13(9))

avec le produit scalaire (u,v) ) = [[ uvprdrdz et la norme associée ||ul| ) = (u,v)g(zﬂ),
Q

et 'espace de Sobolev a poids

u

V(Q) = {u € H®),

€ L*(Q) /7|Vu| € L*(Q), u(r,0) = 0}

muni de la norme

2
2 2, |y 2
ol ) = //( Vel + g o+ [uf)rdrd
Q
Nous pouvons écrire le probléme (Fp) sous la forme variationnelle suivante :

) Trouver u € V(Q), u# 0, et w > 0 telle que :
! b(u,v) =w?(u,v)py, YuveV(Q).

ou la forme bilinéaire est définie par

uwv ov ou
b(u,v) = //N(TVU.VU + U va)drdz, Yu,v € V(Q).
Q

Cette forme est évidemment continue et symétrique. En utilisant I'inégalité de Poincaré

2
Yu € V(Q) // |%|2rdrdz > % // lu|*rdrdz, (1.16)
2
Q Q
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nous pouvons établir que b(., .) est V-coercitive. Ainsi, a partir du théoréme de représentation
([21]), il existe un opérateur non borné B auto-adjoint tel que b(u,v) = (Bu,v)pq) pour

tous u € D(B) et v € V. Le domaine de définition de B est donné par
5 ou
D(B)=3SueV (), Bou e L*(Q), hy, (r,L) =0 et Bu= Byu.

La formulation spectrale du probléme (Fp) est alors :

Trouver u € D(B), u # 0, et w > 0 tels que :
(P) ;
B(u) =w”u

Remarque 1.3.1. Nous pouvons voir pour u € D(B) que div(uVu) € H(2), d’ot la trace
0
(ua—u)(r, L) existe au sens généralisé (dans l'espace H,, /2(R* ).
z

loc

Le spectre de B est décrit dans la proposition suivante.

Proposition 1.3.1. Le spectre de B est 0 = 0045 U 045 tel que

(i) le spectre essentiel de B est
Oess = [’77 +OO[

ol

[l |9 ()]

— f 1.17
v gEW(lglL g#0 L ( )

S p(2) 2)|* dz

avec W(0,L) ={g € H'(0,L), g(0) =0}.
(i1) Le spectre discret satisfait

2

oais C [Cyy[,  avec la borne inférieure  C = (—)7 et p, = sup p.
P+

Proof. 1assertion (i) est prouvée dans [2]. L’inclusion (ii) découle de (1.16), en effet,

b(u,u) > p_ // |—|2—2u—)drdz

nous avons pour u € V()
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Puisque D(f2) est dense dans V(2) il s’ensuit que

ou L 9 9
2u—drdz = | (Ju(oco, 2)|* — |u(0, 2)|*)dz = 0,
or 0
Q

b(u,u) > p_ / \—\QTdrdz > ( N— / |u|?rpdrdz.

donc

1.4 Formulation dans un domaine borné

Avant de présenter la méthode, nous introduisons quelques notations. Nous mettons
Qr=10,R[ x]0,L [ et Q% =]R,4o00[ x]0,L [,

pour D = Qg ou Y, on désigne par H(D) (resp. V(D)) I'espace des fonctions qui sont les
restrictions & D des éléments de H(Q2) (resp. V(2)) muni de la norme induite. Pour plus de
simplicité nous faisons également ’hypothése suivante :

fhoo(2)
(

(A3) La vitesse coo(2) = o (2)

Y2 0 < z < L, est constante, notée co.

On pose
ulr, ) = uy(r, z) pour (r,z) € QIR,
ug(r, z) pour (r,z) € Qp.

Si u € D(B) est solution de (P), alors le couple (ug, usy) satisfait le probléme de transmission

Bouy = w?uy si (r, z) € Qp

Bouy = w?uy si (r, 2) € Qp

u(R,z) =wug(R, z) pour 0<z<L

pot(u) (R, 2) = pioo t(ug)(R,z) pour 0<z <L

(1.18)

1.4.1 Probléme extérieur

Nous avons la forme analytique de la solution dans le domaine extérieur . Siu € V(Q),

alors la trace u(R, z) appartient a ’espace
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Ol

HZ (0, L]) = {w e H:(J0,L]), == € L2(]O,L[)}. (1.19)

N
1
Pour w? € R" et ¢(2) € HZ(]0, L]) données, on considére le probléme aux limites suivant

B = w? dans €
Q(w) olU2 W™ U9y ans iip,
uy (R ,2) = ¢(z) pour z €]0, L.

Nous introduisons également le probléme de Sturm-Liouville

Trouver g € HY(0,L), g # 0, et 8> 0 tels que :

_d;‘lz(ﬂoo(z)%) — Bus(2)g , ¥ 2 €10, L], (1.20)

9(0) = (1) (1) =0,

Puisque fio(2) > p— > 0, le probléme (1.20) est régulier dans le sens ot il admet une suite de
valeurs propres (5, > 0, 5, — 400) et un systéme orthogonal de fonctions propres (g,(z))
qui est complet dans L*(0, L).

Remarque 1.4.1. Nous remarquons que sous Uhypothése (A3), la borne inférieure du

spectre essentiel est v = [(1c% . Par ailleurs, si ¢ = ian(E) < % nous prouvons par le

principe de Min-Maz que le spectre discret n’est pas vide (voir [2]).

Proposition 1.4.1. Pour tout réel w® € [Bic® | pic%k |,

1. Q(w) a une unique solution us(r,z) = R(w)p(z), par ailleurs, 'opérateur R(w) est li-
1
néaire et continu de Hg (|0, L]) dans V().

2. us(r, 2) a la représentation suivante pour r > R :

uo(r, z) = chmgn(z) (1.21)

1 L
ot A\(w) = (B — :7)1/2, Cp = zbf,uoo(z)go(z)gn(z)dz, et K, est la fonction de

Bessel modifiée du premier ordre. La série converge dans V().

Proof. La premiére partie resulte de la formulation variationnelle et de la coercivité de la
forme bilinéaire associée au probléme ()(w). Plus précisément, il existe v, € V() telle que
Vglr=r = . On pose @ = uy — vy, f = (By — w?)v, et X = {v € V(Q),v(R, z) = 0}, alors

Q(w) est équivalent a
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(1.22)

Trouver u € X, telle que :
boo (W, U, v) =< fiv >, Yve X,

ol

boo(w, U, v) = // foo(rVu.Vou + ﬂ)drdz — w?(@,v) et (@,v) = // Pooll vrdrdz.
r
Q, Q,

R R

Les crochets < . ,. > désignent la dualité entre X et X'.
Si w? < Bic%, alors by (w, @, v) est X-coercive et bornée et L(v) =< f,v > est linéaire

[oop)

continue. Par le théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution unique u telle que :

lallx < Cullfllx < Collogllx < Csllell 3 61
ce qui signifie que

luallviary < llallx +llvsllviay < Cllell g,

Pour la deuxiéme partie, nous utilisons la méthode de séparation des variables. A cette fin,

nous introduisons I’espace suivant :
Wr = {u € L*(R,+0), Vru € H'(R,+00)}

équipé de Ta norme [[ully,, = V7l s oy

La solution us admet le développement de Fourier us(r, 2) = > u,(r).g,(2) qui converge
n>1

dans V(%), avec les coefficients de Fourier u, € Wg et avec g,(z) la suite des fonctions
propres du probléme de Sturm-Liouville (1.20) (Pour plus de détails, voir le lemme (3.5.1)
dans I'annexe 2). Insérant cette forme dans I’équation de @(w) nous voyons que, pour tout

n > 1, u, est une solution de I’équation de Bessel modifiée

1 2
ur(r) + —u,(r) + (== + A (W))un(r) =0 pour r > R avec \i(w) =S, — WT
r r 2
Comme u,, € Wg, nous avons /ru, € L*(R,+00) et u, (1) = d, K1(\,(w)r),¥n > 1 (d’apres
les formules asymptotiques de Bessel ). La constante d,, est déterminée par la condition au
limite. Enfin, nous obtenons :

Ki( Ap(w)r)
(

U2 <T7 Z) = chmgn(z) , T > R.
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ol ¢, est le coefficient de Fourier de ¢. La série précédente converge dans V(Qg) si la série
numerique Y n°||un|[fy, converge. Nous pouvons voir que [|unlffy, = A2 lIVrunllZ2 (g o) ©
An = O(n), ot 35 n?||unlfy,, < C13one; < ol

Notons que 'hypothése (A3) est essentielle pour la séparation des variables dans I’équa-

tion Bou = w?u dans .

1.4.2 L’opérateur de Dirichlet-Neumann

Nous avons d’abord introduit quelques outils. Pour s € R, nous avons la (équivalente)

définition . N
H;(]0, L) = {U(Z) =D upgp(2)i [lvlE =Y o™ < +OO}
p=1 p=1
Le produit de dualité entre Hy et Hy® = (Hg) est (v,u)s = LY 2 vpliy.

ou
Rappelons que t(u) = r, U pour u € D(B). L’operateur de Dirichlet-Neumann est
r

défini comme suit :
T, : Hg(J0,L[) = Hy>(J0,L[) telle que  T,(p) = t{R(w)®)),_p

ou R(w)gp est la solution du probléme Q(w) associée a la donnée p(z).

Proposition 1.4.2. Nous avons :
1. T,, est linéaire continu et la forme bilinéaire (=T, (up), vo) est symétrique positive.

2. T, admet [’expréssion

T, (ug)(z) = Z(uo)n ( A (K>1]<%K, Ew);};u)R) — 1) gn(2) pourr > R, (1.23)

1
ot la série converge dans lespace H, *(0,L).

Démonstration. La premiére partie découle de I'identité

(=T, (ug), vo) // tooVu.NVv rdrdz — w*(u,v) + Z (u0)p(v0)p

p>1

ou u est la solution du probléme Q(w) associée a la donnée ug. La deuxiéme partie est un

resultat de application de I'operator differentiel ¢ & la série 1.21. O
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Remarque 1.4.2. Si le milieu est homogéne, nous avons :

%A%@:—%3+m+0m%

(0.9]

U4

L

™

gn(2) = sin((n + 0.5) 7

)2, n> 1. (1.24)

1.4.3 Probléme (Pg)

Les conditions de transmission (1.18) nous permettent de formuler le probléme :

Trouver ug € V(Qr), wg #0, et w? € I = [Bic? , Bick| telles que :
(Pr) Bou; = w? u; dans Qp,

pt(ur) lr=r = prooTio(t1 [r=r)-

Les problemes (Pg) et (P) sont équivalents dans le sens suivant :

Proposition 1.4.3. Nous avons :

1. Sila paire (w?

,u) est une solution du probléme (P) alors (w? u|q,) est une solution du
probléme (Pg).

2. Inversement, si la paire (w?,uy) est une solution du probleme (Pr) alors uy peul élre

prolonger de maniére unique & une solution (w? u) du probléme (P).

Remarque 1.4.3. Le probléeme auz valeurs propres (Pg) n’est pas linéaire puisque w est

intervient dans Uexpréssion de T'(w) de maniére non-linéaire.

1.4.4 Etude de la non-linéarité

Pour a e I = [ﬁlcz , 51(;30[ fixé, nous considérons le probléme linéaire :

Trouver u; € V(QR), uy #0, et w?(a) € I telles que :
(PR(OJ)> Bou1 = WZ(Oé)Ul dans QR,
pt(ur) [r=r = pooTa(t1]r=r)

Supposons que a — w?(a) est une courbe ayant un point fixe oy € I (w?(ag) = ayp), alors
(u1, ap) est une solution du probléme (Pg). Nous allons examiner la question de l'existence

de telle courbe. A cette fin, nous utilisons la forme variationnelle de Pg(a) :

(ﬁ (@) Trouver u € V(Qg) ,u # 0, et w? € I telles que :
Q
R Cla,u,v) = A(u,v) + D(o,u,v) = (4, 0) gy, Vv € V(Qg).
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ou
u v ov ou
Au,v) = //u(rVu.Vv + U va)drdz
Qr

et

(@) RK( Mp()R
D(o,u,v) = ; ( (K)1( )\nga }g) )R) — 1) (10)n(v0)n-

Nous prouvons dans [28] que C(«, u,v) est coercitive et caractérise une famille d’opérateurs
C(a).

Proposition 1.4.4. ([28]) C(«) est un opérateur auto-adjoint positif  résolvante compacte.

Ces valeurs propres forment une suite croissante ayant les propriétées :
1w (@) Swpyq(@), wila) > 2B,
Cla, u,u)

2. wy, (@) = miny, ep, maxey,, Julf?

, ot F, désigne la famille de sous- espaces V,,, C
V(Qr) de dimension m.

8. Les fonctions a — w2 (a), m € N*, Sont strictement décroissantes et Lipschitziennes

continues sur Uintervalle 1.

Démonstration. Ces propriétées sont des conséquences des résultats de coercivité suivante :
2
L. Clo,u,u) > e Br(u,u) gy,

2. Pour tout € > 0, il existe deux constantes positives C(e) et Cy(e) telles que :
2
Cla,u,u) + Cul(e)(w, w)nean) 2 Cale) lullyqy, -

Ensuite, nous utilisons le principe de Min-Maz [56]. ]

En conséquence de la proposition précédante Nous avons
Corollaire 1.4.5. Pour a € I, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
1. a= w? est une valeur propre de B.

2. Am e N tel que w2, () = a.

Nous concluons avec le résultat de régularité suivant.
THEOREME 1.4.6 (Régularité). Supposons que pu € C%1(Qg). Soit u € V(Qr) une fonction
propre de Pr(«), alors

1. \rue H*(Qg), et [|[\/rull, < Cllull g,

R
2. Vr e }0, 5[ s u(r)| < Cr ||uHH(QR) .
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Démonstration. La preuve est assez technique, Nous reproduisons ici les principales étapes
de ([28]).
1) Soit u € V() une solution de Pg(a), alors v = v/ru € H'(Q2r) satisfait le probléme

3 v

—Av+ —— = f(v) dans Qg,
43
v(r,0) = a—(r L)y=0, 0<r <R, (1.25)
2
v(0,2) = 0, RgU%@ 3ﬁ%@+ﬂuwrﬂ,0§ng

. ou ,0v v 0/1(%
_ 2 _ 2

ot f(v) = lpw” + or (@7’ 27") * o 0z Or

1f(@)llo < Cllullvg)-

2) On peut décomposer v = v + vy telle que la paire (vy,ve) résout les systémes

—]p~t. Nous pouvons voir que f(v) € L*(Qgr) et

—Av + Z—l = f(v) dans Qg,
i (r,0) = ‘%1 —0, 0<r<R, (1.26)
v1(0, 2) = gvl ,2) =0, 0<z<L.
—Avy + 2—2 =0 dans g,
va(1, 0) = a;;( L)=0, 0<r<R, (1.27)
05(0, 2) = 0, R?%R@:Q%%Q+mem,ogsz (T)

3) En utilisant la méthode de séparation des variables nous pouvons exprimer vy et f(r,z) =

f(v(r,2)) comme des séries

o(r,2) =Y v sin(y/Bz), =Y Sl sin(V/Buz) (B = 20 +1)75),

n>0 n>0

ol vy, est la solution du probléme aux limites BVP

, 3
_vln (ﬁn )Uln fn(r)a r 6]07 R[’ (128)
U1n(0) vy, (1) = 0.

La solution de (1.28) est donnée par

R
V1 (7) :/0 G(r,r") fr(r")dr'
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ou G(r,r") est la fonction de Green de (1.28) ce qui implique les fonctions de Bessel modifiées
Li(+/Bnr) et Ki(v/B,r). En utilisant les formules asymptotiques, nous pouvons prouver les
inégalitées

|U1n(7“)| < CTanHL?(o,R) et ||Uln||H2(o,R) < C||fn||L2(0,R)>

et en conséquence nous obtenons

o) < Crl[fll2p) et loillmz@n) < Cllfll2n)-

4) De la méme maniére, on obtient I'expression

AN

avec Vjn, = (V;,sin(v/Br2)) 2(0,1) €t ¥;(2) = vj(R, z), pour j = 1,2. En utilisant la condition
au limite (T') qui relie v; & vy, nous établissons que ¥y € HY? et ||[a]|3/2 < C||11]|3/2- Puis,
par un calcul direct nous prouvons que Avy € L? et [[Avsg < C||ts]|3/2. Enfin, une étude
asymptotique, quand 7 — 0, montre que |ua(r)| < Cr{[1)2]]3/2.

Qui conclut la preuve. O

1.5 Discrétisation

1.5.1 Le probléme Semi-discrétisé

Pour l'approximation numérique du probléme Pg(«), nous avons d’abord tronquer la
série (1.23) dans 'expréssion de T, . Cela nous améne & définir le probléme semi-discrétisé

suivant :

N(q) Trouver u € V(Qr), u # 0, et w? € I telles que :
a
f CN(a, u,v) = A(u,v) + DV (o, u,v) = w(u, v) @y, Vv e V(QR),

ou
n=N
RK’( An(a@)R) )
DN (o, u,v) ( — 1) (u)n(vo)n- (1.29)
~ An(@)R)
Ce probléme posséde une suite de valeurs propres (X (a) = w(a)?), m = 1,2,..., et des

N

~(a)) ayant toutes les propriétés du probléme exact. Par ailleurs, la

fonctions propres (u

suite p () converge vers wy,(a)? quand N — +o0. Plus précisément, nous avons le résultat
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suivant :

THEOREME 1.5.1. (/28]) Supposons que pn € C¥H(Qg) et (un(a),w? (a)) est une solution

m

du probléme Pgr («), alors, nous avons :

C
0 < wp (@) —wp(a)® < N (1.30)
et
N C
Hum(a> - Um(a>Hv(QR) = N2 (1.31)
Démonstration. La preuve est similaire a celle de [13, 14]. O

1.5.2 Discrétisation par éléments finis

Le but ici est d’approcher la solution du probléme PY(a) par la méthode des éléments
finis. Pour cela, nous considérons un sous-espace Vj, C V(Qg) de dimension finie M = M (h),

ol h est un parameétre de discrétisation et nous considérons le probléme discrétisé suivant :

Noh Trouver u € Vj, ,u # 0, et w? € I telles que :
Pp(a)

CN(a,u,vp) = W (u, v) H@p), Y vn € Vi

Nous noterons par (u%’h, uN ), m=1,.., M les éléments propres de Pg’h(a).

m,h
Dans la pratique, nous définissons V}, comme suit : Soit A un nombre réel positif destiné a
tendre vers 0, on lui associé une triangulation T, = {K;}.", de sommets {a;}}", vérifiant
les conditions suivantes :
1) les éléments de Ty, sont des triangle de diamétre égal a h,
2) la réunion des triangle de 7, forme un polygone Qg, C Qg dont la frontiére contient les
cotés horizontaux de €1y et la partie [y de I’axe de symétrie située entre ces deux cotés,
3) les sommets frontiéres de (g, sont situés sur la frontiére I'yUI'g de Qg, ou 'y = {(0, 2), 0 <
z< L}et 'y ={(r,0), 0 <r < R}.

Ensuite, nous définissons les espaces

M ={peC’Qg) ,p=0,sur UL} et
Vi ={p e MNV(Qr) ,¢l|k, € PiI(K;) pour 1 <i< M}.

L’éspace V}, est un éspace d’éléments finis de dégré 1, sa dimension est égale au nombre N (h)

de sommets de T, qui ne sont pas situés sur la frontiére I'g,U I'yy,.
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Nous introduisons 'opérateur d’interpolation :
I, : M — Vj, tel que (Ip)(a;) = p(a;).

Comme dans la théorie classique ([55, 19]), nous pouvons montrer la propriété d’interpolation

suivante : pour u € V(Qg)

li inf — = 0. 1.32
hinovheg;(%) Ju Uh”v(QR) ( )

Soit O un ouvert régulier de Ri ={(r,z); r>0}. Pourl € N et a € R, nous rappelons les

espaces de Sobolev a poids suivants :
Wh(0) = {u € D'(0) : r*DPu € L*(O) pour 0 < |3| <1}

muni de la norme

a 1
lullia = (Y 17D ullZ2(0))2
|B<t

et
XE(0) = {u e D'(O) : r*FIDYy € L*(O) pour 0 < |B8] < 1}

équipée de la norme naturelle

_ 1
lulla = (D 7o PID ul s 0))2.
EE

Ces espaces sont étudiés dans ([42]).

Nous rappelons maintenant un résultat d’interpolation utile.

THEOREME 1.5.2. (/42]) Si la triangulation T}, est réguliére, alors il existe une constante
C >0 telle que, pour chaque u € le/g(QR) ﬂXllé(QR), Nous avons

Ju Tyl < Chllul,, (1.33)
et tel que pour tout u € Wf/g(QR) ﬂXllfz(QR), de plus Nous avons
Hr—%(u—nhu)H < Chull,; - (1.34)
0 bl

THEOREME 1.5.3. Supposons que u € CO'( Qr) et la triangulation est réqulicre. Supposons
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que u est une solution de PY (), alors il existe une constante C > 0 telle que
||U_Hhu‘|v(QR) < CHUHLQR' (1.35)

Proof. Comme p est lisse, il résulte du théoréme 1.4.6 et l'inégalité de Hardy que u €
W3 (Qr)NX1*(Qg). Pour conclure on utilise le théoréme 1.5.2 en observant les plongements
2 2

(inclusions) suivants :
WE(Qr) N X1%(Qr) C X;5(Q) C H' (), (1.36)
2 2

qui sont continues ; par ailleurs, la norme de [|ul|y, g, est équivalente & (Jfl |7 1+Hr*1/2uH(2))1/2.
3 ’2

Nous introduisons la projection 11, définie par I’équation variationnelle :
CN (e, Thyu — w,un) + Bo(Mpu — w, un) g =0 ,Yon € Va(Qnr). (1.37)

La coercivité conduit au résultat d’interpolation suivant.

THEOREME 1.5.4. Supposons que p € C%Y(Qg) et soit u une fonction propre de P§ (),

alors il existe une constante C' > 0 telle que

Hu—ﬁhuH < Chllul,q, (1.38)

V(Qr)

THEOREME 1.5.5. [Convergence] Nous avons
tim [ (@) — ¥ ()] =0 (1.39)
h—0 ’

par ailleurs, si la valeur propre u®(a) est simple, alors :

0 < () — ph p(a) < Ch* et ||Jup (o) — uN’h(oz)”V < Ch. (1.40)

m —

Le théoréme précédent est analogue au théoréme 6.5.1 dans [55].

THEOREME 1.5.6 (Erreur Globale). Supposons que u € C%'( Qg). Pour chaque solution

(i (@), um (@) du probléme Pr(a) nous avons, pour tout o € I :
1

1.0 < pm(@) = pppl@) < C(* + 573),
1
2. ||um(a) — u%vh(a)Hv(ﬂR) < C(h+ ﬁ>

Démonstration. Est une conséquence directe des théorémes (1.5.5) et (1.5.1). O
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2.1 La mise en oeuvre de la méthode

Le but de ce chapitre consiste a approcher numériquement les pulsations et les modes
propres de lopérateur C (). Pour cela, nous allons construire un sous-espace des éléments
finis V}, € V(Qg) de dimension finie M = M, x M,, ou M, et M, € N* sont les nombres

des points de discrétisation de Q2 suivant 'axe (0z) et (or) respectivement. Soit hy = i
T

L
et ho = — deux paramétres destinés a tendre vers 0. On cherche la solution du probléme

Py (@) sous la forme uy,(a) = %,Y;¢;, ou {¢;} est la base de V4, ce qui conduit au systéme

linéaire algébrique suivant :

{ Trouver Y € RM, Y £0, et A € I tels que : (2.1)

(A+ DN(a))Y = ABY,

avec les matrices A = (a;;), D™ (a) = (d;j(a)) et B = (b;;) sont telles que

Pi P dp; I
@ij = A(@iv@j) = // u(rVw.V% + TJ - @ia—rj — ©j ar )d’f’dz

n=1
bij = rppipdrdz

_ 1) (@oln(@ioln:

Ki,j
K, j = supp (¢;) Nsupp (p;).

(pi0)n sont les coefficients de Fourier d’ordre n de ¢;0(z) = ¢;(z, R) associés au systéme

{gn(2)} (fonctions propres de (1.20)) donnés par :

L
9010 /,uoo sz <, R gn( )d
0

hll\ﬁ

Les éléments des matrices de rigidité A = (a;;) et DV (a) = (d;;()) et de masse B = (b;;)
sont calculés dans ’annexe (A1), les matrices A et B sont tridiagonales par bloc, les éléments

d;;(a) de D(«) sont nuls sauf seux qui sont situés a la fin des diagonales des blocs.

Remarque 2.1.1. Si (u(2), p(2)) ne sont pas constants nous approzimons g,(z) en discréti-
sant le probléme de Sturm-Liouville (1.20) par la méthode des éléments finis dans 'intervalle

10, L].

Pour chaque o? dans [¢? B1, ¢ 1], Nous résolvons le probléme aux valeurs propres gé-
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néralis¢ (2.1). Pour cela, on utilise la factorisation de Cholesky B = LL” et le changement

de coordonnées Z = LY qui transforme le systéme en
(LY M A+ DN(a)L7'Z = )\Z . (2.2)

Ce dernier systéme a une suite de valeurs propres A (a), 1 < m < M. Pour m fixé, on pose
g(a) = MV (a). La fonction g est décroissante (voir la Proposition 1.4.4), donc, g posséde un

point fixe si et seulement si
g(2 B1) < &b (2.3)

Si I'inégalité (2.3) est satisfaite, nous rapprochons ce point par la méthode de la secante qui

consiste a les itérations :

2 brg(os) — as g(c2pr)
glog) + 2B — g(c2Br) — as

2
ag =c" P, Qg1 = pour s =0,1,....
Nous nous arrétons le processus lorsque |as, 1 — ag| < €, € étant la précision souhaitée. Nous
répétons le processus pour tout entier m pour lequel I'inégalité (2.3) est vérifiée.

Dans ce qui suit, nous présentons les résultats obtenus & partir de la simulation numeérique
effectuée sur des milieux stratifiés de profils particuliers. Nous avons mené les calculs pour

les modeéles suivants :

1. Profil constant par morceaux,

2. Profil en forme linéaire.

2.2 Validation de la méthode

Afin de valider le schéma des éléments finis proposé, on considére un modéle simple (
profil constant par morceaux ) pour lequel le probléme des modes de torsion (PY) admet une
solution analytique. Pour cela, on considére un milieu homogéne stratifié. Autrement dit, un

milieu ou les coefficients de Lamé u et p sont constants par morceaux :

(1, 1) st (r,2) € Qp 2 M o M2
(b, p)(r, 2) = . =
(2, p2) si (r,z) € Qp pP1 P2

ot le domaine Qg =|0, R[x]0, L]. Dans ce cas, il existe une hiérarchie des modes propres, en

effet, par la méthode de séparation des variables, on cherche u(r, z) sous la forme :
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i=N
u(r,z) = Zui(ra z) = up(r, 2) = u(r)gy(2)
i=1
2 1
ol g,(z) = sin(A\,2), A\, = %ﬂ'
Posons
uy (r) si re€ |0, R],
u(r) = .
ug(r) si re |R, +oof.
Le probléme (P}) avec w? € Ip = [c}A2, ¢3A2] est équivalent au probléme de transmission
suivant :
( d? d
7 d;él + T% + (a2r? = Duy = w?uy si re 0, R[,
d d
2 d;? + 7‘% + (557“2 — Duy = w?uy si 7€ |R, + o0,
ui(R) = us(R),
du1 dU2
\ i (—=(B) + wi(R) = p2 (=(R) + ua(R))
ou
w? w?

La solution générale du systéme précédent s’écrit sous la forme suivante :

Ji(apr) .
Am S1 r<R
u(r) = (2.4)
Kl(ﬁpr) .
BW S1 r> R

ou {J,(2), K,(2)} sont des fonctions de Bessel et Bessel modifiées d’ordre v.
Le vecteur u(r) vérifie le probléme (P}) si et seulement si w est la racine de I’équation

caractéristique suivante :
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Ko(B,R) | o2 1) =o.

Ti(epR) " T K(BR) T

L’équation G,(w) = 0 admet au moins p racines positives dans l'intervalle I, .

Remarque 2.2.1. L’étude spectrale de l'opérateur du test est bien détaillée dans ['annexe
A2.

2.2.1 Profil constant par morceaux

On va présenter deux expériences numériques simples pour deux domaines 2y différents,
nous allons calculer numériquement les premiéres fréquences et nous les comparées avec celles

exactes. Pour ce profil, les constantes élastiques prennent les valeurs suivantes :

(

pi(r,z) = 1.0E 3 kg/m?

pa(r, z) = 0-5511 N/m®  dans Qp = 10,R[ x ]0,L][,
2 1
2 =—

\ P1

[ p2(2) = 1.0E 3 kg/m?

p2(2) = LOELL N/m®  dans Q, =]R,+oo[ x ]0,L[.
2 _ M2

\ P2

On fait la discrétisation du domaine Qg = [0, R] x [0, L], 'épaisseur de la couche est

( resp.hy = i), les

fixe L = 1, pour le pas de discrétisation hy (resp.hy), tel que hy =
Mz MR

1

1
calculs sont effectués pour hy = — et hy = —.
50 50

Dans ce cas nous allons tester la méthode pour les trois premieréres valeurs propres (v.p.)
et leurs fonctions propres (f.p.) associées. La premiére (v.p) exacte du probléme modéle
Py (@) (voir ( 2.1)) est obtenue en résolvant 'équation caractéristique G (a) = 0 ( voir
la figure ( 2.1)). La racine de cette derniére équation est wy ., = 40877.764. En substituant
w1, dans la formule (2.4), on obtient 'expression analytique de la fonction propre exacte

associée soit uy ¢, ( voir la figure ( 2.9)).
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La racine oy = 40877.764 de Gi(e) = 0

Gila)

-20 t t t t t t t t t
32000 24000 35000 26000 IT000 32000 20000 40000 44000 42000 42000
e

Fig. 2.1 — La fonction caractéristique G;(«) associée au premier mode propre

Le probléme semi-discrétisé approché est donc résolu dans le domaine Qg j, ( b étant le

pas de discrétisation ), en suivant les étapes de 1'algorithme indiqué précédemment.

Premier exemple

Le domaine Qp =[0,1] x [0,1]

1°7¢ étape : L’existence des solutions du probléme approché :

D’aprés ( 2.3) les valeurs propres a chercher sont celles qui sont situées dans l'intervalle
I =Ja=MC_, b= M\cs[ avec A\ = % L’hypothése ( 2.3) est une condition nécessaire
d’existance des valeurs propres pour le probléme posé. Pratiquement, on résoud le probléme
matriciel ( 2.1) pour & = A\jcwo, les valeurs propres obtenues sont notées par gb;(a). D’aprés
le corollaire ( 1.4.5) le nombre des valeurs propres N(«) du probléme est égal au nombre des
gbi(a) situées dans Iy, c’est a dire Card(N(«)) = Card({i tel que : gb;(a) € I1}).

En pratique, on constate qu’il existe un entier (i = 3 ) tel que gb;(«) € I1, Yo € 1.
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=1

(a)

aa

= T1439.20 de &

GO899.666 ef oy

Les racines g

S000

3000 ----------

AOO0 —f === === ====q-= === —p--— oo —--ogo— -

-1000

20000

75000

70000

5000

G0000

55000

t troisiéme modes

cme e

LN

deuxi

associée aux

Fig. 2.2 — La fonction caractéristique Ga()

=

()

GO899.666 de Gy

La racine a2

. N

N W

T

G2000

5 .
s

[ i e e Bl

(v)Fo

S J
B e LR T EE TP PP

R
26 T
55000

57000 58000 52000 G0000 G1000

SE6000

deuxiéme mode propre

7

associée au

(2

Fig. 2.3 — La fonction caractéristique G, )(a)
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La racine oy = 71439.29 de Gao(o) = 0

alor)

G

4 4 I 4 4
- t t —+— t t
E7000 g2000 Ba000 70000 71000 2000 72000
e

Fig. 2.4 — La fonction caractéristique Gég)(a) associée au troisitme mode propre

TABLE 2.1 — La variation de la premiére fonction de dispersion o; — wy ().

o 33550. | 34895. | 36240. | 37585. | 38930. | 40275. | 41620. | 42965. | 44310. | 45655. | 47000

wip (o) | 41541, | 41471, | 41387. | 41285. | 41156. | 40990. | 40766. | 40442. | 39922. | 38901. | 38002.

2i¢me gtape : Détermination des courbes numeériques de dispersion : Pour cela, on
construit une suite {«ay}, dans I'intervalle I; et on résoud une suite des problémes spectraux
matriciels {P(ay)}, ( 2.1). On aura donc une suite des valeurs propres notée {w;(ay)}, , les
courbes numeériques correspondantes sont {w; n(ax)}, , i € N(a). Ces courbes vérifient les
hypothéses du théoréme du point fixe.

Le tableau suivant ( 2.1) illustre les résultats obtenus.

La figure 2.5 montre que la oy, — w3, p(oy) est décroissante et vérifie ws, (1) C 1.

3ime gtape : On détermine le point fixe de chaque courbe de dispersion et on le note
par w; p, ce dernier point est une valeur propre approchée de la valeur propre exacte w; du
probléme posé.

Le point fixe de I’équation de dispersion ws ,(ay) noté aussi wy, , = 40887.764 est une
approximation de la valeur propre exacte w; = 40877.764 avec une erreur relative donnée
par err.o. = 0.0002633.

Le tableau ( 2.4) illustre I'erreur de convergence de wy, ;, vers w; en fonction du pas de

discrétisation h. De plus, la figure ( 2.8) montre que la convergence du schéma est d’ordre
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10887.764

La courbe de dispersion associée a wyy,
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Fig. 2.5 — La premiére courbe numérique de dispersion ov — w5 ().

636

61257

La courbe de dispersion associée a woy,

R
A .

i A

e e el ey

51400

_H._ v )Em

6000 - - - - -
60700 - ----
B0G00

56000 53000 60000 G2000 64000 66000 63000 70000 72000 74000

54000

o

Fig. 2.6 — La deuxiéme courbe numérique de dispersion oo — waq ().
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La courbe de dispersion associée i wy, = T71936.767

wa nlexs)

20000

Fig. 2.7 — La troisiéme courbe numeérique de dispersion o — ws ().

Order de convergence du schema, slope

& Loglh®)
¢ Loglerror)

winl /)

Log(ln

10 —T T Ty T T T
0e-2 1540 1425 1420 1415 M0 145 100

Log(h)

Fig. 2.8 — L’ordre de convergence du schéma pour le premier mode propre associé a wy p,.
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La premiére fonetion propre eracte associde d wy = 40871764, R =1

ui(r.z) .
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Fig. 2.9 — Le premier mode propre exact associé a w;
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fonction propre approchée associée i wy, = A0887.764
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Fig. 2.10 — Le premier mode propre approché associé a la valeur propre approchée w; ) =

40887.764, maillage 40 - 40.
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TABLE 2.2 — Convergence de la méthode pour les premiéres valeurs propres.

P 1 2 3
w 40877 | 60899 71439 | 81840 90600 102303
wp, 40916 | 60794 71992 | 81865 89956 100915

le=wul 1700010 | 0.0017 0.0077 | 0.0003 0.0071 0.0135

(03]

TABLE 2.3 — La variation des fonctions de dispersion a; — w;(a;)(j =2, 3).

oy 55536. | 57536. | 59536. | 61536. | 63536. | 65536. | 67536. | 69536. | 71536. | 73536. | 75536.

wap(a;) | 61376. | 61352. | 61323. | 61289. | 61248. | 61197. | 61132. | 61045. | 60922. | 60729. | 60665.

ws p(oy) | 73194. | 73131. | 73057. | 72970. | 72865. | 72736. | 72575. | 72364. | 72074. | 71643. | 70916.

deux (2) pour cette valeur propre.

4ieme gtape : Pour chaque w; 1, on calcule la fonction propre associée u;, , qui était le
mode propre approché de notre probléme.

La fonction propre approchée est illustrée dans la figure ( 2.10), on constate qu’elle est
trés proche a celle exacte représentée dans la figure ( 2.9). La comparaison entre la fonction
propre exacte et celle approchée sur I'interface fictive I'r = {(r, 2) / r = R} et la frontiére
libre I'r, = {(r, 2) / 2 = L} est présenté dans les figures ( 2.13) et ( 2.14).

Remarque 2.2.2. Cette valeur propre est située dans le spectre discret o4 du probléeme,

c’est a dire dans Uintervalle I} = [)\%02_ , )\%cgo[,

Comme dans le cas de la premiére valeur propre, les deux valeurs propres exactes wy =

60899.7 et wy = 71439.3 sont obtenues 'orsqu’on résoud 'équation Ga(a) = 0. (voir figures

5
(2.2), (2.3) et (2.4)) dans lintervalle Iy = [Aac_ , Aacso| avec Ay = %
Remarque 2.2.3. Les deux valeurs propres wy = 60899.7 et wy = 71439.3 sont des valeurs

propres isolées situées dans le spectre essentiel 0.

Dans ce cas, il existe deux entiers (i = 5) et (i = 8) tels que w; p(ay) € Iy, Vo € Iy, et les
fonctions de dispersion numériques associées ay — w; (o) sont décroissantes et vérifient
win(I) C Iy, les résultats numériques sont enregistrés dans le tableau (2.3).

Les valeurs propres approchées associées sont les points fixes des courbes numériques de

disperssion w;—s () et wi—s p(ow).
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wyy = T1936.767

— Log(h™)
— Loglerror)

3

E
= z_|
S "3
10" T T . .
-2 -1 o
10 10 10
Log(h)

Fig. 2.11 — L’erreur relative en fonction du pas de discrétisation associée a ws j,.

Erreur relative associde a wy = 7143920

.00 T T T T T T T T T 1
0oz 0.04 006 ooz o0 01z 014 06 0.1z 0.z0

h=Mr"'=My"'

Fig. 2.12 — L’erreur relative en fonction du pas de discrétisation associée a ws.



42 Chapitre 2. Tests et Résultats Numériques

TABLE 2.4 — Variation d’erreur relative en fonction du pas de discrétisation pour la valeur
propre ws, p,

T I | | I I I
L scrétisation h 1 1 1 2 = = il
e pas de discrétisation 5 10 15 20 25 30 35
w1, = wi] 0.0376833 | 0.0099303 | 0.0042609 | 0.0022360 | 0.0012916 | 0.0007767 | 0.0004655
w1
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Fig. 2.13 — La projection du premier mode propre approché sur r = R

Les figures (2.6) et (2.7) montrent que w;—5p(ay) et wi—sx(cy) sont décroissantes et
lipschitziennes sur l'intervalle /5. Les points fixes de ces courbes notés respectivement ws, ,
et ws, ;, convergent vers wy et ws respectivement. La figure (2.12) montre que l'erreur diminue
en fonction du pas de la discrétisation. Pour ces valeurs, la précision est moins que celle de
w1 p, O0 pense qu’on a perdu un peu la précision a cause de leurs positions ( situées dans le
spectre essentiel ) ou de leurs multiplicitées ( des valeurs propres multiples ) ou a cause de
la s’ingularité de Uopérateur associé. ( voir aussi la figure (2.11)).

Les fonctions propres approchées associées sont représentées dans les figures ( 2.20, 2.22)
et celles des valeurs propres exactes sont représentées dans les figures ( 2.19, 2.21), et enfin, la
comparaison des solutions sur U'interface I'g ( 2.16, 2.18) et la frontiére libre I'y, ( 2.15, 2.17).
Remarque 2.2.4. 1. L’opérateur B admet une suite de valeurs propres prolongées dans

le spectre essentiel qui tend vers 400,
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Grid size A0 =40, wy, = 71439.29

1 ! | \ \ !
oafd— —guslrz=L) |- e

9=ugp(r.z2=1L)

-

us(r, z

Fig. 2.18 — La projection du troisiéme mode propre approché sur z = L

2. Pour calculer cette suite de (v.p), on applique l'algorithme précédent pour chaque inter-
(2p+ D)7
2L

Les tableaux suivants illustrent les résultats qu’on a obtenu pour p = 7 (resp. p = 8).

valle I, = [Mpe— , A\pCoo| avee N\, =

Dans ce cas on a sept fonctions (resp. huit) o — w;(«) de dispersion telles que :
1. Ces fonctions sont décroissantes sur l'intervalle I,,,
2. Sont lipschitziennes sur I, et w;(A2c}) < A2cZ.

Les résultats enregistrés dans les tableaux (2.5) et (2.6) montrent la performance et

Iéfficacité du schéma proposé.

TABLE 2.5 — Convergence de la méthode pour les valeurs propres prolongées dans I.

P 7

w 168676.082 | 173436.161 | 180641. | 189978. | 201085. | 213559. | 226843.

n 168476.45 | 174036.01 | 180952.06 | 189748.76 | 201066.59 | 213097. | 226736.86
Wl |y 1p_3 | s4r—3 | 17E—3 | 128-3 | 94E—5 | 21E—4 | 47E—4

w

Deuxiéme exemple

Le domaine Qp =[0,1] x [0,1.5] .
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La 2™ fonction propre exacte dans (g associce a wy, = G0899.666

(1, z)

Fig. 2.19

Fig. 2.20 — Deuxiéme mode propre approché associé a wyp = 61257.636
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La 3™ fonction propre dans (g associce awy = T1439.29

ug(r,z)

Fig. 2.21 — Troisieme mode propre exact associé a ws = 71439.29

La traisieme fonction propre approchée associée i wyy, = T1936.767

s h
o

Fig. 2.22 — Troisiéme mode propre approché associé a wsj = 71936.767
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TABLE 2.6 — Convergence de la méthode pour les valeurs propres prolongées dans Ig.

45000

45500

45000

44500

wh nleg)

43000

2500

2000

1500

44000

42500

t
32000 34000

T t t
36000 32000

! s
T t
40000 42000

(2]

t T
44000

t |
45000 42000

Fig. 2.23 — La courbe de dispersion a — wsy ().

w 190661.42 | 194913.92 | 201402.7 | 209900 | 220100.4 | 231820, | 244559.7 | 258096
Wh 190724.8 194678.7 | 201542.2 | 209172.8 | 220484.7 | 232157.1 | 244526.1 | 258308.4
=l [ ss3p 4 | 10m-3 | 6984|348 -3| 1763 | 148 -3 | 1351 | 825 — 4
w
La courbe de dispersion associce a wy, = 44502985, R=1.5

Contrairement au cas précédent, ’équation caractéristique G1(a) = 0 admet deux racines
wy = 37190.226 et wy = 44453.60 dans I1 = [Ajc— , A\icso| (voir la figure (2.24)). En pratique,

on a trouvé deux entiers (i = 3) et (i = 5) tels que les courbes numériques de dispersion

wi=s, n(ak) et wi—s p(ay) sont représentées dans la figure (2.23) associée & wi—s p(ow))).
Chacune de ces courbes admet un point fixe w; j = 37402.272 et wsy, , = 44502.985.

Les figures (2.25) et (2.26) montrent que 'ordre de convergence du schéma pour la valeur

propre approchée wy j, = 44453.60 est égal a 2. Les fonctions propres approchées et exactes

ainsi que la comparaison des solutions sur 'interface fictive et la frontiére libre sont réunies

dans les figures 2.27, 2.29, 2.28, 2.30, 2.31, 2.32, 2.41, et 2.42 respectivement.
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Les racines ap = 37190.226 et sz = 44453.60 de Gi(o) = 0, R =15

Q000

000 ------

Cila)

i
\ \
\ \
\ \
| \
: :
-1000 T t t t T t
32000 34000 36000 28000 40000 42000 44000 45000 43000

Fig. 2.24 — La fonction caractéristique associée & w; = 37190.226 et wy = 44453.60.

Order de convergence du schéma pour w, = 44453.60, slope 2
-1
10 3
]
] — Loglhy)
] — Loglerreur)
2
10 3
2 ]
3 ]
7]
3
2
3
a
10 3
-
0 — . ey o — T n
1082 1745 I 124 112 10e-1

le pas de diserétisation by = Mz !

Fig. 2.25 — L’ordre de convergence du schéma pour wsj, en fonction du pas h;.
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Order de convergence du schéma pour w, = 44453.60, slope
L1

10 ]

— LrJ_tj[hi_i'
— Loglerreur)

-1
10
A0e-2

T T T
1420 120116 12

)
1020
le pas de discrétisation he = My ™"

Fig. 2.26 — L’ordre de convergence du schéma pour wyj, en fonction du pas hs.
2.2.2 Un exemple avec profil linéaire

Comme deuxiéme exemple, nous considérons un probléme avec le coefficient pu(r, z) qui
est affine dans Q; =0, 1[x]0, 1] :

a(r 4+ z) + fmin  pour 0<r<1
pu(r, z) =
Moo pour r>1

avec a = 0.2F + 11, ptyin = 0.5E + 11 et oo = 1E + 11.
Il est nécessaire d’approximer ce coefficient sur chaque élément finis de €, .

ny +3 . 3 . .
Pour chaque élément K 7 ou K 7 de la triangulation de € g, on pose

1 1 _ 1
/L;Qz I U // p(r,z)drdz; et p,5=——"+ // p(r, z)drdz
mes(K,7) 72 mes(K,,?)
I K+§ s K

m,l

o=

~

1
2
m,l

hg, lhl), (mhg, lhl)}
1

(;Lfezp. {((m = Dha, (1 = Dhy), (mha, (I = V)hy), (mha, lh1)}) et mes(K,,7) = mes(K,3) =

2

1 1

ol K:,:“j (resp. K,,7 ) est le tringle de sommets {((m — 1)hy, (I — 1)hq), ((m — 1)
1
3
N
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1

En utilisant 'approximation p;, = uffl ,on apour tout (m,l) e { =M, 1<m<M, }
on a:

ho 2h

1 h 2L -1 min
:u:);,?l:a (lh1+a)_§1+mh2__:|7Mm,2l:a|:(mh2+a)_§+lh1—?l a .

a

, avec a =

3

On suit les mémes étapes que pour le cas du profil constant par morceaux et avec N = 10

et Mr = Mz = 23, nous avons calculé les premiéres fréquences

wip = 45230, ws, = 57054 et ws), = 72183,

Les vecteurs propres correspondants sont tracés, pour z = L dans la figure (2.33) ainsi

que la figure (2.34) montre que la courbe de dispersion o — wy () est décroissante.

Dans le tableau (2.7), on montre I'évolution de wy’, en fonction du rang de troncature

N, h étant fixe. On remarque que la contribution de rangs N = 1, 2 est essentiel.

TABLE 2.7 — Evolution de w¥ en fonction de N

N 1 2 3 4 5}

wy | 45227.233 | 45230.235 | 45230.237 | 45230.238 | 45230.242
wy | 58321.369 | 58321.424 | 58321.443 | 58321.459 | 58321.461
w3 | 72296.395 | 72302.084 | 72302.100 | 72302.105 | 72302.107

On va examiner maintenant 'influence du choix du rang de la troncature de la série de

Fourier N. Le tableau suivant (2.8) illustre les variations de w? en fonction de N, (R = 1.5)

TABLE 2.8 — Evolution de w!¥ en fonction du rang de troncature N

N 5 19 25 50 100
wl¥ | 37586.08 | 37714.401 | 37717.747 | 37719.347 | 37719.901
wi¥ | 41941.274 | 42498.853 | 42519.514 | 42524.927 | 42527.79
wiV | 45227.233 | 45230.235 | 45230.237 | 45230.238 | 45230.242
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2.2.3 L’influence du longueur de la couche sur le nombre des valeurs

propres

Le présent test montre que le nombre des valeurs propres discrétes dépend de ce longueur
de symétrie de la couche R. En effet, pour R = 1(resp. R = 1.5) on a obtenu une seule valeur
propre (resp. deux ) comme le démontre ’exemple 1 (resp. 2 ).

Pour R = 2, c’est a dire Q =|0,2[x]0, L[, le probléme admet trois valeurs propres qui
appartinnent a l'intervalle I; telles que : wy = 35644.50, wy, = 40463.66 et w3 = 46358.53,

les approximations de ces valeurs sont obtenues avec les pas de discrétisation h; = 0 et

Wi=a,p, = 35810.663, w;—5 ) = 40812.237 et w;—7;, = 46294.448. Les figures associées sont
représentées dans (2.35), (2.37) et (2.39).

L’exemple suivant est effectué pour les données :

Pour le rang de la troncature N = 100, les pas de discrétisation h; = hy = 1/40 et
R = 1,L = 1, la valeur propre approchée obtenue est w;—3; = 40887.828. Et pour h; =
R/45 = hy = L/30 c’est a dire R = 1.5, L = 1, la valeur propre approchée obtenue est
wi=5p = 44503.167. On constate que la valeur propre approchée discréte ws ) = 40887.828
(resp. w5, = 44503.167) obtenuée avec R = 1 (resp. R = 1.5) est égale & celle obtenue
dans le premier exemple (resp. deuxiéme exemple) pour N = 1. En effet, cette derniére est
une valeur propre associée a une fonction propre qui était la projection de la fonction propre
associée dans le cas N = 100. Pour conclure, on va donner dans 'annexe (3) la décomposition
spectrale de 'opérateur associe au probléme de tests numériques que nous les avons réalisés.

Les fonctions propres associées sont représentées dans les figures (2.43) et (2.44).



L’influence du longueur de la couche sur le nombre des valeurs propres

37

La 17 fonetion propre exacte dans Qp associde aw, = 37190.226, R = 1.5

B
P
ZHERY

ui(r,z)

Fig. 2.27 — Le premier mode propre exact associé a w; = 37190.226

La premiére fonction propre approchée associée a wy, = 37402.272

Uy h

3

2902
“‘\,0’0’0:4,9

Fig. 2.28 — Le premier mode propre approché associé a wy j = 37402.272
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La 2™ fonetion propre exacte dans (g assoctée 4w, = 44453.60,R = 1.5

E e
L
E20e

ws(r,z)
02 = > ?“0“‘:’:"‘:
04 ny I . Wl
08 - R a “.. oo
081

Fig. 2.29 — Le premier mode propre exact associé a wo = 44453.60

La dewrieme fonction propre approchée associée i wy), = 44502.985
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Fig. 2.30 — Le premier mode propre approché associé a wq ), = 44453.60
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Fig. 2.31 — La projection du premier mode sur z = L pour R =1.5

Fig. 2.32 — La projection du deuxiéme mode sur z = L pour R = 1.5
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Fig. 2.33 — Les premiers modes pour z = L
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Fig. 2.34 — La premiére courbe de dispersion a — w(, (a)
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La premiére fonction propre approchée associée i wy, = 35810663, R = 2

u}
Uy h

Fig. 2.35 — La premiére fonction propre approchée associée & la valeur propre approchée
wy,p, = 35810.663

La 17 fonction propre exacte dans Qp associde i w, = 35644.50, R =2

T
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e oot
e Tanig ety
0‘":‘::‘“

ur(r.z)

Fig. 2.36 — La premiére fonction propre exacte associée a w; = 35644.50.
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La dewriéme fonction propre approchée associde i wyy, = 40812237 R =2

W

Uz

e
R s o

SN,
N
s

=

Fig. 2.37 — La deuxiéme fonction propre approchée associée a la valeur propre approchée
wa,, = 40812.237.

La 2™ fonction propre exacte dans 1y associée a w, = AM63.66,R =2

z;;g::‘i:
S
.

us(r,z)

Fig. 2.38 — La deuxiéme fonction propre exacte associée a ws = 40463.66.



L’influence du longueur de la couche sur le nombre des valeurs propres 59

La troisieme fonction propre approchée associée i wy), = 46294.448

(IS N

Fig. 2.39 — La troixiéme fonction propre approchée associée & la valeur propre approchée
w3, = 46292.448.

La 3™ fonction propre eracte dans Qg associée i wy = 46358.53, K =2

Fig. 2.40 — La troixiéme fonction propre exacte associée a w3 = 46358.53.



Chapitre 2. Tests et Résultats Numériques

60

37190.226

30, w =

Grid size 4

e T AR
! = ! ! ! ! g

| _1 | | | | | >
I (R LS Lo 4L
| = ! ! ! ! [y
i o_ﬂ ! ! ! ! A
IS I R R S
I ! N !
I e Rt L EEEEEEE - R |
I D ! !
- ' [T 2 ' ' '
R e e e e e
! * s ! ! ! !
e e S (R (R L
! A ! ! ! ! !

! . ! ! ! ! !
R SRR booondanoo- CEEEE don-s oo beooog
. 3 ! ! ! ! ! !
3 ! ! ! ! ! !
REE Ghhhk Foeednee- REEEE HRREEE REREE FooeeT
. 1 ! ! ! ! ! !

! . ! ! ! ! !
[ |- mpmmm e - rm - T P L
! Ce ! ! ! ! ! !

! ! . ! ! ! !
eeee- TR U L et -
! ! S ! ! !

! ! ! Le ! ! ! !

S ——+ m Tt

= o o - i=} A o o =
=] =] o =] =] =] =] =] =]

(z°y)n

1.0

L=}

0.g

o7

0.6

0.4

0.3

0.z

0.1

0.0

=R

Fig. 2.41 — La projection du deuxiéme mode sur r

14453.60

< 30, wy

5 %

Grid size 4

A T T I
A S A
A e
oo (P (R R e R L
Cole
Lol el
e
e N T T A

" . S

- N R S e CREE
N A S

R " RN " "

e I e i s SOARh thELRRE |
I I ' [ I

| Il | | | \ |
s D _ _ 4 _

0 I - R T SO
AR Lo e
DX § A e ¢

[ = A do - [ PR bl — = = L
T X A

| - | | | | h

" A

o T B e e SR Al
- A R
R N 4
(SR e R R pe—mn- P L
oL e
A
bbb
A S
A S

L R e e e A e

= o ™ s = s ™ o 1
=] =] o o o =] o fa} =}

(=*3p)m

1.0

L=}

0.g

o7

0.6

0.4

0.3

0.z

0.1

0.0

=R

Fig. 2.42 — La projection du troisiéme mode sur r



L’influence du longueur de la couche sur le nombre des valeurs propres 61

La fonction propre approchée associée i wy), = 40887.828 ,R =1, N= 100
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Fig. 2.43 — La fonction propre associée a w{\fh = 40887.828 pour R =1, et N =100

La fonction propre approchée associée o wy, = 44503.167, R= 1.5, N = 100
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3.1 Introduction et motivation

Dans cette partie de notre travail, nous allons utiliser une méthode originale de type
domaine fictif pour la résolution des problémes d’élasticité linéaire avec des conditions aux
limites générales : Dirichlet, Neumann ou Robin. L’idée est d’immerger le domaine physique
dans un domaine plus grand et de forme plus simple (généralement rectangulaire en 2D),

appelé domaine fictif qui deviendra le domaine de calcul (cf. figure 3.1).

L’objectif est de bénéficier des nombreux avantages de ces méthodes (utilisation des mé-
thodes numériques basées sur des maillages structurés réguliers, solveurs rapides, bonnes
propriétés de convergence, ...). Cependant, afin de recouvrer une solution approchée satis-
faisante sur le domaine physique, il faut pouvoir tenir compte de facon précise des frontiéres
immergées dans le domaine de calcul. Les différentes modélisations de frontiéres immergées
peuvent se regrouper en deux grands types d’approches. Ces approches se distinguent par la
dimension de 'espace dans lequel est approchée I'interface immergée réelle, soit 'interface
approchée est de méme dimension que U'interface immergée réelle (i.e. une courbe en 2D ou
une surface en 3D), on parlera alors d’interface approchée fine, soit I'interface approchée est
élargie par rapport a l'interface immergée réelle (i.e. une surface en 2D ou un volume en 3D),

on parlera alors d’interface approchée diffuse.

En se focalisant ici sur les approches de type interface fine. La frontiére immergée est
approchée par une interface dite fine (sharp) s’appuyant sur les faces de cellules du maillage.
Afin d’imposer les conditions aux limites du probléme physique, des conditions de transmis-
sion algébriques combinant les sauts de la solution et du flux sont introduites. Dans ce cas,
ces conditions aux limites immergées sont prises en compte par des termes surfaciques ou

volumiques ou les deux (technique de pénalisation).

Cette approche de méthode de domaine fictif "Fictitious domain method", a été introduite
par V.K. Saul’ev dans [61]. L’idée consiste a modifier localement le maillage cartésien du
domaine fictif afin de prendre en compte les conditions aux limites immergées. Cette approche
a été reprise et complétée dans [32, 40]. Kopcenov [33] a également utilisé cette approche
de maillage localement adapté pour simuler des conditions aux limites de type Robin, en
imposant un saut de flux sur la frontiére immergée. Par la suite, toujours dans une approche
de domaine fictif, les techniques de pénalisation ont été étudiées et employées principalement
en mécanique des fluides [3, 30] pour imposer des conditions de type Dirichlet sur une
frontiére immergée ou dans un domaine (par exemple, pour avoir une vitesse nulle dans les
solides). Ces méthodes sont alors souvent combinées a des algorithmes de raffinement local

multi-niveaux de maillage (voir [30] par exemple) pour approcher localement de maniére plus
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précise la frontiére immergée.

La formulation variationnelle du probléme réduit (le probléme posé sur le domaine fic-
tif), assortie des hypothéses d’ellipticité, satisfait la propriété de coercivité sur l'espace de
Sobolev associé, ceci assure, l'unicité de la solution faible. Les parameétres du modéle sur
Vinterface immergée ¥ ou dans le domaine auxiliaire Q. (2 = QUQ,) sont ensuite détermi-
nés pour satisfaire exactement ou de fagon approchée les conditions aux limites du probléme
initial (physique) imposé par analogie avec la classe de méthodes proposée dans [6] pour un
probléme elliptique scalaire et numériquement validé dans [53, 54].

Un schéma aux volumes finis localement modifié est déterminé. Cela consiste a discrétiser
le domaine fictif a I'aide d’une grille cartésienne et a répartir les noeuds de discrétisation en

deux familles selon leur position par rapport a l'interface (la frontiére immergée) :

1. les noeuds "réguliers" sont les noeuds du maillage tels que le stencil de discrétisation
centré en ces points ne fait intervenir que des noeuds situés d’un méme coté de 'inter-

face,

2. les noeuds "irréguliers" sont les noeuds du maillage situés prés de l'interface tels que le

stencil de discrétisation est composé de noeuds de part et d’autre de 'interface.

Ce schéma présente I'avantage de conserver une unique grille cartésienne (non modifiée) pour
résoudre le probléme sur le domaine fictif. Ce type de modélisation approché de la frontiére
immergée conduit a une convergence du premier ordre en norme de L%

On s’intéresse ici, a la validation numérique d’une méthode de domaine fictif appliquée
au probléme d’élasticité linéaire avec les sauts du flux et de la solution pour des conditions
aux limites générales immergées (J. E. B. C.) comme était proposée dans [8]. Pour calculer
la solution u du probléme posé (]5) dans le domaine §~2, nous allons exposer briévement la
méthodologie des approches de type domaine fictif ([61, 39]) qui consiste généralement en

trois étapes :

1. Le domaine physique Q est immergé dans un domaine fictif €2, généralement plus grand
et de forme plus simple tel que Q2 = QUX U Q., ou (. désigne un domaine auxi-
liaire et X l'interface commune entre les deux sous-domaines. Le domaine 2 est choisi

géométriquement de forme simple que Q. (voir Figure 3.1)

2. Un probléme fictif (P) est défini et résolu dans le domaine fictif €2, avec des conditions
de transmission appropriées sur X et des données choisis dans €2, afin de traiter les
conditions aux limites originales de (P) sur Iinterface immergée 3. Le probléme (P)

sur le domaine 2 est alors choisi du méme type que (ﬁ)

3. La solution @ du probléme original (P) est soit trouvée exactement comme : U = ulg,
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Q

=
Iyl

_lll

(b) (c)

Fig. 3.1 — Exemple des domaines physiques immergés dans un domaine fictif carré.

c’est a dire, la restriction de la solution fictive u du probléme (P) dans le domaine ﬁ,

ou au moins ulg = u.

L’objectif est d’utiliser un maillage uniforme simple et structuré dans {2, par exemple
une grille uniforme cartésienne, indépendante de la forme de 'interface immergéeX au lieu
d’utiliser un maillage adaptatif pour lequel il devient dificile de trouver des solveurs rapides

et eficaces.

3.2 Position du probléme

Soit Q un ouvert borné polygonale de R? ( dans la pratique d = 2 ou 3 ). Soit ¥ ¢ R
une interface assez réguliére qui sépare {2 en deux sous-domaines disdjoints Q et Q. telle que
QO=QUXU Q., la frontiére de Q est défini par 00 =T UY et celle de Q est défini par
0Q) = fUFe. Soit n la normale extérieure unitaire définie sur I'., ou définie sur X orientée de
Q vers .. Pour une fonction ¢ € Hl(fNZ U €Q.), soient ¥~ et " les traces de ¢|g et ¢
chaque coté de ¥ respectivement, ¢y = %W— + ¢™) la moyenne arithmétique des traces de
Y, et [y = (T — 1) est le saut des traces de ¢ sur ¥ orienté par n. Notre objectif est

d’utiliser une méthode de domaine fictif pour résoudre le probléme suivant dans le domaine

Q. Sur

Q, qui est défini généralement dans le domaine physique Q C Q avec une condition au
limite générale sur ¥ : Trouver un vecteur du déplacement u et un tenseur symétrique des
d

contraintes o = (o) ;_, tels que

N -V -o(u) = pf dans Q, (1)
(P) u=0 sur T, (2) (A)
u=up, ouc(u)-n=Au+q sur X, (3)

ou f € L3(Q)? est la force appliquée sur le corps, up € H%Q(E)d est la condition de
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Dirichlet, A € L®(€)%? est une matrice uniforme définie positive et q € L™/2(X)% sont
donnés sur X. A et u € Loo(ﬁ) sont les coefficients de Lamé et p est la densité volumique,
vérifient : infs AM(xz) = A_ > 0, infg pu(z) = p- > 0, infg p(x) = p— > 0, Ay = supg A(z),
fi+ = supg p(x) et py = supg p(z).

L’équation constitutive d’élasticité linéaire pour un milieu isotrope peut s’écrire comme

suit

o(f) = AV - Tl+2p2 (1),

ol

1 T
£ = §[Vu—|— (Vu)']

est le tenseur de déformation linéaire, I est le tenseur d’identité, les coefficients de Lamé

A et u sont liés au module de Young F et le ratio de Poisson v par les relations suivantes :

Ev FE

/\:(1—21/)(1+V)’ = sty

1
Remarque 3.2.1. Dans la limite dincompressibilité v — 5 le coefficient de Lamé \ devient
non borné et la pression ne peut pas étre déterminée a partir du champ de déformation, et

donc une autre formulation de la loi constitutive sera nécessaire (voir [11]).

Nous définissons les espaces réels de Hilbert :
H(Q) = L*(Q)?
avec le produit scalaire

(w,v)y = /u.dex.

Q
et

V() = {u e H'(Q)P,u=0 sur f}
avec la norme :

lally = ullz + [1Vull

La formulation variationnelle du probléme (P) est :
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(Ry) Trouver @ € V(Q), U # 0, telle que :
’ a(@,v) = (F,0)+ < qv> 1y VoeV(Q),

avec

a(uw,v) = /0(27) : Vodx + /Aﬂ|gv|gds.
3 s

9
La forme bilinéaire a(.,.) est évidemment symétrique et continue.
La coercivité de af.,.)

Nous avons la décomposition suivante :

alu,u) :/)\|Vu|2dx+/ue(u,u)dz+/u|gu|gds,
Q Q x

ol

1
e(u,u) = Z(Vu + Vul) : (Vu + Vul),
pour prouver la coercivité de af(.,.) il suffit d’établir 'inégalité suivante :

/,ue(u,u)dx > K |ul} Yo € V(Q) avec K > 0.

Q

Pour cela, nous utilisons I'inégalité de Korn dans le domaine Q ([47]).

3
/Z lei;(w)|* dz > Cy /\Vufda:, pour u € H'(Q)? avec C; > 0.
' o

L oi,g=1
) J

L’inégalité est également valide pour u € V().
En appliquant le théoréme de la premiére représentation de Kato (voir[29]), nous afirmons

que a(.,.) engendre un opérateur auto-adjoint A défini dans H par :

DA ={ueV; —V-o(u) e Heto(u)y -n=Au+q sur X}
Au= -V -o(u) pour u € D(A).

En utilisant la formule de Green généralisée, nous obtenons

a(u,v) = (Au,v) pour (u,v) € D(A) x V.
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Notez que les traces o(u)y - n sur ¥, sont dans 'espace H~/2(%).

LEMME 3.2.1. (ezistence et 'unicité) Le probleme (P) a une solution unique @ € V().

Démonstration. En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, le probléme (15) a une unique

solution faible w € V(Q) telle que :

a(w,v) = I(v), Yv € V(Q).

3.3 Modéle fictif unifié avec les conditions de sauts im-

mergeées sur .

Pour f € L*(Q)?, g et h sont donnés dans H™/2(£), on considére le probléme d’élasticité
linéaire pour le vecteur de déplacement a valeurs réelles u = (uy, us, uz) défini dans €2 et dont
les conditions de transmission immergées sur > qui relient le saut des traces du vecteur de
la contrainte normale o(u) - n = (A(V - u)I+2u £(u)) - n et le saut des traces de la solution

u a travers Uinterface X :

—V.o(u)=f dans Q=QUQ., (4)

u=0 - sur rur., (5) B)
[o(u) -n]y =Mul|y —h sur ¥, (6)
o) -n|y=Sfuls+g sur ¥, (7)

oll les coeflicients de Lamé p et A et les matrices de transfert S et M dans les équations
algébriques (6-7) sur ¥ sont des fonctions mesurables et bornées vérifiant les hypothéses
d’ellipticité

(A1). p, AeL®(Q), I pu_, A\ >0, u>p_, A\>A_ p.p. dans
(A2). M, S e LX) v¢ € RY €& M(2).£ >0, ££.8(z). >0 p.p. dans Q.
et pour une fonction ¢ € HY(Q U Q.), on a défini 1o~ et ¢ les traces de Yl et Y|q, sur

chaque coté de X respectivement, @\2 = %(2/1_ +¢T) la moyenne arithmétique des traces de
Y, et [U]s = (T —7) est le saut des traces de ¢ sur ¥ orienté par n.

Par ailleurs, nous choisissons p et A comme des prolongements dans L> de p et X res-

pectivement dans Q et f comme un prolongement dans L? de fvdans Q tels que
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) on dans Q, \— A dans Q, = f dans Q,
H= Lbe dans ., B Ae dans €., B fe dans .,

pour recouvrer le probléme original (A) dans €.

Remarque 3.3.1. La condition au limite (B5) sur I, est choisie pour assurer la solvabilité

du probleme de domaine fictif (B).

Les données pi., A\ et f. dans €., g, h, M et S sur X seront définis encore afin d’obtenir :

U = u|g, Ou au moins u,|g ~ u.

3.3.1 Formulation variationnelle du probléme de domaine fictif

Nous allons maintenant définir I'espace de Hilbert suivant :
W(Q) = {v e L} ()4, v|g € HY(Q)? et v|g, € H{(Q)% v=0 sur TU Fe} :

muni du produit scalaire usuel et la norme associée dans H'(Q)<.

Pour u € W satisfaisant (4) et f € L*(Q)? telle que V-0 (u) € L*(22)%, on peut définir o (u)-
n|E dans H-/%(%)?. Ensuite, nous allons prouver, en utilisant le théoréme de Lax-Milgram,
que le probléme (4) — (7) est bien posé dans Q et qui admet la formulation variationnelle

ci-dessous :

{ Trouver u € W telle que : (8)

a(u,v) = 1l(v) VveWw,
ou la forme bilinéaire
a(u,v) = /U(U):Vvdx + /Mﬂ|g@|gd8 + /S[[u]]gﬂv]]gds
s

Q by

et la forme linéaire

I(v) = /fvdx £ <hals> g+ <g s> iy
Q

Le théoréme suivant montre que le probléme de transmission imparfait est admet une

solution faible dans €.

THEOREME 3.3.1. (Solvabilité globale du modéle de domaine fictif avec J.E.B.C.)
Si les hypothéses dellipticité (A1) et (A2) sont satisfaits, le probleme (4)-(7) avec f € L*(Q)4,
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etg, h e L*(X)? a une unique solution faible u € W(SY) satisfaisant (8) pour tout v € W(Q),
telle que 3050(97967“7 HSH ) HMH) > Oa

1
[l < a—O(HfHL?(Q) +e(, Q) (gl 1 5 + [[h]] 1 5))-

Démonstration. La preuve est similaire & celle du théoréme (11) dans [5]. Nous commen-
cons par dériver la forme faible du probléme (4-7). Avec (4-5) et en utilisant la formule
de Green-Stokes, (< .,. >_1 y étant la dualité entre H=2(2)* et Hz(X)%), nous obtenons

respectivement dans Q et Q. :

/U(u):Vvdx— <o(u) .n,v" > 1n= /fvd:c, Yo € W, vlg, =0,
Q Q

[otvudes <o mt >y o= [ fodn oe W, ol =0,

Qe Qe

Additionnant maintenant les deux précédentes équations, on obtient :

/ o(u):Vudr+ < o(u)t.n,v* > 15— < o(u)”.n,v" >_15= / fodx, YveW.

QU QUQ.

puis, remarquant que, pour toute forme bilinéaire < ., . > 1y définie sur > nous avons
I’égalité clé suivante :
<ut vt >g — <u v >p=<[u]s,vs >x + < Us, [v]s >%, Vu,v

on obtient la forme faible suivante dans 2 :

/ o(u):Vvdz+ < [o(u).n]s,vs > an+< o(u)ny, [v]s > _1n= fodx, YveW.

QUQ. QUQ.

Puis, en utilisant les conditions de transmission de saut (6-7) sur 3, nous obtenons la

formulation faible suivante :
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Trouver u € W telle que Yv € W

[ o(uw):Vude + [Mas oy + [S[us.[v]s = [ fodet <hTs> 1o+ <g[vls> 15
QU x 2 QUQ.
(E)

Avec les hypothéses d’ellipticité (A1) et (A2), il est maintenant facile de vérifier en uti-
lisant I'inégalité de Korn, dans Q et ., et les lemmes standards de trace [36] que la partie
gauche de (E) est une forme bilinéaire continue et coercive dans W x W, tandis que la partie
droite est une forme linéaire continue dans W. Donc, par le théoréme de Lax-Milgram, nous
avons 'existence et 'unicité de la solution faible u dans W.

m

3.3.2 Conditions aux limites de Fourier ou de Neumann immergées

sur X

Soient ¢y = —o(u)s - n et @5 = —c(u)f - n les traces de la contrainte normale sur

chaque coté de . Dans le modéle de domaine fictif précédent, les quatre inconnues ¢, @5,
u~ et ut sont reliées par les conditions de transmission algébriques (6) et (7) sur X, ainsi,
en éliminant 'une des deux quantités extérieures, soit ¢y ou ut, donc ¢5 peut étre s’écrire

de la maniére suivante :

1 1 h
¢y = (S+ ZM)UQ —(S— ZM)u”EL +g— 5 sur ) (9)

1
Puis, avec le choix particulier S = ZM I'équation (9) donne la condition aux limites de

Fourier suivante, indépendamment de uy; ou ¢ :

1 h
6y = —o(ws n=Mug +g— 2 sur %, (10)

lorsque la condition de Fourier ou de Neumann dans (3) est souhaitée pour le probléme
initial (A) dans (2, la condition aux limites immergée suivante sur ¥ doit étre satisfaite par

la solution du probléme de domaine fictif dans € :

¢n = —0o(u)y -n=Auy —q sur X. (11)
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Cette formulation nous permet d’en déduire les coefficients de transmission S, M, g et h sur

Y et les données u, A et £ dans ()., qui sont présentés dans le tableau ci-dessous 3.1.

. - 1 . .
Remarque 3.3.2. Le choiz particulier S = =M est ['une des variantes intéressantes sans
controle dans le domaine extérieur )., dans ce cas le probleme de domaine fictif extérieur

n’a aucune influence sur la solution obtenue dans le domaine physique.

1
Remarque 3.3.3. Lorsque M =0,g=h =0¢et S=—1— 00, le probléme de transmis-

sion parfait est récupéré avec u € HY(Q)3. voir le théoreme (3.2) dans [6] et la preuve écrite

dans [9] dans le cas scalaire.

TABLE 3.1 — résumé des données dans €, et sur 2.

J.E.B.C. Méthode parameétres dans 2, paramétres sur X
Fourier (F) Mo, = plo, = 1,flo, =0 M =4S =2A, g -g=q
Neumann, sans controle extérieur Ma., = pla. = 1,fla. =0 M=S=0, g —-g=q
Dirichlet (D1) Ma. =pla. =1, fla. =0 M=4S = %, g —-g= luD
Dirichlet (D2) Ma, = pla, = %, fla. = %ue S = %}, M=g=h=0

D’autres variantes sont proposées dans [7], elles nécessitent soit uy. ou 5 d’étre controlé
par la méthode de pénalisation de type L? ou H' effectuée avec les paramétres dans €2, pour
le probléme de convection-diffusion.

La condition de Neumann est obtenue comme un cas particulier ot A = 0.

THEOREME 3.3.2. (Consistance de la méthode J.E.B.C. de Fourier (F)). Si les hypothéses
usuels d’ellipticité sont satisfaits, le probleme (4)-(7) avec £ € LA(Q)? et g,h € H 2(%)¢
pour la méthode J.E.B.C. de Fourier (F) (voir le tableau 3.1), a une unique solution faible

ue W telle que : ulg = u p.p. dans Q, ot u est la solution faible du probléme original de
Fourier (1)—(3) dans .

Démonstration. En définissant la forme bilinéaire af(.,.) et la forme linéaire I(.) :

Q b

a(w,v) = /0(6)-Vvdx+/Aﬂ|gv\gds et I(v) :/fvd$+/qus,
5 a

et en utilisant le théoréme de Lax-Milgram, le probléme de Fourier (1)—(3) dans Q avec

les hypothéses usuels d’ellipticité a une unique solution faible u € H&F(Q)d telle que :
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a(@,v) = 1(v), Vo e HL(Q)™

En outre, la formulation faible du probléme de domaine fictif (4) - (7) dans €2 s’écrit, de

maniére équivalsente a (8) :

a(u,v) = /a(u)-Vde+ <o(u)gmv > 15— < o(u)yn, vt >_1n= /fvdx, Yv e W.
Q Q

En particulier, pour une fonction de test v € W telle que v|g € H&F(Q)d et vo, = 0, nous

avons .

o, = 0.

/U(u) -Vovdr + < o(u)g.n,v- >_15= /fvdx, Yoe W, v
Q Q

Pour la variante (F ) verifiant (10) et par conséquent (11) avec les paramétres donnés dans

le tableau 3.1, la solution de domaine fictif u satisfait :

a(u,v) = l(v) =a(u,v), YveW, v

0. =0,

Donc, nous obtenons a(ulg — u,v) = 0 pour tous v € Hy(2)% Il donne ulg = u p.p.
dans qui s’achéve la preuve.
[

3.3.3 Conditions aux limites immergées de Dirichlet sur X

Les conditions aux limites de Dirichlet sont traitées en pénalisant la condition au limite
de Fourier précédente. Donc, lorsque la condition de Dirichlet uy, = up est d’étre traitée,

la condition de Fourier dans I’équation (9) ou (10) peut étre pénalisée par une pénalité de
2
surface sur ¥ avec M = -1 — 400 et 3~ g = —up quand n — 0, ol 7 est un paramétre

de pénalization. Ainsi, la précédente variante de Fourier (F) peut alors étre pénalisée comme
ci-dessus, voir (D1) dans le tableau ( 3.1). La seconde variante consiste a utiliser une méthode

de pénalisation de type L? ou H' dans le domaine extérieur Q. telle que

1
limou;“Z = up pour le modéle avec S = =1 — +00, M =0, h = 0 et donc [ul]y — 0,
n—

[¢.n]s = 0, comme proposé dans |7]. Dans ce cas, nous considérons un prolongement u, €
H'Y(Q.)? de up sur Q. telle que yo(u.) = u.s = up, voir (D2) dans le tableau 3.1. La

variante (D1) conduit & aucun saut de solution [u]ly = 0 indépendamment de M, si on pose
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1
S = —-Iet g =0, le modéle peut étre utilisé par exemple avec les paramétres M = S = —1,
n Ui

1
h=-upetg=0.
Ui

Remarque 3.3.4. Dans la pratique, le paramétre de pénalisation n est choisi assez petit,
typiquement d’ordre de 10 ~1° ou 10 ~'2 telle que l’erreur due & la modélisation du probléme

physique dans le domaine fictif Q reste inférieure a celle due a 'approximation numérique.

3.4  Discrétisation par volumes finis et ’algorithme de

résolution

Pour I’approximation numérique du probléme de domaine fictif (B), nous utilisons la
méthode des volumes finis, car elle est robuste, relativement bon marché, intrinséquement
conservatrice, et capable de gérer la discontinuité forte dans les opérateurs différentiels. Par
souci de simplicité, nous nous limitons au cas a deux dimensions (d = 2) dans les coordonnées
cartésiennes (z,y) lorsque le domaine (2 est rectangulaire pour un modéle de domaine fictif.
La procédure de discrétisation est composé de deux parties : la discrétisation du domaine de

calcul et la discrétisation des équations.

3.4.1 Discrétisation du domaine de calcul et notations

Supposons que le domaine fictif ( de calcul ) est le carré unité Q = ]0, 1] x ]0, 1[ dans R”.
Soit Q2 =1[0,1] x [0,1] et A, et A, des partitions de [0, 1] données par

Aa: : 0:I0<ZE1<...<ZL'NI<(L'NI+1:1, NxGN*,

Ay : 0:y0<y1<-'-<yNy<yNy+l:17 NyEN*,

et soit (z;,y;) pour i =0, N, + 1 et j = 0, N, + 1. La partition Q= A, x A, de Q est
considérée comme un maillage rectangulaire primal. On note par €, = Q, N Q, ensemble

des points intérieurs de la grille, et par I', = Q, N T les points de la grille de la frontiére.

Soit (x;41)i=0, N, €t (?Ji+%)j:0, w, tels que

8
[SIE

=

N

= 0<yj_%<yj<yj+%<1:yNy+%, Jj=1N,.
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Soit T}, = (K j)i=0, N,+1; j=0, N,+1 le dual du maillage de volumes finis composé de vertex-
centrés des volumes de controle et défini par les cellules compacts contenant les points nodaux
(xi,y;) appelés les centres de cellules, méme s’ils ne sont pas nécessairement les centres des

cellules :

K;;= [wi_%,xﬂr%} X [yj_%,yﬁ%}, pour i =0, N, +1,7=0,N, + 1.

Les faces des cellules, les parties de la frontiére 0K ; qui sont soit paralléle a 'axe (ox) ou

I'axe (oy) sont respectivement définis par

7i7j+% = Ki,j n Kl}j-‘rlv et /71‘4_%7]' = Ki,j N Ki+1,j~

Sy, est ensemble des faces v de tous les volumes de controle K dans Ty, qui est :

S ={y=KNK COK, VK K €T},

et Sp(K) est I'ensemble des faces de chaque volume de controle K dans Ty, i.e. $p(K) =
{7 €S v COK}.

La construction du maillage précédent est faite de telle maniére que la discontinuitée des
coefficients de Lamé p et A se trouve sur les lignes de la grille du maillage de volumes finis
T},. Les cotés du maillage Tj, ne sont pas en générale correspondre a l'interface immergée 3,
une interface approchée Xj, est donc définie par les cotés des cellules du maillage, qui est une
combinaison de lignes droites qui sont paralléles & 'axe (oz) ou I'axe (oy). Cette interface
sépare le domaine physique approché (NZh du domaine extérieur approché €2, est construit

de la facon suivante :

Eh = U 7i,l+% U 7m+%,j )
(3,1)eS*(X),(m,5)eSY(Z)

ol S*(X) et SY(X) sont les ensembles d’indices adéquats pour toutes les faces de cellules
traversées par X et qui sont respectivement paralléles a Paxe (ozx) et (oy), et Sp(X) est

I’ensemble des faces traversées par .

Nous avons défini les pas du maillage par

T __ r— __ T+ __ ;o
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W=y — Y1 >0 =y —y 10 > 00 =y —y; >0, j=1N,

hf+%:l'i+1—l'i>0, Z':O,Nﬁ, et hg+%:yj+1—yj>0, j:O,Ny,

et soit h = max{(hf, i=1,N,), (hY, j= 1,Nj)} > 0 le paramétre de discrétisation du
maillage Tj,.

Un choix particulier est que 7}, est un maillage uniforme, pour lequel (z;,y;) est aussi le
centre du volume de controle K ;.

On désigne par m(K;;) = hih} la mesure de Lebesgue d'une cellule K ; et plus gé-
néralement par m(S) la mesure de tout ensemble S. Nous avons mis \;,; = A (x;,y;),
pi; = p(zi,y;), et fi; = Eien) fK (x,y)dzxdy la valeur moyenne de f sur K, ; pour f dans
L*(2). Le maillage est constrult de telle maniére que les dlscontlnultes des coefficients de
o f K, Nz, y)dxdy,
Hij = 7 fK (z,y)dzdy. On a également mis sur ¥, a savoir pour (z l) € S:”( ), (k,j) €
SY(%), /\z,l—&—% = )\(xz,ler%), Ak—i—%,j = )\(xk%,yj), Higyl = u(xi,yl+%), iyl = /ub(xk—&-%vyj)v
et pour g dans L?(X)

Lamé co'l'ncident avec les interfaces de Tj,. Un autre choix est : \; ; =

1 / :
Giggr = ———— 9(@,y, 1)dz, pour (i,1) € 5(X),
7l+ P m(’%ﬂl.&.%) ’Yi’l+% I+ 2
1 .
Grsi; = —/ 9@y 1,9)dy, pour (k,j) € SY(X).
o M) Foy, ™

L’ensemble des inconnues discrétes aux centres des cellules (z;,y;) , Wi j = (Wi j, Vij)im0,Nut1:j=0,N,+1
olt u; ; est approximation de la solution exacte aux points nodaux u,;; = u(x;,y;), notée
par uy, appelée la solution discréte.
Nous désignons par (.,.) le produit scalaire usual de la fonction grille dans RNo>Nu gt 1a
norme associée euclidienne par |.| . Nous définissons le produit scalaire discret suivant et les
normes des fonctions grille données vy, et wy, définies dans €, & savoir la discréte norme de

I.? et le produit scalaire associé

Nz,Ny Nz, Ny

(on, wn)on = D vigwighfhl, lonll, = Z [0i 4| W R,

,j=1 i,j=1
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et la norme discréte de Hj ou la norme discréte de W.

Nl |vit1; — v; | Nl Vi j+1 — s |2
lonllin = D ==k >0 ek
i,j=1 l+2 i,j=1 j+2
Y i=d ) i=d
et pour vy, Wy € LH(Q)%, (v, Wn)op = D (Vh, wh)ons [[Vally, = 22 l0all1 -
=1 =1

3.4.2 Discrétisation des équations

La discrétisation par les volumes finis est basée sur la forme intégrale de ’équation sur le
volume de controle K ;, 'équation B4 est intégrée sur chaque volume fini K; ; en utilisant
le théoréme de Gauss pour le terme de divergence, il fait apparaitre les flux sur les bords de
chaque cellule qui sont approchés par des différences finies et des formules d’interpolation.
Les intégrales sur les arrétes de volumes ( cotés des volumes finis en 2D ou de surface en 3D)
sont approchées par des méthodes quadratiques convenables.

Le systéme des équations est

—V.o.(u) = f, x=1,2 (12)
ot u = (u,v) et
ou ou ov
o] [orw ot ]| AVuE2G wGt 5
o(u) = - T y - ov ou ov (13)
UQ(u) 03 (LI) ) (u> ) (@ + a_y) )\VU —+ 2,& a_y

Le schéma de volumes finis est trouvé en intégrant 1’équation 12 sur chaque volume de

controle K; ;, ce qui donne pour i =1, N,, et j =1, N,

/ —V.o.(u)dzdy = / fedxdy, pour x =1,2, (14)
K Ki,

¥

avec la formule de Stokes et celle de la valeur moyenne de la fonction sur le volume de

controle K; ; on a :

_/ o'*(u) . HKCZ’}/ = m(Kl,])f*(xuy])
0K, ;

ol ng est la normale sur la frontiére 0K orienté vers I'extérieur de K,
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3 /m ngdy = Y Fi )= 3 (Fiy(u) + Fiy(0) = m(K ) fe 15 (16)

YEOK; 5 YEOK; ; YEOK; 5

(17)
Tird Yith
- [ ottty et [ tate dy = mlEF

qui peut étre s’écrit simplement en introduisant le flux exact sur les parties de la frontiére
du volume de controle, qui sont paralléles a I'axe (ox) ou 'axe (0y), et le terme volumique

sur K;

i,j» on obtient

* =t

_F,j 2( >+F1+2j( )+F]+2< )_sz%,jm):hxhyf* irj

(18)
V(i,7) € {1,..., No} x {1,..., N}, % € {1,2}
avec la correspondance évidente entre les différents termes dans les deux équations précé-

dentes. En se rapprochant chaque terme sur le coté gauche de (18) d’une maniére approxi-

mative, le schéma numérique peut s’écrire comme suit :

) () EY () - FY

i (11) = hxhy * 1,5

1
(19)

V(i,5) € {1,...., N} x {1,..., N, },* € {1,2}
ol les quantités approximatives sont calculées en utilisant un stencil a 5 points et 9 points

par rapport a la solution discréte.

Calcul des flux

a. Flux des volumes qui n’ont pas des c6tés communs avec Y, (en dehord de
)

Pour * = 1, nous avons
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1 Yivd Yi+d ou
Pl = = [ oty )y == [ OV 20 (o)
yj,% yj,%

_ Uit 1,5 —Wirj ,y Vit sty ~ Vitdi-3 4

— —(A—f—?u)wédTh] _)\i+%,j 2 th 2 Zhj,
il faut approcher la quantité Uiglj+l — Vil ol qui apparait dans le flux Fz'1+§7j’ en

utilisant ici, la distribution spatiale linéaire suivante

D(x) = (xi) + VO(xy).(x — xi), (20)

ou ® désigne la variable u ou v, x;; est le centre du volume de controle K, ;. Le vec-
teur inconnu V®(x; ;) est calculé en appliquant la méthode des moindres carrées a I’équa-
tion 20,(voir |23, 11, 27]).

La formule 20 est utilisée pour calculer les valeurs de ® sur les faces des cellules, cette

derniére, conduisant & une formule symétrique de second ordre

1 1
Oy = S (@(xig) + 2(x,)) + S [VO(Xiy)- (%) = Xig) + VO(Kij)- (%y = Xij)] (21)
ol x, est la position du centre de la face de la cellule K ;.

Remarque 3.4.1. 1. La formule 21 est utilisée pour évaluer la quantité Vil vl cette
formule conduit aux mémes résultats que nous les avons obtenu par la formule d’inter-

polation suivante 22

1
vi—&-%,j—i—% - h* 1hy )
+5 Jjt+35

T— 1,Y— z— 1Y+ T+ Y+ T+ Y—
( hiphyvig +highy v + hihi vipy i + by b vi ),
(22)

N pxTt+ _ pr— _ lpx y+ _ py— _ 11y 15 : 5
2. Dans le cas o hi™ = hj, = 2h¢+%? h;" =hi = 2hj+§ , Uéquation 22 est donnée par

[’expression simple ci-dessous

1
Vitdgrh = [ Vg Vg + il

enfin, nous avons
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U’Z+17 — Uy, 1
FZ1+27J(U) = _(>‘ + 2ﬂ)i+§ ]$hy - Z)‘H J [Uz+1,3+1 F Vij+1 = Vig—1 = Vig1,j-1] -
z+2
Par les mémes calculs, on aura

Titd ek Ou  Ov

Pl = = [ atde == [+ 50w
xi_% xi_%
Uisji1 Wi, 1
= —#i,ﬂ%%hi = g+ [Vis141 + Vig15 — Vicrga1 — Vieag)
it3
Aussi, pour * =2, on a :

Yivd Yi+3  Ov  Ou

inw(u) = _/ 02(u(xi+%,y))dy = _/ M(% + a_y)(xwr%ay)dy
y]_% y]-_%
Vit1,j —Vi, 1
= THipl, —hi “hi — aHitd [Wit1j41 + Wig1 — Uij—1 — Uit1,5-1] -

Ii-‘r% Ii_‘_% a'U

Efﬁ%(u) = _/ og(u(x,yj%))dx = —/ ()\V.u—i—QMa—y)(x,ijr%)d:c
.Z’i7% xii%
Vi,j4+1 — Vi, x 1
= —(A+ 2/~L)z‘,j+7]hy—]h = it (Wi gen Ui = Uimrg = U]

i+3

Par souci de simplicité, nous utilisons la décomposition suivante du flux total

Fl(u) = F'(u) + F(v)

F?(u) = F?*(u) + F?(v)
en additionnant les flux partials, on obtient 'expréssions du flux total dans chaque volume

de controle K; ; donnée par
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82
! hi h
Fl(u) = W (Mm‘—é + Mi,j+%) + = (A + 2M)¢+%,j + (A4 2/1)1._%’],) Us
J+35 i+3
hy h
Th A Mg e~ A 2y ey
H_E H—§
hi he
Ty Hig-3tig—r Ty it
h]“‘% 2 h]‘f‘% 2

1
Z(Mmf% - :ui,j+%) Vit1,j — (:U’i,jf% - Ni,j+%) Vi-1,j + Z(lﬁmf% + /\i+§,j> Vit1,j-1

1 1 1
= Wigmy T A1) Vimrgor = g (Wagey + Aied ) Virge 7 Aoy = A ) vig

1

b. Flux des volumes qu’ont des cotés communs avec X, (selon les équations de

transmission algébriques B6 et BT7)

Soit ;41 ; € 3, Nous avons :
27

[af(u) a%(u)] [n ] B [ of(wn, + ol(u)n,

o(w)-n = or(Wn, + ol(u)n,

os(u) o

Maintenant, nous allons exprimer les conditions de transmission algébrique :
[o(u) - n]s, =My, —h

ow)-nlg, =S [u]y, +g

avec y =15, 0= (1,0) sur v, on a :
lot (W, , , =mudly,,  +mel, ,  —

[o(u) - n]]%%yj Mﬁ|7l+%’j -h =
[[Ug(u)]]vl%’j = M2 ﬂ|vl+%’j + Moo WHH%J — hy

et
= 511 [[U]],YH%J_ + S19 [[U]]'YH%J + 51

Q

t(u) |vl+%7j

U(u)'n|vl+%’j = S[[u]]71+%’j+g =

Q

%(U) "YZJF%J = S12 [[u]]71+%,j + 522 [[U]]’yl+%,j T 92
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( —Uf(u);,%u‘ = (su+ %)“W%%J —(sn - %Mﬁ'm%d szt %

”7|%+%,j — (s12 — %)U+|%+%J + 91|7z+%,j — §h1|m%,j
U(u)_-n|yl+%vj = o M. M1 Mo
_UQ(U)WH%J = (s;2+ T)u |%+%,j — (512 — T)UHVH%,J’ + (522 + e

K “7|w+%,j — (899 — %)’UWVH%J + 92|%+%,j — §h2|w+%,j

en intégrant les équations ci-dessus sur chaque cellule v, 15 € Y., on obtient 'expression du

flux suivante

_ Yits _ miy miy
Fﬁk%,j = —/ : ai(u(xi+%,y)) dy = h?(su + T)Ui’j — h?(sn - T)uiJrl,j"’
yj,%
m m 1
h?(sm + %)Ui,j - h§(512 - %)UHLJ’ + hgf-(gl(?/j) - §h1(?/j)),
B Yirl B m m
FZQJF%J = —/ ’ oi(u(a:i+%, y)) dy = h?(slz + %)Uzg - h?(slz - %)uiﬁ-l,j—{_
Yol
m m 1
h¥(s22 + %)Um — h(s22 — %)UH-LJ + b5 (g2(y;) — §h2(yj)),

pour (i =1,j) € S*(¥).

Les mémes calculs pour ;. 1, et (i,j = k) € S¥(2).

Mémes calculs pour déterminer F;Hl(u) sur 'interface 7 = 7; ;.1 tel que (i,k) € SY(X),
) 2 ’

on prend n = (0, 1), et on utilise le systéme ci-dessous :

—h

Yij+3

[[U?f(u)]]«,i’ﬁ% =

oy (u)

Vij+d = S[[ll]]%ﬁ_% + 8.

Remarque 3.4.2. nous avons posé u*(xzqr%,yj) = u(x;,y;) (resp. v*(xH%,yj) = v(z,y;))
et U’L(SCH%,%) = u(Tit1,y;) (resp. U+($i+%7yj) = v(zis1,95))-
Les coefficients de Lamé et la densité de masse sur les interfaces des cellules sont évalués

par des moyennes discrétes harmoniques, voir [49], ou par des moyennes intégrales harmo-

niques, voir [58].

)

)
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Remarque 3.4.3. Notons que nous pouvons aussi définir : iy 1 (resp /\i+%7j) = M(:EH%,yj)
(resp M@, 1,9;)) que si les coefficients sont des fonctions continues sur v, 1 ;.
2 2
En remplacant le flux intérieur F' |  par F'7, et F2,  par F?7,  dans I'expression du
1+35.7 i+5.J tt+35,J i+3,]
flux total, on en déduit I'expression du flux pour les volumes qui ont des parties communes

avec l'interface XJj,.

Conditions aux limites

Sur les faces coincidant avec la frontiére du domaine fictif, les conditions aux limites
doivent étre appliquées. En cas des conditions aux limites de Dirichlet, les expressions du
flux et de la source restent valables, sauf que u(zy,ys) est remplacé par la valeur limite
up(xr,ys), ou (I,J) est I'ensemble des indices des noeux situés sur la frontiére. Sur la
partie de la frontiére ou les conditions de Neumann sont spécifiées, les flux au bord sont
ajoutés au terme source, tandis que les valeurs des variables a la frontiére sont obtenues par

extrapolation des valeurs de déplacement a l'intérieur du domaine fictif.

La correction géométrique de l’interface approchée ) pour la condition immer-

gée de Robin

Lorsque l'interface X est approximée par le maillage en X5, la correction de surface
est alors nécessaire pour les conditions aux limites immergées de Robin ou de Neumann
non homogéne. Comme la forme de Y est n’est pas simple, la frontiére immergée ¥ est
approximée linéairement par morceaux en X; = Ugey, 2k, OU X i est une approximation
par morceaux de ¥ sur chaque élément K et wy » est I'union des volumes finis traversé par
Y. Cette approche entraine une reconstruction locale linéaire par morceaux de 'interface de
> dans chaque cellule K du maillage. Il existe plusieures maniéres pour estimer le parameétre
de correction locale 0k (voir [53]).

Une approximation local de dx consiste & calculer dx sur chaque élément K C wy, 5, par

/a(u)g-nds: / ia(u)ghds (23)

SNK* SpNK*

ou K* est I'ensemble des volumes de controle autour de K ( pour plus de détails voir
[54]).
Une approximation de dx lorsque X est un cercle, comme dans les problémes de test suivants

(section 6), se trouve dans [10]. Il rend compte de la surface relative considérée dans chaque
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Fig. 3.2 — approximation linéaire par morceaux X; x dans un volume fini rectangulaire K C
Wh,s-

K C wyy traversé par X. Ainsi, pour tout coté k de K C wyy, la valeur discréte de o(u)g

dans I’équation 11 et par conséquent les données discrétes A et q sur les cotés de X sont

divisée par le rapport de la surface §x défini avec une erreur O(h) par :
meas(yp) I+ L

= = =i <0<
% meas(r) . meas(7) sin(6) + cos(d), 0<6<

. (24)

bo | 3

3.4.3 Le systéme algébrique associé au probléme et solveurs

Le systéme algébrique qu’on a obtenu est composé de quatre (4) matrices Ay, Bia, Ba
et Ay et la solution approchée est un vecteur de deux composantes noté U = (u,v). Ces
matrices sont associées a la discrétisation des flux partiels F'(u), F'(v), F?(u) et F?(v),

respectivement. Le systéme linéaire dont les inconnus (ug,vi)ger, sécrit formellememt
) (SHAN

Z]:m. )

Les éléments du systéme sont présentés dans I'annexe (2).

comme suit :

Alla BlQ
B21a A22

AU = b
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Remarque 3.4.4. Les matrices Ay et Asy sont symétriques définies positives, et les ma-
trices Bio et By sont anti-symétriques, i.e. Z(Bu + BlTQ) est symétrique.

Remarque 3.4.5. Les deux inconvénients de ce schéma sont le fait qu’il est un schéma
de 9 points, et donc codteur en calcul. et qu’il donne une matrice non symétrique, méme si
lopérateur associé au probleme continu est symétrique. En outre, son généralisation au trois

dimensions est un peu compleze.

3.4.4 Caractérisation du domaine fictif (Original et auxiliaire)

Nous décomposons le domaine de calcul (domaine fictif) Q en deux sous-domaines Q
et €2, qui sont respectivement associés a la partie domaine physique et domaine auxiliaire.
Le principe est de définir une fonction distance dans le domaine de calcul € ainsi qu’une
fonction caractéristique dans €2,. Si I'interface immergée du domaine physique est donnée

par X, la fonction distance peut étre défini par

lz—%| si  ze,
z,0) = 26
#(,0) {— |lx — %] si x € €, (26)
La fonction caractéristique est facilement obtenue en regardant le signe de ¢(z;,0) dans les
noeuds z; du maillage :
1 si ¢(z,0) >0,
Xs(@) = . (27)
0 si (z;,0) <0,
Enfin, on défini une fonction caractéristique sur chaque volume de controle K par la

fonction distance comme suit st

K

oi X est la somme des noeuds d’élément K dont ¢(z;,0) > 0, et |X|, est la somme
des valeurs absolues de ¢(z;,0) . Il était alors clair que x;|x vaut 1 ou 0 selon que tous
les noeuds du volume K est positif ou négatif alors que les volumes qui sont traversés par

Iinterface ¥ ont une valeur comprise entre 0 et 1.

3.5 Les résultats numériques

Afin de confirmer la convergence de notre schéma, nous allons considérer donc des pro-
blémes ayant des solutions analytiques. Dans ce qui suit, nous nous focalisons sur les pro-

blémes en 2-D. Nous présentons les résultats obtenus a partir des simulations numeériques
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effectuées dans un milieu isotrope homogeéne et hétérogéne. Par souci de simplicité, nous
avons effectué les calculs pour le modéle o les coefficients de Lamé et la densité voluméque
sont des fonctions constantes.

Dans les calculs, les propriétés des matériaux choisis sont telles que le module d"Young
E = 1.542 et le coefficient de Poisson v = 0.285, ou en fonction des coefficients de Lamé
A = 8000 et p = 6000.

3.5.1 Normes Discrétes

Les erreurs entre les solutions numériques et analytiques des problémes test, peuvent étre
appréciés soit par le calcul de la norme L?ou de L ( norme max ) dans §2,.
Pour la solution approchée uy,, la norme discréte de L? dans le domaine physique appro-

chée , est définie par

2 2
lonlZagsy = 3 meas(K) fux,
chlh

et pour la solution analytique u associée au probléme de test défini sur le domaine physique

lal @,y = D meas(K) [a(zx)|.

KCQ}L

Ensuite, une norme relative discréte L? de l'erreur est évaluée par

[ — uh||i2(§h)
er =

~112
||uHL2(§~2h)

Par définition, la norme discréte de L™ est

[ =l ) = max fii(ex) — ]
KCQy,

3.5.2 Validation de la méthode (M.V.F) pour le probléme d’élasti-
cité

Nous commencons par la validation du schéma des volumes finis sur des domaines ou le
domaine de calcul coincide avec le domaine physique, pour cet effet, le domaine physique est
le carré unité Q = |0, 1[ x ]0, 1], on note par I';, i = 1,..,4 les cotés du carré tels que I'; et

I3 (resp. 'y et T'y ) sont paralléles a I'axe (ox) (resp. (oy)). Le domaine 2 est maillé par des

1
cellules carrées uniformes K avec un pas de discrétisation variant de h = 0 a 120"
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Probléme de Dirichlet homogéne

Nous considérons le probléme de Dirichlet homogéne suivant :

Pu v Pu
—plBut 0%x * &L‘Gy) a A(a% N (’Mﬁy) =f dans  £2,
(Pp)< Pv  Pu, | Pv  Pu _ g
wu(Av + 5o, T &an) /\(82y + ax(’?y) f dans Q,
u=v=>0 sur OS2,

qui admet la solution analytique
u(x,y) = v(x,y) = z(x — 1) sin(my) dans €, ou les expressions de f! et f? sont telles que

{ fHxyy) = 20N+ 2u)sin(my) + m(A + pu)(2z — 1) cos(ry) — m?psin(ry)x(z — 1),
Az, y) = —m2(\+2u)sin(my)z(z — 1) + 7(X + p) (22 — 1) cos(my) + 2u sin(wy).

La norme L? de Derreur relative obtenuée pour différents pas de discrétisation est reportée
dans le tableau 3.2.

TABLE 3.2 — Variation de I'erreur relative en fonction du pas h

hT 10 \ 30 \ 60 [ 2 | 120
Pro. de Dirichlet homogéne
”un_ufth 9.906242¢ 72 | 1.100178¢3 | 3.953979¢~* | 1.213228¢~* | 6.780480e°
Pro. de Fourier
||uII_uuh 2.506668¢~2 | 2.830998¢ 3 | 7.147223¢~* | 3.194405¢~* | 1.805569¢ %

Remarque 3.5.1. Les résultats de l'erreur relative pour la norme L™ sont similaires o ceux

obtenus pour la norme L.

La condition de Fourier sur I,

Afin de valider notre schéma pour les problémes d’élasticité linéaire pour des conditions

aux limites généreles, nous allons considérer le probléme de Fourier ci-dessous :
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0*u 0% Pu 0%

—pu(Au+ —+ — )= AN—+ —) = f1 0
p(Au + 33:6 + a%ay) (8;£ + 833283/) f! dans ,
v 0°u v 0u
—u(Av + — + ——) — M= = {2 0
(Py) u(Av + 7 + 8:683/) (82y -+ (%ay) f? dans ,
o(u).n [r,= Mu |r, +gn sur Iy,
u=v= sur  OQ\Dy,

o M est une matrice symmétrique telle que M = al = 1. Le probléme (Pyr) avec les

données

Fiwy) = 20+ 2)sinlry) + O+ @) (20— )2y — 1) — w2 — 2) sin(y),

Pl = 20 20l — 5) + 7+ (20— 3) cos(my) + 2uyly — 1),

et

3
— (A +2p) sin(my) + U cos(my) — e sin(7my)
en(y) =4 2 3 2 2
T «
oH sin(my) + SH cos(my) — 5 sin(my)

admet la solution analytique

1, .
a(e.y) = u(z,y) = (v 21)81 (Ty)
v(r,y) =ry(r — 5)(y —1).

2

La norme L? de Perreur relative en fonction du paramétre de discrétisation h est illustrée
dans le tableau 3.2.

Les figures 3.3 et 3.4 montrent que la convergence du schéma proposé est d’ordre 2 pour
le probléeme étudié quelle que soit la condition aux limites considérée, Dirichlet homogeéne,
non homogéne ou la condition de Fourier. Dans les figures 3.5 et 3.6, on a présenté les
projections des composantes de la solution exacte et celles de la solution approchée sur le
bord I'y = {(z,y) tel que x = 1}.

Maintenant, nous allons présenter un modéle scalaire de domaine fictif pour le probléme
de Convection qui déja étudié et validé numériquement par Ramiére et Angot [53]. En effet,
ce modéle est un cas particulier de notre probléme lorsque on suppose formellement que
A = —u; la comparaison des résultats obtenus par notre schéma avec ceux obtenus par

Ramiére montre la performance du schéma de domaine fictif proposé dans ce travail.
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FProbléme de Dirvichlet homogene | slope = 2)
-1
10 3
T
— Log(h)
E — Loglerreur)
-2
103
= ]
S 10
|
10 7
-3
10 . ey . : . !
14000 1120 180 1440 1410

pas de diserétisation h

Fig. 3.3 — L’ordre de convergence du schéma des volumes finis pour la condition de Dirichlet
homogéne

Probléme de Fourier | slope 2]
a_
10 3
2
— Loglh™)
— Loglerreur)
2
10 3
= 4]
S 10
.
10 7
-3
10 . — e . . .
141000 130 1480 1440 110

pas de diserétisation h

Fig. 3.4 — I’ordre de convergence du schéma des volumes finis pour la condition de Fourier
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3.6 La méthode de domaine fictif pour le probléme de

Diffusion

Dans ce qui suit, on va utiliser la méthode de domaine fictif pour simuler numériquement
un probléme scalaire (un cas particulier de notre probléme) posé sur un domaine de type L,
dans ce cas la frontiére immergée Y coincide avec s’approche X3.

Nous considérons le probléme suivant défini dans le domaine original Q = ]0,1[ x ]0, 1]\

J5 10> )5 1] par

V- (uVu) = f dans Q
(Ps) s Vun|g=au—+q sur P

u=20 sur  OO\Y,

ou X = X, U, telle que

5, = {w) /o -

W~
W~ w
IN
<
IN
—_
——
9]
S
g
<
Il
—N
8
£
\
<
I
W~ w
] o
IN
8
IN

}

Le probléme (P;) s’obtient en remplacant formellement A\ par —u dans le probléme (Pyy),
qui a, pour les données f = —2(\ 4 2p)z(z — 1) + 2uy(y — 1) dans Q,

dly) = 500+ 2y = 1) sur 3,

1
et ¢(x) = §um(x — 1) sur %,

la solution analytique u(z,y) = z(z — 1)y(y — 1) dans €.
Maintenant, nous utilisons la méthode de domaine fictif, pour le domaine €2 = QU Q. =
10,1[U]0, 1],

La condition de Fourier sur I'interface immergée dans le domaine fictif est obtenu par

h

h 1
fla. =0, 579=0 5 +g9g=0,85= 5[, M = 2I et a = 1, sans pénalisation du domaine

extérieur €, (voir le tableau 3.1).

Le tableau 3.3 illustre les résultats d’erreurs relatives de la solution en fonction du pa-
ramétre de discrétisation h. La représentation graphique de ceux résultats nous permet de
voir que 'ordre de convergence du schéma de la méthode de domaine fictif est optimal.

Le tableau 3.4 illustre l'erreur obtenue pour a = 0, (la condition de Neumann).

La comparaison de la solution exacte avec la solution approchée sur les interfaces >, et

>, est illustrée dans la figure 3.9, les projections de la solution exacte et celle approchée sur
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TABLE 3.3 — Variation de I'erreur relative en fonction du pas h pour la condition de Fourier

M, = M, = h ! 8 16 32 64
e = ] 0.0202882 | 0.0046862 | 0.0009967 | 0.0002383

[

TABLE 3.4 — Variation de I’erreur relative en fonction du pas h pour la condition de Neumann

M, =M, =h"" 8 16 32 64 80 120
M 0.0222792 | 0.0056040 | 0.0014034 | 0.0003510 | 0.0002249451 | 0.0000993

[[ul

I'une des interfaces horizontales ou verticales qui traversent (), sont représentées dans les
figures 3.7 et 3.8.

Deuxiéme test. On considére le probléme scalaire (P;) avec la condition de Neumann

et les données suivantes :

F=—=2(\+2u) sin(my) + 72pa(x — 1) sin(ry) dans Q et

q(y) = %(A +2u)y(y — 1) sur X,

3

q(z) = pmx(x — 1) cos() sur 3.

La solution analytique de ce probléme est donnée par u(z,y) = z(x — 1) sin(my) dans Q.

En appliquant la variante (F) ou les paramétres sur ¥j, et les données dans 2, sont choisies
a laide du tableau 3.1, on montre que la convergence du schéma est d’ordre deux (2). Les
résultats de convergence sont donnés dans le tableau 3.5 et représentés graphiquement dans
les figures 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, et 3.14.

TABLE 3.5 — Variation de 'erreur relative en fonction du pas h pour le probléme de Fourier

M, =M,=h""! 8 16 32 64 128 140
[lu = un]l 0.0184336 | 0.0046185 | 0.0011553 | 0.0002889 | 0.0000722 | 0.0000604

[l

Probléme scalaire (F;) avec la condition de Dirichlet non homogéne

On va considérer le probléme précédant avec la condition de Dirichlet
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Fig. 3.7 — Comparaison des solutions sur l'interface immergée pour le probléme de Fourier
par J.E.B.C. méthode (F) sur X

u(z)

Fig. 3.8 — Comparaison des solutions sur 'interface immergée pour le probléme de Fourier
par J.E.B.C. méthode (F) sur X + h,
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Frobléme  scalaire avee la condition de Fourier | slope = 2
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2|
10 3
= 1 T
5 ] — Log(h™)
= 1 — Log(erreur)
= a|
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10 ey — et —
141000 1120 180 1440 110 1

pas de diserétisation h

Fig. 3.9 — L’ordre de convergence de la méthode de domaine fictif (F) pour la condition de
Fourier
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Fig. 3.10 — Comparaison des solutions sur l'interface immergée pour le probléme de Neumann
par J.E.B.C. méthode sur X
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Fig. 3.11 — Comparaison des solutions sur I'interface immergée pour le probléme de Neumann
par J.E.B.C. méthode sur ¥ + h,

3 :
un(y) = 1gyly — 1) siy € Ty,
Upls =
up(x) = 1—63:(55 —1)siz e X,

Le probléme fictif dans €2 est résolu en utilisant la méthode D1 (pénalisation de surface
avec 1 = 2(Th+/\) ) présentée dans le tableau 3.1. Cette méthode conduit a une convergene

d’ordre 2, comme montre la figure 3.15 associée aux résultats du tableau 3.6.

TABLE 3.6 — Variation de I’erreur relative en fonction du pas h pour le probléme de diffusion
avec la condition de Dirichlet dans un domaine de type L

M, =M, =h"" 8 16 32 64 100 120
M 0.0211287 | 0.0053269 | 0.0013321 | 0.0003161 | 0.0001024 | 0.0000528

[ul

Domaine quart du cercle

nous allons résoudre le probléme scalaire P, dans un quart du cercle unitaire avec la
condition de symétrie sur la frontiére I' (voir [53]), le domaine fictif est le carré unitaire (voir
Fig. 3.16 ). Le domaine physique est maillé & I'aide des éléments rectangulaires uniformes

dont les cotés sont paralléles aux axes du maillage. Le probléme discret est alors posé sur le
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Probléme sealaire CA'; Maillage 80 x 80

e (2, 1))

\\\‘“\“

f
Sy ity o,
PRSIt b o s B o

.
o o 7
ittty
)
i 'fm:h# ,:., ¥
iy
Hy
it ,,"
"’"l'!r

Iw,

Fig. 3.12 — La solution exacte du probléme de diffusion avec la condition de Neumann dans
un domaine de forme L
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Fig. 3.13 — La solution approchée du probléme de diffusion avec la condition de Neumann
dans un domaine de forme L
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Probléme de Newmann ( slope = 2)
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Fig. 3.14 — L’ordre de convergence de la méthode de domaine fictif pour le probléme de
diffusion avec la condition de Neumann dans un domaine de type L.

FProbléme scalaire avee lo condition de Dirichlet | slope = 2)
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Fig. 3.15 — L’ordre de convergence de la méthode de domaine fictif D1 pour le probléme
scalaire de Dirichlet non homogéne dans un domaine de type L
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‘ )

/ Ly
Fig. 3.16 — Le domaine physique Q immergé dans le domaine fictif (2

domaine approché, non adapté & la géométrie du domaine physique, défini par ce maillage.
Cela nécéssite une modélisation de la frontiére immergée. On propose ici deux types d’ap-
proximation, la premiére approche de type interface coupée, qu’est construite par les cotés
des mailles traversées par la frontiére réelle et tel que Qc ﬁh, et la deuxiéme de type inter-
face extérieure, qu’est construite par les cotés des mailles traversées par la frontiére réelle et
tel que 2. C Q.

Afin de valider notre schéma sur un domaine circulaire, on va considérer des exemples
qui ont étés étudiés dans les travaux de Ramiére et Angot ([7]).

Probléme de Diffusion avec la condition de Dirichlet

Premier exemple (53], page 1362). On considére le probléme de Dirichlet homogéne

suivant : N
—Au = 4 dans Q,
~ o ~
(P,) a—z -0  sw T

u =0 sur X, up =0,

qui admet la solution analytique @(z,y) = 1 — (2% + y2) dans €.

Le probléeme de domaine fictif est résolu dans Q avec la méthode (J. E. B. C.) (D1)
(voir le tableau 3.1), en utilisant la pénalisation de la surface coupée X¢“ sans controle du
domaine extérieur €2 .

Le domaine fictif approché est présenté dans la figure 3.17.

Dans les figures 3.18 et 3.19, on présente les solutions exacte et approchée ainsi que dans

T
la figure 3.20 la projection des solutions exacte et approchée sur 1'axe (r,0 = Z)
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Fig. 3.17 — Maillage réctangulaire uniforme du domaine fictif approché €, taille 60 x 60

L’ordre de convergence est 1, comme montre la figure 3.21

Deuxiéme exemple. On considére le probléme de Dirichlet non homogéne suivant :

—Au = 4 dans Q,

- ou -

(Ps) a—:; =0 sur I,
u = 1 sur X, up =1,

qui admet la solution analytique u(z,y) = 2 — (2 + y?) dans Q. En utilisant la méthode
D1 qui a decrite précédemment.

Le tableau 3.7 illustre la variation de la norme L? d’erreur relative en fonction du para-
métre de discrétisation h et la figure 3.21 présente 'ordre de la convergence du schéma qu’on

a obtenu.

TABLE 3.7 — Variation de I'erreur relative en fonction du pas h pour le P, avec une condition
de Dirichlet non homogéne dans un quart de cercle

M, =M, =h"1 10 20 40 80 120 140
v = wn]l 0.0340202 | 0.0094544 | 0.00252778 | 1.986422¢ — 3 | 9.567817¢ — 4 | 5.863457¢ — 4

[

Dans les figures 3.23 et 3.24, on présente les solutions exacte et approchée ainsi que dans

0
la figure 3.22, la projection des solutions exacte et approchée sur I’axe (r,0 = Z)
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Solution approchée du Pro. de di ffusion avee C. D.H ; Maillage 60 % 60
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Fig. 3.18 — La solution exacte du probléme de diffusion avec la condition de dirichlet homo-
géne dans un quart de cercle

La comparaison des solutions sur les parties de la frontiére I'. est donnée par les fi-
gures 3.25 et 3.26.

Troisiéme exemple. Afin de valider la méthode de domaine fictif (variante D1 avec

interface coupée ), nous allons maintenant étudier un probléme de Dirichlet non homogéne

—AU = —(2 + 42?) exp(2?) dans Q
(P) g—z =0 sur r
U =up sur X, up =3+ exp(z?)

Le tableau 3.8 illustre les variation de la norme L? de lerreur relative selon la variation
du paramétre de discrétisation. Les figures 3.29 et 3.30 présentent les solutions exacte et
approchée du probléme de diffusion avec une condition de Dirichlet, ainsi que la figure 3.27
montre que la convergence est d’ordre 1. La figure 3.28 montre que les projections sont

coincide sur axe (1,0 = 7/4).

Les résultats que nous avons obtenus dans cette section est trés similaires a ceux obtenus

dans les travaux de Ramiére et Angot |[7].
la condition Neumann ou de Robin pour le probléme de Diffusion

Le probléme de test qu’on va considérer ici se trouve dans ([53], page 1367). On considére

le probléme de Robin suivant :
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Solution eracte du Pro. de dif fusion avee C. T H 3 Maillage 60 x 60
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Fig. 3.19 — La solution approchée du probléme de diffusion pour la condition de dirichlet
homogeéne dans un quart de cercle

TABLE 3.8 — Variation de 'erreur relative en fonction du pas h pour le P, du 3¢ exemple

M, =M,=h"! 10 20 40 80 120 140
W 0.0140250 | 0.0037864 | 0.0018916 | 0.0012847 | 6.264489¢ — 04 | 4.990560e¢ — 04
—Au = 16(z* + y?) dans Q,
ou =~
7 Rob — = 0 sur r
(Ps ¢ ) aan’v ’
U -
- = u—+3 sur 2, ag =1, grp =3,
on

qui admet la solution analytique u(z,y) = 2 — (2% + %?)? dans €.

Le probléme domaine fictif est résolu dans Q avec ’'E.B.C méthode (F1), sans controle

extérieur décrite dans le tableau 3.1. Nous examinons dans la Figure 3.33 l'effet de la cor-
meas(X, 4

= — de l'interface approximative >, ainsi que la correction
meas(¥) w

locale dx dans la figure 3.32, ol dx est calculée par I’équation 24 dans chaque volume fini

rection globale 9, =

traversé par X. Pour une correction locale dx, appliquée sans tenir compte des volumes de
controle K C wyx et qui soit n'ont pas des cotés communs avec 3j, ou K C (wpx N Qe p)
et qu’a un coté commun avec X, (voir la figure 3.31 et les détailles dans [53] page 1354), on

observe qu’on a une convergence de 'erreur d’ordre 1. Noter que meas(X, = 2.
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Projection sur (6 = ;—i_:'

_____________________
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Fig. 3.20 — La projection des solutions exacte et approchée sur l'axe 6 = 1

Les résultats numériques sont illustrés dans les tableaux 3.9 et 3.10.

TABLE 3.9 — Variation de I'erreur relative en fonction du pas h pour la condition de Fourier

avec une correction locale dx de l'interface

Ext
Zh

M, =M, =h"" 10 20

40

80

120

140

Tu —unll 1 5 1004126 — 1 | 2.861607¢ - 1

1.541659¢e — 1

9.609664e — 2

5.319005e — 2

4.400452¢ — 2

3.7 La méthode de domaine fictif pour le probléme d’élas-

ticité linéaire

3.7.1 Premier probléme de test. Un domaine carré

Nous résolvons un probléme aux limites en 2-D soit avec les condations de Dirichlet ou

de Fourier dans le carré d'unité Q =10, 1[ x 0, 1] avec des conditions de symétrie sur Paxe
T.. Le domaine fictif est le carré © =10, 1.5 x ]0, 1[. (voir Fig. 3.34)

1. Probléme de Dirichlet. Premiérement, nous considérons le probléme de Dirichlet

homogénes suivant défini dans le domaine physique Q= 10, 1] x ]0, 1] par :
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Probléme de dif fusion C.Dirich. u(x,y) = 2 — (2° +4°) (slope = 1.2)

— Log(h'?)
— Log(erreur)

unll/ e |

[|t2es

A
10 . ey . : : e
14000 11140 1420 1740 1420 1410
pas de diserétisation h

Fig. 3.21 — L’ordre de convergence de la méthode de domaine fictif pour le probléme de
Dirichlet non homogéne dans un quart de cercle

—V (A V) =V - (B - Vo) = f1 dans Q,

~ -V <A22 . VTA)/) -V (Bgl . Vﬂ) == fQ dans ﬁ,

Py -~ - -

u=v=20 sur I,
u=v=0 sur  X(up =0, en x =1),

oll A11, Aga, Bia et Byy sont définies par les expressions ci-dessous

A+2 0 0 0
Ay = ( 2 , Aoy = K et Byy = B, = s )
0 i 0 (A+2p) A0

oll A1, Ags, Bia et By sont définies par les expressions ci-dessous

A+2 0 0 0
Ay = ( ) , Agg = s et By = B, = s ;
0 1 0 (A+2p) A0

qui a la solution analytique

u(z,y) = z(x — 1) sin(my)
u(z,y) =
o(z,y) = x(r = y(y — 1),
dans €2, pour un choix convenable de f! et f2.
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Projection sur (6 = ;—i_:'
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Fig. 3.22 — La projection des solutions exacte et approchée sur 'axe 6 = 1

TABLE 3.10 — Variation de 'erreur relative en fonction du pas h pour la condition de Fourier

4
avec une correction globale d, = — des interfaces LF et

™

Cut
Eh

M, = M, =} 10 20 \ 10 80 120 140
Interface Y&

”u||_u|ThH 2.520646e — 1 | 6.936182¢ — 2 | 3.716598e — 2 | 2.294726e — 2 | 2.048464e — 2 | 1.851062e — 2
Interface 7%t

”u”_uIThH 5.032857¢ — 1 | 2.839587¢ — 1 | 1.544346e — 1 | 7.614813e — 2 | 5.653127e — 2 | 4.756058e — 2

Le probléme de domaine fictif est résolu dans Q = QU Q, = ]0,1[U]1,1.5[ x ]0,1[, (
Yp =X ={(x,y)/ v =1} ) avec la méthode (J. E. B. C.) (D1), en utilisant seulement la

pénalisatioin des paramétres sur 3, sans extérieur controle, et (D2), en utilisant la pénalité

du domaine extérieur . de type L? décrit dans le tableau 3.1 avec u, = 0.

En effet, si M = 48S, nous avons pour la premiére équation de F ,

Fieo+Fp, =

2

ce qui imlique que

1
~(Fgo+Fr,)

mia 9

Ug +ur

— Iy

sll(uK — UL) + gINNK, L
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Solution exacte du Pro. de diffusion avec C. D. NH ; Maillage 60 x 60

e (2, )

Fig. 3.23 — La solution exacte u(x) = 2— (22+y?) du probléeme de diffusion pour la condition
de Dirichlet non homogéne dans un quart de cercle

F}(J + FLl,U = 2sy1(ug +up) —

F11<,a + F/%,g - 2511(UK - uL) + 291n.nK’L

si Ao, = pla. =1, fla. = 0 alors u, =0 et Fia =0,

Fll(,a 2811UK — hl
F}CU 2811UK + 21NNk I,
donc
mi1
2811 « = T
—hy 29 = qn
et par concéquant
hq n
9 g =4qn

Meémes calculs pour la deuxiéme équation du flux Fk,,
ce qui affirme le choix de la variante (D1).

Les calculs suivants sont effectués avec n = , ol h est le pas de discrétisation.

(A +2p)
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Solution approchée du Pro. de di ffusion avee C. D. NH ; Maillage 60 x 60

L1
uplr.y)

s e,

=,
et

Fig. 3.24 — La solution approchée du probléme de diffusion pour la condition de Dirichlet

non homogeéne dans un quart de cercle

TABLE 3.11 — Variation d’erreurs relatives en fonction du nombre des points de discrétisation
pour la condition de Dirichlet homogéne

(M, M)

(12,10)

(24,20)

(48,40)

(84,70)

(120, 100)

(144, 120)

[u — ]

[l

2.211071e — 2

1.216013e — 2

6.443567e — 3

3.779859%¢ — 3

2.674419e — 03

2.238080e — 03

La figure 3.35 montre que la méthode D1 converge avec un ordre de convergence égal a

Maintenant, nous étudions un probléme de Dirichlet non homogeéne

(

(P)

\

u=v

Il
o = @

u=v

sin

(Ty)

qui admet la solution analytique

—V . (AH . Vﬂ) - V . (Blg . va\)/) - fl
—V (A - V) = V - (B - V)

f2

u(z,y) =v(z,y) = z(x — 0.5) sin(7wy) dans Q,

dans

dans

sur

sur

Les résultats obtenus sont illustrés dans le tableau 3.12.
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Projection sur T2

L

¥ Uea(r =1y)
up(r = 1. y)

0.s

0.6

ul(z)

0.4

0.z

.D.D 0.1 072 I 073 ' D.I4 I ns I DTB I DT? ' D.IS I na I 1.0
Fig. 3.25 — Les projections des solutions exacte et approchée pour la condition de Dirichlet

non homogéne sur la partie I's de ',

TABLE 3.12 — Variation d’erreurs relatives en fonction du nombre des points de discrétisation
pour la condition de Dirichlet non homogéne

(M,, M,) (12,10) (24,20) (48,40) (72,60) (84,70) (144,120)

er 9.457165e — 002 | 4.417016e — 2 | 2.139500e — 2 | 1.407022e — 2 | 1.198870e — 2 | 7.010340e — 03

La figure 3.36 montre l'ordre de convergence de la méthode (D1) en utilisant la pénali-
sation du type L2

Les figures 3.37 et 3.38 présentent la solution approchée obtenue par la la méthode (D1)
et celle analytique.

La comparaison des solutions exacte et approchée sur l'interface immergée 3, est illustrée
dans la figure 3.39.

e Maintenant, on va considérer un domaine carré ou ¥, est horizontale, c’est-a-dire un

domaine fictif tel que 2 =10, 1[ x ]0,1.2[, qui présenté dans la figure 3.40.

Considérons le probléme précédant 3.7.1 avec la condition de Fourier sur ¥y, (y = 1), dont

1
la solution exacte u(z,y) = v(x,y) = y(y — =) sin(wz). La convergence de la méthode D1 est
d’ordre 2, comme démontre la figure 3.41. Mais, pour la condition de Dirichlet soit homogéne

ou non homogéne 'ordre de convergence est égal a 1, ce résultat de convergence est illustré
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Prajection sur T3

______

_________________________
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Fig. 3.26 — Les projections des solutions exacte et approchée pour la condition de Dirichlet
non homogéne sur la partie I's de T’

dans la figure 3.42. Les résultats de convergence sont illustrés dans le tableau 3.13.

TABLE 3.13 — Variation d’erreur relative en fonction de A pour la condition de Dirichlet non
homogene et de Fourier, I'y, est horisontale

(M,, M,) (10,12) (20,24) (40,48) (80,96) (120,144)
erp 8.717591e — 002 | 4.207636e — 002 | 2.059067¢ — 002 | 1.010488¢ — 02 | 6.596540¢ — 03
erp 9.691022¢ — 003 | 2.521570e — 003 | 6.419025¢ — 004 | 1.594850e — 4 | 7.004485¢ — 5

2. Probléme avec la condition de Robin

par

Nous considérons le probléme suivant défini dans le domaine original Q = ]0,1[ x ]0, 1]

-V (AH : Vﬁ) -V (Blg : VH) = fl sur Q,

~ -V (A22 . Vﬁ) -V (Bgl . Vﬂ) == }é sur Q,

(Py) - L
u=v=0 sur  ['=00\X

o(u).n [r,= aduy, +q (y) sur %,

Pour les données
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Le probleme de Dirichlet dans un quart du cercle, u(a.y) = 34 r'.r',ii[.r"’} [ slepe = 1.2)

— Logh'™?)
—  Loglerreur)

wn |/ flee

[
!

“

1 . e T :

111000 1140 10100 1150 1120 1110
pas de diserétisation h

Fig. 3.27 — L’ordre de convergence de la méthode de domaine fictif pour le probléme de
Fourier

—_

File ) = [~200 + 20) + w2 — 2)] sin(my) — (A + 1) (22 — =) cos(my),

—o

Folaw ) = [=20+ 720+ 2p)a(w — )] sin(y) — 7\ + ) (20 — 5) cos(my),

\V)

3 1
q1(y) = = (A +2pu) sin(ry) + §7r)\ cos(my) — %Sin(ﬂy),
. 1 a .
\ qd2(y) = e sin(my) + FH cos(my) — 5 sin(my) 7

la solution analytique du probléme Py est donnée par I’expréssion suivante :

{ u(x,y) = z(z — 0.5) sin(my) doms O
v(z,y) = x(x — 0.5) sin(my)

Le probléme de domaine fictif est résolu dans €2 avec la condition aux limites immergée

de Fourier en utilisant la méthode de pénalisation (F') descrite dans le tableau 3.1, section
3, avec QS:I:aI:%Met —h =2g =q.

Les résultats ci-dessous sont obtenus dans le domaine fictif Q = QU =10,1.5] x ]0,1[,
avec (N, N,) variant de (12,10) a (72,60) ( voir le tableau 3.14 ).

La figure 3.43 montre que la convergence de la méthode (F') (voir le tableau 3.1) est

optimal pour la condition de Fourier immergée. La solution dans le domaine €2, n’a pas

d’influence sur la solution physique.
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Projection sur (# = 7 de w (ry) = 3 + exp( x” ) et ln 8. approchée
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Fig. 3.28 — Comparaison des solutions sur 'axe # = %

TABLE 3.14 — Variation d’erreurs relatives en fonction du nombre des points de discrétisation

pour la condition de Fourier

(M,, M,) (12,10) (24,20) (36,30) (48,40) (60,50) (72,60)
er 9.424973¢ — 3 | 2.402573¢ — 3 | 1.068479¢ — 3 | 5.968244c — 4 | 3.786357¢ — 4 | 2.621634e — 4
[lue|] 1.447D-14 5.775D-14 1.004D-13 3.864D-13 3.776D-13

3.7.2 Deuxiéme probléme de test. Un domaine de forme L.

Probléme de Dirichlet.

Premiérement, nous considérons le probléme de Dirichlet homogéne suivant :

—V.o(u) = f dans Q,
u=20 sur T,
u=20 sur  Y(up =

ou X = X, U, telle que

5, = {<x,y>/x:

0),

11 11
- <y<1yp et B,= ==
5y SYS } et Xy, {(w,y)/y 55

§x§1}>

la donné f est choisie de maniére que le probléme admet la solution analytique suivante




112 Chapitre 3. Méthode de Domaine Fictif pour un Probléme d’Elasticité Linéaire

Solution exacte u (x,y) = 3 + exp (x*) du Pro. de diffusion ;

Fig. 3.29 — La solution exacte du probléme de diffusion avec la condition de dirichlet non
homogeéne dans un quart de cercle

u(z,y) = sin(27x) sin(27y) dans 6.
v(z,y) = sin(27x) sin(27y)

La Figure 3.45 donne un exemple du maillage uniforme rectangulaire et une interface

immergée dans le domaine fictif, cette géometrie est utilisée pour les problémes du test qui

nous allons présenter dans la suite.

h
Les calculs sont effectués avec la valeur du paramétre de pénalisation n = o)

(A +2u)
O(1077).

TABLE 3.15 — Variation d’erreurs relatives en fonction du nombre des points de discrétisation
pour la condition de Dirichlet pour un domaine de forme L

(M, M,) 10 20 40 80 140
Juee = unl | 6 og5083¢ — 002 | 3.443881¢ — 002 | 1.679944¢ — 002 | 8.202075¢ — 003 | 4.728605¢ — 03

|uew|

La Figure 3.46 montre la convergence de l'erreur numeérique relative en norme L? par

rapport au pas de discrétisation h par la méthode (J. E. B. C.) (D1).

Remarque 3.7.1. Dans le cas ot le domaine est de forme L, linterface 3 est une combi-
naison de lignes droites qui sont paralléles a 'aze soit (ox) ou l'aze (oy), l'interface approchée

Y, est définie exactement, c’est 4 dire ¥ = %), = Xt = B6ut,
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Solution approchée du Pro. de dif fusion avec C. D. NH ; Maillage 60 x 60

wy(x,y) ®

Fig. 3.30 — La solution approchée du probléme de diffusion avec la condition de dirichlet non
homogeéne dans un quart de cercle

Afin de valider la méthode (D1) pour toute condition de Dirichlet, nous allons maintenant
étudier un probléme de Dirichlet non homogéne

—V.o(t)=f dans Q

Y

u=20 sur f,
U= up sur X,
ol
4 3 )
— sin (7y) 3
U’D,x 1? ) Z S ) S 1)
\ 1—65in(77y)
)
3
(z — 1) sin(—2) 3
Upy = ' 3% ; ZS$§1,
z(r —1) sm(z)
\

qui a la solution analytique @(z,y) = 0(z,y) = z(z — 1) sin(ry) dans Q.

Ensuite, le tableau ci-dessous 3.16 donne la norme de l'erreur relative pour le probléme
de Dirichlet non homogéne dans un domaine de forme L, ici n =

20\ + 2p) M,
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M
Ok|L ‘*1*..
K L

)
o

Fig. 3.31 — La correction local dx dans le control volume K C w5

Probléme de dif fusion C.Fourier avee dy Locale et E

= 10 ]
; 1 THEEY
5 — Log(h™)
1 ——  Euxt. interface slope = (.95
5 1
-1
10
-2
10 . T T T : rrm
14000 14140 1420 1440 1420 1410

pas de discrétisation h

Fig. 3.32 — Ordre de convergence de la méthode E.B.C. (F1) pour la condition de Fourier
avec une correction locale d de 'interface LFot



Deuxiéme probléme de test. Un domaine de forme L.

115

ProWéme de dif fusion C. Fourier avee correction  Globale 6, = —

—  0_
S 1o ] _
= ] — Log(h"™)
= 1 —  Ext. interface slope = 85
= ] Cut. inter face slope = 0.65
-1
10 ]
1 &
Ly
é‘_\
-2
1 e . . . rrm
14000 11140 1780 1740 1720 140

pas de diserétisation h

Fig. 3.33 — Ordre de convergence de la méthode E.B.C. (F1) pour la condition de Fourier
avec une correction globale d, de I'interface

Le domaine fictif (), = o

0.0 0.5

Fig. 3.34 — Le domaine physique immérgé dans le domaine fictif Q= 10, 1.5[ x ]0, 1]
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La méthode J E.B.C. pour la C.Dirich. homogéne dans un carré | slope = 1.
-1

0]
] — Log(h")
— Loglerreur)
= 2
s 10 ]
Bl
o : — A : o e
144000 1144 198 1143 1124 1412

pas de discrétisation h

Fig. 3.35 — L’ordre de convergence du méthode D1 dans le domaine fictif Q= 10,1.2[ x ]0, 1]
pour la condition de Dirichlet homogéne

L

méthode J E.B.C. pour la C.Dirich. non homogene dans un carré | slope = 1.1 )

-1
10

— Loglh™)
—  Loglerreur)

3

- T T T T T T T ™ TT T
141000 w4 196 1048 1124 112
pas de discrétisation h

10

Fig. 3.36 - L’ordre de convergence de la méthode D1 dans le domaine fictif © = ]0,1.2[x]0, 1]
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Solution approchée avee la CDNH up (y) = 0.5 % sin(wy) . Méthode (D1);

wy(z,y) 03

00 0o

oo 0z

0z 0.4

Fig. 3.37 — La solution approchée du probléme fictif avec la condtion de Dirichlet non ho-
mogene

Solution exacte avee la CDNH up (y) = 0.5 x sin(my) , Méthode (D1);

e, (2.y)

Fig. 3.38 — La solution exacte du probléme fictif avec la condition de Dirichlet non homogéne



Chapitre 3. Méthode de Domaine Fictif pour un Probléme d’Elasticité Linéaire

118

¥ 1

Comparaison des solutions sur
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Fig. 3.39 — Les solutions approchée et exacte sur 'interface immergée ¥, le domaine fictif
est 0 =10,1.2[ x |0, 1]

nlU Sen

U wy,

Q

o

LCe domaine fictif (1,

06

0.4

nz

0o

1.0

0.1 0.z 0.3 0.4 s 0.6 o7 0.g L=}

0.0

10, 1] x ]0,1.2[ o ¥}, est horizontale

Fig. 3.40 — Domaine fictif de type carré €2
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M.D.F pour la Cond. Fourier dans un carré, Xy, horizontale | slope = 2)
-1
10 3
1 o
1 — Loglh™)
] — Loglerreur)
-2
10 3
=
S 103
|
10
-3
0 T . T e e
14000 11144 105 1443 1024 112

pas de diserétisation h

Fig. 3.41 — Ordre de convergence pour le probléme fictif avec la condition immergée de
Fourier dans le domaine fictif Q =]0,1[ x |0, 1.2]

M.D.F pour la Cond. Dirich. dans un carré, Ey, horizontale | slope = 1)
o _
10 7
] — Log(h")
— Loglerreur)
-1
= 10
ERY
= 1w 3
-1
0 e . : e e
14000 11144 105 1443 1024 112

pas de discrétisation h

Fig. 3.42 — Ordre de convergence pour le probléme fictif avec la condition immergée de
Dirichlet non homogéne ou non dans  =]0,1[ x |0, 1.2]
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La méthode J.E.B.C. (D1) pour le probleme de Fourier dans un carré ( slope = 2)
2

m 3
] 5
1 — Loglh7)
_ —  Loglerreur)
a_
= 10
E
= 10 7
-3
o : A . e .
141000 M4 198 1148 1124 112

pas de diserétisation h

Fig. 3.43 — L’ordre de convergence de la méthode (F) dans le domaine fictif € = 10,1.2[x]0, 1]

A
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I
6 3
5 3
, Byl
O :\3“(‘
ff T
g 3 =
c Ql
o)
1
0 - — >
0 1 2 3 4 ) 6 T

Fig. 3.44 — Discrétisation du domaine fictif 2 = Q U, par des volumes finis rectangulaires
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Le domaine fictif Q = O U woy U Q.

Fig. 3.45 — Le domaine physique immérgé dans le domaine fictif Q =)0, 1[ x ]0, 1|

Le probléeme de Dirichlet homogéne dans un domaine de forme L, &), =5, U E

o _
10 7
1y
— Log(h™")
—  JLE.B.(C. méthode, slope = 1.1
-1
17
= 2
R L I
B
10 ——— e
144000 14440 1480 1440 1420 1410

pas de discrétisation h

Fig. 3.46 — La convergence de la méthode en fonction du paramétre de discrétisation h, par
(J. E. B. C. method (D1)) .



122 Chapitre 3. Méthode de Domaine Fictif pour un Probléme d’Elasticité Linéaire

TABLE 3.16 — Variation d’erreur relative en fonction du nombre des points de discrétisation
pour la condition de Dirichlet non homogéne dans un domaine de forme L

(M, = M,) 8 16 32 64 128 140

|Uer - Uh‘

|uew|

3.111604e — 2 | 1.075866e — 2 | 4.604882e — 3 | 2.164175e — 3 | 1.032435e — 3 | 9.361342¢ — 4

Le probleme de Dirichlet non homogéne dans un domaine de forme L, £, =X, U0E,
-1

1o

wn |/ ot |

[ 2t

— Logh")
N JE.B.C. méthode, slope = 1.2

10'0 T T — oy T T T T ™
111000 14140 [ T - S ] 11 1
pas de diserétisation h

Fig. 3.47 — La convergence de la méthode en fonction du paramétre de discrétisation h, par
la méthode (D1) pour la condition de Dirichlet non homogéne dans un domaine de type L.

Remarque 3.7.2. Des résultats similaires sont obtenus avec n = 10710,

Le probléme fictif dans € est résolu en utilisant la méthode (D1). Comme montre la

figure 3.47, une précision du premier ordre 1 est atteinte pour la norme LZ.

Probléme de Neumann ou Robin.

Nous allons maintenant examiner le probléme de Neumann
—V.o)=f dans

u=— sur I

Y

Y

ca)n=u+g sur X =X,UX (ap=1,9r=8),
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ou
—2(A +2p) sin(ry) + m2px(z — 1) sin(my) — 7(A + p)(2z — 1) cos(my)
flz,y) = 7
—2usin(ry) + 72\ + 2p)z(z — 1) sin(ry) — 7(A + p)(2x — 1) cos(my)
3 3
Y, = : — et <y<1
{@njo=Tatzy<a}
3 3
Yy = {(%y)/yzzetzﬁxﬁl}
et
(1 , 3 3 .
——(A+2p) sin(my) + — A cos(my) + —agsin(my) 3
g.(y) = 2 1 16 16 S<y<i
\ _“(5 sin(my) — 6" cos(my)) + 6° sin(7my) 4
( 3 3 3
—u((2x — 1) sin(zﬂ) + mx(x —1) cos(zﬁ)) + azx(zx —1) Sin(zﬁ) 3
—A2z —1) sin(z) — 1A+ 2p)x(x —1) COS(Z) + azx(z —1) sin(z)
\
Les résultats obtenus sont illustrés dans le tableau ci-dessous 3.17, et représentés dans la
figure 3.48, cette derniére montre que la convergence est d’ordre optimal.
TABLE 3.17 — Variation d’erreur relative en fonction du nombre des points de discrétisation
pour la condition de Fourier pour un domaine de forme L
(M, = M,) 8 16 32 64 128 140
|Ue|mu— |Uh| 2.063301e — 2 | 4.914116e — 3 | 1.181075e — 3 | 2.825945e — 4 | 6.513587e — 5 | 5.352028¢ — 5

Pour voir le comportement de la solution au coin (z =

3
479

comparer les projections des solutions sur 'axe (y = z). ( voir la figure 3.49)

3
Z)’ il faut tracer et

1
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Le probléme de Fourier dans un domaine de forme L,

10 3
22
10 g
= 4|
I 10 3
a
10 3
] a3
] — Loglh™)
1 — JE.B.C. méthode, slope = 2
-3
10 — T ,
141000 140 4 sz s 1m 1

pas de diserétisation h

Fig. 3.48 — La convergence de la méthode en fonction du paramétre de discrétisation h, par
(E. B. C. method (F)) pour la condition de Fourier.

Projection de  la solution sur (x = y); Maillage 32 = 32

-0.00 5

ul(solution)
o
&
|

r(radius)

Fig. 3.49 — Comparaison des solutions sur 'axe x =y
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(a) (b)

Fig. 3.50 — Maillage non-conforme, I'interface approchée ), et le domaine approché (NZh. (a)
Interface approchée extérieure X¢**,(b) Interface approchée coupée 5.

3.7.3 Troisiéme probléme de test. Un domaine quart de disque

Le cas de Dirichlet.

Nous considérons maintenant un domaine de quart de disque Q immergé dans un domaine
carré Q0 = |0, 1[ x ]0, 1[. Cela définit une interface immergée ¥ pour le domaine original (le
quart de disque). Comme dans le cas du domaine de forme L, le domaine fictif Q est maillé
avec un pas de discrétisation uniforme. L’interface approchée ¥, est composée de cotés
des mailles, est choisi de telle sorte qu’il traverse 'interface physique immergée >, voir la
figure 3.50.

La figure 3.50, présente la description du domaine quart de disque, maillage associé¢ au
domaine fictif et l'interface approchée immergée. (a) l'interface approchée extérieure. (b)

interface approchée coupée immergée.

e Probléme de Dirichlet homogéne
Nous considérons le prob}?me de Dirichlet homogéne ci-dessous :
—V.o(u)=f dans €,
u=20 sur [,

u=up=0 sur X,

ol
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ya\

D Cut n D Ext
h h
VR LY

N
0 0 \
1 xr 1 xr

Fig. 3.51 — Interface approchée ¥, et domaine physique approché SNlh. Interface approchée
Extérieur 2§ ( a droite ). Interface approchée coupée 5% (& gauche).

{ f @, y) = (A4 2m)zy(6 + 2°) + pry(6 + y°) + (A + p) (1 + 2r° + 229%))exp((r* — 1)/4) — 4)
(2, y) = (A4 2m)zy(6 + y*) + pry(6 + 22) + (A + p) (1 4+ 2r° + 22y?)Jexp((r? — 1)/4) — 4)

qui a la solution analytique

- - 1 =
u(z,y) =v(z,y) = doy(1 — exp(Z(TQ —1))) dans Q, ou r=\/z2+y%

Avec n = m et en utilisant une approche coupée X6 de interface, le tableau

ci-dessous 3.18, nous donne la norme L? de 'erreur relative pour le probléme de Dirichlet
homogéne dans un quart de disque.

TABLE 3.18 — Variation d’erreur relative en fonction du pas de discrétisation pour le pro-
bléme de Dirichlet homogéne dans un quart de disque

T T T T T
tep(h - — - — —
Step(h) 10 20 10 80 140
W 2.917033¢ — 001 | 8.566017¢ — 002 | 3.120639¢ — 002 | 1.536794¢ — 002 | 8.227693¢ — 03
ueft

La figure 3.52 montre que la convergence du schéma est d’ordre 1.

1
e Maintenant, nous utilisons la variante (D2) g=q=0 et M =S =-I. Les calculs

n
suivants sont effectués avec n = 1l.e — 7 pour que 'erreur de modélisation soit négligeable

devant 'erreur de discrétisation, les résultats sont enrégestrés dans le tableau 3.19.
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La méthode (F) pour la C.Dirich. homogéne dans un quart du cercle (Cut inter face )

o

0
] — LrJ_q[hL}
1 —  Loglerreur), slope = 1
-1
= 10 7
=Y
= 1 7
a
10 T — . ey e e e
11000 1140 1580 1540 1120 110

pas de diserétisation h

Fig. 3.52 — L’ordre de la convergence de la méthode (F') pour le probléme de Dirichlet
homogéne dans un domaine quart de disque avec une approche coupée de 'interface immergée
Zgut

La méthode ( F) pour la C.Dirich. homogéne dans un quart du cerele (Ext inter face £1*)
0 _
10 7 T
] —  Loglh™)
] J— Loglerreur), slope = 1
Kl
= 10 {
E a2
= 10 7
B
1 T e — — rem
141000 11140 1450 1440 1120 1410

pas de diserétisation h

Fig. 3.53 — L’ordre de la convergence de la méthode (F') pour le probléme de Dirichlet homo-
géne dans un domaine quart de disque avec une approche extérieur de I'interface immergée
Efaﬁt
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TABLE 3.19 — Variation d’erreur relative en fonction du pas de discrétisation pour le pro-
bléme de Dirichlet homogéne dans un quart de disque en utilisant la variante (D2)

T T T T T
tep(h - — — — —
Step(h) 10 20 10 80 120

W 6.495493¢ — 002 | 5.215997¢ — 002 | 2.470691e — 002 | 8.240838¢ — 003 | 5.464180¢ — 03

. S . cut
La méthode (D2) pour la C.Dirich. homogéne dans un quart du cercle avee Xj*

j— LrJ_q[hl}
—  Loglerreur), (slope = 1)

wy || /||t ||

[t
1

10.:J . T T ooy T T
141000 20 180 1440 1420
pas de discrétisation h

™
1M0

Fig. 3.54 — L’ordre de la convergence de la méthode ((D1) pour le probléme de Dirichlet
homogéne dans un domaine quart de disque avec une approche coupée de 'interface immergée
Egut

La figure 3.54 présente la convergence de la méthode (D2) pour la norme de L? de Perreur

en fonction du pas de discretisation, pour le probléme de dirichlet homogéne avec X5

L’erreur relative en norme L? en fonction de 7, pour le probléme de Dirichlet homogéne
dans un domaine de type quart de disque en utilisant une approche extérieur 5** de l'inter-
face. Les calculs sont effecués avec un pas de discretisation fixe h = 1/60, les résultats sont

enrégistrés dans le tableau 3.20

e le probléme de Dirichlet non homogéne
Nous considérons le probléme précédant mais avec une condition de Dirichlet non homo-

géne sur Y telle que la solution exacte est
~ - 3 .
u(z,y) =xy(d — /2?2 +y?) et u=up = ) sin(260) sur X, ot (6 = arctan(¥)).
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TABLE 3.20 — Variation d’erreur relative en fonction du paramétre de pénalisation pour la
condition de Dirichlet dans un quart de disque

1)
10-6 _ 10—8 10~10 1011
! 20\ + 21)
[uea — un] 0.8239358 | 0.8117692 | 0.8021835 | 0.8019283 | 0.8019260
| |Ues |

TABLE 3.21 — Variation d’erreur relative en fonction du pas de discrétisation pour le pro-
bléme de Dirichlet non homogéne dans un quart de disque

T T T T T
P — — — — el
as h 10 20 40 80 140

mel“;_“h 5.155540e — 002 | 1.908446¢ — 002 | 9.883820e — 003 | 5.113045¢ — 003 | 3.390838¢ — 03

La figure 3.55 (resp. figure 3.56) présente la solution exacte (resp. approchée) du probléme
en utilisant la méthode F' avec la pénalisation sur la frontiére immergée Y6 et un maillage
de 40 x 40 cellules, ainsi que la figure 3.57 montre que les projections des solutions (exacte

et approchée) sont identiques.

La figure 3.58 montre que la convergence du schéma est d’ordre 1.

Traitement de la condition de Neumann non homogéne.

Lorsque l'interface immergée ¥ est approchée par X, la correction surfacique est nécés-
saire pour la condition de Robin ou de Neumann non homogeéne, cela consiste a reconstruire
linterface Xj linéairement, en introduisant un paramétre de correction e, soit local ou glo-
bal. Une correction local lorsque le domaine est un quart de disque est présenté dans [10].
Pour les problémes d’élasticités plane avec la condition de Neumann on a pu déterminer les
composantes du vecteur contrainte sur X qui sont les condition aux limites sur l'interface

approchée immergée ;. Cette technique conduit a une convergence d’ordre 1.

e Condition de Neumann non homogéne.

On considére le probléme de Neumann suivant :
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Solution exacte du probléme avec la Con. Dirich. NH; Maillage 40 - 40

(. y)

Fig. 3.55 — La solution exacte et approchée du probléme fictif avec la C.D. non homogéne
dans un quart de disque

Solution approchée du probléme avee la Con.Dirich. NH; Maillage 40 - 40

unlz,y) o

02~

Fig. 3.56 — La solution exacte et approché du probléme fictif avec la C.D non homogéne dans
un quart de disque
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La projection des solutions sur (# = ;—i}: Maillage A0 = 40

]

ulsolution)

r(radius)

Fig. 3.57 — La projection des solutions pour le probléme de Dirichlet non homogéne dans un
domaine quart de disque avec une approche coupée de l'interface immergée X6

La méthode (F) pour la C.Dirich. non homogéne dans un quart du cercle avec pput

Ll
10

— Log(h")
—  Loglerreur). (slope = 1)

-1
" 141000

T T
1140 1150 1040 1120 M0
pas de discrétisation h

Fig. 3.58 — L’ordre de la convergence de la méthode (F') pour le probléme de Dirichlet
homogéne dans un domaine quart de disque avec une approche coupée de I'interface immergée
Ezut
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—V.o(i)=f dans Q

(75]\/) u=20 sur T
o(u)n=q sur X

Nous avons choisi fde sorte que le probléme (ﬁN) aura la solution analytique

. ~ 1 _
u(r,y) =v(z,y) = 4oy(l — eyz:p(zl(ac2 + 22 —1)) dans Q.

—sin(20) {(A + ) cos(8) + psin(0)} .n, — v/2psin(26) sin(f + 7 /4).n,

—/2p5in(20) sin(0 + 7/4).n, — sin(20) {(A + p) cos(#) + psin(6)} n,

avec 1 = \/x% + y? et 0 = arctan(),

ou, en coordonnées cartésiennes

—2((A+2p)y(1 — v*) + A\*/1 — y?)n, — 2u(x(1 — 22) + 2°V1 — 2?)n,

—2u(y( A+ y*/1—y2)n, — 2((A + 2u)z(1 — 22) + A\a?V1 — 2?)n,

Pour le probléme de Neumann non homogéne associé aux problémes d’élasticité plane on

peut utiliser la décomposition de ¢ suivante :

Ozally + Ozyy

OpyNy + OyyNy
et par suite o, (resp. o,,) est la condition au limite sur les cotés de ¥j qui sont parallels a
(oy) (resp. oz)( voir la figure 3.59).
Remarque 3.7.3.

1. lidée de la décomposition consiste a calculer les composantes 04, et oy, en fonction de
celles de q et les considérées comme des conditions aux limites sur les cotés de ['interface

immergée approchée .

2. Les résultats numériques obtenus par cette approche de la contrainte normale sur ¥y sont

satisfarsants.
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Fig. 3.59 — La décomposition de la contrainte normale o(u) - n sur les cotes de l'interface
immergée X,

Le probléme de domaine fictif est résolu dans €2 avec I’ E.B.C. méthode (F) sans controle
extérieur, comme décrit dans le tableau 3.1.

Les résultats d’erreurs relatives pour la norme de L? sont enregistrés dans le Tableau 3.23.

TABLE 3.22 — L’erreurs relatives en norme L? en fonction du paramétre h pour le probléme
Py dans un quart de disque (F)

1 1 1 1 1
P e e . 1 1 1 1 1
as de discrétisation h 0 20 0 20 110
HUTU_ ‘1‘% H 9.777809¢ — 01 | 3.026692¢ — 01 | 1.168142¢ — 01 | 6.250331e — 02 | 3.349663¢ — 02

ee Afin de valider I'J.E.B.C. méthode (F') pour des conditions aux limites génétrales de
Neumann, nous étudions maintenant le probléme de Neumann suivant :

—V.o@)=f dans 0
(Pn1) u=0 sur T
o(u)n=q sur X%
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" . cut
La condition de Newnann avee Z3°

1 [— LrJ_q[hl}
1 |— Méthode J.E.B.C. (F), slope=1

wnll/[[etes|

||ttex
-

-2
10 T T T T T T T 1
1000 1140 1520 1440 1520 110 15 1

pas de discrétisation h

Fig. 3.60 — Ordre de convergence de la méthode J.E.B.C. (F') pour le probléme de Neumann
non homogéne avec I'approche du vecteur contrainte décrite dans la figure 3.59.

qui posséede la solution analytique
U(z,y) = 0(x,y) = 2y(4 — (2* +2?)) in Q.

Le probléme de domaine fictif est résolu dans € par la méthode (F) (J.E.B.C.) sans
controle éxterieur décrite dans le Tableau 3.1. Nous examinons dans la Figure 3.61, 'effet de
Papproximation du vecteur containte sur Y, décrite dans la figure 3.59 pour une approche
coupée de I'interface L5 et celle extérieur 3¢ ou d;, = — On observe que la convergence
est d’ordre 1 pour la norme L? pour les deux approches de 'interface immergée L6 et 3677,
Et par suite, la méthode utilisant 'interface coupée est plus précise que celle utilise une

approche extérieur de l'interface (voir le Tableau 3.23).
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TABLE 3.23 — L’erreurs relatives en norme L? en fonction de h pour le probléme ﬁm en
utilisant (F') pour les deux frontiéres 3% et X6

Pas de discrétisation h 1 L L 1 1
L’interface approchée X¢*! = 20 40 - 140
W 1.120084e — 1 | 3.881485e¢ — 2 | 1.659122¢ — 2 | 7.018328e — 3 | 3.929775¢ — 03
L’interface a;;rochée yeat
W 1.685739e — 1 | 7.673013e — 2 | 3.340116e — 2 | 1.449351e — 2 | 7.043891e — 03
ex

whll/[[etes|

[ eter

La méthode E. B. C. (F) pour le probléme de Newmann

Log(h")
Exterior inter face, slope =
C'ut inter foce, slope = 1

1

T T
1140 120

T T
1040 1420

T
110

Ty
148

1
1

pas de discrétisation h

Fig. 3.61 — Convergence de I'J.E.B.C. méthode (F) pour la norme L? pour le probléme de
Fourier avec les deux approches de l'interface 5% et X6







Conclusion et Perspectives

La premiére partie de notre étude est consacrée au calcul des modes de torsion dans un
milieu élastique tridimensionnel non borné stratifié et localement perturbé. La modélisation
mathématique permet de ramener ce probléme a la résolution d’un probléme de recherche
de valeurs propres pour un opérateur auto-adjoint non borné défini sur un milieu bidimen-
sionnel. Un probléme équivalent posé sur un domaine borné est ensuite établi a ’aide des
conditions de transmission. Un schéma numérique basé sur la méthode des éléments finis
est introduit pour construire un systéme algébrique de valeurs propres généralisé. Enfin, un
algorithme numérique pour calculer les modes propres et leurs pulsations est mis en place.
Les résultats numériques que nous avons obtenu confirment et mettent en évidence certains
résultats établis théoriquement. Une des approches du domaine fictif pour résoudre les pro-
blémes d’élasticité linéaire a été introduite qui est basée sur une approche d’interface fine
et traite des conditions aux limites générales immergées (Dirichlet, Robin et Neumann). Un
schéma numeérique des volumes finis avec des sauts de flux et de solutions est utilisé pour
calculer cette approche. Le principal avantage de cette méthode est son cotit faible : la ré-
solution numérique est calculée sur un maillage cartésien simple sans modifier localement le
schéma numeérique ou introduire des inconnues locales. Cette méthode reste d’une précision

du premier ordre.

Dans la prochaine étape de ce travail, nous allons introduire une autre méthode du do-
maine fictif basée sur une approche d’interface diffuse et nous allons utiliser un schéma
numérique d’éléments finis pour traiter des conditions aux limites générales immergées. Ces
deux méthodes du domaine fictif restent de premier ordre. Chaque méthode sera alors com-
binée avec un algorithme de raffinement de maillage multi-niveaux local pour augmenter la

précision de la solution.

L’autre perspective va consister a étendre ces méthodes du domaine fictif aux problémes
d’élasticité avec des conditions aux limites mobiles. Ces méthodes du domaine fictif per-
mettent de simuler les frontiéres mobiles avec un faible coiit de calcul et ne nécessitent pas

le remaillage du domaine.
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Ainsi que les deux perspectives liées a la premiére partie :

1. On a vu dans la premiére partie que les valeurs propres associées aux modes de torsion
sont les racines de 'équation de dispersion G(a, R) = 0, et que leur nombre est lié a
la taille de la perturbation R que I'on a démontré numériquemet. ( méttre le cadre
théorique).

2. Le cadre théorique des modes propres prolongés dans le spectre essentiel, ( L’algorithme

que nous avons validé pour le cas présent, reste valable pour calculer ceux modes).



Annexes

1 Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel sont définies de la maniére suivante : considérons I’équation

diférentielle du second ordre

xzy// + :L‘y/ + (2 =)y =0 (1)

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel de premiére et de
deuxiéme espéce : La solution finie a l'origine et notée J,(x) est appelée fonction de Bes-
sel de premiére espéce et la seconde solution notée Y, (x) est appelée fonction de Bessel de

deuxiéme espéce. Si v n’est pas un entier, ces fonctions sont reliées par la relation suivante :

J,(x) cos(vm) — J_,(x)

sin(v)

Y, () = (2)

Les Figures 1 et 2 représentent graphiquement les fonctions de Bessel de premiére et de
seconde espéces pour les quatre premiéres valeurs entiéres de v. Le comportement asympto-

tique des fonctions de Bessel de premiére et de seconde espéce est le suivant

J,(x) ~ :—x(cos(x — v /2 —m/4)) (3)
2 .
Y, (z) ~ E(sm(w —vr/2 —m/4)) (4)

e fonctions de Bessel modifiées
Soit I'équation diférentielle du second ordre
2y +ay — (P + 1y =0 (5)

Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel modifiées. La solution

finie a Porigine notée I,(x) est appelée fonction de Bessel modifiée de premiére espéce et la
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Some Bessel functions of the first kind .J,

JAr)

Fig. 1 — Les quatre premiéres fonctions de Bessel entiéres de premiére espéce J,.

Some Bessel functions of the second kind Y,

Yi(r)

Fig. 2 — Les quatre premiéres fonctions de Bessel entiéres de deuxiéme espéce Y.

seconde solution notée K,(x) est appelée fonction de Bessel modifiée de seconde espéce. Ces

fonctions sont reliées par la relation suivante :

W(IV(_x) - ]l,(x))
2sin(vm)

(6)

K,(z)=

Les Figures 3 et 4 représentent graphiquement les fonctions de Bessel modifiées de premiére
et de deuxiéme espéce pour les quatre premiéres valeurs entiéres de v.

Le comportement asymptotique des fonctions de Bessel modifiées est le suivant :
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Some modi fied scaled Bessel functions of the first kind I,

104
09
08
074
06

057

L(r)

0.4+

03

02+

0.1 —_—

t T T T T T T 1
0 5 10 15 20 25 20 35 40

Fig. 3 — Les quatre premiéres fonctions de Bessel entiéres modifiées de premiére espéce I,,.

Some modi fied scaled Bessel funetions of the second kind I,

K.r)

Fig. 4 — Les quatre premiéres fonctions de Bessel entiéres modifiées de deuxiéme espéce K.

Les fonctions de Hankel H;,, et Hy, sont appelées fonctions de Bessel de troisiéme espéce

et sont définies par la relation

Hyy = J(x) + i, (2) )
Hy,, = J,(z) +iY,(2) (10)

2 Calcul des éléments des matrices A, B et DV («)

L
Soit ho un parameétre reel qui tend vers 0, tel que hy = A ol L est I'épaisseur de la
z

couche.

On fait une numérotation par ligne correspond au choix de la bijection suivante :
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(m,l) —i=F(m,l) =1+ M, x (m—1).

Proposition 3.2.1. Les coefficients de Fourier des fonctions de base sont tels que :

1. Pour tout (m,l) e { =M, ,1<m <M, }ona:
cr,=0, 0<p<N.

2. Pour tout (m,) e {1 <I<M,—1,1<m< M, }

2
CﬁL,MT = hX—W[QQ(ﬁpth) — 9(Bp(m — 1)ha) — g(Bp(m + 1)hs)],

2
Chr. :hX—W[QQ(ﬁpMJw) — g(Bp(M, — 1)hs)], 0<p<N,

(2p+1)

ot B3, = o

T, g(z) =sin(z) e a€[Ef, A

Les élément de la matrice DY (a) sont donnés dans la proposition 3.2.2.

Proposition 3.2.2. 1. Pour tout (m,l) e { 1 <I< M, —1,1<m<M,} ona:
d(a)[i, j] = 0.

2. Pour tout (m,) e {l=M,,1<m <M, } ona:

O e

p=1y

2
. a
— I}Cfo, ot X(a) = (2 — o

o0

Les intégrales du coefficient de Lamé p et la densité p sur chaque élément fini sont

approximées par leurs valeurs moyennes.

Les éléments des matrices A et B sont donnés par les expressions suivantes :

e Les éléments intérieurs

Pour tout (m,l) e { 1 <I<M,—1,1<m < M,}ona:
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. hy -1 -1 +1 1
Aliyi] = _g[ Hm,zz IU“mQZ 1 +Mm+1z Mmil,lJrl]
_1 ] 1 +1 [+1 1
+h2[ﬂm,2z(§ g) + M1, z+1<T - 6)]
RE4h2 10 I+l 1 11
+2h—2[/1“m,2[+1<T - g) + Mmi1,z(§ - 5)]
hi +1 01 1 -1 l+1 1
h—[ﬂm,z(§ - 5) + Mm+1,z+1(T - g)]

S B z
S S (1= 1)2 = (I 1 In(——

F e
—gu;ﬁﬂ[ g (= () ()
—|—h2,u:;j—1,l+l + : I+~ +1 )21n<l t 1)]
—%umilmﬁ : f, 3+ (12— 0+ 1P ()

. 1 l+11 L I+1 1
Aliyi+ 1] = =Rl s (Fm = 3) + i (o = 7))

h [ 1 [+1
2@@5+—+Z<Z+1>—Z<Z+1>2m< )]

+
7o P 1o
+2Mmiu+1[ 2+6—12—12(l+1)1n(—l ],

M\»—A

. i 41 11 -1 [+1 1
Ali,i+ M,] = _Z_;[ Ium—&—l,l(? _16) +2:um+1,l+1(T - 5)] l
hy 41 —
(-1 (-1)71
5 _1
_Eumilv’“[T -3 (I 4+ 1) = (I +1)*In( l )l
AliLi o hg 7l +%
[i,i4+ M, +1] = 6 — Bt = P14
ho _1 [ 1 [+1
+ gumil al5 5 0+ 1) = 10+ 1P ()]
ho +1 [+1 1

[+1
— 5 Pt T g U D) = B D) In(—)),

28 1l 1 L L,

B[Z’Z] - 3 [pml(z_ 10)+pm+1l+1(1 E)
l 1 +i 1
+Pm,l+1(1 + %) + P15 20)
+3 1 1 -1 1

+pm,l<1 - %) + Pm+1,l+1(4 20)]
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y AR LN
Bli,i+ 1] B LPmin(35 + 35) T Prrin(yg + 550
5 12730 1 }2 20
. . + 2
Bli,i+ M,] 3 2o, ZH(ZZ %1) + Pm2+111+1(1 l 20)]
Bli,i+ M, +1] B iz +35) + P g+ %)]’
ou = 5

ee Les éléments frontiéres

Pourm:Mzet1<l<M —1ona

. Do [+1
A+l = b +u+1>—zu+1>21n<7>1
47
h2 /J/ml+1< 2 g)’
o h 1 SR |
A[sz] 32 [ luml + 'um2l+1] + h2lum,2l(§ - 5)
hi w1l 10 hi+hy -1 141 1
h—QMm,zl(§ - 6) + h—2um,l+1(T - 5)
ho _5 [—1 1 l
—= -4+ (=12 =(1-1)31
thaptyly — 5 = U= 1) + 10 = 1)’ In(;—)]
hg _1 l+1 1 l+1
= Sl g D) = (1) In(——)],
. 26, -—11 1 w11 1 -1 ] 1
B = = 2(_ 2 (. 2 -
[272] 3 [pm,l(% 10)+pm+1,l(4 20)+pm,l+1(4+20)]’
Blii+1] — Bpt, (= +—)
’ Pmi+1\19 T 30
Pourl=M,et1<m<M,—1ona
Aliyi+ Mr] = _he [l_—1+g—(l—1)2+(l—1)3ln( l )]
2,1 r - 6:um+1,l 9 3 l—l
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. h A |
Aliyi] = Q[Mml"‘:umﬂl]"‘h?#ml(_ -3)
3 2 3

hl +1 { 1 h2+h2 +1 l 1
hQuml(2 6) h2 um+ll<2 6)

1
hy —5. =1 1 I
— —— -+ (-1 = (-1 In(—
+3Mmz[l % +g+ (=1 = (=1 (=)
1
E R 1O 12
Hhandly =5 =D+
2 +1 -
T e (I | (R G|
hy _1 _1 Mr 1 h? & Mr 1
A[MrMz, MrMz] = _§2M]V[2z,Mr + hQ”]VIQZ,Mr(T - _) + hll“’LM2Z MT‘(T - 6)
hy -1 Mr—1 1 Mr
—guMi,zvn[ﬂ =g~ (Mr—1)"+ (Mr - 1)3ID(MTA7[1)]
1 r r
+h2/uMzMr[ 2 _§+MT(MT_1)+MT(MT_1)21D(MT_1)]7
o 28, -1 1 +3 1 + 01
B — 2(_ _ 2(_ _ 2 —
[2:1] 13[p (4 10) Pmi(7 = 55) T Pmira(g = 390
Bli,i+ Mr] = m+1z( )
28 A DT B
B[MTMZ’ MTMZ] - 3 [p]V[z Mr](4 1_0) + pMz Mr(4 2_0)

Les matrices A et B sont des matrices symétriques par blocs, et les éléments de D(«)

sont nuls sauf ceux qui sont situés a la fin des diagonals des blocs.

3 Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints

Il s’agit ici de rappeler des outils mathématiques de la théorie spectrale qui nous les avons
utilisés et tout d’abord quelques définitions :

Soit H est un espace de Hilbert séparable de norme ||| et de produit scalaire < .,. > .

DEFINITION 1. Soit A un opérateur fermé non borné dans [’éspace H, de domaine de
définition D(A), on note o(A) son spectre défini par : 0(A) = C\p(A) ot p(A) est l’ensemble
résolvant de A défini par :

p(A) ={z € C /(A —zI) est une bijection de D(A) sur H d’inverse continu}

on a aussi 0(A) ={z € C /(A — zI) nadmet pas d’inverse borné} .
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On rappelle qu’un opérateur auto-adjoint est un opérateur A de domaine D(A) dense,
et qui vérifie A = A* ot A* est I'adjoint de A. Le spectre de tels opérateurs a des propriétés

remarquables.

THEOREME 3.3.1. Si A est auto-agjoint alors
o(A) C R, de plus, si A est positif son spectre est également.
Plus précisément, le spectre o(A) est inclus dans l'adhérence de son image
o(A) C {< Au,u > /ue D(A), ||ully =1}, et il est caractérisé par

3 (un)n € D(A) telle que :
(0 € o(4) = fually = 1
|Au,, — ouy||y — 0 dans H.

Nous rappelons les définitions liées a la compacité d’un opérateur.

DEFINITION 2. un opérateur A de H dans H est compacte si 'image par A de la boule
unité B={u € H : ||u,||; =1} est relativement compacte, c’est-a-dire si pour toute suite

bornée (u,), de H on peut extraire d’une sous-suite convergente dans H.

DEFINITION 3. Un opérateur A non borné de domaine D(A) C H & valeurs dans H est a
résolvante compacte si et seulement si sa résolvante, i.e l'opérateur (A — XI)~! définie pour

tout \ élément de p(A) est un opérateur compact.

THEOREME 3.3.2. Si A est un opérateur auto-adjoint borné inférieurement (c’est-a-dire :
3C € R tel que < Au,u > > C ||uy|3,, Yu € H) alors les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) (A— o)™ est compact pour tout o € p(A).

(i) 1l existe o € p(A) tel que (A —ol)~! est compact.

Ce résultat est une conséquence de ’équation de la résolvante.

Remarque 3.3.1. Un tel opérateur auto-adjoint admet alors un spectre uniquement consti-
tu€ de valeurs propres de multiplicités finie qui constituent une suite croissante vers +o0.
Malheureusement pour nous le domaine représenté par la section de la couche n’étant
pas borné, on ne travail pas avec un opérateur a résolvante compacte et son spectre n’a donc
pas de raison d’étre composé uniquement de valeurs propres de multiplicité finie. C’est une
des difficultés rencontrés dans notre étude d’ot la nécessité de distinguer avec précision les

différentes composantes de o(A) .
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DEFINITION 4. Soit A un opérateur auto-adjoint non borné de H. On notera o4(A) , le
spectre discret de A, qui est composé des valeurs propres de multiplicité finie et isolées dans

le spectre de A. On notera o.55(A), le spectre essentiel de A, qui est le complémentaire dans
0(A) de o4(A) . On a donc :

{ Ta(A) U 0ss(A) = o(A)
q(A) N oess(A) = 0.

THEOREME 3.3.3. On a la caractérisation suivante pour les éléments de 0ess(A) :

3 (un)n € D(A) telle que :
n =1

(O' c Uess(A)> H’LL HH ‘

U, — 0 dans H faiblement

|Aw,, — ouy||; — 0 dans H.

La suite (uy), ainsi définie est appelée suite singuliére ou suite de Weyl.
4 Le principe du "Mwn-Max"

Nous rappelons ici un théoréme sur lequel beaucoup des résultats établis se sont apuyés.
Il s’agit du principe du Min-Maz que nous utiliserons avec 1’énoncé proposé dans [13]. Ce
théoréme permet de caractériser et d’ordonner les éléments du spectre discret. Si A est
un opérateur auto-adjoint borné inférieurement, ses valeurs propres situées en dessous de
la borne inférieure de son spectre essentiel peuvent étre caractérisées par diverses formules
dites du "Min-Maz". Nous I’énoncons pour un opérateur A associé a une forme sesquilinéaire

a(.,.). Nous avons d’abord le résultat suivant (voir [21]) :

THEOREME 3.4.1. Soit a(.,.) une forme sesquilinéaire fermé de domaine D(a), dense dans

l’éspace de Hilbert H, telle qu’il existe une constante C' vérifiant :
a(u,u) > C|ully;, Vu € D(a)

et que D(a) muni de la norme ||u||%(a) = a(u,u) — C ||ull3 est un espace de Hilbert. Alors

Dopérateur non borné A de H associé a a(.,.) est auto-adjoint.

Les éléments de son spectre qui n’appartiennent pas au spectre essentiel sont des valeurs
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propres isolées et de multiplicité finie. Nous allons pouvoir les définir de plusieures maniéres.

On a:

DEFINITION 5. Pour tout m > 1 on définit de plusieures maniéres équivalentes les nombres

Om -

Em€Fm uEEmﬂﬁéo HUH?{
< Au,u >)

inf 5
u€D(a),u#0 HuHH

om = inf ( sup <<Au—,u>)>

g1 =

ot F , désigne l'ensemble des sous espaces E,, de dimension m de D(a).

om = _inf sup (a(U,;t))
Em€Fm \ u€Ep, ut0 HUHH

o= inf (a(u,g))
u€D(a),u#0 ||u||H
et enfin :
. < Au,u >
Om = sup inf ——) pour m > 1
(v1, V2, oy Om_1)EV u€D(a), (u,v;)=0, 1<i<m—1 ||U’||H
a(u,u
Om = sup inf ( ( ’2)) pour m > 1
(1, V2, vy Vm_1)EV ueD(a), (u,v;)=0, 1<i<m—1 HUHH

o V est un ensemble tel que D(a) CV C H.

Si on note par o, la borne inférieure du spectre essentiel de 'opérateur A, on a alors le

théoréme suivant :

THEOREME 3.4.2. A étant un opérateur auto-adjoint borné inférieurement , pour tout
entier m on a deux eventualilés :

i) Om < 0e, alors A posséde m valeurs propres (comptées avec leur ordre de multiplicité
) strictement plus petites que o, 0; est la jme et on a

<oy <. <0, <0..

i) o = 0 alors A posséde au plus (m — 1) valeurs propres strictement plus petites que

o. et, Vp > m, o, = 0p, = 0.
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5 Décomposition spectrale de 'opérateur B

Dans cette annexe on propose un exemple de I'opérateur B qui admet une suite de valeurs

propres prolongées dans le spectre essentiel qui tend vers +o0o. Pour cela on suppose que les
coefficients
p et u vérifient les hypothéses (Al) et (A2).

Considérons 'espace de Hilbert

H, = {u € L2,,(R¥); vru € L*(R¥)} (11)

muni du produit scalaire

<u,v >= /uvprdr (12)
R+
et I’espace de Hilbert V,, définit par :

U du
n — Hn y t— Hn 1
v {u € et - € } (13)

r

LEMME 3.5.1. Soit u € V(Qpg) et u(r,z) = > " un(r)gn(2) le développement de Fourier

qui converge pour presque tout r € RT, alors, il existe deux constantes positives ¢, et c, telles

que :
n=oo n=oo
& 3wl < Nl < e 3wl (14)
n=1 n=1
ou
“+o00
2 2 12 urgz
e = [ 2+ 12+ 23 (15)

0

Démonstration. En calculant la norme de u dans V' et prenant en compte que :

L

1. La suite (g, )n>1 forme une base de L?(0, L) muni du produit scalaire (f, g) = [ poo(2)f(2)g(2)dz,
0

2. (g;mg;n) = /\nén,ma

3. A\n & Cn? quand n — 400,

et P'utilisation des formules de Bessel-Parseval.
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Corollaire 3.5.1. Si u € V(), alors la série u(r,z) = Y ' u,(r)gn(z) converge dans
V(Q).

Nous introduisons 'opérateur non borné B,, défini dans H,, par :

1 d du du 1
Butt = — |~ (pr 2 — ) — & 4 (= + A
u o drwrdr p) ne +M(r + Aur)u
(16)
D(B,) = {u € V,, Byu € Hy,}

L’opérateur B,, est autoadjoint positif dans H,.

LEMME 3.5.2. La décomposition spectrale de 'opérateur associé au modes de torsion est

B~ @ B, ~ signifie unitairement équivalent ).
n=1

Démonstration. Soit v € H, d’aprés le lemme (3.5.1) u(r, z) peut s’écrire sous la forme

o0 o0

2 2

ur,z) = 2 un(r)gn(z)  avee 2 flunlly, = fJully
n— n=

oo [e.e]
ce qui nous permet d’'identifier H a @ H,, grace a I'opérateur unitaire U : H — @ H,
n=1 n=1
qui associe u € H la suite (uq, ug, ..., Uy, .. ).
Soient u, v € V, alors d’aprés le lemme (3.5.1), on a les représentations en série de Fourier

suivantes qui convergent dans V/,
oo

oo
u(r, z) = 32 un(r)gn(2), v(r,z) = 3 va(r)gn(2)
n=1 n=1

ou u, et v, dans V,,.
D’autre part, on peut vérifier directement que :
[o.¢]

< Bu, v >= > < B,u, v >, ce qui prouve que U(Bu) = (Byuy, Boua, ...., Bpuy, .. ). O

n=1

Corollaire 3.5.2. Comme la transformation unitaire conserve la nature du spectre, on déduit

que

7(B) = U (B,).

THEOREME 3.5.3. le spectre essentiel et ponctuel de l'opérateur B,, sont
1. 0uss(By) = [C2\,, + 0]

2. 0p(By) = [C% X, C2 [

8.5iC? < CZ,

une valeur propre dans [’intervalle [C’%)\n, C’go)\n[.

alors il existe un rang Ny tel que, ¥Yn > Ny l'opérateur B,, posséde au moins
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Corollaire 3.5.4. Sous les hypothéses (A1) et (A2) on a :
1. O'p(Bl) C O-dz’s(B>

1. 8i C? < C2, Uopérateur B posséde une suite des valeurs propres qui tend vers +oc.

Remarque 3.5.1.

1. Si Uinégalité C* Ny > C2 N\, est réalisée alors : 04i5(B) C 0,(By) et par suite 045(B) =
op(B1)

n=Np
2. Nous avons c45(B) = U 04is(Bn), car C2\, > C2 )\ sin > Ny.

n=1
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