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Résumé

Dans ce travail , nous avons étudié la détermination du choix optimal des
coefficients des multipdles en minimisant la norme du noyau de
I'opérateur intégral décrivant I'’équation de diffraction des ondes
élastiques en deux dimensions, a savoir la norme de la traction de la
fonction de Green modifiée.

Mots clés:

coefficients des multiples croisés, opérateur de traction modifié, fonction
de Green, équations intégrales, élasticité linéaire.

Abstract

In this work, we have studied the determination of the optimal
choice of the multipole coefficients by minimizing the norm of the
kernel of the modified integral operator. describing the elastic wave
diffraction equation in two dimensions, namely the modified Green
traction norm.

Keywords:

Cross multipole coefficients, modified traction operator, Green’s function,
integral equations, linear elasticity.



Introduction

INTRODUCTION

Les problémes de diffraction des ondes (de gravité, acoustiques,
¢lastiques et électromagnétiques) dans un milieu contenant une partie non
homogéne (caviteé, inclusion ou autres ...) se formule trés souvent sous la
forme d’un probléme aux limites. La résolution de ce probléme peut se
faire par diverses méthodes (différences finies, ¢léments finis, etc....). Dans
le cas de milieu infini, la méthode des représentations intégrales semble
étre la mieux adaptée pour la résolution de ce type de problémes. Cette
méthode réduit la résolution du probléme a celle d’une équation intégrale
sur la frontiere délimitant le domaine. Cette équation intégrale peut étre soit
de premier espece ou bien de second espece. Cependant, un probleme
d’unicité de la solution de I’équation intégrale apparait. Cette anomalie est
liée a la méthode de résolution utilisée plutot qu’a la nature physique du
probleme. Certaines solutions ont ét€ proposé€es pour contourner cette
anomalie (voir [7] pour une discussion détaillée des solutions proposées).
Certaines de ces solutions sont basées sur la modification du noyau de
I’équation intégrale, c'est-a-dire, la modification de la solution
fondamentale connue sous le nom de fonction de Green. Cette modification
fait intervenir des coefficients complexes appelés coefficients des
multipoles, et qui doivent satisfaire a une condition large (1.24). Dans le
cas d’ondes acoustiques, KLEINMAN et ROACH [20] ont présenté une
méthode de détermination d’un choix optimal de ces coefficients. Cette
méthode s’appuie sur la minimisation de la norme de 1’opérateur intégral
qui définit 1’équation intégrale modifiée. La minimisation de la norme de
cet opérateur est liée a la convergence de la méthode itérative utilisée pour
la résolution de cette équation intégrale modifiée, a savoir la méthode des

approximations successives. SAHLI [30, 34], a utilisé cette méme méthode,
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mais pour le cas d’ondes élastiques en deux dimensions, et Dans [3],
ARGYROPOULOS et KIRIAKI ont étudié le méme cas, mais en trois
dimensions. La particularit¢ de ces ondes ¢lastiques est la relative
complexit¢ de 1’équation différentielle régissant le phénomene de
diffraction.

D’autres travaux [4, 31, 32, 33], ont développé un deuxieéme critere
d’optimalité pour les coefficients des multipdles, en minimisant la norme
du noyau de I’opérateur intégral modifié, a savoir, la norme de la fonction
de Green. Ce deuxiéme critere d’optimalité, est motivé par le fait, qu’a
travers la minimisation de la norme de la fonction de Green, on minimise
aussi la différence entre la fonction de Green modifié et la fonction de
Green exacte.

Un troisiéme critére d’optimalité des coefficients des multipdles, a
fait ’objet d’un récent développement, dans lequel ARGYROPOULOS,
KIRIAKI et GINTIDES [2, 14], SAHLI et BENCHEIKH [28, 29], ainsi
que GINTIDES et MINDRINOS [12], ont déterminé un autre choix
optimal des coefficients des multipoles, en prenant comme critere
d’optimalité, la minimisation du nombre de conditionnement de 1’opérateur
intégral modifié associé au probléme aux limites régissant le phénomene de
diffraction. Le choix de ce troisieme critere d’optimalité, est li¢ directement
a la stabilité numérique de la solution de 1’équation intégrale modifice.

On se propose dans ce travail de développer un nouveau critere
d’optimalité pour les coefficients des multipdles, basé cette-fois-ci, sur la
minimisation de la norme de I’opérateur traction 1ié a la fonction de Green
modifiée. L’¢étude de ce nouveau critére d’optimalité, est motivée par le
fait, qu’a travers la minimisation de la norme de 1’opérateur traction
appliqué a la fonction de Green, on minimise ainsi la norme de la

différence entre le noyau modifié et le noyau exact de 1’opérateur intégral
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modifié€. Notre travail qui porte sur les choix optimaux des coefficients des
multip6les dans le cas d’ondes élastiques en deux dimensions, est structuré
en quatre parties. La premicre partie est consacrée a la formulation
mathématique du probléme. Dans la deuxiéme partie, on détermine le choix
optimal des coefficients des multipdles dans le cas d’une frontiére
quelconque, en minimisant la norme de la traction de la fonction de Green
modifiée, dans le but énoncé ci-dessus, mais également, afin d’assurer la
convergence de la méthode itérative utilisée pour la résolution de
I’équation intégrale modifiée régissant le phénomene de diffraction d’ondes
¢lastiques, pour un rayon de convergence aussi grand que possible. Dans
cette partie, la fonction de Green sera modifiée de deux fagons différentes,
I’'une en utilisant des coefficients des multipdles simples, et ’autre en
utilisant les coefficients des multipdles croisés. La troisiéme partie traite a
titre indicatif, le cas d’une frontiére ayant la forme d’un cercle, des
résultats intéressants sont obtenus. Et dans la derniére partie, on étudie le
cas d’une frontiere ayant la forme d’un cercle légerement déformé. Le
travail se termine par une conclusion avec un résumé des principaux

résultats obtenus.



Chapitre 1 Formulation du probleme

CHAPITRE 1
FORMULATION DU PROBLEME

Dans ce qui suit, on présente la formulation mathématique du

probléme. Nous commencerons tout d’abord par introduire les notations

que nous utiliserons. On considére un domaineD c IRZ, homogeéne,

élastique, illimité extérieurement et limité intérieurement par une frontiere
oD (figure 1).

v

Figure 1 : représentation du domaine
On note par D_ Dintérieur de aD tel que IR> = D U 6D U D_

On note par P,Q les points de D, p,q les points de oD et par P_ , Q_
les points de D_
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Le probléme aux limites auquel nous nous intéresserons se formule comme
suit :

1) L équation dans D :
%grad (div u(P)) - %rot (rotu(P))+u(P)=0 PeD (1.1)

ii) La condition sur la frontiére oD :
Tu(p)=f(p) p €D (Condition de Neumann)
ou bien : (1.2)
u(p)=g(p) p €D (Condition de Dirichlet)
1ii) Les conditions de radiation :
Elles s’expriment sous la forme suivante [24]:
Lim u (P)= 0
ry = + o

Lim u (P)= 0

I’p —> + ©
1 .
5 lou (P :
Lim r2 g—i.k.u (P)t =0
ry >+ Grp
(1.3)
1 "
5 lou (P o
Lim rg ¢—i.K.u (P)t = 0
rpy => + o 6rp
. ' 1 .
ol : u (P) =~ grad (div u(P))
k
: 1
u (P) = —rot (rot u(P)) (1.4)
K
2 2
avec : k2 = P9 et K2 =P2
A+2u u

p est la masse volumique, A, u sont les constantes de Lamé.



Chapitre 1 Formulation du probleme

w° la fréguence des ondes.

T est I’opérateur traction qui agit sur la fonction u(p) par rapport au point

p. Dans le cas d’un milieu isotrope T prend la forme suivante :
2 Ao di ou(p) | -
Tu(p)=4.A(p).divu(p)+2u Y uni(p)xrotu(p) peoDd (1.5
p

ol fi(p) est lanormale en p dirigée vers I’extérieur de D

Le probleme aux limites tel qu’il est définit possede une solution unique

pour toutes les valeurs de la fréquence des ondes w? [24].

Pour obtenir une représentation intégrale de la solution de notre
probléme, une solution fondamentale et singuliere est nécessaire. Cette
solution est connue sous le nom de tenseur de Green. Dans le cas d’un
milieu homogene et isotrope, ce tenseur s’exprime comme suit [24] :

GO(P,Q>=$.{W.|% grad (grad <w—¢>)} 16)

ou | est le tenseur d’unite, t//:H% (K.R) et ¢:H%(k.R), H% (.) désigne
la fonction de Hankel d’ordre zéro et de premier espéce et R est la distance

séparant les deux points Pet Q.

Ayant défini la solution fondamentale, les représentations intégrales
pour la solution de notre probleme peuvent étre maintenant obtenues. Il y’a
deux méthodes pour I’obtention des représentations intégrales, la méthode
directe et la méthode indirecte. La méthode directe s’appuie  sur
I’utilisation de la formule de Green [35], la méthode indirecte s’appuie sur
la notion de potentiel simple couche ou double couche. Nous
commencerons par la méthode indirecte. Pour le probléeme de Dirichlet, la

solution est recherchée sous la forme d’un potentiel double couche :

u(P)= [Tq Go(P,a).W(a).dsq = (DW)P) PeD (1.7)
oD
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ol W(q) est une fonction densité définie sur oD. Cette représentation

conduit a 1’équation intégrale suivante :

W(p)+ [TyGo(a p)W(akdsy ~W(p)+(Kow J(p)=g(p) pecD  (L8)

&b
ol Ky est ’opérateur intégral défini par :

(KoW)(p)= [Ty Go(p,a).W(a).ds, pedD (1.9)
oD

Pour le probleme de Neumann, la solution est recherchée sous la forme

d’un potentiel simple couche :

u(P)= [Gy(P,q).W(a).ds, = (SW)(P) PeD (1.10)

ol W(q) désigne toujours une fonction densité inconnue définie sur oD .
Cette représentation conduit a I’équation intégrale suivante :

~2W(p)+ [ Gy(Pa).W(g).dsy = F(P)  PedD (1.11)
oD |

Ou oncore sous la forme :
1
- 5 W(p)+ (KOW)(IO) = f(p) pedD . (1.12)

Pour la méthode directe, I’application de la formule de Green a la

solution recherchée uet au tenseur de green Gy dans le domaine limité

intérieurement par oD et par un cercle de grand rayon r., (figure 2),
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conduit aux relations suivantes, ou il a été tenu compte du fait que uet Gy
satisfont a 1’équation (1.1) et aux conditions de radiation (1.3) :

Hu )T4Go(a,P)-Tu(q).Ge(a,P)].ds;, PeD (1.13)
et
I lu(@).TGo(a.p)-Tu(@).Go(a.p)l.ds;,  pedD (1.14)

Ce qui conduit a I’équation intégrale suivante :

Jue-(Kou)(p)- -0 peed (1.16)

Les deux équations intégrales (1.12) et (1.16) correspondantes
respectivement aux représentations intégrales (1.10) et (1.13) du probleme
donné sont des eéquations intégrales adjointes. Donc, en vertu des
théoremes de Fredholm [22] si 1’une des deux posséde une solution unique
il en sera de méme pour ’autre. Or il est connu et établi (voir par exemple
[7]) que ces deux équations integrales ne possédent pas des solutions

uniques pour un spectre discret des valeurs de la fréquence des ondes w°.

Ce qui est en contradiction avec ce qui a été énonce un peu plus haut.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour contourner cette
difficulté. On peut citer entre autre celle qui consiste a perturbé la fonction
de Green Gg en lui ajoutant une série de fonctions appelées multipdles.
Dans ces multipdles intervient des coefficients arbitraires. Le tenseur de
Green ainsi modifié est donné par [7] :

- Modification avec coefficients des multipdles simples :

G1(P.Q) =G (P.Q)+
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- Modification avec coefficients des multip6les simples et croisés :
G,(P.Q)=G,(P.Q)

' +00 2 2
T GIDID)

o=1 I=1

[ Fo'(P)® o' (Q) (1.17-b)
{ o‘+| b FUI( )® Fn(]3a)(3|)(Q):|

ou aﬁ' et by, sont successivement, les coefficients des multipoles simples
et croisés, et

FS*(P) = grad (HE (k.r, EZ (6, ), FZ2 (P)=rot (HE (K.r,).EZ (6, )es)
(rp ,ep) sont les coordonnées polaires du point, H#( : ) représente la

fonction de Hankel d’ordre m et de type 1 et

cos(m.@ ) o=1

E%(ep):‘/a'{sin(m.epp) o=2
avec : _J1t m=0
e gm_{z m >0

®désigne le produit tensoriel, é;est le vecteur unité dans la direction de z.

Les equations intégrales modifiées correspondantes aux equations (1.12) et
(1.16) deviennent alors respectivement :

- ZW(p)+ (KW)(p) = F(p)  peD (118)

1 — %
Lu)-[Kiu)p)= ~(s1)p)  peep (1.19)
ou K, est I’opérateur intégral modifié défini de la méme fagon que K, mais

avec G, remplacée par G,.

Le tableau ci-dessous résume les formulations directes et indirectes

conduisant a des équations intégrales modifiées de second espece.
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Conditions aux limites | Equations intégrales | Représentation dans D
%W TKiW= g u=D,W (1.20)
u=g
%W4JQMh:E%g u=D,g-S,W (1.21)
%w ~KiW= -§, f u=D,W-S, f (1.22)
Tu=f
—%w FK W= f u=s,w (1.23)
ou (D1, 9)(p)=T (D, 9)(p)

Afin de garantir I'unicité des solutions des équations intégrales
(1.18) et (1.19), une condition suffisante mais pas necessaire a été établie
dans [7]. Cette condition porte sur les coefficients des multipbles et

s’exprime sous la forme suivante :

2
et + ‘bm‘ ~Z<0 (1.24)

v m=0:c0 et Vo, =12
On remarque alors que la condition (1.24) est une condition large. La
question que I’on se pose est parmi toutes les valeurs possibles que peuvent
prendre ces coefficients, est ce qu’il existe un choix optimal vis-a-vis d’un
critere donné? C’est a cette question que 1’on essayera de répondre en
prenant comme critéere d’optimalité la minimisation de la norme de
I’opérateur traction li¢ & la fonction de Green modifi¢e |TG,|, autrement dit,
la minimisation de la norme de la différence entre le noyau modifié et le

noyau exact de ’opérateur intégral modifié Kj.

10
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CHAPITRE 2
ETUDE DU CAS GENERAL

Dans le chapitre suivant, on se propose de déterminer I’expression
des coefficients des multipdles en minimisant la norme de I’opérateur

traction li¢ a la fonction de Green modifice |7G,, c'est-a-dire, en

minimisant la différence entre le noyau modifi¢ et le noyau exact de

I’opérateur intégral modifi¢ K. Le choix de ce critére est motivé par le

fait, qu’a travers la minimisation de la norme de I’opérateur traction li¢ a la

fonction de Green modifiée |IG,|, @p)> ON Minimise aussi la norme de la
2

différence entre le noyau modifié et le noyau exact de 1’opérateur intégral
modifi¢, pour le cas du probléme de Dirichlet. Ce choix est motivé aussi
par le fait que nous voulons garantir la convergence de la méthode itérative

qui sera utilisée pour la résolution de I’équation intégrale modifiée (1.18),

et ceci pour le plus grand spectre possible de valeurs de la fréquence w”.

On rappelle que la condition de convergence de la méthode des

approximations successives s’exprime sous la forme suivante [22] :

0<o’ < — @.1)

TG,

Considérons maintenant la question de détermination d’un choix

L,(oD)

optimal des coefficients des multipéles qui minimise la norme de

I’opérateur traction lié & la fonction de Green modifiée 7G|, o) tel que

défini dans les relations (1.17a) et (1.17b).

11
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I — Optimisation des coefficients des multipoles simples :
Théoreme 01 :
Si le noyau de I’opérateur intégral modifié K, a savoir la traction de

la fonction de Green 7,G, est définie comme suit :

T,G,(P,0)=T,G,(P,0)

B & & 2.2
T2 X 2larl TR (P)@ 1E(0) ] 2.2)
uK” = oo o
Alors la quantité :
j HTPG1 iz(aD)' , » VYA>maxr, , qedD (2.3)
rp=A

est minimisée si les coefficients des multipoles simples sont choisis comme

suit :
3-0)(3-1 3—-0)(3-1 l ol -ol 3—0)(3-1
| 30160 f3-0)6-0][go ]_[ﬂ 3 }_[ggn 7)6-1 |
ag =
m
Vm=0:0 , Vo,l=1:2 (2.4)
ol : af =|rEe| . prte<TES TESS o (2.5)
4 =reg . By =<TE TF(3“’)(3")>0D (2.6)
N = A7 P02 o) gt pet B B (2.7)
et: g%l=—< E;l . ]ﬁf"’)@’l) +a? TE°'TFS' > (2.8)
Démonstration :
Etape 01 :
Ona:
+00 2 2
G,(P,0)=T,G,(P,0)+ i Kz 33 e E(P) TFS(0) ]
m=0 o=1 I=1
+00 2 2
> Z[TF‘” P)® TF"’(Q)+aZ’.TFn‘fl(P)@TFm‘”(Q)]

4IUK2 m=0 o=1 I=1

12
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On pose 17'( [TF"’ )+a’'. TFm"’(Q)J

Donc la traction de la fonction de Green modifiée T,G, s’écrit sous la

forme :

n6(r.0)= 33 Srr(re 1) ]
Alors,on a :
r[)IAHTpGl i(aD) s, = ,-,,IA LTPGI (P.q):T,G (g.P).dS, .dS

00
m=0 o=1 I=1 n=0 v=1 k=l , =4

Autrement dit :

[ 161, a5,

+ [1F22(P)TF, (P).dS, . [ 22 (q)- 7, (q)-ds,

+ [1F72(P)TF (P).dS, . [£2(q).7. (q)-ds,

r,=A oD

+ +00

= NS N <rEE s, 17 T ().,

m=0 o=1 n=0 v=

+<TF°'TF"* > jf‘” 77 (q).ds,

+<TE,TE" >, . [£7(q) )./ (g).dS,
oD

+ <TF°*,TF'* > jf”z 7 (q).ds,

13
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En utilisant les relations des produits scalaires des fonctions {TF o! }; I sur

le cercle de rayon 4 [34], on obtient :
[ 65,

—ol

=23 |l [

m=00=1

V<TFO TR > . jf:wq).?S*“” (g).ds

+<TF°* TF°" > jfm S92 (g).dS

oD

[0 7 s

+ HTF,;’2

| TN

+<TF° \TF?* > < fo! fLols
+<TF°2 TF°' > < 02 gots
+ HTFm"ZHj.< ff“’)z,ff“’)z >

En utilisant : £7'(0)= [TF"’ +a’' . TF" (Q)J
Calculons les expressmns sulvantes :
< ol =<TE° +a°'  TF°' [ TF° +4° TF°'>

m

1 ‘2
oD

2 —ol
ol ol ol ol ol ol ol o
= HTFm aD+a,,, <TE] [ TF]' >y, +a] <TF]' | TE]' >, +af .an . |TF;

; ,f3 o) - :<Tﬁvo’1 + ao—l.TFmO'l : TA(3fa)2 + ar(jfa)z. TFrgsfa)z >0

—(3-0)2

=< TFm"l L TES s van . <TESY | TFC RS 4qo' <TFOY | TES2s

m
s1 —(3-0)2

+a .ay  .<TFS" | TFS?>

m

<flol ot =< TESR 4 0ol pRpleR ppet 4 ot TR s
—<TECoP TE' > 402 <TFC2 TF > van <TEC? TF' >
+a0oP G <TFEo”? TR s
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<fn53—o')2 ’f o)2 >6D =< TAnS3 o)2 +a( ) TF(S o) TF".n53_a)2 +am3_o_)2 TFW(f_")z >6D
=HT13~”5370)2 a(3 )2 <TA”E370)2 , TF”E3 ) > +q 7”)2.<TF”E37”)2 ’ Tﬁv”(l}—d)l >

+alor go”, ol
m m oD

Donc nous aurons :

L

0 2
ol ol ol
HTFm HA.< m ’fm >6D

Zi +<TF° \TF?* > < fo! fLols
S +<TF2TF > | < fLon2

>Jm >8D

+ HTFmﬂHj < ff“’)z AR

A 2 —ol A A
ol ol ol ol ol ol
- |7 Fan <TED JTE]' >, +af <TF] TR >,
Bl Il |y
m @m .

2
‘0D

<TES TR van " <TES TES"

+<TF TF > | +a7' <TF?' | TEF7?>

ol —(3—0')2

>(3D

+a’ .an  .<TF°' | TF% s

<TEGoR TRl s 4 g0 cTpGol TRl

+<TF2 TF7' > | +ay <TES? TF' >
+ a0 G <TES? TR s
A 2 —(3-c A
|7 LD”S P <TEGoR | pRGens
HrES| N el < TR,

Utilisons les notations (2.5) a (2.8), nous aurons :

JIme

L, (ap) P
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“TF“‘ tam <TE°' | TF°'> +a° <TF° | TF'>

+a; . AU1

< Tﬁ,j L TEB? stay " < TES' | TF?>

+ B | +a? <TF?' | TF2>

m
o1 —(3-0)2

+a’'.an .B°'
+oo 2
=) <TE? TET 54 q0oR cTpB-o2 7ot s

m=00=1 —ol

+ 67 | van <TEC2 TE7 >

) ol —ol
am . m

+ a,(,f

HT A (3-0)2
+a”? | 4 qb2
3-0)2 an ] Ar(;_G)Z

m

+a

C’est un probléme de minimisation standard, dont la condition nécessaire
pour I’existence d’un minimum est I’annulation de la dérivée.

—ol —(3-0)2

Donc, si on dérive par rapport aux coefficients a,; eta;, , on obtient
le systéme d’équations suivant :

a,‘;l.(< e, TF >, +al'. A‘”)
+5° (< T2 IRt s 4 a2 EZ'):O

m

F 2 (CTEER | IES s hal R 407) =0

ol ol (3-0)2 ol ol
By .(< IF; , TF > ta, .Bm)

ou sous la forme suivante :

a. A% a% + B B .al>"

—ol

_ (3-0)2 ol ol ol ol
__ﬂm ‘<]F ’]Fm >8D_am‘<7En ’IFm >8D

—ol

——< B TFY? Lo TF TR >

ﬂal. Bo’l .aal +a(3—0')2 ) AS_J)Z 'a(3—0')2

m m

- Bo < TEC | TFER s

A

_ a(3—0')2 < 7F(3—o‘)2 , ]F(3—0')2 N

m oD m m m oD
_ ol myaol (3-0)2 (3-0)2 (3-0)2
=—< m 'JFm +am ‘]En ’]Fm >8D
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—ol

Sionpose: g2l=—< . TFSCD g0l TRl TRl
Notre systéme se réécrit comme suit :

ol 4o1) o1 , [R°! B (-0)2 _ o1
(am . Am )‘am +@m Bm ) am - gm

(ﬂUI‘BUI)dUI _’_(a(sfa)z‘A(sfa)z)a(sfa)z :g(sfa)z
Ce dernier systeéme admet le déterminant non nul suivant :
cl ol (3-0)2 [(3-0)2 ol pol pol Lol
A, =a, . A, .ag,n ) .Agn ) — B -Bm B, -Bm
En effet, notre déterminent s’écrit sous la forme :
A% = %' 4 )2 f3o)2 _’Bal.Bal'Ea—l'Ezl
ol L PR el DR o N L
A A oD oD
—kTE L TR O TE TR S
Mais d’apres D’inégalit¢ de Schwartz et I'indépendance linéaire des
fonctions {TF7' }2/=> /nous avons :

m=0:0 2

Lo W PR A e

Et

2

" TESI” (zaD' ”TF"("}J)ZH ap > |< JF’”JI ’ TF, " >OD| ’

m

Donc :
o e >
! 4 oD oD
|< F°" 7F,,53"’)2>A|2. |< T, 7F£376)2>w|2
Ce qui donne :
Ac:n =||TF::1”||2 ‘ ||T14—r.’(13—o—)2||2 ‘ ||TE;,1||2 ‘ " TF’i}a)z”z
! 4 ob oD
_|< YF,;’I , ]F(3—a)2>A|2. |< Janl , 7Fn(lsfc;)z>aD|2> 0

m

Et par conséquent, les solutions de ce dernier systeme, seront données par :

17
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e ol [ ]l n)
a, = A%
o koL

ou sous la forme abrégée suivante :

| [ag_a)(s_z). Ag_a)(s_z)].[ggz]_[ 7 zﬁgz}[gg_a)(s—z)]

m

Vm=0:00 , Vo,l=1:2
Etape 2 :

Nous allons démontrer dans ce qui suit que le choix des coefficients
des multipdles simples tel que défini dans (2.4) vérifie réellement le

minimum de la quantité :

j “TpGl“jz(aD) .dSp s YV A > max r, qeoD
-4

.dS est une fonction
L,(eD) 4

r,=4

des variables x , ym (3 0).2 et y,(g_a)’z pour m=0:0 , o,[=1:2,
ou ay’ 1 =X’ 1+i.y,?;’1 et a,(s -0),2 = x,(qf_a)’z +i.y,(,,3_a)’2

i 2 A oy . o
Alors la quantité | HTPGIHLZ o) - 45, peut étre réécrite comme suit :

r,=

-dS,

,}
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ol
m -

(2

—ol

-2

+8, -

+ iy ).<T1’:“njyl

m

“TFUI

, TF?' >
+( S ym’1)<TFm“1

+@“ﬁ ') az

ol
, TF) >

<TE" | TEG?>
Jr(yc,(j’“)’2 —j.yl)2 ).< TES' | TF 2

, TFB)2
—l'.y,(f_”)’z). B

+(x,j"+i.y,i").< TF?
+(xZ’1+i.yZ’l).(x,(j_”)’2
<TEGR2 TR >
+(x(3’“)’2 +i. y(”)’Z) <TFSo? TE >
+(xo =i yo )< TEC? TFS >

m

I1 est clair que le choix optimal des coefficients des multipoles simples tel

que définit dans (2.4),

r.[AHTPGIHZ(aD)

.ds, nul.

rend le gradient de cette derniere fonction

De plus, notre choix optimal vérifiera le minimum si le Hessien est une

matrice semi défini positive, mais comme le Hessien est une matrice

symétrique,

strictement positifs.

Pour cela on :

v JIne

Uz, (ap)

P
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L[ <TE [ TET'> +<TF?
a, .
+(2.x7"). 47"

5 <TFE2 TRl >
+4, . .
+(x(3 124 y,(n )2). B

o ~i.<TE"'
" 2yot) 4

—ol

o +<TF°' | TF®?s

"+ i) BY

4 o loP +< TF B2
| +< TFG2

m
m

, TFo2

—ol

m

—i<TF°" | TFG22s
ol m s m
ﬂm ’ ( o,l . o‘,l) ol
—ilx " +i.y, ) B,
e <TFB?2 gy
+a)
+i. <TF(3 o)2

Autrement dit :

o L6l s, |-

20

+ ol +i.<TF,:1 s Tﬁ,,(,370)2> +—al
ﬂm . +i'(xr(n370-),2_l-.yr(n370'),2)' BZI ﬂm .

+4, -

’ Tf 3o >+(2x(3—a),2)' A(3—a)2J

[ i< TF0-)?

i (xg

Tﬁv(3—a)2 >+(2.y(3—a),2). A(3_U)2J

<TF°' | TF®

5Tﬁm61> +ﬂ0‘l o
" +(x(3”) ly,(n

,TF'>+i<TF® TF'> ]

—i <TF¥o? TE' >

—1. (x,(,f"’)’2 +i.y,(j’ o)2

+<TFo2 TR >

+( ly )B

ol

m
ol
, TF,

—i.yr )E;l

)

0)2
°12) BZIJ

52
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[2‘“51~A51]~x2’1+0-y,‘,f"+[ ol BY + B0 B |kl
ol ol
B B p B |y g [T TR
+< T}TmO—1 , TFm0'1>

+p7 <TF" Tﬁ'n(IS-a)z >_IE;1 < Tﬁn(,3_g)2 TF >

0.5 +[2.a7 47 | o 4. [ﬂ;;l B -5 B
. ol ol
+ [ﬂgl.B‘”+,Eg1 .Fﬂ | ye)2_ gt L<TE, L TE>
—i<TFS" | TF'>

+i B0 <TF? | TES P 540 B < TEG2 TR >

[’30'1 Bcl ol —ol xa,l+i [ﬂal BUI—EUI Eo—l ]yo‘l
+[2.a(3fa),z.A(sfo—),z].x(ya),z+O.y(3fa),2

+ B0 <TF° | TGP 5 1 B <TFGo2 Tfo >
+a( ~9)2 .(< TEGo?  TpG-o2s o TpGo) ,Tﬁ(3“’)2>)

m

[ e B‘”] [ﬂ B +,8‘” B‘”]

+0.x% ) +[2a< )2 fB-0)2] ye-o)2

—i. B0 <TE?' [ TESP>4i B <TF? TES >
—i.ay 7 -(< TEG-0?  TpGols _oqpber g pGoonr >)

Et si on dérive une deuxiéme fois, et en calculons le déterminant du

Hessien, on obtient :

) T 6 |-
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(2.a7".47")

0

,80'1 Bo—]
Lﬂal B

ﬂo‘l Bo‘l
+ '10'1 '10_1 :
+4, -Bn

—0o1 —ol

y {ﬁ; B,
’ 1 1
-p. B,

(2.a7".47") |

—ol —ol
. [ﬂm Bn

J.

0

(2.a5".47")

(2.a7".47")

ﬁo‘l Bo‘l
+ﬁ E;l

0

ﬂcl Bo’l
L E;l .BZIJ

ﬁal BGI
+ﬁ01 Bm

. ﬁal BGl
L. { EGI EGI

g8
]] i.[ m L 2 40n)
_le Bm

IBm E;] ﬁo-] Bo‘l
~p°' B! + B By

(B, B
b _ﬂcl Bo’l

(2.a7".47") {

(B2 B
L _ﬂal Bal
ol ol
B ﬂ B,
i.[ﬂ o " el g0
—ol EGI
i|Bn Br
{—ﬂZI-BZIJ
—ol —ol
-Bm
i.[ﬂ’” R 2%
—p. B,

ﬂ E;l ﬂal Bo‘l
—pt o) 457 B

(2.a7".42")
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(2 a( )2 4(-0)2

(5. ' By
AN

ﬂal Bo‘l
[+ﬂZI.leJ

(2' (-0)2 4(-0)2

ﬁal Bo‘l
+ﬁ E;l

0

m

ﬂal Bo’l
—ol —ol
+p, -Bn J

0

(3-0)2 A(370)2

N m
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3-0)2 3-0)2
0 (2.2 40"
(BB
ﬂal Bal l'{ Ea‘l EO‘I 0
=(2.a7".47") —i.[ " '"UIJ- P o !
— .Bm m *m
8 [ - J (2.
+ﬂm 'Bm
ﬂo'l Bo‘l
ol ol l rio-l rio-l (2'ar(n3_g)2 'Ar(n3_6)2
+{ﬂm 'Bm J _ﬂm B
—ol ol ol
+ Bm B, B,
B 0
+,Bm By,
' gy B |
{ —ol 0
—(2.a7 A"‘) + P Ex
m —ol
ﬂ Bm (2.a(37o')2.A(370)2
py By ~Fi By
\epm) gl ) (BB
—ol —o L. ol 50
+ ﬂal BU] +ﬂml.Bml _ﬂml‘Bml
AN A
l. —o
_ -psBgt) \wpl B
| ﬂ:l-]'B:l-]
[ —ol —ol (2'a1(n376)2‘A1(n376)2
_(2 ao_l Ao_l) +ﬂm .Bm
m m )t —ol —ol
[B. B 0
__, |5 B ~Bu B
= ﬂo-l Ba'l ﬂal Bgl . ﬂcrl Bcrl
— L. —o
+i By By + 8, "B, ﬂm Bo
N R
ﬂ:;l.B;:l +ﬂ E;l
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I ﬂcl Bo’l 2 i
o ol 3-0)2 3-0)2 m =t m 3-0)2 3-0)2
[8.aml.Am (a&2F (4€ >)Z]+ { o BUIJ (2.0 467)
:(2.05;1.14;1) m
2
ﬂr:—l'BZI
_[ —ol —ol '(2'a'("3_0)2'A'("3_6)2)
+5, -Bn
_ ol 4ol _(3-0)2 4(-0)2 ol pol , pol Kol
4da’ A a7 A BB+, .Bn
ol ol
ﬂm Bm ol ol 2
+ —ol —ol |° ol o1 —ol —ol o1 ol —ol —ol ﬂm ‘Bm
+p, B )|+ |\B, B +B, Bu|=\B, B, +B, .Bull __ __,
_ﬂm 'Bm

—ol

(B B
. _ﬂcrl Bo‘l ’

ol ol
Oy Ay

~—

b

—1.

ol 5ol
Bm B

—ol =ol |

+B,, -Bm

—ol —ol

| B By

ol ol |
_,Bm -Bm

ﬂGI‘BUl ﬂal.Bal 2 Ea’l Eol ﬂGI.BUI 2
+i. —ol —ol | —ol —ol + " .1 ! 1 * —ol —ol
-5, -Bn +/5, -Bu -pB2 B -5, -Bn |
a,gl.Agl)p.(a,gg—a)z)z.(A,gg—o-vﬂ
1 1 1 1
ﬁ]z 'BZ IBI/?’I- -BZ (3-0)2 ,(3-0)2
ol o1 1 —ol —o1 2.0y, Ap,
ol 5ol ol 5ol
:Bm -Bm ﬂm 'Bm (2 (3—0)2 A(3—0')2)
| =0l =ol || =0l =ol [ " m
+B,, -Bm +B,, -Bm
ol BO'l
5 4ol 4ot)||Pm B (-0)2 ,(3-0)2
e an M| an Ay
By -Bm
A AR A AR AN AR VAN
—0ol —ol —0ol —ol ) —0ol —ol
+B°" Bm B B ~pot B =57 Bm
—ol —ol
(2 ,;‘11.,4,;‘11) i Pm B .(2. ’(3—@)2_14’(3—0)2)
B Bay
A AR AR A R VAP AR AN 7
) —0ol =ol | —0ol —ol ) —ol —ol
—B7 Bm ||\ +8 Bm ~pot Bo )\ -7 Bm

m

—ol
(41. ‘aal.Aol‘a(3—a)2.A(3—a)2). B - |
m m m _ﬂa'l Bo‘l
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o'

BB
-5 B

_—(ﬁ,j‘ B+ B .EZIT. (407 .47

(47 (a2 Y (462Y ]

ol
m
—ol
m

m

2
] ‘(40501‘1401 g2 G2

(3-0)2 A(370‘)2

m

)

)|

*“m

_(4.a0'1 4o o2 'A(3—0)2)' (ﬂal B! +Eal EZI)Z
N (ﬂ,j‘.B,jl+ﬂZI.BZl)4—(ﬂj'.B;l+ﬁZl.le)z{

(3-0)2 'A’(:—a)z

m

—ol —ol
(4.05;”.14,(;1.05 )(’B"’ B

g By
+ { IEGI Eal

6.2 P (42" F a7 ¥ (a0

m

—ol —o ﬂrjl‘Br:I
‘B:;l—i—ﬂm]‘BmlT}—i— + —ol —ol
-5, -Bn

ol ol |, pol ol ( ol ol
-\B8. B+, .Bn )z 8a, .4, .a

[l

1 1
~F. B,

Jz .(/3;;1 B7' + B .BZ])Z+[

|

—ol

m

T

2

m *

(3-0)2 'A(3—0')2

—ol

ﬁm

1
-B

)2]+ {ﬂ,i‘ 'Bf'f

o
m

)

—ol

-BWI
Bal

m

Jz {ﬁal Bal 2
. —ol —ol
oy .BJ

1} Bagt a5t gl 40or

m

)

2 2
2(16.a;1.A;1.a,gz—an.A,gg—a>2).[agl.A,<;l.a,gs—a>z.A,gg—an_ﬂ,;;l [ }
4
B B 4 O'I.BO'I
+(ﬁgl.Bgl+ﬂ;1.B%1j - 'Bmo_l "io_l
~B°" Bm
. . 4 ﬂal BO'I 4
=(16.a;§1.A,;‘;1.a,(qf‘“)z.A,(j‘“)z).[A%]+(ﬁ,;jl.B,‘;I+ﬂ; .B,‘;j 4o
ol —ol
— B Bm
=(16.a,?;1.A,f11. ﬁf‘a)z.Aﬁf‘“)z).[A%J+ 16.(Re4 (ﬂgl.Bgl)Hm“ (ﬁgl.Bgl))

Donc le déterminant du Hessien est strictement positif.
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Calculons maintenant les déterminants principaux du Hessien :

Ona:
(2.05,;‘;1.14,‘;1) i.[ﬂi; i;] (ﬁgl. BS! 4+ 5! Bm)
- i.[ﬂ'ﬁ; f?‘{ﬂJ bafi-ol2 45-o%) ;
—By -Bm
(ﬂ,fﬂ”. B+ g% B%lj 0 (2.a,(3‘0)2./1,(3‘“)2)
(2 2 °! Aal)(2.a,(,‘;’_6)2.A,S§_6)2) 0 J
Oy, Ay 0 (2.0[’(5—0-)2.14’(3—0')2
(8B
R N 0
— B, -Bm (@21. 8! + 5° .lej (2.0[](13—0)2.1453—0)2

ol ol
(ﬂal' By + B 11_301), : f’%a’l'ggl (2.05,(3‘0)2.14’9—0)2
GRSy :
| 2
ot F | ) o
) ~ B -Bm

_( gl.Bal ﬁal 501)2,(2_0(,%_0)2-14;9_0)2)
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_ [g,a,gf—0>2.A,(g-aﬂ].{a,gl.Agl.a,ﬁf“’)?A,Sf‘“)z —‘ﬂgl‘z-‘Bﬁ{l‘z}

=[8.a,(3“’)2 .A,(?;”“’)z].A‘;?

Donc le premier déterminant principal du Hessien est strictement positif.

. | EG] EGl
L.ag! 42") VAR ARy B

_ﬂgl‘Bgl
RS (AN ARy AR A R el )
—ol —ol
i ﬂm Bm 0 (2.&’,(3_0)2./1,(3_0-)2
—,3,21.321
gt gkt A ) )
Um Ay 0 (2-0[’(72—0')2.1453—0')2
1 1 —ol ol
ol pol  pol ol
=~ B +ﬁ Bm j —ol ol
( m 2m m i B, -Bm (2.0[’(73—0)2.14’(3—0)2
1 1
-Bo" By
—ol ol m
. ﬁm 'Bm . .
+1. . ol —ol
m Pm .
L m Pm |
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[8.0{,?1 L 4ol .(a,(j‘ff)z)z .(A,(g‘f’)zﬂ

| {( ZI-BIZI_’_E;l‘Egl)z.(zag—ch-A’S;S—O')z):l

2
—ol —ol
4| Pm B .(2.a,§3‘0)2.A,S§‘0)2)
m Pm

2 2
S R ) PANAV RN R AT

o a-o2] g

Donc le deuxieme déterminant principal du Hessien est strictement positif.

(2.agl.A,;‘;1) 0 (ﬂgl.Bgl+ﬁ;1.B%1)
ol ol
.B
H33= 0 (26‘(,?,;114,?,;1) I. IBm m
> —ol —ol
~ B, Bm
1 ,ol
ol — Bo’ B _ _
(ﬂ21.321+ﬂ;1.3%1) p| oo (2.a,(3 0)2 4(3-0)2
—ol —ol
~ B, -Bm
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i (71 BUI ]
@ag?Agﬁ g0
—ol —=ol
ol ,ol _/Bm Bm
2.a, .4y,
p| oo 2.q370)2 4(3-0)2
—ol —=ol
~ B Bm
ol ol
0 @am.Am)
—ol —=ol 1 1
4{ g?Bgl+ﬂ;.BZj. ool —ol o1\ 8% By
m Bm +ﬁm Bm l.
—ol —=ol
] — B Bm
ol Bal 2
8.lag!f (451 ] a3-0)2 4B-0)2 42 401 4ot mon
~ ~ 7" Bm

2
—ol —ol
—{( 23321+ﬁ;.3%:)(2a23qu}

_[.ag! ag! ].{a,%l 4G a3 43002

=[8.a,;‘11.A,;‘11].A§1
Donc le troisiéme déterminant principal du Hessien est strictement positif.

D’ou le choix optimal tel que définit dans (2.4) vérifie réellement le

minimum de la quantité 7G| .dS Ce qui termine la
q Py ep) -0 q
7, =4

démonstration du théoréme 0O1.
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Théoréme 02 :

Si le noyau de I’opérateur intégral modifi¢ K, a savoir la traction de la
fonction de Green T,G, est définie par (2.2), alors la quantité (2.3) est

majorée si les coefficients des multipodles simples sont choisis comme suit :

ol
TFm >6D

2

m__ 2

m
ol
m

ol
or _  <IF,

(2.9)

L,(eD)
ou F7! =Re(F7")
Démonstration :

Nous avons :

Si on pose :
i

4ukK*

77'(0)= [rEe )+ ag'. 17 (0))

alors I’opérateur traction li€ a la fonction de Green modifiée 7,G, s’€crit

sous la forme :

Donc :
[1.6], o -ds. = [ [7,6.(P.0):T,G (a.P). ds, .ds,
r,=4 rp:AOD
+0 2 2 4o 2 2
=SS [1E (PVTF (P)ds, . [£7(a) 7. (q)-ds,
m=0 =1 I=1 n=0 v=1 k=l , —4 oD
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m=0 o=1 n=0 v=1 r,=4A oD
+ [T (P)TFY (P)ds, . [ 17'(a). 7, (a)-ds,
r,=4 oD

r,=4 oD
+ (1R (P).TF.( jff” )7 (q).ds,
r,=A4

en utilisant les relations des produits scalaires des fonctions {TF?'}2/=" sur

m=0:0

le cercle de rayon 4, on obtient :

160

+o0 2 —c
= > > |274E, (kr). jfn?l(Q)-fml(Q)'dsq
m=0c=1 oD
— 2w AF,, (kr,Kr). jf (g )-ds,g
(2.11)
— 27 AFp (kr,Kr). jfal e (9)-ds,

+ 20 AE, (Kr). [£72(q). 75 (g).ds,]
oD

Posons a=k.H,, (kr) . b:k.kﬂ.Hm(kr)

et c=K.H, (Kr) | d:K.Kﬂ.Hm(Kr)
r

On aura alors :
Enkr)=ld* +[p* . E,(Kr)=|c* +|d
et Fy, (kl",Kl"):Cl.g'FE.b

Ainsi (2.11) peut étre réécrit comme suit :
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m=00=1

+o0 2
TG, ds, =274 8% {qar ) 1),
r,= D

3-o

- (a.g + E.b).(— 1)°. J-fm”1 (Q)F; ? (g).ds,

=27 A. Jio i {”a.fnfl(q)(z ds, + Hb fngl(qu s,
m=00=1| § aD
- I(a- (g )-((_1)G-d-fn(13_a)2 (q)j.dsq
oD
_ J'(b f,,ol-l(q)).((—l)a c ’£Z3—o-)2 (q)) ds,
oD
g @ 17 a2 @) as,
oD
g @M e s () as,
oD

D’autre part, et d’apres I’'inégalité de Minkowski, nous avons :

fla-17 @)~ d 1572 (q) ? s,

oD

[ 1 P @23
ol 2 2 N\C (3-0)2 2 2

”a.fm (q)‘ sy + ﬂ( 1)° .d.f); (q)‘ dsg

oD oD

IN
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et .

[p i @-C17 s $72 () s,

oD

! P 214
ol 2 2 1\C (3-0)2 2 2
”b.fm (q)‘ sy + ﬂ( )% .c.fo (q)‘ sy
oD oD

IN

D’ou:

[ 1561, -5

2
1 2 % (3-0)2 2 %
=224 3 Y |l [ @) 2 sy b+l [ A8 (a)| 2 s,
m=0 o=1
1 Ik
S ol |2 (3-0)2 (|2 2
+27m A Z Z |b| ”fm (q)‘ dsg +|c| ”fm (q)‘ dsgy
m=0 o=1 oD

33



Chapitre 2 Etude du cas général

0 2 ) )
2724.Y Y {|a| |7 @) sy +al - J] A5 (a)| 2 s,
oD oD

m=0 o=1

2 2

+ 2.|a|.|d|.[”f’gl(q)‘?dqu [”frggah(q)‘?dsqj
oD oD

+ |b|2. ”fnfl (q)‘ z.dsq +|c|2. an(f_o-)z (q)‘ 2.dsq
oD oD

2

1
+ 2|b||c|(aﬂ ot (q)‘ 2,dsq}2 [a” fn(13—0')2 (q)‘ 2.dqu
D D

:27zA.mi;O él [( 7+ |b|2),agfng{1(q)‘2_dsq +(|d|2+ |c|2],agfn(13—a)2 (q)‘Z,dsq

2

+ 2.Qa|.|d|+|b|.|c|),[ ”f,,?l(q)‘z-dsm ”fn(13_0-)2 (q)‘z_dsq}
oD oD
D’autre part, le terme H ro! (q)‘ 2.dsq peut tre réarrangé comme suit :
oD

.” fmo-[ (q)‘ 2'dsq = .” Tﬁmal (Q) + a:;l * TF”‘:-I (Q)‘ 2'd‘Sq

oD oD

= (i (q)+ ag' - TS M rEr (0)+ a8 - TFE (0) a,
oD

= [[rE@)18 () + @ TES (q). TF 2 ()
oD

vag! TES ) TES (g) + o[ TR g). TF2 (g s,

Aol 2

" L, (aD)

—ol Nol / I l ol
+an <TF] TF]' >, oy +ay <TFE] TEI'>, o

2

2
n \a;’\ .HTF,;,’ !

L,(eD)
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o R el [ Ll w TE > o) | ot <TETTE >
P L AT R e e 2 o e
"™ L, (oD) L, (aD)
2 2
o p ol ol
s Y ool N P T > | TR TR >
L,(eD) UGN HT ol HTFGI 4
m |1, (o) "L, (ap)
~ , 2 2
g g ol ol
_ HTFA'O'I 2 B ‘< TFm ’TFm >L2(0D)‘ HTFO.I 2 ' ol <TFm ’TFm >L2(0D)
", (aD) ol " L, (eD) " ‘ ol|?
™z, (ep) " L, (ep)
De ce fait, il est clair que la quantité (2.3) suivante :
.[Hp ., o) - ds, , V' Azmaxr, , gedD

<TE?' TF°' >
e |

L, (D)

L, (eD)

sera majorée si la valeur |a?' + est plus petite que

possible, c'est-a-dire égale a zéro, donc nous aurons :

<TE°' TF° >, (o)

2

ol

a =
" ol
m

L,(oD)
Ce qui termine la démonstration du théoréme 2.

Dans ce qui suit nous allons démontrer que le choix optimal que nous
avons trouveé dans (2.9), satisfait la condition large (1.24) qui nous garantit
I’unicité de la solution de I’équation intégrale associée au probléme donné.
Cette condition rappelons-le s’exprime dans le cas des coefficients des

multipdles simples(b,,=0), sous la forme :

ou bien ‘2 a%l +1‘ <1

1
2

Lemme 01 :
Si les coefficients des multipoles simples «2’sont choisit comme

dans le théoréme 02, alors la condition large (1.24) est satisfaite.
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Démonstration :
Nous avons :
<TF° TF°'>
2,07 +1]=|-2 2 T 4
" HTFO'I 2
™ L, (ep)
<TFJ TF' >, (o) =2.<TEJ TFS >, )
N ol 2
HTF’" ‘LZ (eD)
—<TF0 TFS >, o) <TFW TES >, o)
- TFO'[ 2 - TFJI 2
H ™ L, (aD) H ™ L, (D)
Posons : TF? =u+i.v
doncona:
<u,u> - <v,v> —2.0.<u,v>

< 1/[,1/[>L2 (aD) +< V,V>L2 (aD)
1

2
[{< M,M>L2(8D) - <V’V>L2(8D)} +4.<u,V>L2(aD) .<u,V>L2(aD) ]2

< u,u>L2 (aD) +< V,V>L2 (aD)

1

2 2
[{< M,M>L2 (8D) + <V,V>L2 (aD)} +4. {<u,v>L2 (6D) —<u,u>L2 (aD) . <V,V>L2 (aD)}]Z

< u,u>L2 (6D) +< V,V>L2 (aD)

Pour que cette derniére quantité soit strictement inférieure a 1, il suffit
d’avoir :
2
<u,v>y (eD) —<u,u>p, (D) - <VsV>L, (D) <0

mais de I’inégalité de Schwartz nous avons :

2
< I/t,V>L2 (6D)S < u,u>L2 (GD) . < V,V>L2 (GD)

2
_ <
S <ULV (ap)TSUU> Ly (0D) - V2V L, (aD) S 0
et comme 1’inégalité de Schwartz est stricte si les deux fonctions uet v

sont linéairement indépendantes, alors, pour terminer notre démonstration
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il faut montrer que les deux fonctions uet v sont linéairement
indépendantes, sachant que :
u=Re(TF)=TF? et v=1Im(TF)
pour cela, on va ¢€tudier a titre indicatif, le cas ou /=1 :
nous avons :
u=V (Jm (kr).E, (9)) et v=V (Ym (kr).E, (9))

-

=k g ) ES ©) 7+ 0, (k)17 .EC=) (0) g

ok ) ES (0). ) ™y (12879 (0). 4

u et v seront linéairement indépendantes si et seulement si :

Cdl kS (o) I )BT (6)
kY (kr).Eqy (6) " Y (kr)(-1)° EB9) (9)

Autrement dit, u et v seront linéairement indépendantes si et seulement si :

o (er) L I (k7)
Y, (kr) v, (kr)

Calculons pour cela : J,ﬁq (kr).Y,, (kr)—J,, (kr) .Yn/,l (kr)=2

nous avons : J,éq (X):—Jm+1(X)+%.Jm (X)
T (X) = = Y,y () + 2.1, ()

d’ou:
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J,/n (k7). Y, (kr) = J, (kr) .Y,,/1 (kr)

_ {_ I (k) +%.Jm (kr)}.Ym (kr)-J,, (kr){— Y, (kr) +%.Ym (kr)}

kr). Y, (kr)+%.]m (kr).Y,, (kr)

=T Jm+1(

+J (kr). Ym+1 (kr) _kﬂ I (kr). Y, (kr)

—[Jm+1 (kr). Y, (kr)—=J,, (kr). Y i (kr)]

En utilisant le Wronskien des foncions de Bessel et de Hankel [1], on

obtient :
T () Yo (k7) = Ty (k) Y () == —2
w.kr
donc :
2
J,é,, (kr).Y, (kr) - J, (kr).Yn/,l (kr) = - %= 0
w.kr
d’ou u et v sont linéairement indépendantes
T , 2
c'est-a-dire que : <UV>T (o) TS HU> L, (6D) - <VSVLy (aD) < 0
d’ou : ‘2.a;’ +1 <1

Ce qui termine la démonstration du lemme 01.

Notons ici, que le choix des coefficients des multipdles simples
trouvé dans le théoréme 02, ne minimise pas réellement la quantité (2.3).
Toutefois, ce choix conduit a la majoration de cette dernicre quantité, et de
plus il vérifie la condition large (1.24) qui garantit 1’¢limination des
fréquences irrégulicres, ce qui permet de récupérer 1’unicité de la solution

de I’équation intégrale modifiée représentant notre probléme aux limites.
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IT — Optimisation des coefficients des multipoles simples et croisés :

Théoréeme 3 :

Si le noyau de I’opérateur intégral modifié¢ K|, a savoir la traction de

la fonction de Green 7,G, est définie comme suit :

T,G,(P,0)=T,G,(P.0)+

ay' . TF; (P)® TF,'(0)
+ (17" b, . TF?'(P)® TFC(0)

alors la quantit¢ (2.3) est minimisée si les coefficients des multipoles

simples et croisés sont choisis comme suit :

(35! ) bt o (72 g - (00 vt - 60) [,

ol
A%
o vt b b Move o s oo - e
1 p, = (2.15)
A%/

avece .

af =|tEg . B =<TELTES DS (2.16)
4’ = . By =<TEI LTRSS (2.17)
mg = lug, Bl el WD) (4o ) (2.18)
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g, ol )it e
TR el LSNP ) e

R ) il ) ) G

—o! - (3-0)(3- o o o
g:r)z-l:_< ﬂm ]Frr(z3 )(3 l)+aml']le’]le>6D (222)
ho'=—< g7 TG Lot ol qpGelt) S (2.23)
2
AT o =AT AR —‘Bgl‘ (2.24)
o ol
8 =aglall ‘p’ ‘ (2.25)

et A%/ est définit en fonction de A.op et A7, dans la demonstration du

théoréme.
Démonstration :

La démonstration se fait en deux étapes. Dans la premiere étape on

/

considere la quantité (2.3) comme étant une fonction des variables ! et

b, , et apres calcul et annulation du gradient on obtient I’expression du
choix optimal des coefficients des multipdles simples et croisés. La
deuxiéme étape est consacrée a la suffisance en calculant la matrice
Hessienne ainsi que ses déterminants principaux.

Etape 1 :
Ona:
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G, (P.0)=T7,G,(P.Q) +
ay' . TF,'(P)® TF,'(0)
+ (1) b, T (P)® TF, ()

si3f

4,UK2 m=0 o=1 I=1

F”’(P) ® TE'(Q) +as' . TF?'(P) ®TF' (0)
17" b, . TF' (P) ® TF*(Q)
Si on pose :
£210) = |rES(0) + af' . TES'(0)+ (-1 b, . TFE00(0)|

Donc la traction de la fonction de Green modifiée T,G, s’écrit sous la

forme :
n6(ro)= 3 3 Yrrr(P)e £7(0) |
Alors, on a
IAHT,,GI 1@) AP rjAaLTpGl (P.q):T,G (q.P).dS, .dS,

i [7r2 (P).TF. (P).as, . [ £ (g). 7. (q).ds,

+ [1F22(P)TF, (P).dS, . [ 22 (q)- 7. (q).ds,

r,=4

+ [1F72(P).TF (P).dS, . [£7*(q).7. (q)-ds,
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CTETE 5, [ 10 T, (s,
!
+<TF]LTE? >, [ £7(g). ) (q).ds,
+<TFTF" > jf‘” 7 (g).ds,
+ <TF?* TF"* > jf,,;” 1 (q).ds,

o,l=1:2
m=0:0

En utilisant les relations des produits scalaires des fonctions {777} sur

le cercle de rayon A4 [34], on obtient :

. J;AHTPG‘ Hiz(aD) ) dSP

: j £7a)- 17 (q).ds,

+oo 2
=33 |l
m || 4

m=00=1

+<TE°',TF°* > jf‘“ _3"’)2(q).ds
+ <TF°* TF°' > jf 2 (q).dS
+ HTFm‘” j 1) 77 ( .dSq]

B 2
ol ol ol
HTP; HA“<j; 7]# >6D
1 2 1 3-0)2
+<TF7 ,TF?" >, .< f° ,f,,ﬁ o) >0
o2 ol (3-0)2 jpol
+<TF ", TF. > ,.< f. 17 >0

+ HTFm"ZH:.< ff“’)z,ff"’)z >

En utilisant : £7'( [TF‘” a’' . TF'(Q)+ (1), b,,,-TF,,(,3_")(3‘”(Q)J

Calculons les expressions suivantes :
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<fmo-1 7fmo-1 >6D
= <TE?" + a2 TF' —(=1)b, TF? [ TE 44" TF' —(<1)b, TF? >,

= HTﬁnjl 2 +EZ' < Tﬁmal JTET > _(_ l)agm < Tﬁvmal , TFf“’)z >

oD

1 1 ol p ol 1|2 1 1 3-0)2
vay <TE] L TED' > +altan TR -1V a] ba<TET TR >,

_(_ l)a bm < TF”(f—a)z ’ Tﬁv’;—l > _(_ l)o' b,,, 5;1 < TF”(lya)z ’ TF”clrl > +bm Em HTF”(1370)2H2

oD

<fmcrl ,f’r(lsfa)z >
= <TF°" +a?'. TFS' —(=1)"b, TFC1? T EE? 4 g2 o2 _(_1)yp TR >
—<TE TR s qv P eppet RG2S (C1Yh, <TES L TF' s,

—(3-0)2

+a’' <TF°' | TF®2s 44 4, <TF° ,TF,,§3*“>2>BD—(—1)" “lp HTF‘””

(L1 b, <TFE22 | TECe2s (L1 g HTF R v, b <TES? TR,

= < TECP 4 g0 ppl=e2 (L) p TS [ TET + a2 TFS' —(-1)b, TF? >

R TR s yan <TECO? TFT's (<1 bw < TE? TF(3—0)2 N

oD
2

A

TFCo2 | TET' > van aC < TFEO0R TR s (=1 a0 2 b [7E0|

m oD

—(=1)b, <TF | TF7'>. —~(-1)b, an

me““a +b bu<TF?' T2

m

<S>,
=< TF32 4 g2 TFC2 (1) TFS'  TES? 4 g TFC2 _(<1)p TF?' >

bl < TEER TRSR s (1Y B < TESTR TR 5,

LaboR Rt GRG0 “TF,,EH)2

—(=1)b, <TF?" | TESP > —(=1Fb, an <TF" ,TF*P>_ +b b, TFm‘“HZD

Donc nous aurons :

(/ ’ ]7
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HTFJIH <fF s i
_ Zwi +<TF’' TF“2> < for [l
movoml |+ <TEP*TF' > < f,,f N gt
n HTFmJZHj‘<fng3_o—)2’fn£3_a)2 >
ZD tay <TE [ TF"'>, —(-1)b,<TF" | TFC"12>
“TFol“z +al' <TF' | TET'>_ +a?! EZ'.HTF,;’quD—(—l)"a“bm<TF,;” TR s
b, <TEER TR s (1Y b an <TFS2 TR
40, bu [TFL2]
oD
<TFS' | TEC?s 4 ES{)Z <TF°' [ TFG?s
—~(=1)b, <TE?" [ TF'>, +a?' <TF°' | TEG2s
L <TF TR s gt g eppet  TEGR s (C1Ya'h HTF"'H
( ) Frr(137o-)2 » T Ir(l370-)2 >op _(_ l)ab HTF ;e “aD
&2 +b,, b <TF3”)2 TF?' >
— Zz s m oD
m=0o=l <TEG-0? Rl LGt G2 ppety
m H m oD m m H m oD
—(=1)7 b, <TEC? [ TEE2 5 -y 002 ppG-o) Tﬁ‘” >0
F<TEF R TR >, van al "2 <TFS TES >, (=11 al 2 b [TFS 7|
—(=1)b, <TF" | TE'>_ —(=1)"b, an TF‘““
+b, bu<TF?' T3>
HTﬁf"’)Z ZD ray P <rpber  qpGer, —(— 1) bu <TES?  TF'>_
I Y N e
B —(-1)a¥% b, <TF*?  TFT's | —(-1)7b, <TF’' | TES?>
(10 b, an P <TET TES s b b, 77|

Utilisons les notations (2.5) a (2.8), nous aurons :

I HTPGI 2
r,=4

L) P
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|77 ZD tam <TE? [ TE">_ —(-1Fb,<TE" | TF2 5

A —ol
ol |+al' <TFS' | TF'>. +a% .an . A7 —(=1)"aS' b, B

m

—(1)b, <TFE2 TR s (<1Fb aw B
+b, b, AP

<TES [ TECR sy P opper  qpteers

~(=1)bn <TES" [ TF’'>,, +al' <TF?' | TEC2s
LB att an T BT (C1) 0 by A7
(

—(1)b, <TFER TR s (<1 b, an 40"

m m m m
- ol
+o0 2 +bm bm Bm
B Z_OZ_“] A (3-0)2 Aol —ol A (3-0)2 ol
m=00= <TF, ,TF,) >+ am <TF, , T >

~(=1)by <TEF?  TEE2 s +a<3*">2.< TFC? | TE's

+B0 | +an b By (-1 a* b, 450
—(=1)°b, <TF" | TET' >, —(- )b an A°
+b, bn B

2 —(3-o ~ — ~
ray P <TEGo? RGeS (L1)Yh, <TEEO? TR

oD

iz

o | +al R TR TEE s R Gl e

—(-17a> b, Bn —(-1)b, <TF" | TF,,?’“)Z >
—(c1)b, an B b, b A

De ce fait, minimiser la quantité (2.3) devient un probléme de minimisation
standard, dont la condition nécessaire pour 1’existence d’'un minimum est
I’annulation du gradient.

Donc, si on dérive par rapport aux coefficients a,; , am et b, on

obtient le systéme d’équations suivant :
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afjl.(< e TF >, +al'. 47" —(-1)" b, Ei’,,l)
B < me s v al o B (1) b, 4T)=0

ﬂ;l '(< ]ﬁr:l , ]F(3—0')2 >0 +ao‘1' Bo‘l _(_ l)a bm Ar(j_a)z)

m

T /A T LG U L ) L el I

m

N A A

+ ! .(—(—1)"<7ﬁf’1 F > —(-1) a? A‘”+b B )
+B7 ( (1)< EE? | qEGe2 s (21)7 a2 A2y B‘”)

m

m

+a(m_a) '(_(_1)0'<7F”(‘3—0')2 ’ Ychrl _( 1)0'a30' ' Bm +b, A,ﬂ) 0

ou sous la forme suivante :

ol 4o1) ol  [B°Y B  (3-0)2 o o1 0! o1 ol
(@' 45")as +(,0m . B )a —(1) e By 42 B b,
_ ol Aol sl 5! A (3-0)2 ol

=—-a, <IF’ , IF’ >, - p, <IF, LIF? > )

_ ol fol | pol p(G-o)2 ol sl

=—<a, . IF, +p, .IF, JIF? > =gy

(ﬁmal.B’jl)‘azl +(a(3—0')2 . A,(j_a)z ).a(3—0')2 _(_ l)o (a(3 5)2 B’cnrl e ﬁo‘l)

m m

_ ,B,jl-< H;‘\’:l , ]F(3—0')2 > - a(3—o‘)2 < ]ﬁv(}—a)Z , ]F”(l3—a)2 >

m

C < BOTE 40N Rl bR Oeon

_(_1) ( ol Bo‘l +ﬂal Ao‘l) ol _(_ 1)0 (AS_J)Z E;1.+ar(n3—a)2 E;l)'as’f—a)z
gt 42 2 g B 4 B B ol A‘”)b
1) (a0'1<7ﬁv0'1 ’ ]F(3—0')2>6D+ﬂ¢71 <]F0'1 ]FO'I

m m

ﬁ <]F3 ‘7) ]F”(l3_°-)2 >6D+ar(n_o-) <7Fn(1 _J) ’ ]Fn?-1>6D}

=(=1)7 (ng + A1)

avee .
g% =< B PG ol gpel qEels
]’l’:l =< ﬂ ]F(3 o)(3-1) a’:;'l. ]ﬁ‘;’l , ]F(3fa')(3fl) >3D

m

46

=(-1)7 (a,jl.< al 7F;‘+,Bm TR RGOy < OV 4 00)? E 02 g >6D)



Chapitre 2 Etude du cas général

Ce dernier systeme admet le déterminant suivant :

ag'. 47 5 B g B a7
Ao‘/ — ﬂo‘l‘Bo'l a(3—o’)2 . 14’('13—0')2 _(_ 1)0' (a(3—cr)2 Bcrl + (3-0)2 ﬂo‘l)

m

ol 1 (3-0)2

a’ B A ol —o

—(=1)7| T (=17 & (aZl A0 4 gt BT L BT Bt g g A;")
+B7 A%

Nous avons :
A ) R B A )
e )[R P ) e g ek )
+ol? Bo
IR YA (1) (@ B A )
) ] e B )
i p'. By o, A4

ey b B a8 ym ) (£

B 4T ol B
Apres de longs calculs, on obtient :
A7l = [(a;jl. Ay +a<,f;o>2.AZI)}'(AUI_A@_@Z_|Bal|2)_(am‘a<s—a>z _|ﬁal|2)
"=l B + B B o ! T !
Ce dernier déterminant est non nul, car d’apres 1’inégalité de Schwartz et

I’indépendance linéaire des fonctions {TFm‘” };;’;{f , Nous avons :

(gt A2 2652 4o ) (B2 B + B B )

2 2 2
_|lpet 3-0)2 ol (3-0) 2
= b+ e

3-0)2 ol al 3-0)2
—<an E >, <F) ,an >, >0

2 -0 -0 o
m<ETLES s < FYOR RS,
Et
2
(AZI.A$’6)2—|B,‘,§‘| j

2 2
al (3-0) 2 ol 3-0)2 3-0)2 al
m |6D ||F’" ||aD -< F’" ’an >op < an ’Fm > > 0
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[a,ﬂl.a(,f[”)z—mflm

2 _ 2 _ _
=|E | E R < E S s < FY R R > > 0

Et par conséquent, les solutions de ce dernier systéme, seront données par :

o 5B 1y g B a7
gfj—a)z 0!,(,13_0)2 ' /4,(,,3_0)2 _(_ l)a (a,(j_a)z B;:l 4 f3on ﬂ;l)

3-0)2 ol _ .

Sl eieer) —r| R P | g g BB B e a2)
. +d>? By,

a, = Ao‘/

Aprées de longs calculs, ainsi que 1’utilisation des notations énoncés ci-dessus, on

obtient :

ol m,1

m ol
AWl

ol By Mo+ Mo, —AC? NoL — gl N

D’autre part, nous avons :

g 4 e g B a7 5)
5 By & AR AR Y
o | O A ) P R) ot A BB B e a7
T X,
Apres de longs calculs, ainsi que 1’utilisation des notations énoncés ci-dessus, on
obtient :
(ool 73(;_0)2 .Mﬁf)z +ﬁ(;_0)2 .M(jjz")z -4 .N(,f;jl")z -a’ .N(,f;jz" 2
am - AO‘/
D’autre part, nous avons :
6Zo‘l Ao‘l EJI EJI go‘l
B! ﬂol a(sfa)z ) 4’370)2 g(zfa)z

(s o o o (o} 4"370—)2 E;l el —o
ol ea ) | Pt
b, = j_ m " Apreés de

A,

longs calculs, ainsi que 1’utilisation des notations énoncés ci-dessus, on obtient :
1 1 1 1 1 1 1 1
o B(:n ‘Nlrjn,l +ﬂ; ‘Nlrj-n,2 _A[:n -M(fn,] _atrjn 'M(:-n,Z
ol
Am
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Etape 2 :
Nous allons démontrer dans ce qui suit que le choix des coefficients
des multipoles simples et croisés tel que défini dans (2.15) vérifie

réellement le minimum de la quantité :

j “TpGl“jz(aD) .dSp s Y A > max v, qeoD
-4

: * .dS_ est une fonction
L,(eD) r

des variables x,?;l, y,%-’l, x,(;“’)’z, y,(,;_a)’z, x, et y  pour
m=0:0, 0,[=1:2,
ou:

o eg

b,=x,+i.y,

.dS  peut étre réécrite comme suit :
L, (D) P

ds

L, (D) P

Il
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“TF‘“ (et =iy )< TES | TES S —(<1) (x, =iy, )< TES" | TFOoP >

o |+ (gt iy )< TES LTRSS +((x,‘;’1)2+.( ,‘:")Z)A;jl

—(—I)CT(JCZ’1 +i.y,‘;‘l)(xm —i.ym)BZl—(—l)o (x +i. ym)< TF(H’)2 , TE' >
Pl g i B+, (5, ) A

<TES' |, TECoP s (x002j yol2) cppet 7 plors

—(—1)"(x —iy, )<TET | TFT > +(x3 +i.y0! )< TFS | TEEP >

+ B g iy ). (62 iy ) B!

(1Y (o 92 N, =13, ) A (1) (x,, +i.3, )< TEC? | TEE2 >
-(- 1)g(x(3 2 y,(,f ’ 2)(xm Jrz'.ym)A,(,f’”)2 +((xm)2 +( m)z)E‘Zf

= ii < TFA;EL‘T) , TszTl >+(x:;,1 _i'yrz:,l)< TFW(13—¢7)2 ,Tﬁ;l S
m=00=1 —(_ 1)" (xm _i.ym) < Tﬁ'(3-a)2 ’ TF(f_”)z > (xfns-a) 2 +l.'y£”3_g)’2)'< Tls'f‘”)z ,TF;;" g

+B, +(x£f‘”)’2+i-y53‘””2)-( ,‘:1 ~i.y;") By

_pm@umgmﬁmwgu@j4mﬂml

2+(x,(,13"’)’2 . yUo)2 )<TF<3 o2 TR
(

—(=1Y (x, =iy, )< TES? | TFS' > + (x50 41 y0002) < TP | TGRS
Tl R D R W

—(— 1) ( f,f o)2 +i.y,(j"’)‘2)(xm —i.ym)EZI—(— 1)” (xm +i.y, )< TF,:'1 , Tﬁ”(l3"’)’2>
L2 i 2 (e, 473, )BT (5, F o+ (0, f) 4

I1 est clair que le choix optimal des coefficients des multipoles simples et

croisés tel que définit dans (2.15), rend le gradient de cette dernicre

fonction j HTpGlui ) .dS, nul.

i
De plus, notre choix optimal vérifiera le minimum si le Hessien est une
matrice semi défini positive, mais comme le Hessien est une matrice
symétrique, alors il suffit que les déterminants principaux soient
strictement positifs.

Pour cela, calculons le gradient de (2.3) par rapport aux nouveaux variables

(3 )2 (3-0).2

) ym ) , y,(n , x, et y ,on obtient :
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o
Am

| [l o, || 2

o

ol
m o

(=17 (v, —1.3,)BS = (1) (x,, +i.,,)B"
w g (<TET | RGO o (2 e )B‘” 1Y (x, —i.3, )47
+5 (< TECP TR > + (0002 11 y002) B — (< 1) (x,, +i. ym)A‘”)

m

{<Tﬁm‘” , TF?'> +<TF?' [ TF'> +2 x“Af”J

A’ =

m

N (z’.<TFm‘” , TF®'> +i.< TF"' TF"1>+2ym A%
am

=i, =i.9,)B7 (1 (5, +1.3,)

+ﬂ;’1.(+i.<TF”1 TF3” > +1 (x,(n lym ) B"1 (- 1) zym)Af;l)
+E;l.(—i.<Tﬁrs3 N TF > (xm3 B 7).2 ) ( )Uz(xmﬂ ym)A:Z1

B (< TES |, TFS2 > +(x0+iyg )BS —(=1) (x,, +i.y, )45 )
+4, (< TFG)k2 TEo! >+(xf;1—i.y;1). EZI—(—l) (xm—l-y,,,)A,ﬂf a),z)
(<TF( )2 TRy 4 TEBe)2  fOe)2y o x(3(7),2A(3o-))2j

a(a—a),z
—(—I)U(xm —i.ym)E:ql —(=1y (xm +i.ym)BZ1

m

pri<TEy | TR s <ilx iy )BD (1Y i, 413, )40 )
+ﬁ;1 (l < TF”([3—0)>2 , Tﬁvmal > +l( —1. y ) Bm _(_l)O'l-(xm _l.-ym)A,(,?_a)J)

o) { —i<TEFoI2  TRG02s o TR0 7 flo)2y 4o y60)2 4l j
o)

—(-1y (x —i. ym)EZI (—1)‘71'()cm+i.ym)Bn‘:1
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o [ E TR 1y e i) B

"1y <TRE TF"‘ (1 (o' —iy2"). B +2x, A0

g | TCWSTED L TED> (
B O o

_ [-(_1)0 Tt | e

1) (2! +i. y,;jl) A7

(- 1)0( zym o)2 ) A,(n3’“)’2+2xm EZI}

L3 > (1) (2 i ). AS“)’ZJ
"1y <TES TF;1 (—1)"(;‘+zy )A‘“+2x B!

+a<s—a>,z‘[—(—1)"<TFf”) TR > ~(-1 (57 40y 72). B J

e <TES | TR (<) (kB2 —i.yfn 2)B7 +2x, A7

iy <TES TEE s (- )“(x +iy?) B
al'.
_i(_l)g<TFrr(l3 )2 TFO-1> l O' x ol l.y,,, ) Bn1l+2ym A'(:_O-)"z

g i1 <TES | TFS' > +i(- "( Lhiyg). 47
" LAy <IRS| TR sy (6 ), s, B

m

m

L5 ( +i(-1) <TECD2 R s (1) (O 4 )2, A(a—a),zj

" i1 < TES  TES s—i(-1) (x3' —i.y7"). 47 42y, BT
L e [ L) < TES2 | TES > +i(=1) (x50 4i.y002) By,
" <TES | TES s i(—1) (xB2 i y ) B vy AT

Si on dérive une deuxiéme fois, et on calculant le déterminant de la

hessienne, ainsi que ses déterminants principaux, on obtient :

! -[ HT G Ly(op) dSp} =V Vi Vol Vil Vs Vs
ou:
207" 47!
0
o—lBo—l+ﬂalB:11]
Vgl = —ol—ol ol mol
" ,8 Bm 'Bm Bm
— (=17 [a;j‘ BS'+al By + B AT + B A ]
i(~1) |ag' BS —as B + 5 AT~ B A
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0
207" 47
Ap; By~ F,, B

" FLB
) il B e B a7
1Y g By g B B AT B A
ol pol |, pol 3ol
m Bm +IBm Bm
'BO'IBO'I_EGIEUI
2a(3—0'),2 A(3—a),2
Vma3 = " "
0
(_ 1)0' [ar(’?—a),z B;l+ar(j_g)’2 EZI +,B:nﬂ Ar(ns—o),z +IE;1 A,(j_a)’z ]
_l(— 1)0' [a(30'),2 B,Zl _a’(r?—o-),z E;1+ﬂ’:1 A’S,O_),z —EZI A(3’O_)’2 ]

m m

ilg" B - po B!
p: B+, B
0
2a(3—a) 2 A(3—a) 2

(_l)ol.[a@a),zBm (3 0).2 Bm +ﬂ0‘1A30' ﬂ A3o‘ ]
_(_l)a[a(3a)2Bol+a(3o)2B +,301A3G ,8 ASo‘ ]

_( 1)0’[ o‘lBO'l_,r_aO'le +ﬂ01Acl+ﬂ Ao—l
_(_1) i acrchrl acrle +ﬁo—1Ao—1 —ol
yo |~ e B ey 2B + g 40 +ﬂ

(_1) i 0!(3 o‘)ZBGI 0!3 a)zBm +ﬂ01A30' —ﬂ A(3_g),

1 4(- 1% 59 5ol 3-6),2 4ol
2&; Am o- +ﬂ;: Bm +ﬁm Br: +ar(n O-) Ar: ]ﬂ
0

w

O’

m5
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(<1)ilas B —al By + B 47 - B 47
(=1 | BT +a% By + B A% + B A°
o | - B g B Ao g
Tyl Bl B g A A
0
ol 4(3-0).2 o1 R | ol 61 (3-0).2 4ol
2a; A +pB7 B +f, B, +a, A7

m

Apres de longs calculs, on obtient ;

H! j HTPG1
ro=A

p

o
Vmﬁ

m5

2 o o o o o
LZ(OD) N dSp :l :‘le VmZ Vm3 Vm4 V

—(16.a". 47" a7 457 a7 |+ 16.(Re* (87" B )+ Im* (82" BS')

m m

Le premier déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale a :

HH[ [ 6
r,=A

_ (3-0)2 A(zfa)z A%/
(8.a A )[ m]

2

).dS,,] =|\us UL, UL UL Ui U

L, (oD

¢
ou
20°" A%
i[ﬂ;;l B -5 By
s, = B, B +p B!
Crrileg B el B g B A ]
Y B e B g a4 B a7

ilpe 8757 5|
20[’(”3—0),2 A(s—a),z

m

u’, = 0
(— 1)0 [0{,(,13_0),2 B;l +ar(;,3_0)’2 1—3;1 +ﬂ,:l Ar(j_g),z +IZ);1 AS_")’Z
—i(=1) |2 g )2 Bl gt )2 pT 6.2
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1 1 —ol—ol
B, B, +B, Bu

|
[\®)
R
w
9,
:’i
W
2
I\)

UO'

m3 m m

(_1) i 05(3 G)Zle o o‘)ZB +,6"71A3 o) ﬁ61A3_")’2
_(_1) a’(n.’)fcr),z B;fl .

_(_1)0[ o‘lBal ao‘lE;1+ﬂo‘1 Ao‘l Ecl Aal] ]
_(_1) [a(3a)2B0'1+a(30')ZB +ﬂ01A3a ﬂ A3o‘)
UZ4: (—l)ai[( 0),2 Bo‘l (30)2Bm +ﬂ51A3U ﬂ A3o‘
2last 46224 g7 B + BT BT + P 0)2 AZIT

0

—(-1F [a;;l B +a“§‘§f + B A +E‘” A‘“]
_(_1)0' a(3—a) ZBal (3 a), 2B +ﬂ01A3 o) ﬂ A(3 o)
U:Zs - (—l) l[ (3-0),2 Bal+a(3 a)zBm +ﬂ51A3 o) +ﬂ A3 0).2

0
20ag! 4024 B2 By 4 B B 4 o) A‘”]

Le deuxieme déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale a :

A R R
=4

ou
ol 4ol
2, A7
—ocl —ol
ZlBrjl—i_ﬂm Bm
N =0l —0cl ol ol
SZIZ lﬁm Bm _ﬁm Bm
o| ol pol o1 0! ol 4ol , %1 o1
. | ol pol 1 5! 1 401 p°l ol
i(-1) [052 B —a, Bu + B, A, B, A,
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n

Chapitre 2
[ﬂ‘”B‘”+,B By
2a(3 O') A(3 O‘) 2
S’ = 0
(_ 1)6 [0[(3—0),2 Bal+a(3—a),2§al+ﬁal A(3—a),2+IEUIA(3—a),2
—i(—l) [aS o), 2Ba1 (3 o), 2B +ﬂ01A3 o) ﬂm Am3 0),2
Iﬁ Bm _ O'l Bo’l
0
So‘3 _ 2a(3—o‘),2 A(3—c),2
(il B2l B A A
E‘”A 3-0),2

—(=1) a2 B 4 a0 By ot A2y

_(_1) ¢ ZBO'1+a(30')ZB +IBJIA3J +ﬂ A3a)
SZ4 — (—l)gl [a,(n ZBcl (3 a)zBm +ﬂ01A30 ﬂ A3a
2|ag! 40 +ﬂ;lem +B. B + ol A,‘ZIT
0

_( l)a [aalBal+a01§;1+ﬂ,:1Aal_i_ﬁf’lAal]
(3-0),
3-0),

_ _1)01- I:aZ'IBO'I CZO-IEO-I-I—ﬂUIAUI EGIAO-I]
_(_ I)Gl' a(3 0),2 Bcl_a(3 o), zB +ﬂ61A3 o) ﬂ A(3 c
S,Zsz —(—1)0[0!,50)23014-05,(50)23 +,6’61A30 +,B A3a)
0
2[(1;;1/1 B By + B BT+ ) A‘”]

Le troisieme déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale a :

) 1l

Tp

o
Tmé

m3 m5

o o o‘ o o
‘ Tml Tm2 ]1/714 T

L,(oD) dSi’ }

(8.0 a7 ;]

ou
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205,‘;1 A,‘Zl
0
—ocl—0cl
I 5B - ]
CCry g BT e B g A v B a7
JCIP s BT e B4 g ag B A

0
200" A%
7, - 5 B e
—ol —ol
—(—l)ai[arleZl—a,‘:le +p5 AT -, Ar‘:l]
vl B v B g ag B A

iB, Br ;' B
B, B +p; B!
T° — 20{(375),2 A(3—o‘),2

m3 m m

(_ l)al' o 30)2 BZl—a(3_a)’2 E;l‘Fﬂ;lA3_0)’2—E:1A(3_U)’2

m

_(_ 1)0' o 3-0)2 got | ,(-0).2 E;1+ﬂa1A(3m),z+7f 4B3-0).2

m m

(1) st B v B A B
_(_ l)ai[a 3-0),2 BZI—OZS_G)’Z E;l+ﬂgl Ar(;—a),z_ﬁ:l Ar(;—a),z
T | (Ol B el B g A
2[aalA(3—a),2+ﬂ01§;1+z‘71301+ a(s—a),z Ao‘l]
0

(=1Yi e B —a By + B AT - B A;l]

Ol B el B a7 B A7

T2 =| - 1 B B a2 A
0

2|0 45024 g B + BT B+ q00)2 A;l]

Le quatriéme déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale a :
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p

HML IAHTPGIHZ(OD).dSP} =|H7, Hy, HI, HI, H, H,

=(8.a7". 47") a7 ]

ou
2a,‘;1A,‘Zl
0
—ocl —0cl ol ol
iyl B e B g B 4]
JCIP gt B e B4 g AT B A

0
20(,‘;114,‘;1
b, - 5B - o]
—ol —ol
A g B g B g |
B e B g A B a7

—ol —ol 1 1

m Bm +ﬂ/: B/:

|50l —ol

ilB, Bn — B B
20{(370),2 A(3—o‘),2

m m

1y [ B gt B gt a2 BT A
— l(— 1)0' o 3-0),2 Bo‘l —a 3-0),2 E;l + ﬂal A’S*O’),Z _Em Am370'),2 -

Ho‘

m3

—(-1y [a;13,31+a;‘§2‘+ B AT+ B A;l]
_(_ l)gi o 30):2 B:Zl_ar(ns—a),zﬁzl+ﬁ51Ar(n3—a),2_IE:1Am3—a),2

m

A W N A L ey |

20|at 43024 BB + BT B 4 )2 4!
0
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COFi b By —a BL 4t a7 B 2|

—(-1F a,le“m“Ele“ A“+F’1A‘“]

HZS — _(_l)cl- ar(nS—a),Z BZ] (3 0),2 B +ﬂ01A3 o) ﬂ A3 o) ]
0

2oy A4 g B B B 4 0 |

Le cinquieme déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale a :

o
Rm6

2 o o o o o
1 L2(6D) . dSp ] :‘ le RmZ Rm3 Rm4 R

mS
=(8.a8 " 40" [a]

ou

ol 4ol
2a, A
0
—ol—ol ol pol
R°, = ﬂman11+,b’m BY
| 2%t R ol pol
1 ﬂm Bm _ﬂm Bm i
. o| ol pol o1 ol ol 401 pl 51
l(_l) [am Bm _am B +ﬂm Am _ﬂm Am ]

0
207" 47"
R°, = i\ 65 BS' B, Ba
B B+ B, Br _
Crrleg By el B g A B A

[ IBO'IBGI
fo‘lBal ﬂ Bm

2053" A"
0

R, =

m3

—i(— l)a[aS—a),z B’Zl (3 o), 2B +ﬂ01A3 o) ﬂ Am3 o)
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B - g B

. B +p7 B!

R, = 0
2a(3—a),2 A(3—a),2

m

(Ol By vl B g Ay B A0

(1Y o By e B B
0 o B el B T B A
R®, = —(—I)Gi a(3—o’),2Bal_a(3—0),2§;1+ﬂo‘1A(3—0),2_EO_1A(3—0),2

m

m

—(=1)i Ja 2 B a2 By ot 4012 L BT 400)2
) ao’lA(Sfo'),2+ﬂo'1E;1+ﬁo_lBo’1+ )2 Ao’l]

m

Le sixieme déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale a :

Hﬁ[ [ 6
=4

p

o
W;;z 6

mS5

2 o o o o o
LZ(OD).dSP} =\wa owy, w owlow,

_ ol ol o/
=(8.a7". 47") a7 ]
ou
2 O'IAO'I
a, m
0
—ocl—ol 1 1
we = B, Bn +p. B’
=01 —=0ol ol pol
lﬂm Bm _ﬂm Bm .
. —ol —ol
i(-1) [a;'f Br'vay Bu + By A7 + B, A

0
2 O'IAO'I
a, m
. ol ol —ocl—ol
Wmaz = l ﬂm Bm _ﬂm Bm
ol ol —ol—ol
ﬂm Bm +ﬂm Bm .
o ol pol 0_1—0'1 ol 40l Sol ol
_(_1) [me Bm _am Bm +ﬂm Am _ﬂm Am ]
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{_ZIEZ‘ + ' B

i\B BS -5 By

Wmﬁ3 - 20{(370),2 A(zfa),z
0

_(_l)a[a(3—a),2 B 4 o002 E;l_'_ﬂalA(3—0),2+E‘71A(3—o‘),2

m m

iHEZ‘EZIﬂ;‘B::IH

B, B+ B BS'
Wo = 0
2a(3—o’),2 A(3—o‘),2

n

(_ l)gl' [a(3—a),2 BZI—OKS_G)’Z EZI'F,B,ZIA,(:_U)’Z—,E

m

ol A(3—a),2 -

m m

(1 o' By g B e g B |

1) [OCZIBZI—aZ‘§;1+ﬂZ‘AZ‘—Z’ZIA;]

Wiy =| = (1) o2 BY + a2 B+ gt A2 4 B Afs-aw]
_(_l)o'l (3—0‘),2 B'c:l'l_a’(;—o-),z E;l +ﬂ;—1 A’(rf,o_)’z _Ezl A’(;’o')’z ]

am
_ —ol —ol _
20t 4812 4 go By + BT B 4 o WA;;I]

m m

On remarque facilement, que le déterminant de la hessienne de (2.3), ainsi
que ses déterminants principaux sont strictement positifs. Donc le choix
optimal des coefficients des multipdles simples et croisés tel que définit
dans (2.15) vérifie réellement le minimum de la quantité (2.3). Ce qui
termine la démonstration du théoreme 03.

Il est a remarquer que pour les choix optimaux des coefficients des
multipOles simples et croisés trouvés dans les théorémes 02 et 03, il est tres
difficile de vérifier la condition large (1.24). Néanmoins, cette condition
n’est pas nécessaire mais seulement suffisante [7]. De plus, bien que nous

ayant su minimiser la norme de la traction de la fonction de Green modifi¢e

.G, > IOUS N’avons pas une estimation de la valeur de ce minimum.
NG

Dans le prochain chapitre, nous allons appliquer les résultats des théorémes

02 et 03 au cas d’une fronticre oD ayant la forme d’un cercle. Nous
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montrerons en particulier que la traction de la fonction de Green modifiée
est égale a la traction de la fonction de Green exacte pour le cas du

probléme de Dirichlet.
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CHAPITRE 3
CAS DU CERCLE

Dans ce chapitre nous allons appliquer les résultats du chapitre

précédent au cas d’une frontiere circulaire de rayon a.

I- Coefficients des multipoles simples :
Théoreme 04 :
Si la frontiére oD est un cercle de rayon a, alors le choix optimal des

coefficients des multipdles simples, est donné par :

i [Em]z.(cmém+ai&i)l—[ai]z.(zmc;'m+a;&;) 3.1)
A,

P [c,T. (Em aAVm +a, &,ln)l— [a,ln]z. (cm ¢, +a. &i) (3.2)
A,

ool ea) el bada) 55

2 [cm]z.(Emczm+a,lnd,ln)—[a;]z.(cmém+ai&i) (3.4)

ou les expressions des différents coefficients qui apparaissent dans les
coefficients des multipoles simples a gy ! , sont données dans 1’annexe 1.
Démonstration :

Pour calculer les coefficients des multipdles simples apy ! , 11 faudrait tout

d’abord calculer les valeurs des g2 .
Nous avons :
g::l-l =—< E;l : 7}7’\"’(’3_‘7)(3_1) +ar(rjt-l' 7YIAVmO-l 2 7}rmo-l >c7D

ou:
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, ﬂo'/ :< TFmO'/ ’TFn53—O')(3—/) >A

m

o' =
mais comme notre frontieére est un cercle de rayon a, alors on a :
lap =1 =, et <...>ap=<.,.>4=<.,.>,

donc nous aurons :

ol _ ol ~(3-0)(3-) ol ol ol ol
gr=—p, <TF, JIF) > —a) <TF7 ,TF7 " >,

=< TFSD TR > <TES) TRt s 1| < T TR >,
d’ou:
gl ==l 2 )i G2 ) gt iga ) 69
et
g’(i—a)Z _ (I %’31—0) : 12).(i %31—0), 12)_ (] 9;10)(3—0), 22)_(A g;f)(?)—a), 22)

(3.6)

ou les expressions des / Sﬁ;f)“’ 21 N = o o 11,

/ %31—0), 12 ;(3-0)(3-0),22

j(3-0)3-0),22 ;7(3-0)c,21
s mm s mm 4 mm

et ,%731_6) 12 5ont données dans I’annexe 1.

D’autre part, les expressions des coefficients des multipdles simples a%l

sont données par (2.4), comme suit :
[ag%_a)(s_z) 303D ] [g’%-z ]_ [ 5! E%z}[g(’;_a)(s-z) ]

A

ol _
am =

mais comme notre frontiére est un cercle de rayon a, alors :

R ) | 0 B A P
a, = | Ao,_” 1 |
e Bl [ Lo ]

-

m
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Chapitre 3 Cas du cercle

En utilisant les expressions des g°' et g"’>données par (3.5) et (3.6), on

m

obtient :
(30 )(3-0)(3-)(3-) [300’(31 i(300(3l [Galliaall]
oi_ 1(3 c)o(3-)1 )Z [10(3 o) 1(3-1) 10(3 o) 1(3-1) 15;];0')(3—0') (3-)(3-) 1"(713”70) (3-0)(3-9) (3~ 1)]
m A(:-ﬂ

En utilisant les calculs établis dans I’annexe 1, les expressions des

coefficients des multipdles simples «?', s’écrivent alors dans le cas d’un

cercle, sous la forme :
-pour o=let/=1,0na:

n (122 22)z ) -12121 i2121 Illll Illll] 12121 [11212 11212 12222 i2222]

mm mm mm mm mm mm mm

" A,

a

-pour c=let/=2,0na:

12211 ]2112 ]2112 _11122 11122] 12112 []1221 11221 _12211 IZZII]
A

mm mm mm mm

2 g A A A
_ [c,]. (cm d, +a a}n)—[a}n]z. (cm e, +a. ai)

A

-pour c=2et/=1,0na:

1122 1221 71221 2211 72211 1221 2112 72112 1122 71122
a21: (Imm )Z'Imm 1 1 Imm ] 1 )2 [Inim 1 1 Imm ]
" s
_ cm]Z (cmcm+a ai)—[ai]z (cmdm+a 51;)
A

-pour c=2et/=2,0na:

1111 1212 71212 2222 72222 1212 2121 72121 1111 71111
L (0} [p2e 2z 2 jan] (p2ey [ joe o jo

mm mm mm mm mm

A
B [cm]z.(Emc;’m+a,1n&}n)—[a;]2.(cm5m+ai&i)
B A,
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Chapitre 3 Cas du cercle

Ce qui termine la démonstration du théoreme 04.
On remarque ici, que nous avons :

1n_

22
am

a’et a’=a’
I1- Coefficients des multipoles simples et croisés :

Théoreme 05 :

Si la frontiére oD est un cercle de rayon a, alors le choix optimal des

coefficients des multipdles simples et croisés, est donné par :

a:% (3.7)
4= % (3.8)
a:% (3.9)
o= % (3.10)
b= wlaCln (3 ]])
" A,

2 a2
_ Ay =Cnly (3 1]

ou les expressions des différents coefficients qui apparaissent dans les

coefficients des multipdles simples et croisés ay, L et b, , sont données dans

[’annexe 1.

Démonstration :

Pour calculer les coefficients des multipdles simples et croisés ag, Pets,,il

m

faudrait tout d’abord calculer les valeurs des g%l et no'.
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Chapitre 3 Cas du cercle

(3-0)2

Comme nous avons déja calculer les expressions de g°' et g, qui sont

données par (3.5) et (3.6), calculons maintenant les expressions de 47" et

(3-0)2
ISaEN

Puisque notre frontiere est un cercle de rayon a, alorson a :

hal — < EUI . ]T:,(S—o-)@w ) +aal. ]ﬁval , IF(370—)(37 ) >

—ol

__ ,3 < TF (3-0)(3-1) ]F(s—a)(3— ) > _a01< vaaz : ]F(3—a)(3—1) >

——< TF’ff’”)“”) ’ ]Fmal S ]ﬁnnga)(yl) ’ 7F,,53 o)(3- HTFOZH < ]Fcrl YF(zfa)(zf DS

D’ou:
}%n (ﬁrzma o(3- )1 Ir(n3mo‘)(3 o) (3= ) (3- 1)) ([aazz 10(3 o) 13- 1))

Nous avons donc :

i = (1(3 7)o [imo)6oe) 2)_(foait joi-a)iz) (3.12)

n mm mm mm

o) (]o(z )12 [wll) (1(3 o)-0) 2 fO-o “21) (3.13)

mm mm

Pour le cas du cercle, on peut montrer aussi que :

x| :[(a;:l- A al AZI)},(AZI,AE,“’”—‘Bglr).(a,il.a(j_a)z_‘ﬂzlr)

—(ﬂ;l.ﬁib A B!
(Acl'14(3—0')2+A(3—0')2'A0'1)

" " " zj'[Aol./le—o‘)Z_‘Bal‘z)
2) (AJI f3-0)2 2}

o1 —ol —ol ol
=N, N, N, =2(a0, ) (3.14)

_ | pol
- Bm

(Acl A(S—a) 2

— 2(140-1.1430-)2_ Bo‘l _Bo'l _ BGI

2] (Aal f3-0)2

D’autre part, et en utilisant (2.12), (3.5), (3.6), (3.12) et (3.13), ainsi que les

calculs établis dans I’annexe 1, on obtient :
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Chapitre 3 Cas du cercle

_q3-0) o 21 yo(3-0)12 Fo(3-0)12 _ 4(3-0) 0 21 j(3-0)(3-0) 22 7(3-0)(3-0) 22
2 (1(3—0) o 21 ) ](mm [mm Imm I<mm Imm ]mm

mm _]r(,?,f) (3-0) 22 ](j;tcr)cr 21 1"(’13’;5)(370) 2 ]r(nsmfa) (3-0) 22 [;:11 j;(”.:sfo')u

[(370)(370) 22 I(j;la)azl j(rs:no‘)a 21 _[(370)(376) 22 [;’:11 i;nc:n

" 2(1(;7)(3—0)22) L ym

’ _1(3*0’)0’21 10(370)12 I‘aan _1(370)021 ](3*0’)(3*0‘) 22 ]”(370)021

am :A(rjna' AZ/

-pour c=1,0na:
2121 2121 yl212 71212 212172222 72222 2222 y2121 72222 2222 yl1111 71212

2222 2222 y2121 72121 2222 pl111 71111 2121 yl212 71111 212172222 f2121

1
am =Ama Alyf

A Al 2 N Al 2 A Al 2
CmC,—a,d cmcm—amam_ CmC,—a,a,

mm _ o (Al _
T N A

=2(n,,f

-pour c=2,0na:

1221 1221 y2112 F2112 _ gl221 7112271122 1122 y1221 71122 1122 y2211 72112

1122 1122 712 21 712 21 1122 y2211 72211 12 21 2112 72211 122171122 71221

a A,Z"/

21
a, =

D’autre part, nous avons :

2(100“) _[r:'r;)'ll [:;S—O')IZ j;(rs—a)lz _[Z;n Ir(r?r;o-) (3-0) 22 jr(;’;a)(3—o) 22
mm )t _10(370—)12 1(7'31;0)0211‘(370) (3-0) 22 _ [;;111;;111‘;(570)12

) (10-(3_0-) 12) _ Iy:‘(rsfo') 12 I(:”;o‘) o 21 ﬂmB;ncr) o2l _Ircnr(rj—cr) 12 I;y:lrll i;rs'll
+ mm
ar(r?_o-) ’ :A(; a* AZ/

’ oo ll 0(370')12 FTooll oo ll (3—0’)(370') 22 370')0'21
_[mm Imm Imm _[mm Imm i(mm

-pOLlI‘ O'Zl, ona:
1111 1111 71212 71212 1111 72222 72222 1212 y2121 72222 1111 1111 71212
2(Imm )' [_ Imm Imm [mm _[mm [mm [mm _[mm [mm Imm - [mm Imm Imm ]
1212 1212 72121 72121 1212 71111 71111 1111 71212 71111 1111 72222 72121
+2([mm )' [_ ‘[mm Imm ‘[mm _‘[mm Imm Imm _‘[mm Imm Imm _Imm ‘[mm Imm

22 1
am :Ama AL’/
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1 A2 1
B R

-pour c=2,0na:

2211 y2112 72112 211 p1122 §11227]

2211 “Lm mm mm L mm mm mm

2 I”’”’ ) [2112 112 21 1‘1122 ' 2211] 2211{2112
_[mm [mm ]mm _]mm [mm [mm _
2112 y2121 712 21 2112 y2211 $2211 |

+2([2112) _[mm [mm ]mm _[mm ]mm ]mm

mmJ* 2211 p2112 72211 2211 71122 71221
alZ_Ai’ _[mm ]mm ]mm _[mm ]mm [mm _

m a* szn/

afe, b (s ] j(w ool

Remarquons ici, que les mémes égalités trouvées dans le théoréme 4, sont

aussi valables pour le théoréme 5, ¢’est-a-dire :

22
m

al'=a’'et al’=a
De la méme fagon, on obtient les expressions des coefficients des
multipoles croisés (pour /=1):

_1(3—0')0'21 10(3—0)12 io{3—o‘)12 _](3—0)021 [(3—0‘)(3—0‘) 22 i(3—o‘) (3-0) 22

2( ngll). mm mm mm A mm mm mm .
_]r(;mfa) (3-0) 22 1(:1;10)021 ]Srf) (3-0) 22 _ [r(;r;cr)@—o‘) 22 [Z;n [anz.fa)lz

_](370) (3-0) 22 I(jy—ﬂo‘)o‘ 21 i(3—c7)o‘ 21 _1(3—0) (3-0) 22 I;;;rn jr:r:n

o3-o)12 mm mm mm
+2([’"’" ) _1(375)021 [;(;76)12 i;;:n _1(376)021 [(

3-o
bm :(_ I)O-A(;, .- mm A:’/ mm mm

-pour c=1,0na:

)(3-0) 22 1”(370)5 21

1111 2121 71212 71212 2121 72222 72222 2222 y2121 72222 2222 y2211 71212
2'(Imm )[_Imm Imm Imm _Imm Imm Imm _Imm Imm Imm _Imm Imm Imm J

1212 2222 y2121 72121 2222 rlill 71111 2121 71212 71111 2121 72222 72121
+2([mm )[_Imm [mm ]mm _]mm [mm ]mm _]mm [mm ]mm _]mm [mm [mm ]

bmz_Aina

1 A ~l 1 A~ ~l 1 A~ ~

a c —C d a c —cC d a c —C da

_ 1 m -m mm __ 1 m m mYm __ m - m m m
_2(%44)2 1/ _2(AM)Z -

-pour c=2,0na:
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mm

+2(I2Il2 [ 11122 1122111221 111221221112211 _11221 1211212211_1122111122 1122]

mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm

2 [2211)[ 1122112112 ]2]12 112211112211122 11122 112 2][1]22 11122 [221][2112J
- |
m_Ama 2/

Al 1 ~ Al ~
=2( ) )za ¢, —c, a, =2(A,2n )z a,c,—c,d, a,c, —c,d,
a A2/ a 2 A2
m 2%{1 m a

-pour /=2,0=1,0na:

1122 2112 71212 71221 2112 72222 72211 2211 y2121 72211 2211 72211 71221
2(r122) [ p2ie g2 oot p2ve g pRun_p2n et 2 e jea |

mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm mm
1221 2211 72121 32112 2211 y1111 71122 2112 71212 71122 2112 2222 72112
b :_Aln +2(Imm )[_Imm [mm ]mm _[mm ]mm ]mm _]mm [mm ]m ] [ ]mm ]
m a-* Ai,,/
2 5 a2 2 5 a2 2 5 a2
_2(&” )zamdm—cma _2(&" )z a,d,—cna, a,d,—cwa,
- a 1/ - a 1 - 1
A 2(A A,
-pour /=2, 0=2,0na:
2222 1212 72121 72121 1212 71111 71111 1111 y1212 71111 1111 2222 72121
2(1 )[ AL Ul i (LY ALY AL ALY (ALD AL ALY o il
2]21 1111 51212 1212 1111 72222 71122 1212 52121 71122 1212 1111 71212
m a Afn/
2 5 T a2 2 - 3 ~2
2(Ai )zamdm—cmam_z( ) )z mdm cmd, a,d,—cCwa,
- ‘ Arzn/ - ‘ (Am )3 - A;Zn
a

Ce qui termine la démonstration du théoréme 5.
On peut montrer aussi (voir annexe 2), que les deux expressions (3.11-a) et

(3.11-b) trouvées pour les coefficients des multipdles croisés 5, , et qui

semblent différentes, sont en fait égales.
Théoreéme 6 :

Si la frontiére oD est un cercle de rayon a, et si les coefficients des
multipdles simples et croisés sont choisis comme dans (3.7) a (3.11b), alors
la traction de la fonction de Green modifi¢e est égale a la traction de la
fonction de Green exacte pour le probleme de Dirichlet, autrement dit on
a:

1,G"(P,0)=T,G..(P,0) (3.15)
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Démonstration :
En utilisant les expressions des coefficients des multipdles simples et
croisés obtenues pour le cas d’un cercle (3.7) a (3.11b), la fonction de

Green modifiée pour le probleme de Dirichlet s’écrit alors sous la forme :

1,6/ (P.Q)=T,G,(P.0)

(o' 77 (P)® TF!(Q)+b, TF! (P)® TE>(0))
el +(a? TP (P)® TF*(0)-b, TF (P)® TF2(0))
4K 15| + (0} TR, (P)® TF,'(0)-b, TF, (P)® TF,*(0)
|+ (a2 TR (P)® 772 () +b, T (P)® TF,'(0))

ou bien :

TG (P,0)=T,G,(P,0)

(E ¢, —d' )T (P)® TF(0)+(d &, —c, d. )TF“(P)® TF2(0))
+ ((cm d —d & )TF;}f (P i\ )TF>(P)® TF," (Q))

m=0

i > 1
D N

—c, a. )TE? (P )®TF‘2(Q))
+le, d,—a!, @ Jrr=(P)@ TE2(0)+ (4! &, —c, . JTF=(P)R T (0))]

m m

(3.16)
D’autre part, il a été prouvé dans [23] que si on considére un autre critére
d’optimalité des coefficients des multipdles simples et croisés, en

minimisant la norme de l’opérateur intégral modifié |k, o> alors la

traction de la fonction de Green modifiée est €gale a la moyenne des
traction des fonctions de Green exactes pour les problémes de Dirichlet et
de Neumann.

Autrement dit, on a :
1 D N
[(P.0)= [TG (PO T,GLP.0)]|  (3.17)

pex

ou les deux fonctions de Green exactes G2(P,Q) et G, (P,Q) satisfont aux

conditions suivantes :
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Chapitre 3

Gg(f,q)zo r,>a, r,=a (3.18)
TquX(P,q)zo r,>a, r,=a

ces fonctions sont données par les expressions suivantes [34] :

. w2 2 EC'(P)+a’'(P)F'(P)
GD P, _ 4 Fmal ])> ® m < R m >smm < 3.19
ex( Q) ZZZ ( ) n (_ 1)a+lbmF”(13—a)(3—>l(P<) ( )

4#K2 m=00=1 I=1
avec
al=g2= Emém_&;lnai (320)
o A,
07— = Cada= (3.21)
T A,
b — a4y C,=Cyy _ aic?m—gm&i (3.22)
et
| &Ed o E7(P)+a;' (PR (P)
Gi(P.0)= 35 S k(e )e| M I (I B3 95
WK S YRR ()
avec .
- P )
czilz éjl: ﬂmﬂmAT am am (324)
PR
5"1225’52: ﬂmymAT amam (3.25)
r arln ﬁm_ﬂm 0?,1” 0!31 Y _Em 07:1 326
b, =—2tns =t (3.26)

ma

ou les expressions des différents coefficients qui apparaissent dans les

coefficients g°',a°',b_ et b, sont données dans I’annexe 1.

et de plus :

72



Chapitre 3 Cas du cercle

P =

>

P si >,
O si r,<r, <

{Q Si 1>,

P si r,<r,
De ce fait, et a partir des expressions (3.17) et (3.19) a (3.22), on déduit que
I’expression (3.16) est égale a la fonction de Green exacte pour le probléme
de Dirichlet, autrement dit on a :

1,67 (P.Q)=T,G..(P.Q)

Ce qui termine la démonstration du théoréme 6.

L’intérét du résultat obtenu dans le théoréme 6, consiste dans le fait
que si le choix optimal des coefficients des multipoles simples et croisés
pour le cas du cercle, nous conduit a la traction de la fonction de Green
exacte pour le probleme de Dirichlet, alors la condition large (1.24)
imposée a ces coefficients n’a pas besoin d’étre satisfaite a partir du
moment que I’on n’a plus d’équations intégrales a résoudre.

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer les résultats du chapitre 2 au
cas d’une frontiere ayant la forme d’un cercle 1égerement déformé. Nous
montrerons que les expressions des coefficients des multipdles trouvées
pour le cas du cercle peuvent étre utilisées comme approximation pour le

cas du cercle déformé.
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CHAPITRE 4

Cas du cercle légerement déformé

Apres avoir traité le cas d’une frontiere circulaire, on se propose de
considérer le cas d’une frontiere ayant la forme d’un cercle 1égerement
déformé. L’équation paramétrique de ce cercle légerement déformé est
définie en coordonnées polaires, comme suit :

r=a+8¢(0) 0<60<L2x (4-1)

ou (a) est le rayon du cercle non déformé et ¢ et Z—Z sont deux fonctions

bornées. On note par p,,q,les points de oD et qui sont définis par :

Op,=lateold,) 7, . 0q,=la+eold,)) 7, (4.2)
ou

7 =(cos(8),sin(8)) (4.3)
les points sur le cercle de rayon (a) sont notés par :

Op,=a?, , Oq,=ar 4.4)

a a q
I1 est facile de voir que :

+0(s) 4.5)

P:q:=|Pu4a

de plus, puisque ¢ est continiment dérivable, on peut montrer que

ol0,)=0l0,)

P.4,

est bornée, et on aura donc :

L __ L o) (4.6)
pé‘ qg pa qa

sur le cercle déformé oD on peut montrer que :

A=—00 _;.0(c) (4.7)
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et que I’¢élément ds s’écrit sous la forme :

2
ds =r ”82(2_(;) d0=adf+0(s) (4.8)

Dans ce qui suit nous allons énoncer et démontrer un lemme qui nous sera
utile par la suite.
Lemme 2 :

Si la frontiere oD est définie par (4.1), alors on a :

TF, (p.)=TF," (p, )+ Ol¢) (4.9)
<TE°' ,TF"* >, =<TF°' ,TF"* > +0(s) (4.10)
A(:n/OD = A(:n/a + 0(8) (4' 1 1)

gl == < B TESD L oo TES TR >
= < B TECD 4 oo TR TE > +0(e) (4.12)
=(g'), +0(e)

W' =— <7 TEC-I 4 g0t TRot | TRt

= < B TECD 4 ol TR TR s L 0(e)  (4.13)
= (17'),+0(e)

m

ou | || et <, >, sont la norme et le produit scalaire, calculés sur le cercle de

rayon a.
Démonstration :

D’aprés la définition de TF?' et en tenant compte du fait que la
fonction de Hankel H!(x) est analytique avec seulement un pdle & x=0,
nous obtenons alors :

H!(a+¢&)=H'(a)+0(s) (4.14)

s’ ensuit alors (4.9).
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En utilisant la représentation paramétrique de oD donnée par (4.1) et

I’expression (4.8) de I’élément ds, on obtient :
2z
<TES TF!*>,, = [TES (p).TF, (p)ds, =a [TF]'(p).TF. (p)d6, +0(s) (4.15)
oD 0

et avec (4.9), I’expression (4.15) devient :

2

<TF°' . TF"*>. =a j TS (p).TF. (p)d6, +0(¢)=<TFS' ,TF"* >, +0(s)
0

ce qui correspond a la relation (4.10). Et en utilisant (4.9) et (4.10) on
obtient directement (4.11), (4.12), et (4.13).

Ce qui termine la démonstration du lemme 2.

Théoréme 7 :
Si le noyau de I’opérateur intégral modifi¢ K,, a savoir la traction de

la fonction de Green 7,G, est définie par (1.17b) et si la frontiere oD est

définie par (4.1), alors le choix optimal des coefficients des multipdles
simples et croisés, est donné par :
al=a!(a)+0(s) (4.16)
) ) (4.17)
a?=a”(a)+0(s) (4.18)
) ) (4.19)
et
b,=b,(a)+0(c) (4.20)
ou les a''(a),a’(a).a?(a)a(a) et b,(a)sont les coefficients des multipdles

m m m

simples et croisés, calculés dans le cas du cercle de rayon a.
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Démonstration :

Pour calculer les coefficients des miltipdles croisés a7 et b,, il

m?

faudrait tout d’abord calculer les g', g® 2 r%' et B2

m

Nous avons déja calculer les expressions des g2',g%? ho'et K2, qui

sont données par :
g%l __ (I gg:na)a, 21)'(1‘ g?;;na)a, 21)_ (] g;g;, ll).([‘ g;g;, ll)
g}(3—0')2 _ (] ’%131—0) : 12).(]A %31—0), 12)_ (] g;f)@—o), 22)_(f ’(3;10)(3—0), 22)

et

h;l __ ([ (370)0,21).(]A (370)(370),22)_ (] o‘o’,ll).(IA 0(3—0),12)

mm mm mm mm

h’(nya)z __ ([ 5(375),12).([‘ ;:1,11) _ (1 (375)(370),22).(1‘ (3-0)o. 21)

mm mm mm

Mais en remplagant les relations (4.12) et (4.13) du lemme 2, dans les
expressions des coefficients des multipdles simples et croisés (2.12), on
obtient directement (4.16) a (4.20).

Théoreme 8 :

Si la fronticre oD est définie par (4.1), et si les coefficients des
multipdles simples et croisés sont définis par (4.16) a (4.20), alors la
différence entre la traction de la fonction de Green modifiée et la traction
de la fonction de Green exacte pour le probleme de Dirichlet est d’ordre &,
autrement dit :

1,6:(P.0), , =T,GL(P.0),, +0(e)  (4.21)
Démonstration :

En utilisant les expressions des coefficients des multipdles simples et
croisés obtenues pour le cas d’un cercle légerement déformé (4.16) a
(4.20), la fonction de Green modifiée pour le probleme de Dirichlet s’€crit

alors sous la forme :
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T.GP(P, Q)( =1,G)(P Q)(;;

m m

(o 77 (P)® TF! (0)+b, TF'(P)® TE>(0))

s sl e b TR P O)
4uK> ~ (ilTFﬂ(P)@ (Q) b Tle( )@TFH(Q))

|+ (a? TF,jZ(P)®TF22(Q)+b TF>(P)® T, (0))]

P=P,
=7.G"(P, Q)‘QZQs +0(¢)

((Em ¢, ~al a2 +0(e))TF (P)® TF (0) ] |

+(a), ¢, —c, a, +0(e))TF (P)® TF*(Q)

+@Ma 1ﬂ+o<»F%)®nw<>
~(a},é,~c, a. +O0(e))TF(P)®TE (0)

m m

i & 1
4yKZ A, +0(E)| (e L a2 +0(e)) T2 (P)® TF2 (0)

afném—c al +0(e )) TF*(P )®TF”£2(Q)
(cmc? —a! a2 +0(e )) TF2(P)®TEX(Q)

¢, —c,al +0(e))TF2(P)®TEQ))

_qu—aa)F%>®nﬂ@) |
[4@q—%¢ﬁw%>®nm<J
N (cmc?m— ! ‘Z)TF”( P)®TF(Q)
b 60 =C, @) )TF(P)O TF (0)
cuy a2 (PR T (0)
é—mlﬁﬂﬂm®ﬁf@)
~d. a’ )TF22 (P)®TEX(Q)
i +(a,1ném—cma ) TE2(P)®TF(Q) |
en utilisant (3.19) a (3.22), on obtient :

+0(¢)

+

T,GP(P, Q)( =T,GR(P, Q)(g; +0(e)

Ce qui termine la démonstration du théoréeme 8.
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Chapitre 4 Cas du cercle 1égérement déformé

Il y a une approximation plus simple pour les coefficients des
multipOles simples et croisés qui conduit au méme résultat que celui du
théoréme 8, pour cela il suffit de définir les coefficients des multipdles
simples et croisés tels que dans (3.7) a (3.11b) mais avec les différents

produits scalaires calculés sur le cercle modifié.
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Conclusion

CONCLUSION

Le travail qui a été présenté dans cette thése porte sur la
détermination du choix optimal des coefficients des multipdles en
minimisant la norme du noyau de I’opérateur intégral décrivant I’équation
de diffraction des ondes élastiques, a savoir la norme de la traction de la
fonction de Green modifiée.

Dans le premier chapitre, nous avons expos¢ la formulation
mathématique du probleme. Dans le second chapitre, nous avons
effectivement déterminé trois expressions des coefficients des multipoles
pour le cas d’une frontiere de forme quelconque. La premiere expression
représente une bonne approximation des coefficients des multipoles
simples, et qui satisfait la condition large (1.24). Les deux autres
expressions  représentent les choix optimaux des coefficients des
multipoles pour deux différents types de modification, la modification
simple et la modification croisée. Le critére d’optimalité utilisé est celui de
la minimisation de la norme du noyau de I’opérateur intégral modifié¢ a
savoir la traction de la fonction de Green modifiée. A travers ce critére, on
minimise la norme de la différence entre la traction de la fonction de Green
exacte et la traction de la fonction de Green modifiée, ce qui par ailleurs,
nous garantit la convergence de la méthode de résolution numérique par
approximations successives pour le plus grand rayon des valeurs de la
fréquence d’ondes possible. Dans le chapitre trois, nous avons appliqué les
résultats trouvés précédemment au cas d’une frontiere de forme circulaire.
Dans ce cas la, une forme relativement plus simple des coefficients des
multip6les simples et croisés a pu étre obtenue. Et de plus, nous avons
obtenu le résultat remarquable qui consiste en 1’égalité entre la traction de

la fonction de Green modifiée et la traction de la fonction de Green exacte
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Conclusion

pour le cas du probléme de Dirichlet, autrement dit la norme de 1’opérateur
intégral modifié sera nulle, ce qui conduirait alors a la solution directe du
probléme au limites sans recourir a la résolution d’une €quation intégrale.
Dans le dernier chapitre, nous avons appliqué les résultats du deuxieéme
chapitre au cas d’une frontiére ayant la forme d’un cercle légeérement
modifiée. Nous avons montré que les expressions des coefficients des
multipoles trouvées pour le cas du cercle pouvaient étre utilisées comme
approximation pour le cas du cercle légerement modifiée, et de plus nous
avons montré que la norme de la différence entre la traction de la fonction
de Green modifiée et la traction de la fonction de Green exacte est du
méme ordre que la perturbation du cercle, ¢’est-a-dire d’ordre ¢ . Toutefois,
la condition large (1.24) n’a pu étre établie dans ce cas-la. Néanmoins, cette
condition n’étant pas nécessaire mais seulement suffisante comme cela a
¢té prouvé dans [7].

Ce travail qui s’inscrit dans le cadre des techniques de modification
de la fonction de Green, débouche sur plusieurs questions et problémes
ouverts qui pourraient étres étudiés dans le futur, citons entre autre :

1- La vérification de la condition large (1.24) pour un domaine de frontic¢re
quelconque.

2- L’¢tude d’autres formes géométriques simples tels que le triangle,
I’ellipse,...etc., et qui peuvent servir de guide pour le cas général.

3- L’étude d’autres criteres d’optimalité en considérons par exemple :

- La minimisation du nombre de conditionnement associ¢ a notre
¢quation intégrale modifiée, en se basons sur les travaux de E.
ARGYROPOULOS, D. GINTIDES et K. KIRTAKI pour le cas de
trois dimensions [2] et [21] (critére 1i¢ a la stabilit¢é numérique de

I’équation intégrale modifiée).
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- La minimisation de la somme des normes de la fonction de Green et
de I’opérateur intégral modifiés.
4- Rechercher les mémes résultats obtenus par ARGYROPOULOS, D.
GINTIDES, K. KIRIAKI, L. BENCHEIKH et B. SAHLI, en utilisant la
minimisation avec contraintes (intégrer la condition large (1.24) comme
contrainte).
4- Elaboré les résultats numériques li¢é a ce genre de problémes, en se

basons sur les travaux de L. BENCHEIKH [5] et [6].
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Annexe 1

ANNEXE 1

On se propose dans cet annexe de donner les expressions des

produits scalaires des fonctions FZ!, TF%'et de leurs parties réguliéres

FSlet TES!. On note :

<FZL FYR s =100k (Al.1)
<TFS  TEY* > op =Jg vk (A1.2)
<Fgl Rk s p=fontk (A1.3)
<TES! FYk s p=Jonlk (Al1.4)

Quand oDest un cercle de rayon a, on obtient les expressions suivantes

pour les produits scalaires définis ci-dessus :

gvtt_gl s 5., (A1.5)
18V22242 5 5., (A1.6)

19012 = (1) ey Spn 1-65,)  (ALT)
150 = (21 em By (1= 50 (A1.8)

ou:

(ka)

\ 2 2 2
a2 =27aK? ‘Hm(Ka L 2‘Hm(1<a)1
(K a)

\ 2 2 2
a,ln :27zak2“Hm(ka +m—2‘Hm(kaj :l

Cm =27zakK{ﬂH;n(ka)ﬁm(KaHﬂHm(ka)ﬁ'm(Ka)}
Ka ka

avec H,(.)désignant la fonction de Hankel d’ordre met de type 1, et

'

H,(.) sa dérivée.
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De méme nous avons :

Tt =ap Sy 5oy (A1.9)
Jon =am S -Ogy (A1.10)
IS0 (21)7 By S (1= 55y (AL.11)
IS0 (21 By S (1= 550 (A1.12)
ou:
) 2 2
a,ln =2ra ‘kz (2,uH;l(ka)—le(ka)] + 2/:” (kH;n(ka)— H’"ika)]

" 2
al=2ra||uk? (ZHm(Ka)+Hm(Ka)] +

2‘;m[KH,'n(Ka)— Hm(Ka)J

K2 u ), (ka)-2H,,(k a)){Kﬁ;n(Ka) ﬁmgKa)]
Bn,=4maum
+uK? (2?:;1 (K a)+Hm(K a))(kH;n(ka)_ WJ

Pour les produits scalaires impliquant les parties régulieres, on obtient :

fevlt_gl s . .5, (A1.13)

fov22_52 5 5., (Al1.14)

evl2__(-1°e, .5, 1-6 (A1.15)

m mn oV
190 e (C1) dyy S 1-65) (A1.16)
ou:

1 2| 4 T3 m? FTs

ay =2mak®| J,,(ka)Hm(ka)+ )2Jm(ka)Hm(ka)
ka

2 2| ¢ 7 m* -

a,=2mak Jm(Ka)Hm(Ka)+( Jn(Ka)Hm(K a)
Ka
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am=zmk1{iaj;n(ka)ﬁm(Ka){_aJm(ka)E;(Ka)}
c;’m:ZﬂakK[kaJ (Ka)nka)s- 1, (K a)FT (ka)}
et
Jovll_gl 5 5., (A1.17)
Jov-22_52 5. 5., (A1.18)
o812 == (<1 By S -1-6,) (A1.19)
TS (1) f S (1= 80 (A1.20)
ou:
_k4(2,uJ;,'1(ka)—/1Jm(ka))(2 Honlkea)- ﬂﬁm(ka)j
Gp=2mal o 7. (ka) Hm(ka)

Q

d%:2ﬁa
2um

a

+[ j2(KJ,'n(Ka)—

,é’m =4raum

a

+,uK2(
k2(

+yK2(2J,','1(Ka)+Jm(K

KT,y (K a)- T\ 8 (aKa)

Vm=4maum
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kJ,,(ka)- Imlka)

a)

J(zﬁln(mﬁﬁm(m)j

J(2yﬁ;;1(ka)/1ﬁm(ka)j

|

Em(ka)

a
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Annexe 2

ANNEXE 2

Dans cette annexe, nous allons établir 1’égalité entre les deux

expressions des multipdles croisés b, trouvées dans le chapitre 3 (€équations

(3.11a) et (3.11b)). Pour ce faire et pour simplifier un peu les expressions,

introduisons les notations suivantes :

x’:H,'n(ka) , xzﬂHm(ka)
ka

' '

Y ty(Ka) | =", (k)
a

X,=K futty (ka)- 2t (ka)) Xzzz‘;m(kH;(ka)_W}

_2um

Y =uk? (2H,','1 (K a)+Hm(Ka)) A

a a

H, (K a)}

[KH;n (Ka)-

Avec ces notations, les expressions des coefficients ! .a2.c,.al

az.é .d .al . al B..a &2 B, et 7, (définis dans I’annexe 1) s’écrivent :
2 2
: 2 : 2
a,1n:27zak2Ux‘ +|x| } , a%:27zaK2Uy‘ +|y| }
cm:27zakK[x ;+x;}

&,111:27zak2[fc'; +fc;} , &,%1=2ﬂaK2[f/'; +ﬁ;}

ém:27rakK[fc’;+£;} , dp,=2makK

1
=1
>
+
= |
<>

| |

et
ap=2za| [+l | ad=2za| i+l ]

Bn=2ra [Xl Y2 +X, 71 ]
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d,1n=27za[f(1}1+f(2}2] , 0?,%1:27za[}}1?1+}>2}_’2]
ﬁm:ZEalXII_’2+X2)_’1J ,  VYm=2ma Elfz—i—}zﬁj
ou les expressions de £,%,7,7,X;,X,,% et ¥, sont les mémes que pour les
X,y ,X 1,X>,Y et Y, mais avec la fonction de Hankel H,, remplacé par
la fonction de Bessel J,,.

Substituons les expressions ci-dessus dans les relations concernées, on aura

alors, tout calcul fait :
al ¢ —c,al =—(2ra)? ik K(x’ y —xy)(xi' —x )2) (A2.1)

A

atd, —cma’, :—(27ra)2 kK3 (x' y —xy)(yf/' —y f/) (A2.2)

en utilisant le Wronskien des fonctions de Hankel et de Bessel [1], on

obtient :

(5 —x g M7 (A2.3)

(yﬁ' -y ﬁ)= - (;{majz (A2.4)

en remplacant les expressions (A2.3) et (A2.4) dans (A2.1) et (A2.2), on
plag¢ p

obtient :
al ¢, —c,al =4imzd kK (x'y'—xy) (A2.5)
ald, —cmaz =4imn’ kK (x'y'—xy) (A2.6)
doncona:
a}n Cm—Cm &}n =a,%1 c;’m —Cm &,%1

D’ou I’égalité entre les deux expressions (3.11a) et (3.11b) obtenues pour

les coefficients des multipoles croisés b, .
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