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 ملخص
  

 في ھذا العمل ، قمنا بدراسة تحدید الخیار الأمثل   
  القیمة الصغرى إیجاد لمعاملات متعددة الأقطاب من خلال

یصف معادلة والذي لنظیم نواة المعادلة التكاملیة 
لتابع الشد على حسب نظیم المرنة ،  اتالموج انحراف
. المعدل قرین  

 
 :الكلمات المفتاحیة

 
، المعدل شدال مؤثر ،المتقاطعة قطابمعاملات متعددة الأ 

 .التكاملیة ، المرونة الخطیةتابع قرین ، المعادلات 
 

 

 Résumé 

   Dans ce travail , nous avons étudié la détermination du choix optimal des 

coefficients des multipôles en minimisant la norme du noyau de 

l’opérateur intégral décrivant l’équation de diffraction des ondes 

élastiques en deux dimensions , à savoir la norme de la traction de la 

fonction de Green modifiée. 

Mots clés: 

coefficients des multiples croisés, opérateur de traction modifié, fonction 

de Green, équations intégrales, élasticité linéaire.   

 

Abstract 

  In this work, we have studied the determination of the optimal  
choice of the multipole coefficients by minimizing the norm of the  
kernel of the modified integral operator. describing the elastic wave  
diffraction equation in two dimensions, namely the modified Green 
 traction norm. 
 
    Keywords:  

Cross multipole coefficients, modified traction operator, Green’s function, 

integral equations, linear elasticity. 
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INTRODUCTION 

 

Les problèmes de diffraction des ondes (de gravité, acoustiques, 

élastiques et électromagnétiques) dans un milieu contenant une partie non 

homogène (cavité, inclusion ou autres …) se formule très souvent sous la 

forme d’un problème aux limites. La résolution de ce problème peut se 

faire par diverses méthodes (différences finies, éléments finis, etc.…). Dans 

le cas de milieu infini, la méthode des représentations intégrales semble 

être la mieux adaptée pour la résolution de ce type de problèmes. Cette 

méthode réduit la résolution du problème à celle d’une équation intégrale 

sur la frontière délimitant le domaine. Cette équation intégrale peut être soit 

de premier espèce ou bien de second espèce. Cependant, un problème 

d’unicité de la solution de l’équation intégrale apparaît. Cette anomalie est 

liée à la méthode de résolution utilisée plutôt qu’a la nature physique du 

problème. Certaines solutions ont été proposées pour contourner cette 

anomalie (voir [7] pour une discussion détaillée des solutions proposées). 

Certaines de ces solutions sont basées sur la modification du noyau de 

l’équation intégrale, c'est-à-dire, la modification de la solution 

fondamentale connue sous le nom de fonction de Green. Cette modification 

fait intervenir des coefficients complexes appelés coefficients des 

multipôles, et qui doivent satisfaire à une condition large (1.24). Dans le 

cas d’ondes acoustiques, KLEINMAN et ROACH [20] ont présenté une 

méthode de détermination d’un choix optimal de ces coefficients. Cette 

méthode s’appuie sur la minimisation de la norme de l’opérateur intégral 

qui définit l’équation intégrale modifiée. La minimisation de la norme de 

cet opérateur est liée à la convergence de la méthode itérative utilisée pour 

la résolution de cette équation intégrale modifiée, à savoir la méthode des 

approximations successives. SAHLI [30, 34], a utilisé cette même méthode, 
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mais pour le cas d’ondes élastiques en deux dimensions, et Dans [3], 

ARGYROPOULOS et KIRIAKI ont étudié le même cas, mais en trois 

dimensions. La particularité de ces ondes élastiques est la relative 

complexité de l’équation différentielle régissant le phénomène de 

diffraction.  

D’autres travaux [4, 31, 32, 33], ont développé un deuxième critère 

d’optimalité pour les coefficients des multipôles, en minimisant la norme 

du noyau de l’opérateur intégral modifié, à savoir, la norme de la fonction 

de Green. Ce deuxième critère d’optimalité, est motivé par le fait, qu’à 

travers la minimisation  de la norme de la fonction de Green, on minimise 

aussi la différence entre la fonction de Green modifié et la fonction de 

Green exacte. 

Un troisième critère d’optimalité des coefficients des multipôles, a 

fait l’objet d’un récent développement, dans lequel ARGYROPOULOS, 

KIRIAKI et GINTIDES [2, 14], SAHLI et BENCHEIKH [28, 29], ainsi 

que GINTIDES et MINDRINOS [12], ont déterminé un autre choix 

optimal des coefficients des multipôles, en prenant comme critère 

d’optimalité, la minimisation du nombre de conditionnement de l’opérateur 

intégral modifié associé au problème aux limites régissant le phénomène de 

diffraction. Le choix de ce troisième critère d’optimalité, est lié directement 

à la stabilité numérique de la solution de l’équation intégrale modifiée. 

On se propose dans ce travail de développer un nouveau critère 

d’optimalité pour les coefficients des multipôles, basé cette-fois-ci, sur la 

minimisation de la norme de l’opérateur traction lié à la fonction de Green 

modifiée. L’étude de ce nouveau critère d’optimalité, est motivée par le 

fait, qu’à travers la minimisation  de la norme de l’opérateur traction 

appliqué à la fonction de Green, on minimise ainsi la norme de la 

différence entre le noyau modifié et le noyau exact de l’opérateur intégral 
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modifié. Notre travail qui porte sur les choix optimaux des coefficients des 

multipôles dans le cas d’ondes élastiques en deux dimensions, est structuré 

en quatre parties. La première partie est consacrée à la formulation 

mathématique du problème. Dans la deuxième partie, on détermine le choix 

optimal des coefficients des multipôles  dans le cas d’une frontière 

quelconque, en minimisant la norme de la traction de la fonction de Green 

modifiée, dans le but énoncé ci-dessus, mais également, afin d’assurer la 

convergence de la méthode itérative utilisée pour la résolution de 

l’équation intégrale modifiée régissant le phénomène de diffraction d’ondes 

élastiques, pour un rayon de convergence aussi grand que possible. Dans 

cette partie, la fonction de Green sera modifiée de deux façons différentes, 

l’une en utilisant des coefficients des multipôles simples, et l’autre en 

utilisant les coefficients des multipôles croisés. La troisième partie traite à 

titre indicatif,  le cas d’une frontière ayant la forme d’un cercle, des 

résultats intéressants sont obtenus. Et dans la dernière partie, on étudie le 

cas d’une frontière ayant la forme d’un cercle légèrement déformé. Le 

travail se termine par une conclusion avec un résumé des principaux 

résultats obtenus. 
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CHAPITRE 1 

FORMULATION DU PROBLEME 

 

Dans ce qui suit, on présente la formulation mathématique du 

problème. Nous commencerons tout d’abord par introduire les notations 

que nous utiliserons. On considère un domaine 2IRD  , homogène, 

élastique, illimité extérieurement et limité intérieurement par une frontière 

D  (figure 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1 : représentation du domaine 

On note par D  l’intérieur de D  tel que  DDDIR2  

On note par QP ,  les points de D , qp ,  les points de D  et par  QP ,  

les points de D  
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Le problème aux limites auquel nous nous intéresserons se formule comme 

suit : 

i) L’équation dans D  : 

        DPPuPurotrot
K

Pudivgrad
k

 0
11

22
       (1.1) 

ii) La condition sur la frontière D  : 

   pfpuT     Dp        (Condition de Neumann) 

ou bien  :                                                                                                  (1.2) 

   pgpu     Dp       (Condition de Dirichlet) 

iii) Les conditions de radiation : 

Elles s’expriment sous la forme suivante [24]: 
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
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
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










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PuKi
r
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rLim

Puki
r
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p
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             (1.3) 

 où :                           Pudivgrad
k

Pu
2

' 1
)(    

                                  Purotrot
K

Pu
2

'' 1
)(                            (1.4) 

avec :                          




2

2
2


k     et     



 2
2 K  

  est la masse volumique, ,  sont les constantes de Lamé. 
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2  la fréquence des ondes. 

T  est l’opérateur traction qui agit sur la fonction  pu  par rapport au point 

p . Dans le cas d’un milieu isotrope T  prend la forme suivante : 

     
 

    Dppurotpn
n

pu
pudivpnpuT

p





 ˆ.2.ˆ.        (1.5) 

où  pn̂  est la normale en p dirigée vers l’extérieur de D . 

Le problème aux limites tel qu’il est définit possède une solution unique 

pour toutes les valeurs de la fréquence des ondes  2  [24]. 

Pour obtenir une représentation intégrale de la solution de notre 

problème, une solution fondamentale et singulière est nécessaire. Cette 

solution est connue sous le nom de tenseur de Green. Dans le cas d’un 

milieu homogène et isotrope, ce tenseur s’exprime comme suit [24] : 

    








 


gradgrad
K

I
i

QPG
20

1
..

.4
,            (1.6) 

où I  est le tenseur d’unité,  RKH .1
0  et  RkH .1

0 ,  .1
0H  désigne 

la fonction de Hankel d’ordre zéro et de premier espèce et R  est la distance 

séparant les deux points P et Q . 

Ayant défini la solution fondamentale, les représentations intégrales 

pour la solution de notre problème peuvent être maintenant obtenues. Il y’a 

deux méthodes pour l’obtention des représentations intégrales, la méthode 

directe et la méthode indirecte. La méthode directe s’appuie  sur 

l’utilisation de la formule de Green [35], la méthode indirecte s’appuie sur 

la notion de potentiel simple couche ou double couche. Nous 

commencerons par la méthode indirecte. Pour le problème de Dirichlet, la 

solution est recherchée sous la forme d’un potentiel double couche : 

         DPPDWdsqWqPGTPu

D

qq  


..,0             (1.7) 
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où  qW  est une fonction densité définie sur D . Cette représentation 

conduit à l’équation intégrale suivante : 

            DppgpWKpWdsqWpqGTpW

D

qq 











 00
2

1
..,

2

1
        (1.8) 

où 0K  est l’opérateur intégral défini par : 

        DpdsqWqpGTpWK

D

qp  


..,00                             (1.9) 

Pour le problème de Neumann, la solution est recherchée sous la forme 

d’un potentiel simple couche : 

          DPPSWdsqWqPGPu
D

q  


..,0                     (1.10) 

où  qW  désigne toujours une fonction densité inconnue définie sur D . 

Cette représentation conduit à l’équation intégrale suivante : 

       DP

D

Pf
q

dsqWqPGpW 


 ..,
0

)(
2
1                   (1.11) 

Ou oncore sous la forme : 

                DppfpWKpW 
02

1
 .                         (1.12) 

Pour la méthode directe, l’application de la formule de Green à la 

solution recherchée u et au tenseur de green 0G  dans le domaine limité 

intérieurement par D  et par un cercle de grand rayon r  (figure 2),  

 

 

 

 

 

 

o

 
D

 

r

 

D  

C  
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conduit aux relations suivantes, où il a été tenu compte du fait que u et 0G  

satisfont à l’équation (1.1) et aux conditions de radiation (1.3) : 

           DPdsPqGquTPqGTquPu
D

qq  


.,.,. 00           (1.13) 

et  

           DpdspqGquTpqGTqupu
D

qq  


.,.,.
2

1
00    (1.14) 

Ce qui conduit à l’équation intégrale suivante : 

       DppfSpuKpu 










0

2

1
                            (1.16) 

Les deux équations intégrales (1.12) et (1.16) correspondantes 

respectivement aux représentations intégrales (1.10) et (1.13) du problème 

donné sont des équations intégrales adjointes. Donc, en vertu des 

théorèmes de Fredholm [22] si l’une des deux possède une solution unique 

il en sera de même pour l’autre. Or il est connu et établi (voir par exemple 

[7]) que ces deux équations intégrales ne possèdent pas des solutions 

uniques pour un spectre discret des valeurs de la fréquence des ondes  2 . 

Ce qui est en contradiction avec ce qui a été énoncé un peu plus haut.  

Plusieurs méthodes ont été proposées pour contourner cette 

difficulté. On peut citer entre autre celle qui consiste a perturbé la fonction 

de Green 0G  en lui ajoutant une série de fonctions appelées multipôles. 

Dans ces multipôles intervient des coefficients arbitraires. Le tenseur de 

Green ainsi modifié est donné par [7] : 

- Modification avec coefficients des multipôles simples : 

          


  


0

2

1

2

1
201 ..

4
,,

m l

l
m

l
m

l
m QFPFa

K

i
QPGQPG






       (1.17-a) 
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- Modification avec coefficients des multipôles simples et croisés : 

   

   
       

  


  





















0

2

1

2

1
332

01

..1

.
.

4

,,

m l
l

m

l

mm

l

l

m

l

m

l

m

QFPFb

QFPFa

K

i

QPGQPG








     (1.17-b) 

où l
ma et mb  sont successivement, les coefficients des multipôles simples 

et croisés, et   

      pmpmm ErkHgradPF  ..11   ,       3
12 ˆ.. eErKHrotPF pmpmm    

 ppr ,  sont les coordonnées polaires du point,  .1
mH  représente la 

fonction de Hankel d’ordre m et de type 1 et  

 
 
 









2.sin

1.cos
.






p

p
mpm m

m
E      

avec :                                  









02

01

m

m
m  

désigne le produit tensoriel, 3ê est le vecteur unité dans la direction de z . 

Les équations intégrales modifiées correspondantes aux équations (1.12) et 

(1.16) deviennent alors respectivement : 

       DppfpWKpW  1
2

1
                      (1.18) 

        DppfSpuKpu 


1

2

1
                   (1.19) 

où 1K  est l’opérateur intégral modifié défini de la même façon que 0K  mais 

avec 0G  remplacée par 1G . 

Le tableau ci-dessous résume les formulations directes et indirectes 

conduisant à des équations intégrales modifiées de second espèce. 
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Conditions aux limites Equations intégrales Représentation dans D  

gu  

gWKW 


1

2

1
 WDu 1    (1.20) 

gDWKW n11
2

1
  WSgDu 11     (1.21) 

fuT   

fSWKW 11

2

1




 fSWDu 11     (1.22) 

fWKW  1
2

1
 WSu 1    (1.23) 

 

où                                               pgDTpgD n 11   

Afin de garantir l’unicité des solutions des équations intégrales 

(1.18) et (1.19), une condition suffisante mais pas nécessaire a été établie 

dans [7]. Cette condition porte sur les coefficients des multipôles et 

s’exprime sous la forme suivante : 

0
2

1
.

2

1
.

21 



















mmmm abab      

et                                     0
4

1

2

1 2
2

 m
l

m ba                                (1.24) 

 :0m        et      2:1,  l  

On remarque alors que la condition (1.24) est une condition large. La 

question que l’on se pose est parmi toutes les valeurs possibles que peuvent 

prendre ces coefficients, est ce qu’il existe un choix optimal vis-à-vis d’un 

critère donné? C’est à cette question que l’on essayera de répondre en 

prenant comme critère d’optimalité la minimisation de la norme de 

l’opérateur traction lié à la fonction de Green modifiée 1TG , autrement dit, 

la minimisation de la norme de la différence entre le noyau modifié et le 

noyau exact de l’opérateur intégral modifié 1K . 
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CHAPITRE 2 

ETUDE DU CAS GENERAL 

 

Dans le chapitre suivant, on se propose de  déterminer l’expression 

des coefficients des multipôles en minimisant la norme de l’opérateur 

traction lié à la fonction de Green modifiée 1TG , c'est-à-dire, en 

minimisant la différence entre le noyau modifié et le noyau exact de 

l’opérateur intégral modifié 1K . Le choix de ce critère est motivé par le 

fait, qu’a travers la minimisation  de la norme de l’opérateur traction lié à la 

fonction de Green modifiée 
 DL

TG
2

1 , on minimise aussi la norme de la 

différence entre le noyau modifié et le noyau exact de l’opérateur intégral 

modifié, pour le cas du problème de Dirichlet. Ce choix est motivé aussi 

par le fait que nous voulons garantir la convergence de la méthode itérative 

qui sera utilisée pour la résolution de l’équation intégrale modifiée (1.18), 

et ceci pour le plus grand spectre possible de valeurs de la fréquence 2 . 

On rappelle que la condition de convergence de la méthode des 

approximations successives s’exprime sous la forme suivante [22] : 

 DL
TG





2
1

2 1
0                       (2.1) 

Considérons maintenant la question de détermination d’un choix 

optimal des coefficients des multipôles qui minimise la norme de 

l’opérateur traction lié à la fonction de Green modifiée 
 DL

TG
2

1 , tel que 

défini dans les relations (1.17a) et (1.17b). 
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I – Optimisation des coefficients des multipôles simples : 

Théorème 01 :  

  Si le noyau de l’opérateur intégral modifié 1K , à savoir la traction de 

la fonction de Green 1GTp  est définie comme suit :  

   

      


  





0

2

1

2

1
2

01

..
4

,,

m l

l
m

l
m

l
m

pp

QTFPTFa
K

i

QPGTQPGT







          (2.2) 

Alors la quantité : 

 
DqrAdsGT qp

Ar
DLp

p





,max,.

2

1
2

           (2.3) 

est minimisée si les coefficients des multipôles simples sont choisis comme 

suit :  

            







m

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

gBgA
a











 333333 ....

2:1,,:0  lm                               (2.4)                

  

où :              
A

l
m

l
m

l
mA

l
m

l
m TFTFTF   332

,,            (2.5) 

                     
D

l
m

l
m

l
mD

l
m

l
m TFTFBTFA 




 332

,,          (2.6) 

                             1111232311 ......
  mmmmmmmmm BBAA              (2.7) 

 

et :                   
D

l
m

l
m

l
m

l
m

l

m
l

m FTFTFTg 
    ,ˆ.ˆ. 33          (2.8) 

 

Démonstration : 

Etape 01 : 

On a : 

        

          

  


  



  





0

2

1

2

1
2

0

2

1

2

1
201

.ˆ.
4

..
4

,,

m l

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

m l

l
m

l
m

l
mpp

QTFPTFaQFTPTF
K

i

QTFPTFa
K

i
QPGTQPGT












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On pose       QTFaQFTQf l
m

l
m

l
m

l
m

 .ˆ   

Donc la traction de la fonction de Green modifiée 1GTp  s’écrit sous la 

forme : 

        


  


0

2

1

2

1
1 ,

m l

l
m

l
mp QfPTFQPGT



              

Alors, on a : 

 
    qpp

Ar D

pp

Ar
DLp dSdSPqGTqPGTdSGT

pp

..,:,.
11

2

1
2

 
 


  

        q

k

n

D

l
mp

k

n

m l n k Ar

l
m dSqfqfdSPTFPTF

p

.....
0

2

1

2

1 0

2

1

2

1



 



      




  



   

  

Autrement dit : 

  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





 

       

       

       

        























    









 



  

qn

D

mpn

Ar

m

qn

D

mpn

Ar

m

qn

D

mpn

Ar

m

m n
qn

D

mpn

Ar

m

dSqfqfdSPTFPTF

dSqfqfdSPTFPTF

dSqfqfdSPTFPTF

dSqfqfdSPTFPTF

p

p

p

p

.....

.....

.....

.....

2222

1212

2121

0

2

1 0

2

1

1111







 



 

 

   

   

   

    





















    









 



  

qn

D

mAnm

qn

D

mAnm

qn

D

mAnm

m n
qn

D

mAnm

dSqfqfTFTF

dSqfqfFTTF

dSqfqfTFTF

dSqfqfTFTF

...,

...,

...,

...,

2222

1212

2121

0

2

1 0

2

1

1111







 


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En utilisant les relations des produits scalaires des fonctions    2:1,
:0



l
m

l
mTF   sur 

le cercle de rayon A  [34], on obtient : 

  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





 

   

 
 

 

     

    qm

D

mAm

m

D

mAmm

m

D

mAmm

m
qm

D

mAm

dSqfqfTF

dSqfqfTFTF

dSqfqfTFTF

dSqfqfTF

...

...,

...,

...

2222

23112

23121

0

2

1

1121

















 













  













            

 

 

   




 











































0

2

1

232322

12312

23121

1121

,.

,.,

,.,

,.

m

DmmAm

DmmAmm

DmmAmm

DmmAm

ffTF

ffTFTF

ffTFTF

ffTF











 

En utilisant :       QTFaQFTQf l
m

l
m

l
m

l
m

 .ˆ   

Calculons les expressions suivantes : 

21111111112
1

11111111

..ˆ,.,ˆ.ˆ

.ˆ,.ˆ,

DmmmDmmmDmmm
D

m

DmmmmmmDmm

TFaaFTTFaFTFTaFT

TFaFTTFaFTff














 

 
       

       

   
Dmmmm

DmmmDmmmDmm

DmmmmmmDmm

TFTFaa

FTTFaTFFTaFTFT

TFaFTFTaFTff

























231231

231123123231

232323111231

,..

ˆ,.,ˆ.ˆ,ˆ

.ˆ,.ˆ,







 

 
       

       

   
Dmmmm

DmmmDmmmDmm

DmmmmmmDmm

TFTFaa

TFFTaFTTFaFTFT

TFaFTTFaFTff

























123123

123112323123

111232323123

,.

,ˆ.ˆ,.ˆ,ˆ

.ˆ,.ˆ,







 



Chapitre 2  Etude du cas général 
 

15 
 

               

             

      2232323

2323232323232
23

2323232323232323

..

ˆ,.,ˆ.ˆ

.ˆ,.ˆ,

Dmmm

DmmmDmmm
D

m

DmmmmmmDmm

TFaa

FTTFaTFFTaFT

TFaFTTFaFTff

































 

Donc nous aurons : 

  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





 

 

 

   




 











































0

2

1

232322

12312

23121

1121

,.

,.,

,.,

,.

m

DmmAm

DmmAmm

DmmAmm

DmmAm

ffTF

ffTFTF

ffTFTF

ffTF











 

 

     

 

   

 

     

 

   

 

       

     

     




 






































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













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
























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
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




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
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








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
































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
























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







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


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1
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
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Utilisons les notations (2.5) à (2.8), nous aurons : 

 



 p

Ar
DL

dSG
p

.T
2

1p
2
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C’est un problème de minimisation standard, dont la condition nécessaire 
pour l’existence d’un minimum est l’annulation de la dérivée. 

Donc, si on dérive par rapport aux coefficients 
1

ma et
 23 
ma , on obtient 

le système d’équations suivant : 
 

 
    

  
          




































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


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








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mmDmmm
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ou sous la forme suivante : 
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 

 
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






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Si on pose :   
D

l
m

l
m

l
m

l
m

l

m
l

m FTFTFTg 
    ,ˆ.ˆ. 33  

Notre système se réécrit comme suit :  
 

     

          

















23232323111

12311111

....

....









mmmmmmm

mmmmmmm

gaAaB

gaBaA

 

Ce dernier système admet le déterminant non nul suivant : 
    1111232311

......
  mmmmmmmmm BBAA 


 

En effet, notre déterminent s’écrit sous la forme : 
   

   

    22312231

2232122321

1111232311

,.,

...

......

DmmAmm

DmDmAmAm

mmmmmmmmm

TFTFTFTF

TFTFTFTF

BBAA
























 

 

Mais d’après l’inégalité de Schwartz et l’indépendance linéaire des 
fonctions  2:1,

:0



l
m

l
mTF  , nous avons : 

    223122321 ,. AmmAmAm FTFTTFTF   

 

Et  
    223122321 ,. DmmDmDm FTFTTFTF 








 

 

 
Donc : 

   

    22312231

2232122321

,.,

...

DmmAmm

DmDmAmAm

FTFTFTFT

TFTFTFTF




















 

Ce qui donne :  
   

    0,.,

...

22312231

2232122321
















DmmAmm

DmDmAmAmm

FTFTFTFT

TFTFTFTF





 

Et par conséquent, les solutions de ce dernier système, seront données par : 
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
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
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


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
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

m

mmmmmm
m

m

mmmmmm

m

gBgA
a

gBgA
a

1112311
23

231112323

1

....

....

 

ou sous la forme abrégée suivante : 
 

            







m

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

gBgA
a











 333333 ....

 

 
2:1,,:0  lm   

Etape 2 : 

Nous allons démontrer dans ce qui suit que le choix des coefficients 

des multipôles simples tel que défini dans (2.4) vérifie réellement le 

minimum de la quantité : 

 
DqrAdSGT qp

Ar
DLp

p





,max,.

2

1
2

 

Pour cela, on suppose que la quantité 
  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





est une fonction 

des variables 1,
mx , 1,

my , 
  2,3 
mx  et   2,3 

my  pour 2:1,,:0  lm  ,  

où   1,1,1, . 
mmm yixa      et 

      2,32,32,3
.

 
 mmm yixa  

Alors la quantité 
  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





peut être réécrite comme suit : 

 
  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





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Il est clair que le choix optimal des coefficients des multipôles simples tel 

que définit dans (2.4), rend le gradient de cette dernière fonction 

  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





nul. 

De plus, notre choix optimal vérifiera le minimum si le Hessien est une 

matrice semi défini positive, mais comme le Hessien est une matrice 

symétrique, alors il suffit que les déterminants principaux soient 

strictement positifs. 

Pour cela on :  
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
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Et si on dérive une deuxième fois, et en calculons le déterminant du 

Hessien, on obtient : 
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Donc le déterminant du Hessien est strictement positif. 
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Calculons maintenant les déterminants principaux du Hessien : 
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Donc le premier déterminant principal du Hessien est strictement positif. 
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Donc le deuxième déterminant principal du Hessien est strictement positif. 
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Donc le troisième déterminant principal du Hessien est strictement positif. 

D’où le choix optimal tel que définit dans (2.4) vérifie réellement le 

minimum de la quantité 
  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
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
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
. Ce qui termine la 

démonstration du théorème 01. 
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Théorème 02 :  

Si le noyau de l’opérateur intégral modifié 1K , à savoir la traction de la 

fonction de Green 1GTp  est définie par (2.2), alors la quantité (2.3) est 

majorée si les coefficients des multipôles simples sont choisis comme suit : 
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Démonstration : 
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alors l’opérateur traction lié à la fonction de Green modifiée 1GTp  s’écrit 

sous la forme : 
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Ar D

pp

Ar
DLp dsdsPqGTqPGTdsGT

pp

..,:,.
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2

1
2

 
 


  

        q

k

n

D

l
mp

k

n

m l n k Ar

l
m dsqfqfdsPTFPTF

p

.....
0

2

1

2

1 0

2

1

2

1



 



   




  



   

  
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















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p

p

p

p
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.....
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2121

0
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1 0
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1
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





 



 

en utilisant les relations des produits scalaires des fonctions    2:1,
:0




l
m

l
mTF   sur 

le cercle de rayon A , on obtient : 

  p

Ar
DLp dsGT

p

.
2

1
2





 

     

         

         

      qm
D

mm

qm

D
mm

qm
D
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m
qm

D

mm

dsqfqfrKEA

dsqfqfrKrkFA

dsqfqfrKrkFA

dsqfqfrkEA

...2

...1.,2

...1.,2

...2

22

231

231

0

2

1

11

























  













  















               (2.11) 

Posons   rkHka m
/.     ,       rkH

rk

m
kb m..  

et   rKHKc m
/.     ,       rKH

rK

m
Kd m..  

On aura alors : 

  22
barkEm        ,         22

dcrKEm   

et                                       bcdarKrkFm ..,   

Ainsi (2.11) peut être réécrit comme suit :  
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 
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 
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
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   
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 







 


















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






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D
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m
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D

m
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D

m
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D

m
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D

m

m
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D
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D

m

dsqfddsqfc

dsqfcqfb
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...1..
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2
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2
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1
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
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
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


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  



q

D
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m
q

D
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dsqfcqfb

dsqfdqfaA

...1.

...1..2

2231

0

2

1

2231







             (2.12) 

 

D’autre part, et d’après l’inégalité de Minkowski, nous avons : 

       

       

2

2

1

223
2

1

21

2231

...1..

...1.






























































q

D
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D

m

q

D
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dsqfddsqfa

dsqfdqfa





         (2.13) 
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et : 

       

       

2

2

1
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2

1
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
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



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
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


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




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D
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D

m
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D
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
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            (2.14) 

D’où : 
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D’autre part, le terme   q

D

l
m dsqf .2
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  peut être réarrangé comme suit : 
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De ce fait, il est clair que la quantité (2.3) suivante : 

 
DqrAdsGT qp

Ar
DLp

p





,max,.

2
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sera  majorée si la valeur   

 

2

2
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2
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l
m

DL
l

m
l

ml
m

TF

TFFT
a










 est plus petite que 

possible, c'est-à-dire égale à zéro, donc nous aurons : 

 
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Ce qui termine la démonstration du théorème 2. 

Dans ce qui suit nous allons démontrer que le choix optimal que nous 

avons trouvé dans (2.9), satisfait la condition large (1.24) qui nous garantit 

l’unicité de la solution de l’équation intégrale associée au problème donné. 

Cette condition rappelons-le s’exprime dans le cas des coefficients des 

multipôles simples  0mb , sous la forme : 

2

1

2

1


l
ma


     ou bien     11.2 
l

ma


 

Lemme 01 : 

Si les coefficients des multipôles simples l
ma sont choisit comme 

dans le théorème 02, alors la condition large (1.24) est satisfaite. 
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Démonstration : 

Nous avons : 
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Posons :             viuTF l
m .  

donc on a :  
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Pour que cette dernière quantité soit strictement inférieure à 1, il suffit 

d’avoir : 

      0,.,,
222

2   DLDLDL
vvuuvu  

mais de l’inégalité de Schwartz nous avons : 

     

      0,.,,
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et comme l’inégalité de Schwartz est stricte si les deux fonctions u et v  

sont linéairement indépendantes, alors,  pour terminer notre démonstration 
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il faut montrer que les deux fonctions u et v  sont linéairement 

indépendantes, sachant que : 

  l
m

l
m FTTFu  ˆRe        et         l

mTFv Im  

pour cela, on va étudier à titre indicatif, le cas ou 1l  : 

nous avons :  

    
mm ErkJu .       et            

mm ErkYv .  
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m
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u et v  seront linéairement indépendantes si et seulement si : 
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Autrement dit, u et v  seront linéairement indépendantes si et seulement si :  
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Calculons pour cela :               ?.. //  rkYrkJrkYrkJ mmmm  

nous avons :                     XJ
X

m
XJXJ mmm .1

/  
 

                      XY
X

m
XYXY mmm .1

/    

d’ou :  
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En utilisant le Wronskien des foncions de Bessel et de Hankel [1], on 

obtient : 

       
rk

rkYrkJrkYrkJ mmmm
.

2
.. //


  

donc :  

        0
.

2
.. // 

rk
rkYrkJrkYrkJ mmmm


 

d’ou u et v  sont linéairement indépendantes 

c'est-à-dire que :            0,.,,
222

2   DLDLDL
vvuuvu  

d’où :                                           11.2 
l

ma


 

Ce qui termine la démonstration du lemme 01. 

Notons ici, que le choix des coefficients des multipôles simples 

trouvé dans le théorème 02, ne minimise pas réellement la quantité (2.3). 

Toutefois, ce choix conduit à la majoration de cette dernière quantité, et de 

plus il vérifie la condition large (1.24) qui garantit l’élimination des 

fréquences irrégulières, ce qui permet de récupérer l’unicité de la solution 

de l’équation intégrale modifiée représentant notre problème aux limites. 
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II – Optimisation des coefficients des multipôles simples et croisés : 

Théorème 3 :  

Si le noyau de l’opérateur intégral modifié 1K , à savoir la traction de 

la fonction de Green 1GTp  est définie comme suit :  
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alors la quantité (2.3) est minimisée si les coefficients des multipôles 

simples et croisés sont choisis comme suit :  
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avec :  

  
A

l
m

l
m

l
mA

l
m

l
m TFTFTF   332

,,                                         (2.16) 

 

  
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l
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l
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l
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l
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l
m TFTFBTFA 




 332

,,                                                (2.17) 
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l
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l
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l
m hAgBM

 


333333
,1, .                                      (2.18) 
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               lml
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l
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l
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l
m hgM   
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,2, .        (2.19) 
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l
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  2
1231

, . 
mmmDm BAA  

                                                                          (2.24) 

  21231
, .   mmmAm  

                                                                      (2.25) 

et /
m est définit en fonction de 

Dm  ,  et 
Am ,  dans la démonstration du 

théorème. 

Démonstration : 

La démonstration se fait en deux étapes. Dans la première étape on 

considère la quantité (2.3) comme étant une fonction des variables l
ma
  et 

mb , et après calcul et annulation du gradient on obtient l’expression du 

choix optimal des coefficients des multipôles simples et croisés. La 

deuxième étape est consacrée à la suffisance en calculant la matrice 

Hessienne ainsi que ses déterminants principaux.  

Etape 1 : 

On a : 
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Si on pose : 
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Donc la traction de la fonction de Green modifiée 1GTp  s’écrit sous la 

forme : 
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Autrement dit : 
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En utilisant les relations des produits scalaires des fonctions    2:1,
:0



l
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l
mTF   sur 

le cercle de rayon A  [34], on obtient : 
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Calculons les expressions suivantes : 
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De ce fait, minimiser la quantité (2.3) devient un problème de minimisation 

standard, dont la condition nécessaire pour l’existence d’un minimum est 

l’annulation du gradient. 

Donc, si on dérive par rapport aux coefficients 
1

ma , 
 23 
ma  et mb , on 

obtient le système d’équations suivant : 
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ou sous la forme suivante : 
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Ce dernier système admet le déterminant suivant : 
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Après de longs calculs, on obtient : 
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Ce dernier déterminant est non nul, car d’après l’inégalité de Schwartz et 

l’indépendance linéaire des fonctions  2:1,
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Et par conséquent, les solutions de ce dernier système, seront données par : 
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Après de longs calculs, ainsi que l’utilisation des notations énoncés ci-dessus, on 
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D’autre part, nous avons : 
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Etape 2 : 

Nous allons démontrer dans ce qui suit que le choix des coefficients 

des multipôles simples et croisés tel que défini dans (2.15) vérifie 

réellement le minimum de la quantité : 

 
DqrAdSGT qp

Ar
DLp

p





,max,.

2

1
2

 

Pour cela, on suppose que la quantité 
  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





est une fonction 

des variables 1,
mx , 1,

my , 
  2,3 
mx ,   2,3 

my , mx  et my  pour 

2:1,,:0  lm  ,  

où : 

1,1,1, . 
mmm yixa   

      2,32,32,3
.

 
 mmm yixa  

mmm yixb .  

Alors la quantité 
  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





peut être réécrite comme suit : 

 
  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





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Il est clair que le choix optimal des coefficients des multipôles simples et 

croisés tel que définit dans (2.15), rend le gradient de cette dernière 

fonction 
  p

Ar
DLp dSGT

p

.
2

1
2





nul. 

De plus, notre choix optimal vérifiera le minimum si le Hessien est une 

matrice semi défini positive, mais comme le Hessien est une matrice 

symétrique, alors il suffit que les déterminants principaux soient 

strictement positifs. 

Pour cela, calculons le gradient de (2.3) par rapport aux nouveaux variables 

1,
mx , 1,

my , 
  2,3 
mx ,   2,3 

my , mx  et my , on obtient : 
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Si on dérive une deuxième fois, et on calculant le déterminant de la 

hessienne, ainsi que ses déterminants principaux, on obtient : 

 


654321

2

1 .
2

mmmmmmp

Ar
DLp VVVVVVdSGTH

p




















 

où : 

 
 

   
    



































11111111

11111111

1111

1111

11

1

1

1

0

2























mmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmm

mmmm

mm

m

AABBi

AABB

BBi

BB

A

V  

 



Chapitre 2  Etude du cas général 
 

 53  

 
 

   
    



































11111111

11111111

1111

1111

11

2

1

1

2

0























mmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmm

mmmm

mm

m

AABB

AABBi

BB

BBi

A

V  

 

 
 

   

          
           











































2,312,3112,312,3

2,312,3112,312,3

2,32,3

1111

1111

3

1

1

0

2























mmmmmmmm

mmmmmmmm

mm

mmmm

mmmm

m

AABBi

AABB

A

BB

BB

V  

 

 
 

   

          
           











































2,312,3112,312,3

2,312,3112,312,3

2,32,3

1111

1111

4

1

1

2

0























mmmmmmmm

mmmmmmmm

mm

mmmm

mmmm

m

AABB

AABBi

A

BB

BBi

V  

 

   
   

          
          

    












































0

2

1

1

1

1

12,311112,31

2,312,3112,312,3

2,312,3112,312,3

11111111

11111111

5























mmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmm

m

ABBA

AABBi

AABB

AABBi

AABB

V  

 



Chapitre 2  Etude du cas général 
 

 54  

   
   

          
          

     











































12,311112,31

2,312,3112,312,3

2,312,3112,312,3

11111111

11111111

6

2

0
1

1

1

1























mmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmm

mmmmmmmm

m

ABBA

AABB

AABBi

AABB

AABBi

V  

Après de longs calculs, on obtient ; 
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Le premier déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale à : 
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Le deuxième déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale à : 
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Le troisième déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale à : 
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Le quatrième déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale à : 
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Le cinquième déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale à : 
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Le sixième déterminant principal de la hessienne (2.3) est égale à : 
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On remarque facilement, que le déterminant de la hessienne de (2.3), ainsi 

que ses déterminants principaux sont strictement positifs. Donc le choix 

optimal des coefficients des multipôles simples et croisés tel que définit 

dans (2.15) vérifie réellement le minimum de la quantité (2.3). Ce qui 

termine la démonstration du théorème 03. 

Il est à remarquer que pour les choix optimaux des coefficients des 

multipôles simples et croisés trouvés dans les théorèmes 02 et 03, il est très 

difficile de vérifier la condition large (1.24). Néanmoins, cette condition 

n’est pas nécessaire mais seulement suffisante [7]. De plus, bien que nous 

ayant su minimiser la norme de la traction de la fonction de Green modifiée 

 DLpGT 2
1 , nous n’avons pas une estimation de la valeur de ce minimum. 

Dans le prochain chapitre, nous allons appliquer les résultats des théorèmes 

02 et 03 au cas d’une frontière D  ayant la forme d’un cercle. Nous 
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montrerons en particulier que la traction de la fonction de Green modifiée 

est égale à la traction de la fonction de Green exacte pour le cas du 

problème de Dirichlet. 
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CHAPITRE 3 

CAS DU CERCLE 

 

Dans ce chapitre nous allons appliquer les résultats du chapitre 

précédent au cas d’une frontière circulaire de rayon a . 

 

I- Coefficients des multipôles simples : 

Théorème 04 : 

Si la frontière D  est un cercle de rayon a , alors le choix optimal des 

coefficients des multipôles simples, est donné par : 
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où les expressions des différents coefficients qui apparaissent dans les 

coefficients des multipôles simples l
ma , sont données dans l’annexe 1. 

Démonstration : 

Pour calculer les coefficients des multipôles simples l
ma , il faudrait tout 

d’abord  calculer les valeurs des l
mg . 

Nous avons : 
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l
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m
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m FTFTFTg 
    ,ˆ.ˆ. 33  

où :  
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d’ou : 

         11,11,12,312,31 ˆ.ˆ. 
mmmmmmmmm IIIIg               (3.5) 
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D’autre part, les expressions des coefficients des multipôles simples l
ma  

sont données par (2.4), comme suit : 
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En utilisant les expressions des 1
mg  et 2)3( 

mg données par (3.5) et (3.6), on 

obtient : 
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En utilisant les calculs établis dans l’annexe 1, les expressions des 

coefficients des multipôles simples l
ma , s’écrivent alors dans le cas d’un 

cercle, sous la forme : 

- pour 1 et 1l , on a : 

       
1

222222221212121222121111111112121212122222
11

ˆˆ.ˆˆ.

m

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
m

IIIIIIIIII
a




  

       
1

1122222
ˆˆ.ˆˆ.

m

mmmmmmmmmm aadcaaaccc




  

- pour 1 et 2l , on a : 

       
1

112211222112211221221221122111221122121122
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IIIIIIIIII
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
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m
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
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- pour 2 et 1l , on a : 
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a




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m
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
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- pour 2 et 2l , on a : 
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22

ˆˆ.ˆˆ.

m

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
m

IIIIIIIIII
a




  

       
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Ce qui termine la démonstration du théorème 04. 

On remarque ici, que nous avons : 

2111
mm aa  et 2221

mm aa   

II- Coefficients des multipôles simples et croisés : 

Théorème 05 : 

Si la frontière D  est un cercle de rayon a , alors le choix optimal des 

coefficients des multipôles simples et croisés, est donné par : 

 

1

21
11 ˆˆ

m

mmmm

m

aacc
a




             (3.7) 

1

21
21 ˆˆ

m

mmmm
m

aadc
a




          (3.8) 

2

21
12 ˆˆ

m

mmmm

m

aacc
a




         (3.9) 

2

21
22 ˆˆ

m

mmmm
m

aadc
a




        (3.10) 

2

11 ˆˆ

m

mmmm
m

acca
b




          (3.11-a) 

1

22 ˆˆ

m

mmmm acda




        (3.11-b) 

où les expressions des différents coefficients qui apparaissent dans les 

coefficients des multipôles simples et croisés l
ma  et mb , sont données dans 

l’annexe 1. 

Démonstration : 

Pour calculer les coefficients des multipôles simples et croisés l
ma  et mb , il 

faudrait tout d’abord  calculer les valeurs des l
mg et l

mh . 
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Comme nous avons déjà calculer les expressions de 1
mg  et 2)3( 

mg , qui sont 

données par (3.5) et (3.6), calculons maintenant les expressions de 1
mh  et 

2)3( 
mh . 

Puisque notre frontière est un cercle de rayon a , alors on a : 

        l
m

l
m

l
m

l
m

l

m
l

m FTFTFTh 3333 ,ˆ.ˆ.    

           l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

l

m FTFTFTFT 333333 ,ˆ,ˆ 
  

              l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m

l
m FTFTTFFTFTFTTF 332333333 ,ˆ,ˆ,   

D’où : 

               )3(3333333 ˆ.ˆ. ll
mm

ll
mm

ll
mm

ll
mm

l
m IIIIh     

Nous avons donc : 

         1231122332131 ˆ.ˆ.    mmmmmmmmm IIIIh             (3.12) 

           21322331112323 ˆ.ˆ.    mmmmmmmmm IIIIh        (3.13) 

Pour le cas du cercle, on peut montrer aussi que : 

    
 

    

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.
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





 
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
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m BAA
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    


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
 





 



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


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
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
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....
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


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AAAA
 

      




 





 





   212312123121231 .....2 

mmmmmmmmm BAABAABAA  

 32..2 
amamamam      (3.14) 

D’autre part, et en utilisant (2.12), (3.5), (3.6), (3.12) et (3.13), ainsi que les 

calculs établis dans l’annexe 1, on obtient : 
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  
               
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    
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- pour 1 , on a : 

   
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- pour 2 , on a : 
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   
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D’autre part, nous avons : 
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- pour 1 , on a : 
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- pour 2 , on a : 
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Remarquons ici, que les mêmes égalités trouvées dans le théorème 4, sont 

aussi valables pour le théorème 5, c’est-à-dire : 

2111
mm aa  et 2221

mm aa   

De la même façon, on obtient les expressions des coefficients des 

multipôles croisés (pour 1l ): 

 

 
               
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- pour 2 , on a : 



Chapitre 3  Cas du cercle 
 

 70

   
   

/2

2112221121121122122121121122112222112112211222111221

1221112222112211211222112211221121121221122121121122

2
ˆˆˆˆ.2

ˆˆˆˆ.2

.
m

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

amm

IIIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIIII

b






  

   
  2

11

32

11
22

/2

11
22 ˆˆ

2

ˆˆ
2

ˆˆ
2

am

mmmm

am

mmmm
am

m

mmmm
am

accaaccaacca














  

- pour 1,2  l , on a : 

   
   

/1

1221222212212211121212212211111111221221212111222112
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.
m
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mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm
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IIIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIIII

b

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

  

   
  1

22

31

22
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ˆˆ
2

ˆˆ
2
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mmmm

am

mmmm
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m

mmmm
am

acdaacdaacda














  

- pour 2,2  l , on a : 

   
   

/2

1212111112122211212112122211222211111212121211112121

2121222211111111121211111111111112122121212112122222

2
ˆˆˆˆ.2

ˆˆˆˆ.2

.
m

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

amm

IIIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIIII

b






  

   
  2

22

32

22
22

/2

22
22 ˆˆ

2

ˆˆ
2

ˆˆ
2

am

mmmm

am

mmmm
am

m

mmmm
am

acdaacdaacda














  

Ce qui termine la démonstration du théorème 5. 

On peut montrer aussi (voir annexe 2), que les deux expressions (3.11-a) et 

(3.11-b) trouvées pour les coefficients des multipôles croisés mb , et qui 

semblent différentes, sont en fait égales. 

Théorème 6 : 

Si la frontière D  est un cercle de rayon a , et si les coefficients des 

multipôles simples et croisés sont choisis comme dans (3.7) à (3.11b), alors 

la traction de la fonction de Green modifiée est égale à la traction de la 

fonction de Green exacte pour le problème de Dirichlet, autrement dit on 

a : 

   QPGTQPGT D
Exp

D
p ,,1                       (3.15) 
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Démonstration : 

En utilisant les expressions des coefficients des multipôles simples et 

croisés obtenues pour le cas d’un cercle (3.7) à (3.11b), la fonction de 

Green modifiée pour le problème de Dirichlet s’écrit alors sous la forme :  

   

        
        
        
        
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




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
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
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
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
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QTFPTFbQTFPTFa
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QTFPTFbQTFPTFa

QTFPTFbQTFPTFa

K

i

QPGTQPGT



 

 

ou bien : 

   

            
            
            
            







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
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






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




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p
D

p

QTFPTFaccaQTFPTFaadc

QTFPTFaccaQTFPTFaacc

QTFPTFaccaQTFPTFaadc

QTFPTFaccaQTFPTFaacc

K

i

QPGTQPGT



(3.16) 

D’autre part, il a été prouvé dans [23] que si on considère un autre critère 

d’optimalité des coefficients des multipôles simples et croisés, en 

minimisant la norme de l’opérateur intégral modifié 
 DL

K
2

1 , alors la 

traction de la fonction de Green modifiée est égale à la moyenne des 

traction des fonctions de Green exactes pour les problèmes de Dirichlet et 

de Neumann. 

Autrement dit, on a : 

        QPGTQPGTQPGT N
Exp

D
expp ,,

2

1
,1         (3.17) 

où les deux fonctions de Green exactes  QPG D
ex ,  et  QPG N

Ex ,  satisfont aux 

conditions suivantes : 
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 

  ararqPGT

ararqPG

qp
N
exq

qp
D
ex





,0,

,0,
                                                 (3.18) 

 

ces fonctions sont données par les expressions suivantes [34] : 

   
     

    






















  


PFb

PFPaPF
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K

i
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l
mm

l

l
m

l
m

l
m

m l

l
m

D
ex )3)(3(
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2

1

2

1
2

1

ˆ

4
,














       (3.19) 

avec : 

   
am

mmmm

mm

aacc
aa






21
2111 ˆˆ

                                                                  (3.20) 

  
am

mmmm
mm

aadc
aa






21
2212 ˆˆ

                                                                  (3.21) 

  
am
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mmmm
m

acdaacca
b




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




2211 ˆˆˆˆ
                                                   (3.22) 

et      

   
     

    
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

       (3.23) 

 

avec :  

T
am

mmmm
mm aa






21
2111 ˆˆ                                                             (3.24) 

T
am

mmmm
mm aa






21
2221 ˆˆ 

                                                                   (3.25) 

T
am

mmmm
T

am

mmmm
mb











2211 ˆˆˆˆ 
      (3.26) 

où les expressions des différents coefficients qui apparaissent dans les 

coefficients m
l

m
l

m baa


,,   et mb


, sont données dans l’annexe 1. 

et de plus : 
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








QP

QP

rrsiQ

rrsiP
P       et    










QP

QP

rrsiP

rrsiQ
P   

De ce fait, et à partir des expressions (3.17) et (3.19) à (3.22), on déduit que 

l’expression (3.16) est égale à la fonction de Green exacte pour le problème 

de Dirichlet, autrement dit on a :  

   QPGTQPGT D
Exp

D
p ,,1   

Ce qui termine la démonstration du théorème 6. 

 

L’intérêt du résultat obtenu dans le théorème 6, consiste dans le fait 

que si le choix optimal des coefficients des multipôles simples et croisés 

pour le cas du cercle, nous conduit à la traction de la fonction de Green 

exacte pour le problème de Dirichlet, alors la condition large (1.24) 

imposée à ces coefficients n’a pas besoin d’être satisfaite à partir du 

moment que l’on n’a plus d’équations intégrales à résoudre. 

Dans le chapitre suivant, nous allons appliquer les résultats du chapitre 2 au 

cas d’une frontière ayant la forme d’un cercle légèrement déformé. Nous 

montrerons que les expressions des coefficients des multipôles trouvées 

pour le cas du cercle peuvent être utilisées comme approximation pour le 

cas du cercle déformé. 
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CHAPITRE 4 

Cas du cercle légèrement déformé 

 

Après avoir traité le cas d’une frontière circulaire, on se propose de 

considérer le cas d’une frontière ayant la forme d’un cercle légèrement 

déformé. L’équation paramétrique de ce cercle légèrement déformé est 

définie en coordonnées polaires, comme suit : 

   20  ar                                               (4.1) 

où  a  est le rayon du cercle non déformé et   et 







 sont deux fonctions 

bornées. On note par  qp , les points de D  et qui sont définis par : 

      qqpp raOqraOp ˆ,ˆ              (4.2) 

où      

     sin,cosˆ r                                                   (4.3) 

les points sur le cercle de rayon  a  sont notés par : 

qapa raOqraOp ˆ,ˆ                                        (4.4) 

Il est facile de voir que : 

  Oqpqp aa                                                     (4.5) 

de plus, puisque   est continûment dérivable, on peut montrer que  

   
aa

qp

qp

 
 est bornée, et on aura donc : 

 


O
qpqp aa


11

                                                 (4.6) 

sur le cercle déformé D  on peut montrer que : 

 












Or
r

n 




















 ˆ

1

ˆˆ
ˆ

2

2

                                         (4.7) 
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et que l’élément ds s’écrit sous la forme : 

 



 Odadrds 














2

21                                (4.8) 

 

Dans ce qui suit nous allons énoncer et démontrer un lemme qui nous sera 

utile par la suite. 

Lemme 2 : 

Si la frontière D  est définie par (4.1), alors on a : 

     


 OpTFpTF a
l

m
l

m                                                 (4.9) 

  OTFTFTFTF a
k

n
l

mD
k

n
l

m   ,,                             (4.10) 

  OamDm  
//                                                               (4.11) 
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     (4.13) 

où 
a
et a , sont la norme et le produit scalaire, calculés sur le cercle de 

rayon   a . 

Démonstration :  

D’après la définition de l
mTF  et en tenant compte du fait que la 

fonction de Hankel  xHm
1  est analytique avec seulement un pôle à 0x , 

nous obtenons alors : 

      OaHaH mm  11                                                   (4.14) 

s’ ensuit  alors (4.9).  
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En utilisant la représentation paramétrique de D  donnée par (4.1) et 

l’expression (4.8) de l’élément  ds , on obtient : 

 



 OdpFTpTFadspFTpTFTFTF p

k

n
l

mp

D

k

n
l

mD
k

n
l

m  


 )(.)()(.)(,
2

0

   (4.15) 

et avec (4.9), l’expression (4.15) devient : 

    


 OTFTFOdpFTpTFaTFTF a
k

n
l

mp

k

n
l

mD
k

n
l

m   ,)(.)(,
2

0

 

ce qui correspond à la relation (4.10). Et en utilisant (4.9) et (4.10) on 

obtient directement (4.11), (4.12), et (4.13).  

Ce qui termine la démonstration du lemme 2. 

 

Théorème 7 :  

Si le noyau de l’opérateur intégral modifié 1K , à savoir la traction de 

la fonction de Green 1GTp  est définie par (1.17b) et si la frontière D  est 

définie par (4.1), alors le choix optimal des coefficients des multipôles 

simples et croisés, est donné par : 

   Oaaa mm  1111       (4.16) 

   Oaaa mm  2121       (4.17) 

   Oaaa mm  2222       (4.18) 

   Oaaa mm  1212       (4.19) 

et  

   Oabb mm        (4.20) 

où les        aaaaaaaa mmmm
12222111 ,,,  et  abm sont les coefficients des multipôles 

simples et croisés, calculés dans le cas du cercle de rayon  a . 
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Démonstration : 

Pour calculer les coefficients des miltipôles croisés l
ma
  et mb , il 

faudrait tout d’abord  calculer les 12)3(1 ,, 
mmm hgg  et 2)3( 

mh  

Nous avons déjà calculer les expressions des 12)3(1 ,, 
mmm hgg  et 2)3( 

mh , qui 

sont données par : 

         11,11,12,312,31 ˆ.ˆ. 
mmmmmmmmm IIIIg    

               22,3322,3321,321,323 ˆ.ˆ.    mmmmmmmmm IIIIg  

et  

           21,311,22,3312,31 ˆ.ˆ.    mmmmmmmmm IIIIh  

             12,322,3311,21,323 ˆ.ˆ.    mmmmmmmmm IIIIh  

Mais en remplaçant les relations (4.12) et (4.13) du lemme 2, dans les 

expressions des coefficients des multipôles simples et croisés (2.12), on 

obtient directement (4.16) à (4.20). 

Théorème 8 :  

Si la frontière D  est définie par (4.1), et si les coefficients des 

multipôles simples et croisés sont définis par (4.16) à (4.20), alors la 

différence entre la traction de la fonction de Green modifiée et la traction 

de la fonction de Green exacte pour le problème de Dirichlet est d’ordre  , 

autrement dit : 

     








OQPGTQPGT
PP

QQ

D
Exp

PP

QQ

D
p 








,,1        (4.21) 

Démonstration : 

En utilisant les expressions des coefficients des multipôles simples et 

croisés obtenues pour le cas d’un cercle légèrement déformé (4.16) à 

(4.20), la fonction de Green modifiée pour le problème de Dirichlet s’écrit 

alors sous la forme :  
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    
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Ce qui termine la démonstration du théorème 8. 
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Il y a une approximation plus simple pour les coefficients des 

multipôles simples et croisés qui conduit au même résultat que celui du 

théorème 8, pour cela il suffit de définir les coefficients des multipôles 

simples et croisés tels que dans (3.7) à (3.11b) mais avec les différents 

produits scalaires calculés sur le cercle modifié. 
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CONCLUSION 

 

Le travail qui a été présenté dans cette thèse porte sur la 

détermination du choix optimal des coefficients des multipôles en 

minimisant la norme du noyau de l’opérateur intégral décrivant l’équation 

de diffraction des ondes élastiques, à savoir la norme de la traction de la 

fonction de Green modifiée. 

Dans le premier chapitre, nous avons exposé la formulation 

mathématique du problème. Dans le second chapitre, nous avons 

effectivement déterminé trois expressions des coefficients des multipôles 

pour le cas d’une frontière de forme quelconque. La première expression 

représente une bonne approximation des coefficients des multipôles 

simples, et qui satisfait la condition large (1.24). Les deux autres 

expressions  représentent les choix optimaux des coefficients des 

multipôles pour deux différents types de modification, la modification 

simple et la modification croisée. Le critère d’optimalité utilisé est celui de 

la minimisation de la norme du noyau de l’opérateur intégral modifié à 

savoir la traction de la fonction de Green modifiée. A travers ce critère, on 

minimise la norme de la différence entre la traction de la fonction de Green 

exacte et la traction de la fonction de Green modifiée, ce qui par ailleurs, 

nous garantit la convergence de la méthode de résolution numérique par 

approximations successives pour le plus grand rayon des valeurs de la 

fréquence d’ondes possible. Dans le chapitre trois, nous avons appliqué les 

résultats trouvés précédemment au cas d’une frontière de forme circulaire. 

Dans ce cas là, une forme relativement plus simple des coefficients des 

multipôles simples et croisés a pu être obtenue. Et de plus, nous avons 

obtenu le résultat remarquable qui consiste en l’égalité entre la traction de 

la fonction de Green modifiée et la traction de la fonction de Green exacte 
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pour le cas du problème de Dirichlet, autrement dit la norme de l’opérateur 

intégral modifié sera nulle, ce qui conduirait alors à la solution directe du 

problème au limites sans recourir à la résolution d’une équation intégrale. 

Dans le dernier chapitre, nous avons appliqué les résultats du deuxième 

chapitre au cas d’une frontière ayant la forme d’un cercle légèrement 

modifiée. Nous avons montré que les expressions des coefficients des 

multipôles trouvées pour le cas du cercle pouvaient être utilisées comme 

approximation pour le cas du cercle  légèrement modifiée, et de plus nous 

avons montré que la norme de la différence entre la traction de la fonction 

de Green modifiée et la traction de la fonction de Green exacte est du 

même ordre que la perturbation du cercle, c’est-à-dire d’ordre . Toutefois, 

la condition large (1.24) n’a pu être établie dans ce cas-là. Néanmoins, cette 

condition n’étant pas nécessaire mais seulement suffisante comme cela a 

été prouvé dans [7]. 

Ce travail qui s’inscrit dans le cadre des techniques de modification 

de la fonction de Green, débouche sur plusieurs questions et problèmes 

ouverts qui pourraient êtres étudiés dans le futur, citons entre autre : 

1- La vérification de la condition large (1.24) pour un domaine de frontière 

quelconque. 

2- L’étude d’autres formes géométriques simples tels que le triangle, 

l’ellipse,…etc., et qui peuvent servir de guide pour le cas général. 

3-  L’étude d’autres critères d’optimalité en considérons par exemple : 

- La minimisation du nombre de conditionnement associé à notre 

équation intégrale modifiée, en se basons sur les travaux de E. 

ARGYROPOULOS, D. GINTIDES et K. KIRIAKI pour le cas de 

trois dimensions [2] et [21] (critère lié à la stabilité numérique de 

l’équation intégrale modifiée). 
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- La minimisation de la somme des normes de la fonction de Green et 

de l’opérateur intégral modifiés. 

4- Rechercher les mêmes résultats obtenus par ARGYROPOULOS, D. 

GINTIDES, K. KIRIAKI, L. BENCHEIKH et B. SAHLI, en utilisant la 

minimisation avec contraintes (intégrer la condition large (1.24) comme 

contrainte). 

4- Elaboré les résultats numériques lié à ce genre de problèmes, en se 

basons sur les travaux de L. BENCHEIKH [5] et [6]. 
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ANNEXE 1 

 

On se propose dans cet annexe de donner les expressions des 

produits scalaires des fonctions l
mF
 , l

mTF
 et de leurs parties régulières 

l
mF
ˆ et l

mFT
ˆ . On note : 

kl
nmD

k
n

l
m IFF ,,                (A1.1) 

kl
nmD

k
n

l
m JTFTF ,,             (A1.2) 

kl
nmD

k
n

l
m IFF ,ˆ,ˆ                (A1.3) 

kl
nmD

k
n

l
m JFFT ,ˆ,ˆ             (A1.4) 

Quand D est un cercle de rayon a , on obtient les expressions suivantes 

pour les produits scalaires définis ci-dessus : 


  ..111,

nmmnm aI                (A1.5) 
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nmmnm cI      (A1.7) 
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nmmnm cI              (A1.8) 
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avec  .mH désignant la fonction de Hankel d’ordre m et de type 1, et 

 .'
mH  sa dérivée. 
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De même nous avons : 
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Pour les produits scalaires impliquant les parties régulières, on obtient : 
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ANNEXE 2 

 

Dans cette annexe, nous allons établir l’égalité entre les deux 

expressions des multipôles croisés mb trouvées dans le chapitre 3 (équations 

(3.11a) et (3.11b)). Pour ce faire et pour simplifier un peu les expressions, 

introduisons les notations suivantes : 

   akH
ak

m
xakHx mm  ,''  

   aKH
aK

m
yaKHy mm  ,''  

      
 
















a

akH
akHk

a

m
XakHakHkX m

mmm
'

2
''2

1
2

,2


  

      
 
















a

aKH
aKHK

a

m
YaKHaKHKY m

mmm
'

2
''2

1
2

,2


  

Avec ces notations, les expressions des coefficients 121 ˆ,,, mmmm acaa , 

mmmmmmmmm dca  ˆ,ˆ,ˆ,,,,ˆ,ˆ,ˆ 21212  et m̂ (définis dans l’annexe 1) s’écrivent : 











22'21 2 xxkaam       ,     









22'22 2 yyKaam   





 

''2 yxyxKkacm   






  xxxxkaam ˆˆ2ˆ
''21      ,    





  yyyyKaam ˆˆ2ˆ

''22   





 

'' ˆˆ2ˆ yxyxKkacm      ,    




  ''

ˆˆ2ˆ yxyxKkadm   

et  





 

2
2

2
1

1 2 XXam       ,     




 

2
2

2
1

2 2 YYam   

 12212 YXYXam           
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    2211
1 ˆˆ2ˆ XXXXam          ,       2211

2 ˆˆ2ˆ YYYYam    

 1221
ˆˆ2ˆ YXYXam         ,      1221 ˆˆ2ˆ YXYXam    

où les expressions de 121
'' ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ YXXyyxx et 2Ŷ  sont les mêmes que pour les  

121
'' ,,,,,, YXXyyxx et 2Y mais avec la fonction de Hankel mH  remplacé par 

la fonction de Bessel mJ . 

Substituons les expressions ci-dessus dans les relations concernées, on aura 

alors, tout calcul fait : 

   xxxxyxyxKkaacca mmmm ˆˆ2ˆˆ ''''3211 





        (A2.1) 

   yyyyyxyxKkaacda mmmm ˆˆ2ˆˆ ''''3222 





         (A2.2) 

en utilisant le Wronskien des fonctions de Hankel et de Bessel [1], on 

obtient : 

 
 2

'' ˆˆ
ak

mi
xxxx


      (A2.3) 

 
 2

'' ˆˆ
aK

mi
yyyy


     (A2.4) 

en remplaçant les expressions (A2.3) et (A2.4) dans (A2.1) et (A2.2), on 

obtient : 







  yxyxKkmiacca mmmm

''311 4ˆˆ                  (A2.5) 







  yxyxKkmiacda mmmm

''322 4ˆˆ                      (A2.6) 

donc on a : 

2211 ˆˆˆˆ mmmmmmmm acdaacca   

D’ou l’égalité entre les deux expressions (3.11a) et (3.11b) obtenues pour 

les coefficients des multipôles croisés mb . 
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