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0.1

INTRODUCTION GENERALE ET

MOTIVATION DE LA THESE

INTRODUCTION

Les mathématiques ont toujours le bénéfice de participer au dévelop-
pement de plusieurs domaines scientifiques : la physique, la biologie, la
biomédicale, 'ingénierie... Pour le mathématicien, ces domaines offrent de
nouvelles et passionnantes branches de recherches, pendant que pour le
spécialiste ; le modelage mathématique offre un autre outil de la recherche
proportionné avec de nouvelles techniques du laboratoire.

Cette these est une initiation aux approches modernes : modélisation
et analyse mathématique de systémes de réaction-diffusion; domaine de
recherche en pleine effervescence.

Les systemes de réaction-diffusion apparaissent naturellement dans la
modélisation mathématique d’une grande variété de phénomeénes, non
seulement dans les sciences naturelles, mais aussi dans l'ingénierie et
I’économie, tels que la dynamique des gaz, des processus de fusion, cer-
tains modeles biologiques, les processus cellulaires, I’écologie, la propa-
gation de maladies, les processus industriels, le transport catalytique de
contaminants dans l’environnement, la dynamique des populations, la
propagation des flammes et des réactions chimiques et autres. La plupart
de ceux-ci, en premiere vue, sont des phénomenes qui ont un dénomi-
nateur commun, la présence de diffusion (permettant a la propagation
d"une épidémie ou d’une substance chimique), et de réaction (qui est la
maniere spécifique dont les différentes phases ou composantes chimiques
réagissent), ils sont génériquement appelés systemes de réaction-diffusion.
Pour I'analyse de ces types de problemes, des méthodes variées et des
techniques élaborées ont été proposées, voir par exemple Dautray et Lions
[22].

Il n’est pas important de parler d’une théorie générale des systémes
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de réaction-diffusion. C’est un sujet relativement récent de la recherche
mathématique appliquée. La plupart des travaux qui ont été fait jusqu’a
présent s’intéressent beaucoup a 'exploration de certains aspects de sys-
témes et équations tres spécifiques. C’est parce que ces systémes sont en
général tres compliqués et ouvrent un large éventail de phénomenes en-
core mal connus.

Les systémes de réaction-diffusion sont des systemes couplés d’équa-

tions aux dérivées partielles. La forme générale de ces systemes est :

%L: = div (D (t,x,u, Vu) . Vu) + f (t,x,u,Vu) , x€Q, t>0

ot u = u(t,x) = (ug,...,uym) : R" xQ — R™ est un vecteur de
variables. f est une fonction vectorielle linéaire ou non-linéaire, qui se
nomme les termes de réaction, elle est une application réguliere (au moins
localement lipschitzienne). D : R* x O x R™ x R™N — R™ est une fonc-
tion reguliere. Lorsque D est une matrice carrée elle est appelée la matrice
de diffusion, dans ce cas div (D (t,x,u, Vu).Vu) = DAu sont les termes
de diffusion.

Cette équation est posée sur un domaine ouvert ) C RY, et complétée
par des conditions sur le bord, par exemple, les conditions de Dirichlet

homogenes (u = 0 sur 0Q2) ou les conditions de Neumann homogenes
(gz = 0 sur 80) .

Les termes de réaction sont le résultat de toute interaction entre les
composantes de u; par exemple u peut étre un vecteur de concentrations
chimiques, et f est 'effet des réactions chimiques de ces concentrations,
ou bien les composantes de u peuvent étre des densités de populations vé-
gétales ou animales, et f représente l'effet des relations (de compétition ou
de symbiose) entre des prédateurs et des proies. Les termes de diffusion

peuvent représenter des diffusions moléculaires ou quelques mouvements

aléatoires d’individus dans une population.

ETABLISSEMENT DES EQUATIONS DE REACTION-DIFFUSION

Dérivation des équations de réaction-diffusion

Dans ce paragraphe nous allons établir un systeme d’équations de
réaction-diffusion dans le cas d"une réaction chimique et d"une diffusion

moléculaire. Considérons une région (qui peut étre un tube a essai ou
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une cellule vivante) dans laquelle des réactions chimiques se réalisent (la
cellule vivante est le siege de milliers de réactions chimiques simultanées).

Soit u; = u; (x,t),i = 1,...,n la concentration de la i-eme espece E;
prenant part dans les réactions, et soit f; = f; (x,t,u) le taux de formation
de cet espece dans cette réaction. Ici u = (uy,...,u,) est le vecteur de
concentrations, x est le lieu et ¢ est le temps.

Soit ¢; = ¢i(x,t), i = 1,...,n, le flux de la i-eme espece dii a la
diffusion avec la convention usuelle c’est que ¢; est positif si I"écoulement
de la i-éme espeéce se fait de l'intérieur de la région vers l'extérieur.

Soit () la région considérée de surface S = d(). Alors, la vitesse de
formation de la quantité de E; dans () est égale a la quantité formée par

la réaction moins le flux a travers la surface S. En termes mathématiques :

d
a/ﬂuidx—/ofidX—/SCPz’dU

En utilisant le théoréme de la divergence, il vient

&)ui -
/Q (at_ﬁ+v'4’f> dx =0

Comme cette relation est vraie pour toute région nous en tirons pour
chaque i
aui

D’apres la premiere loi de Fick, le flux ¢; de E; se donne par I'expres-
sion

¢i = —D;Vu;

ou D; est le coefficient de diffusion de l'espece E;. Ainsi, des deux
derniéres relations nous tirons

ou:
% = V. (DiVui) —|-fi

pouri=1,...,n

De fagon générale, les coefficients D; peuvent dépendre de ¢, x et u. Si

D; sont des constantes, nous obtenons

ou;
aftl = DiAu; + fi

dont la forme vectorielle, peut s’écrire

Uy = DAu +f
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ouu = (uy,...,un), f="(f,...,fn) et D =diag (Dy,...,Dy) est la ma-
trice diagonale d’éléments diagonaux Dy, ..., D;.

Il est aussi possible que le flux ¢; de la densité u; peut dépendre des
gradients des concentrations des autres especes pas seulement de Vu; le
gradient de u;, c’est-a-dire

¢i=— ), DijVuy
1<j<n

ou dans la forme matricielle
¢ = —DVu

ouD = (D,-]-) est une n X n matrice non diagonale, ses termes sont les
coefficients de diffusion. D;; caractérise la diffusion de u; dans u;. Dans ce
cas on a ce qu’on appelle croisement de diffusion entre les densités u; (En
anglais : cross diffusion).

Il est a noter ici que :

(i) Les coefficients de diffusion ne sont pas toujours positifs. La positivité
de ces coefficients signifie que I’écoulement de la matiere se fait des
milieux plus concentrés vers les moins concentrés. Il se peut que les
organismes s’attirent vers leur espéce et le mouvement se fait alors
dans le sens du gradient de concentration, c’est-a-dire des milieux
les moins concentrés vers les plus concentrés ; et dans ce cas, le coef-

ficient de diffusion soit négatif.

(ii) Si le terme de réaction f; > 0, il existe une source ou production de
masse pour la i-eme espece. Dans le cas contraire f; < 0, il y a une

annihilation de masse.

(iii) Le coefficient de diffusion D soit constant si la région () est un milieu
homogene, et soit régionalisé (dépend de la position x) si la région

) est un milieu hétérogene.

Résolution des équations de réaction-diffusion

Il n’existe pas de solutions générales des sysémes de réaction-diffusion.
On dispose cependant d’informations qualitatives sur 1’existence globale
des solutions et leurs comportements attendus lorsque la variable ¢ tend
vers l'infini.

Le fait que ces systémes modélisent des phénomenes du monde réel,

les questions mathématiques importantes qui les concernent sont :
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(i) Existence (et unicité) de solutions faibles et fortes pour des données

initiales données dans une vaste classe de fonctions.
(ii) Caractere globale de la solution.

(iii) Positivité de la solution chaque fois que les données initiales sont

positives.

(iv) Comportement asymptotique de la solution globale lorsque le temps

t tend vers l'infini.

(v) Dépendance continue de la solution des données initiales.

Exemples de systémes de réaction-diffusion

Les exemples sont trés nombreux ; en nous limitant aux plus fréquem-
ment rencontrés, nous citerons :

e les réactions chimiques, ot 1'on rencontre en particulier ce type de
modéle pour décrire les phénomenes de combustion et de propagation
de flammes; les composantes de u sons alors les concentrations des diffé-
rentes espéces chimiques en jeu.

e l’écologie, out ces modeles sont introduits pour décrire 1'invasion
d'un écosysteme par une espece mutante ou étrangere; les composantes
de u sont alors les effectifs des différentes populations. Ces modeles se
transposent aux populations cellulaires, pour décrire par exemple la crois-
sance de tumeurs ou le processus de cicatrisation.

e les milieux excitables en biologie (cellules cardiaques et neurones,
u étant alors le potentiel électrique transmembranaire); 1’enjeu est par
exemple de comprendre la fibrillation cardiaque ou la propagation d"un
potentiel d’action le long d’un axone. Dans un milieu excitable, la dyna-
mique locale possede un point fixe stable, mais sous l'effet d"une perturba-
tion supérieure a un seuil, le systeme effectue une grande excursion dans
I'espace de phase avant de revenir au point fixe ; en particulier, la premiere
phase de la réponse a I’excitation est une amplification de son effet.

e ces modeles sont couramment invoqués pour rendre compte de la
formation de motifs (Turing 1952) dans divers contextes, en particulier ce-
lui de la morphogenese chez les organismes vivants (Murray 2002), voire
celui de leur développement a partir d"une cellule initiale (Maynard 2001).
Dans le modele proposé par Turing, la dynamique locale résulte de deux

réactions chimiques non linéaires couplées, impliquant une espece A auto-
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catalytique (elle favorise sa propre production) et activatrice (elle favorise
la production de l'espece B) et d’une espéce inhibitrice B (elle ralentit
la formation de A). Une condition importante pour 1’apparition de mo-
tifs spatiaux est que la diffusion de I'inhibiteur Dg/D 4 dépasse un certain
seuil, I’état d’équilibre spatialement homogene est remplacé par une struc-
ture spatiale périodique (alternance de pics de concentration de A et de
zones ol B est majoritaire) dont la longueur caractéristique est fixé par
les parametres de la dynamique et non par les conditions aux bords, les-

quelles ne contrélent que la géométrie des motifs.

SITUATION DU TRAVAIL

Les mathématiques sont fortement impliquées dans le développement
de la science. Ces interactions revitalisent et renforcent le champ de la
science biomédicale et toutes les sciences, par conséquent, les mathé-
maticiens doivent étre impliqués dans la biologie comme toutes les im-
portantes et excitantes découvertes scientifiques de tous les temps. Les
meilleurs modeles montrent comment un processus marche et ensuite pré-
voient ce qui peut suivre, c’est ce qu’on essaie de décrire dans ce travail.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour I'étude de I'existence et la pro-
priété qualitative des solutions. La majorité des travaux dans la littérature
est dévouée aux systemes elliptiques et paraboliques quasi-linéaires avec
des conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann, voir Amann [g],
Ladyzhenskaya et al [30], Lions [33], Rothe [46]. Tous ces travaux exa-
minent les solutions classiques. Récemment, I’attention a été donnée aux
solutions faibles des systemes, et différentes méthodes pour le probleme
d’existence ont été utilisées, voir Alaa [7], Alaa et Pierre [8], Baras et Pierre
[11], Boccardo et al [15], Boccardo et Gallouet [17], Boccardo et al [18],
Dall’aglio et Orsina [21], Deuel et Hess [23], Porretta [45].

Le travail constituant cette thése s’inscrit dans ce méme contexte. Nous
nous intéressons a 1’'étude de certaines classes de systémes de réaction
diffusion elliptiques et paraboliques avec des non linéarités a croissance
arbitraires et des données non réguliéres. Ce travail est alors composé de
cinq chapitres indépendants, il est précédé par cette introduction générale
qui met en évidence 1’art du sujet et les problemes abordés.

Nous avons trouvé judicieux de présenter au premier chapitre
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quelques notations, définitions et des résultats nécessaires sur les sys-
temes quasi-linéaires a structure triangulaire et les problemes approchés
qui nous seront utiles dans les chapitres ultérieurs. Dans le second cha-
pitre, nous présentons quelques modéles faisant intervenir des systemes
de réaction-diffusion. Le troisieme chapitre concerne 1'étude de certaine
classe de systemes quasi-linéaires triangulaires de réaction-diffusion avec
données L' dont la croissance critique est en gradient, et ceci dans le
cas elliptique. Dans le quatrieme chapitre, nous étudions certaine classe
de systémes quasi-linéaires triangulaires de réaction-diffusion du type
parabolique avec exposant critique en gradient. Le dernier chapitre est
consacré a 1’'étude de certaine classe de systemes quasi linéaires du type
elliptique de réaction-diffusion dont la croissance est arbitraire et les
données sont peu régulieres.

Rappelons que l'existence globale pour une équation différentielle or-
dinaire implique toujours l’existence globale pour I'équation de réaction-
diffusion associée (c’est une application du principe du maximum), mais
ce résultat est en général faux pour les systemes. Pour s’en convaincre, on
peut trouver des contre- exemples explicites dans Martin et Pierre [35].

Des techniques d’ensembles invariants ont été développées (voir Mar-
tin [37], Smoller [48]) qui permettent, dans certains cas, d’obtenir l'exis-
tence globale de leurs systemes d’équations de réaction-diffusion a partir
de l'existence globale de leurs systemes d’équations différentielles ordi-
naires associés. Mais sauf cas particulier, celles-ci ne s’appliquent pas a
nos problemes étudiés dans ce travail. Il est donc nécessaire de dévelop-
per de nouvelles techniques.

Pour attaquer ces questions mathématiques, nous utilisons ici des tech-
niques variées et des nouvelles méthodes élaborées. Nous citons, par
exemple, des nouvelles fonctions de trancature, des méthodes de points
fixes dans des espaces appropriés, des résultats de compacité fines, etc...

Nous commencons par situer notre travail puis nous présentons le

contenu de chaque chapitre et nous mentionnons nos résultats obtenus :
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PRESENTATION DU TRAVAIL

Premier chapitre : Notations, Définitions, Systemes quasi-

linéaires et problemes approchés

Dans ce premier chapitre, nous commengons par un diaporama des

travaux fait sur le probléme suivant

u—Au=f(xuv,Vu Vo)+F(x) dansQ
v—Ayw=g(x,u,v,Vu,Vov)+ G(x) dansQ
MoLu+(1—A)u=wm sur 0Q)
A20+ (1—A2)v=a sur 0Q)

ou () désigne un ouvert borné de RN de frontiere 0Q réguliere. Ici A,, ¥ =

1,2, désigne un opérateur de dérivation sur () défini par

o [, ou . ou
A= Zﬁ (aij (x) 8x> + Y b7 (x) 5 e (x)u
ij ot i !

]
ou al;, bj et ¢" sont réguliéres. Les conditions au bord sont définies a 1’aide

ij’
des dérivées conormales associées :

. . ou
avu - Zal] (x) g.;’]z
i,f 1

On suppose de plus que f, g, F et G sont des fonctions suffisamment
régulieres. On s’intéresse a 'existence de solutions sous les deux hypo-
theses essentielles (Hj) et (Hy) suivantes :

— Une hypothese assurant la positivité des solutions, soit

f(x,0,v,p,9), §(x,u,0,p,q) >0
F(x), G(x) >0 (Hy)
a1, ap >0, 0 < A,A, <1

pour tout (x,u,7,p,q) de Q x R* x RT x RN x RN,

— Une hypothese de “dissipation” sur les termes réactifs,
f+8<1(x) (Ha)

ott [ est une fonction bornée sur Q) (ou plus généralement dans L? (Q0), p
grand).

Puis nous présentons quelques notations, définitions et des résultats
nécessaires sur les problemes approchés qui nous seront utiles dans les
chapitres ultérieurs. Ensuite, nous présentons quelques résultats sur les
systéemes quasi-linéaires elliptiques et paraboliques a structure triangu-

laire.
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Second chapitre : Modélisation des systemes de réaction-

diffusion

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques modeles faisant in-
tervenir des systémes de réaction-diffusion, voir, par exemple, Alaa et al
[4], Baker [10], Berestycki et al [13], Billy [14], Feres [24], Francesco [25],
Francesco et Rosado [26], Grzybowski [27], Murray [38] et [39], Othmer
et al [40], Pearce et al [41] et Picard [42]. Pour la modélisation des réac-
tions chimiques, nous avons commencé par rappeler les lois fondamen-
tales de la physique (lois de conservation) et certaines lois de comporte-
ment. La quantité clé de la modélisation ici est celle de la vitesse des ré-
actions, en plus des lois fondamentales de la physique. Nous avons arrivé
a modéliser 1’évolution des réactions chimiques sous forme de systémes
différentiels. C’est en tenant compte de la dépendance des concentra-
tions de la variable espace des systemes de réaction-diffusion. Ainsi nous
avons présenté la modélisation mathématique d’un probleme d’électrodé-
position de l'alliage Nickel-Fer sur une électrode a disque tournant, ceci
conduit de méme a un systeme de réaction-diffusion. Nous avons présenté
aussi la Modélisation d'un probleme de réaction-diffusion avec convec-
tion, exemple d'une polymérisation frontale, un modele de la trempe et la
propagation, un modele de Keller-Segel pour la chimiotaxie avec préven-
tion de la surpopulation, un modele en Chimiotaxie dans les systémes de
hote-parasitoide et un modele mathématique d’angiogenése.

Il faut noter que durant ces dérniéres décennies, l'interét porté a
I’étude de ce type de systémes n’a cessé de croitre et une abondante littéra-
ture a été développée sur ce sujet, notamment sur le probleme d’existence
locale, globale ou d’explosion en temps fini, de comportement asympto-

tique...

Troisieme chapitre : Résultat d’existence pour des systémes trian-
gulaires elliptiques de réaction-diffusion avec données dans L! et

croissance critique en gradient.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l'analyse mathématique
(nous prouvons l'existence de solutions faibles) pour certaine classe
de systemes m X m quasi linéaires triangulaires elliptiques de réaction-

diffusion avec données L! et les termes non linéaires ont une croissance
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critique en gradient. Ce travail a été réalisé en collaboration avec N. Alaa,
et a fait 'objet d’un article publié dans " Mediterranean Journal of Mathe-
matics " (MJM), voir Alaa et Mesbahi [fx]].

Le systeme que nous étudions est le suivant

—Au; = fi (x,u,Vu) + F; (x) dans Q

,pourl1 <i<m (1.0)
u; =0 sur Q)

ot u = (uy,...,uy), Vu = (Vuy,...,Vuy), f = (fi,---, fm), F =
(Fi,....,En), p = (p1,---,pm), m > 2 and Q est un ouvert borné de
RN de frontiere assez réguliere 9Q), —A désigne I'opérateur Laplacien sur
) avec des conditions aux limites de Dirichlet. Puisque nous sommes es-
sentiellement préoccupés par les systemes fréquemment rencontrés dans
les applications, Smoller [47], nous nous restreignons au cas de solutions
positives satisfaisant la structure triangulaire. Ces deux propriétés princi-

pales sont assurées (respectivement) par les hypotheses suivantes

fl(uAl) Z 0/ ou ﬁi - (xlulf---/uiflfolul?#l/---/uM/pll---/Pm)/
Fi(x) >0, pour tout 1 <i <m, (2.0)

et pour tout (u,p) € (RT)" x RN et pour x € Q p.p.

Y fi<0,pourtoutl <i<m, (up)e (R")" xRN" et pour x € Q p.p.

1<j<i
(3-0)

Lorsque f ne dépend pas du gradient, nous renvoyons le lecteur a
I'étude récente et excellente de Pierre [43] qui présente une technique gé-
nérale de prouver l’existence d'une solution dans ce cas. Si f; dépendant
du gradient, un théoréeme d’existence a été prouvée dans Maach [34], au
moyen de la méthode-L! introduite dans Martin et Pierre [36], lorsque
la croissance des non-linéarités en ce qui concerne le gradient est sous-

quadratique, a savoir

|fi|§Ci( ) \uj\> (Ki+ Y |Vuj\”‘f>, 1<i<m

1<j<m 1<j<m

Ci > 0, C; est croissante, K; € L' () et 1 < aj < 2.
Tout au long de ce chapitre, nous supposerons que :
I1) fi: QO xR™ x RN™ — R sont mesurables, pour tout 1 <i < m.
I2) f; : R™ x RN™ — R sont continues pour presque tout x dans

et pour tout 1 <1 < m.
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I3) |fi(x,u,p)| < Ci(|ui) <7\1 (x) + !!p1\!2+2<]z<m}|pj}|“f> , ot Gy

[0, 4-00) — [0, 4-00) est non décroissante, A; € L' (), 1 < aj < 2.

I'4) |fi (x,u,p)| <G (): ‘%‘) < + Z Hp]H ) , pour tout 2 <
i<m,ouC;:[0,+00) — [0, +00) est non decro1ssante etA; € L1 (Q).

I5) F € L' (Q)), pour tout 1 < i < m.

Notre objectif est d’étudier le cas a; = 2 pour tout 1 < j < m. Cette
croissance critique par rapport au gradient crée des difficultés dans le
passage a la limite pour le probleme approché et la méthode-L! ne peut
pas étre appliquée dans ce cas. Un modeéle typique ot les résultats de cette
étude peuvent étre appliqués est le suivant

—Auj= ) ajj———

1<<i Z
1<k<m

u; =0 sur dQ)

‘Vu]} +F(x) dans Q

otta;; < 0etF;(x) >0, pour tout 1 <i < m.

Nous avons organisé ce chapitre de la maniere suivante. Dans la sec-
tion 3.2, nous donnons la position exacte du probleme et le résultat princi-
pal de ce chapitre. Dans la section 3.3, nous tronquons le systeme et nous
donnons ensuite des estimations appropriées pour passer a la limite. En-
fin, nous prouvons la convergence du probleme tronqué vers une solution
de notre systeme (1.0) si les hypotheses (2.0), (3.0) et (I'l) — (I'5) sont sa-
tisfaites. Les difficultés de cette section sont semblables a ceux dans Alaa
et Mounir [5]], Bensoussan et al [12], Boccardo et Gallouet [16], Boccardo et
al [19], et les techniques sont dans le méme esprit. Mais de nouvelles dif-
ticultés spécifiques dues a la nature du systéeme doivent étre manipulées.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme

Supposons que les hypothéses (2.0), (3.0) et (I'l) — (I'5) sont satis-

faites. Alors il existe une solution positive faible de (1.0) .

Quatrieme chapitre : Existence globale de solutions faibles
pour des systéemes mxm triangulaires paraboliques de réaction-

diffusion avec exposant critique en gradient.

Nous nous intéressons dans ce chapitre a 1'existence de solutions

faibles pour certaine classe de systéemes m x m quasi-linéaires triangulaires
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paraboliques de réaction-diffusion, la positivité des solutions et la masse
totale des composantes sont conservées avec le temps. L'originalité de cette
étude persiste dans le fait que les non-linéarités de notre systéme ont une
croissance critique en gradient de solutions. Ce travail est en effet le fruit
d’une collaboration avec N. Alaa et M. Oussous; il est d’ailleurs soumis
pour publication au "Journal of Physics A : Mathematical and Theoretical",
voir Alaa et al [2].

Dans ce chapitre, nous prouvons l'existence de solutions faibles pour

les systemes paraboliques de réaction-diffusion de la forme

aaii —dAu; = f; (t,x,u,Vu) dans Qr
ui (0,x) = i dans QO ,pourl<i<m  (4.0)
ui=20 sur Xr

ouu = (uy,..., um), Vu = (Vuy,...,.Vuy), f=(f1,..., fm), m > 2 et
Q est un ouvert borné de RN de frontiere assez réguliere 0Q) , Qr =
10, T[ x Q, X1 =]0,T[ x 0Q), T > 0, —A désigne 'opérateur Laplacien sur
L' (Q) avec des conditions aux limites de Dirichlet, d;, 1 < i < m, sont des
constantes positives, et les non linéarités f;, 1 < i < m, ont une croissance
critique en |Vu|. En outre, nous avons les hypothéses suivantes :

— La positivité de la solution est préservée au cours du temps, ce qui

est assurée par

fi (61;) >0, ot
;= (t,x,uy, .., ui—1,0,Uix1, o, U, P1, -« Pi-1,0, Pit1, -+, Pm)
pour tout 1 <i<m, (u,p) € (RT)" x RN" et pour (t,x) € Qr p-p-
ujg >0, pour tout1l <i<m
(5.0)
— La masse totale des composantes uj, .. ., i, est controlée en fonction

du temps, ce qui est assurée par

Y, fi(t,x,u,p) <0, pour tout1 <r <m,
1<i<r

pour tour (u,p) € (RT)" x RN" et pour (t,x) € Qr p.p-
(6.0)
Nous savons que si les non-linéarités f ne dépendent du gradient (sys-
teme (4.0) est semi-linéaire), I’existence de solutions globales positives ont
été obtenue par Hollis et Morgan [28] , Hollis et al. [29] et Martin et Pierre
[36]. Nous pouvons voir que dans tous ces travaux, la structure trian-

gulaire, a savoir I'hypotheses (6.0), joue un rdle important dans 1'étude
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des systemes semi-linéaires. En effet, si (6.0) n’est pas satisfaite, Pierre et
Schmitt [44] ont prouvé I’explosion en temps fini des solutions de certains
systéemes semi-linéaires de réaction-diffusion.

Lorsque f = (f1, f2) dépend du gradient, Alaa et Mounir [6] ont résolu
le probleme ot la structure triangulaire est satisfaite et la croissance de f;

and f, par rapport a |Vuy|, |Vuy| est sub-quadratique.

il existe 1 < p <2, C:[0,00)> = [0,00) non décroissante telle que
Al +1fol < Cml, [ua]) (1+ [Vin ] +[Vua|")

A propos de la croissance critique par rapport au gradient (p = 2),
nous rappelons que dans le cas d’une seule équation (dy =dy et f1 = f),
des résultats d’existence ont été prouvés dans le cas elliptique Alaa [7]
et Bensoussan et al [12]. Les équations paraboliques correspondantes ont
également été étudiées par de nombreux auteurs, voir par exemple Alaa
[7], Boccardo et Gallouet [16], Boccardo et al [18], Dall’aglio et Orsina [21],
et Landes et Mustonen [371].

Ce travail représente une généralisation au cas parabolique de 1’étude
que nous avons fait dans le cas elliptique (voir Alaa et Mesbahi [1]) pour
ces systemes d’ordre arbitraire. Ce passage au cas parabolique, nécessite
des nouvelles approches et des difficultés également techniques a surmon-
ter.

Tout d’abord, nous devons préciser dans quel sens nous voulons ré-
soudre le probleme (4.0) :

Nous disons que (uj,...,Uy) est une solution de (4.0) si, pour tout

1<i<m,ona

u; € C ([0, T]; L (Q)) N L! (0, T, Wi (Q))
fi (t,x,u,Vu) € L' (Qr)
u; (£) = Sg, (£) o+ [y Sa, (t —s) fi (5,1 (s), Vu(s))ds, Vt >0

ott Sz, 1 < i < m, désignent les semi-groupes dans L! (QQ) générés par
—d; A\ avec conditions aux limites de Dirichlet.

Supposons que f satisfaite les hypotheses suivantes, pour tout 1 <i <

£:]0,T[ x Q@ x R” x R™ — R sont mesurables (7.0)

fi : R™ x R™ — R sont localement lipschitzienne (8.0)
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soit
Y Iﬁ(x,t,uzp)—ﬁ(x,f,ﬁ,ﬁ)!SK(Y)( Yo lwi— i+ Y HPz'—ﬁz'H)
1<i<m 1<i<m 1<i<m

pour presque tout (f,x) et pour tout 0 < |u;], |4, ||pill, || pil] < 7.

|f1 (t,x,u, Vu)| < Cq (Ju]) (Fl (t, %) + || Vuy || + ) HVujH“f) (9.0)

2<j<m
ot Cy : [0, +00) — [0, +0c0) est non décroissante, F; € L' (Qr) et 1 < a; <
2.

|fi (t,x,u,Vu)| <C; (ZZ: ‘uﬂ) (Fi (t,x) + Z HVu]-H2> ,2<i<m

j=1 1<j<m

(10.0)
ott C; : [0,+00) — [0, +00) est non décroissante, F; € L' (Qr) pour tout
2<i<m.

Nous avons trouvé judicieux d’organiser ce chapitre comme suit :

Nous commencons d’abord par une introduction qui présente certains
rappels sur les principaux résultats obtenus précédemment. Cela mettra
en évidence la contribution de notre travail et son originalité. Dans la
deuxiéme section, nous donnons la définition de la notion de solution
utilisée ici. Nous présentons ensuite les principaux résultats de ce travail.
Dans la derniere section, nous donnons la preuve de 1’existence globale
de solution faible de notre systéme, cela se fait en trois étapes : dans la
premiere nous tronquons le systeme, dans la seconde nous donnons des
estimations appropriées sur les solutions approchées et dans la derniere
étape, nous montrons la convergence du systeme approché en utilisant les
techniques introduites par Boccardo et al. [18] et Dall’Aglio et Orsina [21].

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme

supposons que les hypotheses (5.0) — (10.0) sont satisfaites. Si u;( €
12 (Q), pour tout 1 < i < m, alors il existe une solution positive globale

u = (u1,...,uy) dusysteme (4.0).De plus, uy, ..., u, € L* (0, T; H} (Q))) .

0.4.5 Cinquiéme chapitre : Existence de solutions pour des systéemes
quasi-linéaires dégénérés elliptiques avec des données L* et non-

linéarités en le gradient

L’objet de ce chapitre est d’étudier 'existence de solutions faibles pour

certaine classe de systemes dégénérés 2 x 2 quasi-linéaires de réaction-
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diffusion de type elliptique, nous nous intéressons a la situation ot les
données sont non régulieres et la croissance des termes non linéaires est
arbitraire en le gradient de solutions. L’originalité de cette étude persiste
dans le fait que les non-linéarités de notre systeme ont une croissance
critique en gradient, c’est notre principal objectif dans ce chapitre. Ce tra-
vail a été réalisé en collaboration avec N. Alaa, A. Mouida et W. Bouarifi,
et a fait I'objet d’un article publié dans "Electronic Journal of Differential
Equations" (EJDE), voir Alaa et al [3].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme elliplique quasi-

linéaire dégénéré suivant

u—DiAu+a(x)|Vul> +b(x)|Vo|* = f(x) inQ
0 — DoAv+c (x) |[VulP +d (x) |[Vo* = g (x) inQ (11.0)
u=v=20 on 0Q)

o Q) est un ouvert borné de RN, N > 1, de frontiere assez réguliére
Q). Les coefficients de diffusion D; et D, sont des constantes positives.
a, b, c,d, fetg:Q — [0,+00) sont des fonctions intégrables non néga-
tiveset1 <a,f < 2.

Nous nous intéressons particuliérement au cas ot les données ne sont
pas régulieres et ol la croissance des termes non-linéaires est arbitraire en
gradient. Soit f, g, a, b, ¢, et d sont des fonctions vérifiant les hypotheses

suivantes
frgell(Q)etf, g>0 (12.0)
a, b, c, de Lloc (Q) eta, b, ¢, d>0 (13.0)

Tout d’abord, nous devons préciser dans quel sens nous voulons ré-
soudre le probleme (11.0) :
On dit que (u,v) est une solution faible de (11.0) si

u, ve W' (Q)
a(x) |Vul*, b(x)[Vol* , ¢ (x)|Vulf, d(x) |Vo* € L}, (Q)
u—DiAu+a(x)|Vul> + b (x) |Vo|* = f (x) , dans D' (Q)
v — DyAv +c (x) |[VulP +d (x) |Vo]* = g (x) , dans D' (Q)
En effet, et pour mieux comprendre la situation, nous présentons

quelques travaux précédents concernant le probleme ott a, b, ¢, d €
L*(Q)).
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e Si f, ¢ sont suffisamment régulieres (f, ¢ € W' (Q)) et pour tout
«, B > 1, la méthode de sous- et sur-solution peuvent étre utilisées pour
prouver l'existence dans (11.0). En effet, (0.0) est une sous-solution et w =

(w1, w,) solution du probleme linéaire

w1 — D1Aw, = f (x) dans Q)
w; — D1Aw, = g (x) dans Q)

w =w, =0 sur 0Q)

est une sur-solution, alors (11.0) présente une solution (#,v) € Wy'® (Q) N
W?2P (Q), voir Lions [32].

eSif, g€ ?(0)etl < apB <2 alors |[Vul*, |Vv]’3 e L'(Q).
Plusieurs auteurs ont travaillé sur ce probléeme et prouvé que (11.0) ad-
met une solution (#,v) € H} (Q) x H} (Q), voir Bensoussan et al [12] et
Boccardo et al [20].

eSif, gL' (Q)etl<a B <2, Alaa et Mesbahi [1] ont prouvé que
(11.0) admet une solution non négative (1,v) € W' (Q) x W' (Q)) .

e Lecasou f, g € M3 (Q) (f, g sont des mesures positives et bornées
sur () a été traité par Alaa et Pierre [8]. Ils ont prouvé quesil < a, <2
et la sur-solution w = (w1, wp) € H} (Q) x H} (Q), alors le probleme
(11.0) admet une solution non négative (1,v) € H} (Q) x H (Q).

Pour notre propos, nous nous intéressons particulierement au cas du
systeme (11.0) otra, b, ¢, d, f et g sont non régulieres.

Pour plus de précisions, nous proposons le probleme modéle suivant

u—DiAu+b(r)|Vo|* = f dans B
v—DyAv+c(r)|Vulf =g dans B

u=v=0 sur 0B
ol B est la boule unité dans RY, r = ||x|| et b(r), c(r) sont données par

—Inr siN=2
2N si N>3

1
Dans ce cas, b(r), c(r) sont dans L,

(B) mais pas dans L* (B). Par
conséquent, les techniques usuelles et classiques utilisées pour prouver
I'existence et basées sur L*-estimation a priori sur u et Vu, tombent en
défaut. Pour surmonter ces difficultées, nous allons développer une nou-

velle méthode completement différente de la précédente approche.
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Nous nous intéressons donc a prouver l’existence de solution faible
positive du probleme (11.0) . Pour ceci, nous introduisons la fonction de

trancature Ty de classe C?, définie pour tout k > 0 par

Ti(r)=r si0<r<k
T (r) <k+1 sir >k
0<T/(r) <1 sir>0

T, (r)=0 sir>k+1
0< —T! (r) < C(k)

Te(r)=r dans [0, k]
Ty () = %(r—k)4 —(r—Kk?+r dans [kk+1]
Tk(r):%(k—i—l) pourr > k+1

Nous définissons alors I'espace 7' (Q)) par
2 (Q) = {w : QO — R mesurable, telle que Ty (w) € H' (Q) pour tout k > O}

Supposons de plus qu’il existe une fonction 8 € 7! (Q) et une suite

de fonctions 6, € L (Q)) telles que

( 0<a, b, c,d<0 dans Q)
0, — 6 presque partout dans (2
VT (6,) — VTi () fortement dans L2 (Q) (14.0)

. 1
lim su <k Jo IV T, (Gn)|2) =0

\ k—=+o00 4

Nous avons organisé ce chapitre comme suit. Dans la deuxieme section
nous posons avec précis notre probléeme et nous exposons le résultat prin-
cipal. La troisieme section sera consacré a la preuve du résultat principal et
ceci en passant par un probleme approché et en obtenant des estimations
appropriées pour passer aprés a la limite et prouver que (11.0) admet une
solution.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théoréme

Supposons que les hypotheses (12.0), (13.0) et (14.0) sont satisfaites,

alors le probleme (11.0) admet une solution faible non négative.
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‘\ ‘ ous avons trouvé judicieux de présenter dans ce premier chapitre

quelques notations, définitions et des résultats nécessaires sur les
systémes quasi-linéaires a structure triangulaire qui nous seront utiles
dans les chapitres ultérieurs ainsi que la fagon de construire les problemes
approchés qui lui sont associés, et de dresser un diaporama des travaux

fait sur les problemes quasi-linéaires de réaction-diffusion.
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INTRODUCTION

On consideére le systéme suivant ot1 () désigne un ouvert borné de RN

de frontiére 0() réguliere :

u—Au=f(xu0,Vu Vo)+F(x) dansQ
v— Ay =g(x,u,0,Vu,Vo) +G(x) dansQ
MoLu+(1—AM)u=wun sur 0Q)
A20+ (1= Ap)v=a sur 0Q)

(1.1)

Ici Ay, r = 1,2, désigne un opérateur de dérivation sur () défini par

A”_Za ( 8x]> Zl:br —+c (x)u (2.1)

ou les a;; vérifient les conditions d’ellipticité usuelles et aj;, bj et ¢” sont
régulieres. Les conditions au bord sont définies a 1’aide des dérivées co-

normales associées :

aru—Zja” a _— (3.1)

On suppose de plus que f, g, F et G sont des fonctions suffisamment
régulieres. On s’intéresse a 1’existence de solutions de (1.1) sous les deux
hypotheses essentielles suivantes :

e une hypothese assurant la positivité des solutions, soit

f(x,0,0v,p,9), g(x,u,0,p,q) >0
F(x), G(x) >0 (H1)
a1, ap >0, 0<A,A, <1

pour tout (x,u,7,p,q) de Q x R* x Rt x RN x RN,

e une hypothese de “dissipation” sur les termes réactifs,

f+g<Il(x) (H2)

ott [ est une fonction bornée sur Q) (ou plus généralement dans L? (QQ), p
grand).

Une remarque essentielle est que, pour de bonnes conditions au bord,
ces deux hypothéses fournissent des estimations L! a priori sur les solu-
tions. Mais ceci est en général insuffisant pour assurer I’existence.

Dans le cas ou f et g indépendantes de Vu et Vv, le probleme (1.1)
admet une solution positive des que A; = A; (ou méme A; = dA)) et

A1 = Ay (voir Fitzgibbon et Morgan [20]); il suffit pour cela de faire la
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somme de la premiere et la deuxieéme équation de (1.1) et d’utiliser (H>) et
la positivité des solutions. On obtient alors une estimation a priori L* sur
u et v, ce qui de fagon classique, assure 1’existence de solutions réguliéres.
Dans le cas ot les opérateurs sont différents ou lorsque les conditions au
bord sur u et v ne sont pas de méme nature (par exemple Dirichlet pour
I"'une et Neumann pour l'autre), la situation est beaucoup plus difficile et
'existence n’est obtenue qu’au prix d’hypotheses supplémentaires sur les
données.

Pour fixer les idées, rappelons que la version parabolique de ce pro-
bleme a fait 1’objet de plusieurs travaux. Citons, en particulier la classe de

systémes, introduite par R. H. Martin :

uy —d1Au = —uh (v) dans Q)
)

vy — dpAv = uh (v dans Q) (4.1)
4.1

/\1811;1/[ + (1 - )\1) u—=uw; sur Q)

/\2811;7) + (1 — /\2) v=uwn, surd()

ot h: R — [0, 00[ est réguliere. Les non-linéarités vérifient les hypotheses
(H;) et (Hp), mais l’existence globale en temps n’est pas évidente lorsque

dy # dy et/ou lorsque Ay # Ay. Un premier résultat avait été obtenu par

N +2
N

Ay = 0, on a l'existence globale. L'idée est que la structure ci-dessus et

Alikakos [9] qui établit que, lorsque & (v) = v avec B < ,et A =
les “bonnes conditions” au bord assurent 1’existence d’estimations a priori
L! uniformes en temps. Le fait que B est petit permet de “bootstraper”
pour obtenir des estimations L™ sur u et v, d’ou I'existence globale. Cette
méthode ne s’applique pas si B est grand.

L'existence de ce résultat a B quelconque fut d’abord obtenue par
Masuda [33] puis par Holis et al [23] et Holis [24]. Ceux-ci introduisent
une méthode différente qui repose essentiellement sur la théorie de la ré-
gularité L? pour les opérateurs paraboliques. Notons que cette derniere
approche a l’avantage de s’appliquer a une large classe de systémes de
réaction-diffusion. Il s’avere cependant que les conditions sur le bord de
u et v influent sur I'existence ou la non-existence des solutions. Des dif-
ficultés apparaisent si elles sont de types différents. Dans certains cas on

peut les lever ; dans d’autres elles sont réelles. Par exemple, I’existence de
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solutions pour

Uy — Uyy = —uv?*  dans Q
Vp — Uy = UD? dans )
(5.1)
u=1 sur 0Q)
vy =0 sur d()

ot 3 = [0,1], est resté un probléeme ouvert pendant quelques temps. Be-
bernes et Lacey [12] ont donné un résultat négatif en montrant 1’explosion
possible en temps fini. Martin et Pierre [31] ont alors analysé l'existence
dans tous les autres cas.

Une autre approche pour résoudre ce type de problemes est la mé-
thode L! introduite dans Pierre [36] (voir aussi Laamri [25]) qui repose
sur ’exploitation des estimations a priori dans L! (et non plus dans L*) et
les résultats de compacité pour 1'opérateur de la chaleur. La difficulté est
de montrer l'uniforme intégrabilité des termes non linéaires qui ne sont a
priori que dans L!. Nous appliquons ici une méthode identique pour des
systémes elliptiques lorsque les données F et G sont seulement L'.

D’autres résultats ont encore été obtenus pour ces systémes parabo-
piques. Citons Haraux et Youkana [21] qui, pour des systemes de type
(4.1), montrent l’existence d’une fonction de Lyapounov et obtiennent
I’existence globale pour des h (v) a croissance au plus en exp (v7), v < 1
(donc tout juste sur-polynomiale). le cas des systemes “triangulaires”,
c’est-a-dire quand aucune estimation a priori n’est visible pour 1'une ou
pour l'autre des composantes, certains résultats peuvent étre obtenus (voir
Hollis et Morgan [22], Pierre et Schmitt [35]). L'étude de ces problemes
pour des versions elliptiques est faite aussi dans Fitzgibbon et Morgan
[z0].

Si maintenant f et ¢ dépendent de Vu et Vv, le probleme est beaucoup
plus délicat. Contrairement a la situation précédente ou les estimations
L% sur les solutions suffisent, on a aussi besoin d’estimations L* sur leur
gradient. On sait que dans le cas de systemes, I'un n'implique pas l'autre.
Pour une seule équation, c’est le cas si la croissance en le gradient est au
plus quadratique. On renvoie aux nombreux travaux sur le sujet : Alaa et
Pierre [7], Alaa [8], Amann et Crandall [10], Amann [11], Choquet-Bruhat
et Leray [19],...

Toujours pour des équations, quand la dépendance est sur-

quadratique en le gradient, on obtient dans certains cas des estimations
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L*® sur le gradient avec une variante de la méthode de Bernstein (voir
Lions [29]) : on établit une estimation L* sur le gradient a l'intérieur en
montrant que \Vu|2 est solution d’une équation non linéaire satisfaisant
le principe du maximum. L'estimation sur le bord est obtenue grace aux
sous et sur-solutions qui font barriére au bord.

Ceci ne s’étend pas aux systemes méme sous-quadratiques sauf s’ils
ont une structure spécifique (voir Ladyzenskaja et al [26]). Pour une classe
de systémes a croissances sous quadratiques en le gradient, on renvoie par
exemple a la technique de Boccardo et al [16] ou il est montré 1'existence
de solutions dans L® N H! avec tres peu de régularité sur les coefficients
des opérateurs A; et Aj.

La suite de ce chapitre contient des résultats essentiellement connus
méme s’ils ne sont pas exprimés tels quels dans la littérature. Il s’agit de
rappeler que le systeme (1.1) admet une solution si les non-linéarités f et
¢ sont tronquées. L'approche est cependant faite pour une troncature L!
et des données L! d’ot la nécessité de travailler avec des solutions faibles
(dont on précise le sens). Nous vérifions ensuite que les solutions sont
classiques si les données sont régulieres. On s’assure au passage que (Hj)
permet de construire des solutions positives (I'unicité n’est pas assurée
en général). Finalement, on va donner quelques résultats sur le probleme

(1.1) ou les termes non-linéaires f et ¢ dépendent du gradient.

NOTATIONS, DEFINITIONS ET PROBLEMES APPROCHES

Définitions et lemmes de continuité-compacité

On considere le systeme (1.1), ot () désigne un ouvert borné de RN

de frontiere 0Q) réguliere avec les hypothéses (2.1) et (3.1) et

aj; , b € c! Q) ;e c? (Q) ;<0 (6.1)
Cr—z%<0dansﬁ'Zbriy'<05ur80 (7.1)
; ox; — ’ 7 = ’
Ja >0, Yaigie; > alg, vE € RY (8.1)
i,j

A €[0,1); a € L' (3Q) eta, € W22 (3Q) si A, =0 (9.1)
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On suppose de plus que f, g sont des fonctions mesurables de () X

R x R x RN x RN dans R, vérifiant
f(x,0,0,0,0) = ¢(x,0,0,0,0) =0

et localement lipschitziennes :

A

\f (x,u,0,p,q9) — f(x,4,0,p,4)| + g (x,u,0,p,q9) — g (x,4,9,p,9)|
< K(R)[lu—a[+|o—0]+|p—p|+ |94l (10.1)

pour presque tout x et pour tous
O < ful,lof, llpll, llqll 121, 1ol lpll, [14]] < R
Enfin F et G sont des fonctions au moins intégrables de () dans R,
F, Ge Ll () (11.1)

La notion de solutions “faibles” (peu réguliéres), est donc pour les-

quelles d,u ne sont pas définies, nécessite une définition.

Soit F € L' (Q), a € L' (9Q)), A € [0,1] et A I'un des opérateurs A,. On dit

que u est solution faible de

u—Au=F dans Q)

(12.1)
Adpu+ (1 —A)u=wa suroQ)

siu € W (Q) et
e pour A =0, u— Au = F dans D' (Q)) et u = a sur 0Q) (la trace de u
étant bien définie).
e pour A >0, Vv € C! (Q), I'égalité suivante est vérifiée
1-A

o
uv—l—/ A;j0x Uy, — b'vui—cuv:/FU—i— —v—/ %
/. o Pt~ Lot Fot | 3o

e Si I'égalité ci-dessus est vérifiée pour tout v € C° (QQ), alors I'équation u —

Au = F est vérifiée au sens des distributions.

e Noter que u € W implique ajjuy, € L' (Q)) et donc aaxl <aij (x) &?;l) a
un sens dans D' (Q)). De plus, puisque la relation u — Au = f est vérifiée Au est
une fonction de L. Enfin si u est suffisamment réguliere, par exemple u € W1,
alors dyu est bien définie dans L' (0Q)) et la relation sur le bord est satisfaite

presque partout sur 0Q).
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Soit A un opérateur défini comme dans (2.1) et A # 0; alorson a :
(i) Pour tout F et a dans L' (Q)) , il existe u solution faible unique dans W1
du probleme (12.1) . De plus u € WY (Q) et

[llwrs < C(IF( L+ llall 1)

N
1<g< ——.
pourl<q< —

(ii) Enfin I'application qui a F associe u solution de (12.1) est compacte de
LY (Q)) a valeurs dans W1 (Q)) pour tout 1 < g < NL

Démonstration. Voir Brézis et Strauss [18] et [17]. O

Soit A un opérateur défini comme dans (2.1), alors on a :
Pour tout F € L' (Q) et o € W32 (0Q)) , il existe une unique solution faible
ue WY (Q)de
u—Au=F dans ()

(13.1)
U=u« sur 0Q)

De plus, on a les mémes propriétés que dans le lemme 1.1. En particulier on a
l'estimation

It < IFlls + 120320

pour 1 < g <

N1 et l'opérateur qui a F associe u solution de (13.1) est
compact.

Démonstration. Voir Brézis et Strauss [18]. O

Méthode L*

Dans ce paragraphe on considere la situation non-linéaire. Dans un
premier temps, on étend la notion de solution faible ; ensuite et sous 1'hy-
pothése que les termes non-linéaires soient majorés par une fonction 6
fixée dans L! (Q), on va voir qu’un tel probleme admet une solution faible
et on va introduire une hypothese de structure sur la non-linéarité, ce qui

va nous permettre de construire une solution positive.

Soit F, G € L' (Q)), a, € L' (9Q)). On appelle solution de (1.1) tout couple
(u,v) satisfaisant a

ou, veWH(Q),
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e Les applications F qui a x associe f (x,u (x),v(x),Vu (x),Vo(x))et G
qui a x associe g (x,u (x),v (x),Vu (x),Vo(x)) sont dans L' (Q), et u (res-
pectivement v) vérifie la définition 1.1 avec F remplacé par F + F (respectivement

G par G + G).

On suppose F, G dans L' (Q)) . On suppose de plus qu'il existe 6 dans L' (Q)
telle que pour tout (s, &, r,p) dans R x R x RN x RN, on ait

[f (es,8r,p)+ I8 (x,8,8,m, p)| < 0 (x) (14.1)

Alors le probleme (1.1) admet une solution dans WY1 (Q), o 1 < g <
N

N-1

Démonstration. Voir Laamri [25] et Maach [30]. O

Sous les hypotheses du lemme 1.3 et

f(x,0,0,p,9) >0, f(x,u,0,p,q9) >0
F(x)>0,G(x)>0 (15.1)
x>0, >0

pour tout (x,u,v,p,q) de Q x RT x R x RN x RN, le probleme (1.1) admet

une solution (u,v) positive.

Démonstration. Voir Maach [30]. O

Solutions réguliéres

Dans ce paragraphe, on va voir que, sous des hypotheses de régularité
sur les données F, G, «, et 8, les solutions obtenues dans le paragraphe

précédent sont plus régulieres, voire classiques.

On suppose les hypotheses (2.1), (3.1) et (6.1) — (10.1) . On suppose de plus
que® € LP (Q)), p > Net

f,geC (QAxR?xRN)
F,GecC*
w1, ap € C*(9Q)), &; > 0; &« €]0,1]

Alors la solution (u,v) du systeme (1.1) est dans C>* (Q)).
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SYSTEMES QUASI-LIN]:ZAIRES A STRUCTURE TRIANGULAIRE

On revient dans cette section au probleme (1.1), ot les termes non-
linéaires f et ¢ dépendent du Vu et Vo. La difficulté est qu’il faut, dans
ce cas, obtenir des estimations suffisantes sur les gradients des fonctions.
Nous nous limitons a des conditions au bord de type Dirichlet homogene.

Selon que la dépendance en le gradient est sur ou sous-quadratique, la
situation est tres différente. On sait, par exemple, que pour des équations
ou pour certains systemes quasi-linéaires a croissance au plus quadratique
en le gradient, des estimations L® sur u et v impliquent des estimations
L* sur Vu et Vo (voir Ladyzenskaja et al [26]). C’est malheureusement
faux en général.

Pour les systemes de type “triangulaire”, on obtient facilement une
estimation L* sur l'une des composantes. L'autre composante est bornée
dans tout les L?, p < oo, voir Maach [30] et Brezis [17]. Il faut donc des ar-
guments supplémentaires pour obtenir, d’abord une deuxiéme estimation
L*, puis des estimations suffisantes sur Vu et Vov. C’est un des points que
nous développons ici.

Une famille de systéemes modéles est donnée par

u—AAu = —tuv|Vo|" +F dans Q

v — AyAv = tuv |Vol" + G dans Q (16.1)
u=v=0 sur 0Q)
oum>1, tT=10out= —1etF et G ont des régularités variées.

Si T = 1 et F est bornée alors par le principe du maximum, ||u||;«
est bornée. Utilisant la deuxiéme équation, si G bornée et m < 2, par un
résultat classique pour les équations dans Amann et Crandall [10], on en
déduit que v est bornée dans W27 (Q) pour tout p. Revenant a 1’équation
en u, on a ainsi que u est bornée dans tous les W1 d’ot, l’existence.

Si maintenant T = —1, toujours avec F, G bornées, on obtient d’abord
que ||v]|,~ est bornée et |v||;, est bornée pour tout p, voir Maach [30].
L'utilisation de 1’équation en v n’est alors pas facile que précédemment
puisque u n’est pas dans L®. On peut cependant montrer que, si m < 2,
alors v est bornée dans tous les WP pour tout p et on continue comme
dans le cas précédent.

La généralisation de ces idées a des systemes plus généraux sous-

quadratiques est dans le paragraphe suivant. Nous indiquons aussi
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quelques systémes exactement quadratiques pour lesquels ces arguments
peuvent étre développés.

Bien str le probleme est beaucoup plus difficile si m > 2. Nous "abor-
dons au paragraphe 1.3.5 dans le cas ou les opérateurs de diffusion sont
identiques (ou proportionnels).

Lorsque F et G sont seulement dans L!, il n’est plus question d’espé-
rer que Vu, Vo soient bornés. Une autre approche est donc nécessaire.
Nous exploitons alors les estimations L! sur u, v et les non-linéarités, au
moins pour une sous-famille de systemes. La compacité des solutions ap-
prochées est facilement obtenue. La difficulté est de passer a la limite dans

les termes non-linéaires.

Position du probleme

Soit A, lopérateur défini par (2.1), avec les hypotheses
(3.1), (6.1), (7.1) et (8.1).

On considére le probleme

u—Au=f(xu0v,Vu Vo)+F(x) dansQ
v— Ay =g(x,u,0,Vu, Vo) + G (x) dans Q (17.1)

u=v=20 sur 0Q)

ou f, g, F et G vérifient les hypotheses (10.1) et (15.1). On suppose de

plus
F,Gel”™ (18.1)
f+g<Il(x),lel?, p>N (19.1)
f]+ gl < c(u“+vﬂ+1) (IVu™ 4 |Vo|™ +1) (20.1)

ouwa, B, m > 1 et C une constante positive.

On suppose que
f(x,u,0,Vu,Vo) <C(u,0)h(Vu)+1(x) , 1 € L® (21.1)
avec C : (0, oo)2 — R réguliere, h : RN — R réguliere et telle que
h(0) =0 (22.1)

e Si f est négative, les hypotheses (21.1) et (22.1) sont vérifiées en particulier.
e Dans le systeme (16.1) si T = 1, toutes les hypotheéses ci-dessus sont véri-

fiées. Si T = —1 elle le sont également en changeant les roles de u et v.
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Le cas sous-quadratique

On fait les hypotheses (2.1), (3.1), (6.1) — (8.1), (10.1) et (15.1) . Supposons
de plus que m < 2.
Alors le probleme (17.1) admet une solution positive dans W*? (Q)) .

Démonstration. Voir Maach [30]. O

Cas quadratique

Dans beaucoup d’exemples on peut obtenir des bornes L* a la fois sur
u et v, le cas limite peut alors étre traité pour certains systemes. C’est le
cas du systeme (16.1) avec T = 1. Plus généralement, c’est le cas si aux

hypotheses précédentes, on ajoute
8] < C(u,0) [Vol" (23.1)

out C est une fonction positive réguliére. Dans ce cas, I'hypothése de ma-

joration sur f 4 ¢ n’est plus nécessaire.

On suppose (18.1) et (20.1) — (23.1) . Si de plus m = 2, alors le systeme (17.1)

admet une solution positive dans W? (Q)) .

Démonstration. Voir Maach [30]. O

Cas de données L*
On s’intéresse au probleme

u—Awu=—f(x,u,0,Vu,Vo)+F(x) dansQ
0= A2U = f (x/ u,o, vu/ VU) + G (x) dans Q) (24.1)
u=v=0 sur 9Q)

ot () est toujours un ouvert borné régulier de RN, A, (r =1,2) est un
opérateur vérifiant (2.1), avec les hypotheses (3.1) et (6.1) — (8.1), f est
une fonction positive vérifiant (10.1), et F, G des fonctions positives dans

L!. On suppose de plus que :
f(x,u,0,Vu, Vo) < C (u,0) (|Vu|" + |Vo|" +1) (25.1)
ot C est une fonction positive réguliere. On a alors le résultat suivant :

On suppose que m < 2. Alors le systeme (24.1) admet une solution faible positive.
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Démonstration. Voir Maach [30]. O

Ce théoréme est vrai si f est négative.

Le cas sur-quadratique
On considere le cas particulier du systeme (17.1), soit

u—diAu=—u|Vo|" + F(x) dansQ
v—dyAv=u|Vo|"+G(x) dansQ (26.1)
u=uv=0 sur 0()

ou dy, dy sont deux constantes strictement positives, F, G sont des fonc-
tions Wb, positives.
Le systeme (26.1) vérifie en particulier toutes les hypotheéses du théo-

réme 1.3. On a alors le résultat suivant, indépendamment de m.
Le systeme (26.1) admet une solution (u,v) positive dans W>P (Q)).
Démonstration. Voir Maach [30]. O

On peut obtenir le méme résultat si on remplace I'opérateur laplacien par un
opérateur A vérifiant les hypotheses (2.1), (3.1) et (6.1) — (8.1). Autrement

dit, on peut résoudre également des systémes de la forme

u—AAu = —u|Vo|" + F(x) dans Q
v—AAv=u|Vo|" +G(x)  dans Q)
u=0v=0 sur o)

L’essentiel est bien silr que les opérateurs Aj et Ay soient proportionnels.

Autres résultats et remarques
Le cas elliptique

On considere le cas particulier du systéeme (17.1), soit le systeme ellip-
tique
—Au = f(x,u,v,Vu,Vov)+F(x) dansQ
—Av =g (x,u,0,Vu, Vo) + G (x) dans Q) (27.1)
u=0v=>0 sur 0()

ou () désigne un ouvert borné de RN, N > 1, de frontiere 9Q) réguliere et

f, §: QO xR? x R?N — R sont deux fonctions mesurables.
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Le cas particulier du probleme (27.1), dans lequel f et ¢ ne dépendent
pas du gradient, ont été largement étudiés, voir, par exemple, Fitzgibbon
et Morgan [20] et les références qui y sont citées. L'existence de solutions
est établi dans [20] sous les hypotheses suivantes :

(P1) La positivité de la solution, qui est assurée par

f(x0,0,p,4q), §(x,u,0,p,q) >0
F(x), G(x)>0
a1, a3 >0, 0<Aq,A, <1

pour tout (1,v,p,9) € R x Rt x RN x RN et pour x € Q p.p.

(P,) La loi d’équilibre, qui est assurée par
(f+8) (x,u,0,p,9) <Li(u+0v+1)

pour tout (#,v,p,q9) € RT x RT x RN x RN et pour x € Q p.p., L1 > 0.

(Py) F, G € LP (Q) pour p > g

Le probleme (27) a été étudiée dans Maach [30] sous les hypotheses
(P1), (P) et

(Py) f(x,u,0,p,q9) < Lo(u+v+1), pour tout (u,v,p,q) € R" x
RT x RN x RN et pour x € Q p.p., Ly > 0.

(P5) Les termes non linéaires par rapport au gradient sont sub-

quadratiques, a savoir

|f (w0, p,) 1+ 18 (v 0, p,9)| < C(Juf, fo]) (Ip]™ + g™ + K (x))

ol <m<2 C:[0,00)> = [0,00) est croissante et K € L! (€2).

(Ps) F, Ge L1 (Q).

Dans Maach [30], I'existence de solutions faibles positives est prouvée.
Ce résultat a été généralisé dans Alaa et Mounir [4] dans le cas de la crois-
sance quadratique, ou1 I’existence de solutions faibles positives est prouvée
si f et g satisfont (P;) et (D), ainsi que les hypotheéses (P,) et (Ps) avec
L1 =L, =0, a savoir

(Py) (f+g) (x,u,0,p,q9) <0, pour tout (1,v,p,q) € Rt x Rt x RN x
RN et pour x € Q p.p.

(Py) f(x,u,0,p,q) <0, pour tout (u,0,p,q) € RT x R* x RN x RN et
pour x € Q) p.p.

et
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(P5)

f e, 0,p,9)] < Cu (Jul) (IpP + lal" + L (x))
8 (xw,0,p,0)| < Co(Jul, [ol) (Ipf* + g + K (x) +1)

ot Cy : [0,00) — [0,00) et Cp : [0,00)* — [0, 00) sont croissantes, L, K €
L'(Q)etl<m<2.
Notons que dans le cas d’une seule équation, les résultats d’existence

ont été établis dans Alaa et Pierre [7], Bensoussan et al [13] et Landes [28].

Le cas parabolique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a l’existence de solutions faibles

pour les systémes paraboliques de réaction-diffusion de la forme

uy —d1Au = f (t,x,u,0,Vu,Vo) dans Qr
vy — dyAv = g (t,x,u,v,Vu, Vo) dans Qr

(28.1)
u(0,x) = up, v(0,x) = vy dans Q)

u=v=20 sur Xt

ott O est un ouvert borné de RN de frontiére assez réguliere 0Q), Qr =
10, T[xQ, £ = ]0,T[x0Q), T > 0, —A est 'opérateur de Laplace sur
L! (Q)) avec les conditions aux limites de Dirichlet, dq et dp, sont des
constantes positives.

Le probleme (28.1) dont les non-linéarities f et g ont de croissance

critique par rapport a | Vu/, a été étudié par Alaa et Mounir [5]. L'existence
de solutions faibles positives est établie dans Alaa et Mounir [5] sous les

hypotheses suivantes :
uf (t,x,u,v,Vu,Vo) <0, Yu, v >0, etpour (¢t,x) € Qr p.p. (29.1)

e La positivité de la solution est préservée au cours du temps, ce qui
est assurée par
f(t,x,0,0,0,s) >0, g(t,x,u,0,7,0) >0

(30.1)
Up, 99 2 0

pour (t,x) € Qr p.petVu, v >0, Vr, s € RN.
e La masse totale des composantes u et v est contrdlée en fonction du

temps, ce qui est assurée par

f+e<Li(u+v+1) (31.1)
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pour (t,x) € Qr p.p- et Vu, v >0, Vr, s € RV,

Nous savons que si les non-linéarités f et ¢ ne dépendent du gradient
(systeme (28.1) est semi-linéaire), 1'existence de solutions globales posi-
tives a été obtenue par Haraux et Youkana [21], Hollis et Morgan [22],
Hollis et al. [23] et Martin et Pierre [32]. Nous pouvons voir que dans tous

ces travaux, la structure triangulaire, a savoir I'hypothese (31.1) et
f<Ly(u+v+1) (32)

pour (t,x) € Qr p.p-etVu, v >0, Vr, s € ]RN,joue un role important dans
’étude des systemes semi-linéaires. En effet, si (31.1) n’est pas satisfaite,
Pierre et Schmitt [34] ont prouvé 1’explosion en temps fini des solutions
de certains systemes semi-linéaires de réaction-diffusion.

Lorsque f et ¢ dépend du gradient, Alaa et Mounir [5] ont résolu le

probléme ot la structure triangulaire est satisfaite et la croissance de f et

g par rapport a

Vu| et |Vo| est sub-quadratique.

ilexiste1 <p <2 C: [O,oo)2 — [0, 00) non décroissante telle que
fI+ 18] < C(jml], Juz]) (1+ [Vul” +[Vo|")

A propos de la croissance critique par rapport au gradient (p = 2),
nous rappelons que dans le cas d'une seule équation (d; =dy et f =g),
des résultats d’existence ont été prouvés dans le cas elliptique Alaa et
Pierre [7], Bensoussan et al [13] et Landes [28]. Les équations paraboliques
correspondantes ont également été étudiées par de nombreux auteurs,

voir, par exemple, Alaa [6], Boccardo et al [15] et Landes et Mustonen

[27].
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modéliser 1’évolution des réactions chimiques sous forme de systemes de
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réaction-diffusion. Ainsi nous avons présenté la modélisation mathéma-
tique d'un probleme d’électrodéposition de l'alliage Nickel-Fer sur une
électrode a disque tournant, la modélisation d’un probléme de réaction-
diffusion avec convection, un modele de la trempe et la propagation et
des modeles en Chimiotaxie. Ceci conduit de méme a des systémes de
réaction-diffusion.

Mots Clés. modélisation des réactions chimiques, électrodéposition,
réaction-diffusion-convection, la trempe et la propagation, chimiotaxie,

modele de Keller-Segel, angiogenese.



2.1

2.2

2.1. Introduction

45

INTRODUCTION

La modélisation de phénomenes physiques, biologiques ou écono-
miques a toujours été la principale motivation pour le développement des
mathématiques aussi abstraites soient-elles. Aujourd’hui encore elles sont
plus que jamais présentes et nécessaires dans chacun de ces domaines et
leurs applications en biologie sont multiples et connaissent a I’heure ac-
tuelle de nombreux développements.

Mais tout d’abord qu’est-ce que modéliser ? Un modele mathématique
est nécessaire des lors que la complexité numérique d"un phénomeéne ob-
servé ne permet plus a l'intuition d’en comprendre le fonctionnement ni
d’en prévoir 1'évolution. (Ceci est d’ailleurs le cas de beaucoup de phéno-
menes observés dans la nature). On doit alors avoir recours a un modele
mathématique, c’est a dire faire tout d’abord une hypothese sur la loi
mathématique qui régit le phénomene observé. Remarquons que cette loi
n’est elle méme qu’une représentation de la réalité, par conséquent elle
n’est pas unique. Elle devra d’ailleurs souvent étre remise en question et
le cas échéant, réévaluée. Une loi mathématique met en jeu des variables
et des parametres dont les valeurs seront fixées grace aux données expéri-
mentales recueillies sur le terrain. La pertinence du modele choisi est alors
évaluée en effectuant une simulation et en comparant les résultats obtenus
aux données expérimentales.

La modélisation mathématique en chimie, en physique et en biologie
est nécessaire dans de nombreuses disciplines telles que 1’écologie, la dy-
namique des populations, la génétique, 1'épidémiologie, la médecine, la
biomathématiques,. .. et fait intervenir la plupart des domaines des ma-
thématiques.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques exemples faisant interve-

nir des systemes de réaction-diffusion que I'on peut trouver dans la litté-

rature, voir par exemple [1], [3], [4], [7], [x1], [x2], [17], [30]-[33], [35]-

MODELISATION DES REACTIONS CHIMIQUES

L'objectif de cette section est de modéliser les réactions chimiques.
Nous commengons par rappeler les lois fondamentales de la physique

(lois de conservation) et certaines lois de comportement, voir, par exemple,
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Coirier [9], Duvaut [z0], Royis [39], et Salencon [40]. La quantité clef de
la modélisation ici est celle de la vitesse des réactions, en plus des lois
fondamentales de la physique. Nous arrivons a modéliser I’évolution des
réactions chimiques sous forme de systémes différentiels. C’est en tenant
compte de la dépendance des concentrations de la variable espace que

nous obtenons des systémes de réaction-diffusion.

Quelques principes généraux en modélisation des milieux conti-

nus

On désigne par milieu continu tout liquide, gaz ou solide déformable
considéré d’un point de vue macroscopique. On peut 1’assimuler a un sys-
téme de particules dont 1’évolution ou 1’équilibre peut-étre décrit a 'aide
des lois universelles de la physique, a savoir : la loi de conservation de la
masse, de la quantité de mouvement et du moment de cette quantité de
mouvement par rapport a un point et de 'énergie.

Toutes les équations de la physique et des sciences voisines sont ob-
tenues d"une part a partir de ces lois fondamentales, d’autre part a partir
des lois de comportements qui sont spécifiques du milieu considéré : elles
ont généralement un caractere plus empirique et des domaines de validité
plus ou moins limités. La dérivation de ces lois de comportement est une
science difficile; il est indispensable de s’appuyer sur les connaissances et

I'expérience des experts du domaine d’application envisagé.

Lois de conservation

Elles sont universelles, contrairement aux lois de comportement, et
s’appliquent a tout systéme matériel, indépendament de sa nature : li-
quide, gazeuse ou autre.

Rappelons qu'un milieu continu est intuitivement un ”systeme de par-
ticules” en mouvement. On le modélise a chaque instant par 1’ensemble
des points d’un ouvert Q(t) de R® : On imagine que chaque point est
une particule qui se déplace et que I'ensemble des particules occupe le
domaine Q)(t) a chaque instant. On suppose, de plus, 'existence d'une fa-
mille de bijections S(t,s)s~0 de Q(s) dans Q(t) dépendant régulierement
de s,t > 0 et permettant de suivre chacun des points du domaine initial

dans sa trajectoire au cours du temps, soit
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t— S(t,O)X() = x(t, Xo)

On associe a ce milieu les quantités suivantes :
4)
e V(t, Xo) la vitesse Lagrangienne définie par
- 9
V(f, X()) = —x(t, X())
ot
— — . L.
et v(t,Xo) = v(t x(t, Xo)) la vitesse Eulérienne.
e 0(t,x) = la densité du milieu a l'instant #, c’est-a-dire la masse par
unité de volume dans Q)(t), ainsi la masse m(w) de tout sous-ensemble

mesurable w de Q)(t) est donnée par
m(w) = / o(t, x)dx
w

Un lemme de dérivation par rapport au domaine

Afin de traduire mathématiquement les lois de conservation, nous uti-
liserons le lemme suivant qui permet d’exprimer la dérivée par rapport au

temps d’une intégrale du type

K(t) = /w K62

ot w(t) = S(¢,0)(wp) avec wy un sous-ensemble mesurable quelconque
de O(0) et ou k(.,.) est une fonction définie sur ()(t). Cette dérivée est
parfois appelée dérivée particulaire par référence au fait qu’on dérive selon

les trajectoires des particules.

Sous les hypothéses de régularité, on a

K'(t) = /w(t)(g]; + div(kv))dx

ou encore

K' (1) :/ A
w(t) Ot dw(t)

Lo iy TN
oilt n est la normale extérieur unitaire @ dw(t).

Démonstration. Pour une démonstration et des précisions sur la régularité

requise, voir, par exemple, Duvaut [10]. O
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Conservation de la masse

Loi qui exprime l'invariance par rapport au temps t de la masse de
tout sous-systéme matériel w(t) = S(t,0)(wp) que 'on suit au cours du
temps, ot wy est un sous-ensemble mesurable quelconque de ()(0). Cette

masse est donnée par

on a donc

D’aprés le lemme de dérivation appliqué a k = ¢, on a pour tout sous-

ensemble wy de Q(0)

/()(g?—i—dw(gv))d =0

et puisque wy et donc w(t) sont arbitraires dans (), on en déduit 1’équa-

tion de conservation de la masse, dite parfois équation de continuité

00 .
5 +div(gv) =

Conservation de I’énergie (1°" principe de la thermodynamique)

Elle s’écrit

Ll
- - A
dt/( /w(t)(gf.v —l—Qw)dx—l—/aw(t)(F.v —qg.n)do

q

ou

ow : Les rapports volumiques de quantités de chaleur par unité de
temps,

; : le vecteur-flux de chaleur,

Q? : la densité volumique des forces appliquées,

1_-3 : la densité surfacique de force s’appliquant sur chaque élément de

surface.

Conservation de la quantité de mouvement et de son moment en O

Ces lois s’écrivent

%
a ( / 0v v)dx = / ofdx+ / Fdo pour la quantité de mouvement
dt S w(t) duw(t)
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et

d = — = - — —
dt(/()OM/\Qv)dx: /()OMAQfdx—i—/a ()OM/\Fdapourle moment
w(t w(t w(t

2%™€ principe de la thermodynamique

Il s’exprime par

d w ;
- d >/ — 14
dt(/w(t) gsdx) 2 w(t)QT aw(t)y T 7

ou s est I'entropie et T la température absolue.

2.2.2 Lois de comportement
Diffusion

Lorsqu’on met une substance colorée, comme une goutte d’encre, dans
un contetant rempli d’eau, il s’opére ce que 1’on appelle un phénomeéne de
diffusion. La substance est d’abord séparée de 'eau par une frontiere bien
nette, puis les molécules de la substance se distribuent uniformément dans
I'eau sous l'action d’un gradient de concentration. La ou la concentration
est élevée, les molécules tendent a décroitre en nombre ; et inversement,
aux endroits de faible concentration leur nombre augmente.

Les molécules de la substance colorée se déplacent sous l'impact des
molécules d’eau sans aucune préférence quant a la direction. Ce processus
de migration aléatoire, de transport de matiére a l'intérieur d’un systeme
prendra fin quand la densité des molécules sera la méme partout.

La diffusion se définit comme étant cette tendance des molécules a
se déplacer en direction d’une activité thermodynamique (concentration)
moindre, de fagon a atteindre une concentration uniforme et une entropie

maximale dans tout le systeme.

Lois de Fick

Cette loi exprime qualitativement que les particules se déplacent vers
les régions a plus faible densité.

La concentration que nous noterons g, est une fonction du temps t et
du lieu x, soit ¢ = ¢ (¢, x). Nous allons supposer que ¢ est différentiable

par rapport a t et a x. La quantité de matiére en diffusion, s’écoulant a
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travers un centimetre carré par seconde dans une direction donnée ou
la concentration va décroitre s’exprime dans un syteme de coordonnées
cartésiennes par la formule

9¢

=T

J est le taux de transfert ou de transport par unité d’aire de section dans
une direction x normale a la section et d est un facteur de proportionnalité,
c’est le coefficient de diffusion, considéré comme une constante positive.

Cette loi peut étre généralisée a trois dimensions ou plus
J=—-dVo (2.1)

oul | est le flux de diffusion de la substance. Le flux se définit comme
étant la quantité de matiere qui traverse par seconde l'unité d’aire d’une
surface normale au mouvement de transfert. Vo c’est le gradient de la
concentration ¢. La relation (2.1) porte le nom de premiére loi de Fick.

Soit (2 le reacteur ou se passe la réaction, c’est une région bornée dans
IR?, alors on a par définition M (t) = [ ¢ (¢, x) dx la masse de la substance
dans () en temps t.

M, (t) la masse de la substance qui s’écoule vers l'extérieur de () pen-
dant l'intervalle de temps [0, t] . On a par définition :

AM. (1) _

Comme M (t) + M, (t) = constante, on obtient alors

LM () + M (1)) = Z(/Q/Qg(t,x)dx%—/m].da) ~0

Le théoreme de la divergence de Gauss nous donne
/ (0t +V.])dx=0
Q
Comme cette derniére égalité est vraie pour toute région (2, on conclut
oo +V.J=0
Et d’apres la premiere loi de Fick, on obtient
ot = V.(dVo) (2.2)

C’est la deuxiéme loi de diffusion de Fick. Elle est connue aussi comme

la loi de conservation de masse.
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Si d est une constante (2.2) devient
o = dAg

Cette loi est identique a la loi de la conduction de la chaleur, le mot
concentration étant remplacé par le mot température. Pour plus de détails

voir Murray [30] et [31].

Loi de Fourier pour la conduction de la chaleur

On considéere un milieu continu au repos, c’est-a-dire v = 0. Dans ce

cas 1’équation de conservation de la chaleur prend la forme

d -
R = — d. .
dt (/w(t) ee) /w(t) o /w(t) od (23)

L'équation de continuité elle aussi se simplifie pour exprimer que

o(t, x) est indépendante de t. Ainsi, (2.3) donne

de . =
Q05 = QW — divg
On ajoute les deux lois de comportement suivantes :

e ¢ = cT : concernant 'énergie interne.

o ; = —k€T, k > 0 :la loi de Fourier qui est une loi analogue a la loi
de fick, mais appliquée au flux de chaleur et non au flux de matiere. On
obtient ainsi

oT

Q- — kAT =0

qui est la célebre équation linéaire de la chaleur.

Dérivation des équations de réaction-diffusion

Soit i € {1,...,m}. Supposons que des especes chimiques C;, de
concentrations g;, sont 1’objet d"une réaction de telle sorte que, en 1'ab-

sence de diffusion, on a
dQl‘
— =R (01,.--,
o = Riler.-. om)
Soit () le reacteur ou se passe la réaction, c’est une région bornée
dans RR®. Rappelons que R;(01,...,0m) est le taux de production to-
tal/destruction de C; par unité de volume, c’est a dire que le taux de

variation de la concentration ;.
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Soit t le temps, et x désigne le vecteur position d’un point dans l'es-
pace. nous définissons :

0 (t,x) la concentration de (par exemple) un produit chimique (géné-
ralement mesurée en mol m=3).

g (t,x) le flux de la méme substance chimique (généralement mesurée
en mol m™2 s71).

Rappelons que le flux d"un produit chimique est définie telle que, pour
un élément de surface infinitésimale donné d’aire dS et une unité normale
n, la quantité de produit chimique s’écoulant a travers 1’élément de surface

dans un intervalle de temps infinitésimal, de durée dt, est donnée par
n.q ds dt

Nous avons, pour tout volume fixe fermé V de frontiere 0V

d/ QidVZ—/ q.n dS+/ Ri(o1,...,0m)dV,ie{l,...,m}
dat Jv v v
d’out

d

_ /V [V.(dVgi) + Ri (01, -, 0m)]dV

et par conséquent, pour tout volume fermé V de frontiére dV, on a

90; ’
/V [(.f;—v.(dVQi) —R; (Ql,...,gm)] dv=0,ie{l,...,m}

d’ot

90;
aigt = V.(dVai) +Ri (o1, -, 0m), x €D,

qui constitue un systeme d’équations de réaction-diffusion pour les m es-
péces chimiques dans le domaine borné (). Ces équations doivent étre
complétées par des conditions initiales et aux limites pour chacun des m

produits chimiques.

Modélisation de 1’évolution des réactions
Vitesse d’une réaction, conservation de la matiére

On convient de noter [A] la concentration d'un constituant A dans un
systtme donné, c’est-a-dire par définition, la quantité de ce constituant

par unité de volume. On utilise généralement la mole par litre comme
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unité de concentration. Rappelons que la mole est 1'unité standard du
Systeme Internationnal (SI) pour la quantité de matiere : elle correspond a
la quantité de matiére d"un constituant contenant autant de particules élé-
mentaires qu’il y a d’atomes dans 12 grammes de carbone 12. Noter pour
l'ordre de grandeur que cela correspond & environ 6 x 10% particules.

Considérons de maniére générale 1’équation en équilibre suivante
nA]+mnmAy+ ...+ TlpAp —> m1By +myBy + ... + quq

ou p et g sont des entiers > 1, ainsi que n;, i = 1,...,p et mj, i=1..,4q
Cette équation d’équilibre contient en soi la conservation de la quantité
de matiere. Ainsi, en supposant le systeme clos, c’est-a-dire, sans aucun
apport extérieur ni perte de matiere, on obtient

1 d[B]'] 1 d[Aj] . .
T dt - w o P IS e

le nombre ci-dessus est appelé vitesse instantanée de la réaction. On appelle
réactifs les constituants A;, et produits les constituants B;.

En général, une réaction d’équilibre n’est pas seulement constituée
d’une réaction élémentaire, mais de plusieurs réactions paralléles ou suc-

cessives, par exemple du type suivant

A—B , B—C (2.4)

ou encore
A=B (2.5)

ou encore
A+B=X , X=C+D (2.6)
Par simplicité, nous convenons de noter dans la suite, 2 = [A], b = [B],

tc... Dans ces équations, la loi de conservation de la matiere s’exprime
par
b'(t) = —a'(t) —c(t), i.é. a(t) + b(t) + c(t) = constante, pour (2.4)
a'(t) +b'(t) —Opour (2.5)
X(t) =2(=da'(t) = (1), a

() = V1), ¢'(t) = d'(t) pour (2.6)
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quand aux vitesse de réactions, elles s’écrivent

v; = —a'(t), vp = ¢/ (t) pour les réactions de 'équation (2.4)
v=—a(t) = —b'(t) pour (2.5)
v = —a'(t) = =b'(t), v, =/ (t) = d'(t) pour (2.6)
Il s’agit maintenant de décrire les lois de comportement de ces vitesses.
Notons que dans les systemes précédents, on a toujours moins d’équations

que d’inconnues. Les lois de comportements vont permettre de “clore” ces

systémes.

Lois de comportement

On va supposer que, dans les réactions dites "élémentaires”, la vitesse
de réaction est supposée proportionnelle au produit des concentrations
des réactifs. Pour des réactions plus complexes, elle est généralement pro-
portionnelle & des puissances de ces concentrations. Cependant, on verra
que la vitesse peut aussi étre une fonction homographique des concen-
trations, voire des combinaisons plus complexes de ces comportements.
Ces lois sont déduites des connaissances approfondies des étapes inter-

médiaires de la réaction considérée.

Réactions élémentaires

On va supposer que les réactions élémentaires satisfont a la loi d’action

de masse.

Lois d’ordre un On considére la réaction la plus simple

A — B

Si cette réaction est élémentaire, on considere qu’a température constante,

la vitesse de réaction est proportionnelle a la concentration [A], soit
a'(t) = —ka(t) = —V'(t)
ce qui peut s’écrire

da = —kdt.
a

Cette équation différentielle s’integre immédiatement en



2.2. Modélisation des réactions chimiques

55

a(t) = age ™

ot : a9 = a(0) est la valeur initiale de a. Beaucoup de réactions suivent
en fait cette loi, par exemple la décomposition radioactive de certains élé-
ments chimiques. La constante k est appelée constante de vitesse. Sa valeur
nest pas toujours trés bien connue : on peut la déterminer a 1’aide de

mesures expérimentales.

Loi d’Arrhénius La loi précédente correspond a une réaction se dérou-
lant a température constante. On s’attend a ce que la valeur de cette
constante varie avec la température. C’est 1’objet de la loi d”Arrhénius qui
s’écrit

k = Ae Ea/RT
ou T est la température absolue, R la constante des gazs parfaits (= 8,314
J/K), E; I'énergie d’activation et A une constante a préciser dans chaque

cas.

Loi d’ordre deux On considere la réaction supposée ”élémentaire”

A+B—C

On considére qu’a température constante la vitesse de réaction est de

la forme

() = ka(t)b(t)

On dit alors qu’il s’agit d"une loi d’ordre deux par rapport a I’ensemble

des réactifs, on obtient

a a .
e — fOe_k(hO_‘ZU)t si ag ?é bO
a—ag+ by by

a

a(t) -

= T+ gkt sinon

A partir de ces deux lois élémentaires, on peut écrire les lois de com-
portement des vitesses pour des réactions plus complexes, mais décom-
posables en réactions élémentaires du type ci-dessus.

Exemple 1

B—C
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Le bilan matiére s’écrit alors
V(t) = —a'(t) = c'(t)

Pour la loi de comportement, on peut supposer que chaque réaction

est élémentaire et d’ordre un, ce qui donne

a = —kqa
b = k1a — kzb
d = kzb
Exemple 2
kq
A+B=X
k1
X2 c+D

Le systéeme d’équations s’écrit

a' = —kiab+k_1x ="V
x' = kiab — k_1x — kpx (2.7)
= k2x = d/

Exemple 3
On considere 1’exemple de 'amoniac

N> +3H, — 2NH;

dont le mécanisme peut étre expliqué par l'introduction d'un état intér-

médiaire X )
Ny +3H, = X
k (2.8)

-1
k
X —= NH; + NH;
Si on suppose que les deux réactions sont élémentaires, le systeme
d’équations s’écrit

2 Na] =~k [Na][F + K 4 [X] = 5 [

Exemple 4
On va étudier I'exemple important de la catalyse enzymatique qui

s’écrit :
E+S=ES
(2.9)

ES—E-+P
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ol les molécules de substrat S réagissent avec I'enzyme E pour donner un
produit P via la formation d'un complexe intermédiaire ES. On obtient

alors . g
—[E] = —ki[E][S] + k_1[ES] + k[ES]

—[S] = =k [E][S] + k-1 [ES]
— [ES] = ki [E][S] — k_1[ES] — k2[ES]

U4
=[P = ka[ES]

Formation de complexe intermédiaire et principe des états stationnaires

Nous venons de donner quelques exemples d’équations simples mais
dont la compréhension du vrai mécanisme nécessite I'introduction d’une
succession d’équations intermédiaires et aussi de composants intermé-
diaires. Souvent, ceux-ci sont tres réactifs et ne sont pas vraiment détec-
tables dans le mélange. Leur concentration reste en tous cas négligeable
devant celle des vrais réactifs ou produits. C’est le principe dit des états
stationnaires (P.E.S) que nous expliquerons sur 1’exemple 2.

On y considere donc que le complexe intermédiaire X est tres réactif
et qu’il arrive tres vite a 1’équilibre. Le P.E.S consiste a considérer brutale-

ment que x’(t) = 0 dans le systéeme (2.7), ce qui donne

kiab = (k_1 +ky)x

soit
ky
X = P ab
ainsi, le systeme devient
k_1ko
I —
T k"
b=a-+by—ap
kiko
;I _ _ g
= o +k2ab d

Ainsi, on peut considérer qu’en fait, la réaction A +B — C+ D est
d’ordre 2. Par ailleurs, on peut intégrer directement les deux premieres
équations pour obtenir a, b, puis en déduire c, 4.

Exemple 5 (Bromure d’hydrogeéne)

Il a été proposé en 1906 pour la vitesse de réaction de 1"'Hydrogene et
du Brome

Br, + Hp — 2HBr (2.10)
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la loi empirique suivante

d _ 2L[H,][Bry]2
at A8 = T THB  [Bra]

Cette loi établie empiriquement a finalement obtenue une explication

par le mécanisme de réactions en chaine suivant (voir Logan [24])

Bry — Br-+ Br-

Br-+H, — HBr+ H-

H-+Br, — HBr+ Br- (2.11)
H-+ HBr — H,—+ Br-

Br-+Br- — Bn

Les radicaux Br- et H- sont les intermédiaires réactionnels. Ils sont
les centres actifs ou maillons de la chaine de courte. Les étapes 2 et 3
forment une molécule de produit et une molécule de I’autre maillon de
la chaine. Le bilan de cette séquence de propagation correspond au bilan
macroscopique de la réaction. Le dernier étape produit un réactif a partir
de 2 maillons de la chaine : les centres actifs disparaissent.

On rappelle que Les intermédiaires réactionnels sont des especes qui
ne sont ni des réactifs ni des produits. Ils sont des centres actifs de courte
durée de vie. Ils peuvent étre :

e des atomes ou radicaux obtenus par rupture homolytique d"une liai-
son, par action de la chaleur : thermolyse ou par absorption d’un photon :
photolyse.

e des ions.

En effet, le systeme d’équations obtenues est le suivant

' %[Bw] — —a[Bra] — ko[H-][Bra] + ks [Br-?
i (Br] = 2k[Bra] — ka[Br-][Ha] + ks[H.|[Bra] + ks[H.|[HBr] — 2ks[Br-]?
sl = —blBrilia] il 5
CIH) = kalBr][H) — k[H][Brs] — ka[H][HBr

| ZIHBr] = ko[Br][Ha) — ksl H)[HBr] + 5[] [Bra)

En appliquant le le principe des états stationnaires aux centres actifs Br-
et H-. "Apres une période d’induction initiale, durant laquelle [Br-] 1 et
[H:] 1, il est considéré que les especes intermédaires disparaissent aussi

vite qu’elles se produisent.” La concentration du centre actif est alors dans
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un état quasi-stationnaire :

d[H-] d[Br-]
I
il vient que
q H] = kz[Bi"] [Hz]
['L‘@w@y+m&mﬂ
et
Bri? = 2{Bra
d —L[H,).[Bry]2
E[Brz] T 1+ m[I—;Br]/?BrZ]
i[H ] _ _L[HZ]‘[BTZ]%
dt" > 1+ m[HBr]/[Bra)
d _ 2L[Hy].[Brz
at T8 = T B/ Bra)
oﬁL:kz\/Eetm: 2.

Exemple 6
On applique le PE.S a I'exemple 3 (de 'amoniac), en considérant que

. . oo d .
le complexe intermédiaire X est treés réactif, soit —[X] = 0, d’out

dt
X] = [N [H?
k 1+k 211552
et donc
dos 3, kik—q 3
7 1Ne] = —ki [N2] [Ha]” + P [N2] [Ha]
d’ot
doro kb 1d
dt[ 2] - k—l +k2 [N ][Hz] - Sdt [HZ]
d’autre part
d
%[NH:),] = 2k [X]
ainsi
i _ 2kiky 3
dt [NH3] - kfl + k2 [NZ][HZ]
Exemple 7

Considérons de maniére analogue la réaction de l'exemple 4 (de la
catalyse enzymatique) qui s’écrit

k1
E+S=ES

k4

ES ™y E4p
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%[ES] = 0, on obtient

ki[E][S] = (k2 +k_1)[ES]

En considérant que

et donc
d B _ kik
Z11P) = kalES) = 2 (E[)
En utilisant le fait que [E| + [ES] = [E]o, on a alors
k 1+k +k [S]
Elp = |E
[Elo = [E)(——2112)
ainsi
d kiko
—I[P| = ElolS
dt[ ] k71—|—k2+k1[5][ ]0[ ]
k_1 + k2 . . . .
En posant Ky = — appelée constante de Michaelis, on obtient
1
d ko

il = g g [ENlS

Systeme de réaction-diffusion

Nous nous plagons maintenant dans une situation plus réaliste ot les
réactions ont lieu dans un milieu ambiant ot1 les concentrations dépendent

aussi de la variable d’espace. Prenons par exemple la réaction suivante

en supposant que chacune des réactions est élémentaire et suit une loi

d’ordre 2, nous aurions

a' = —kyab

b = —kqyab — kybc
¢’ = kyab — kybc
d’ = kobc

et la conservation de la matiére s’exprime par
d=—d —-d, vV=d—-d

Pour tenir compte de la dépendance des concentrations de la va-
riable d’espace x, nous pouvons assimiler chaque constituant a un milieu
continu animé d’une vitesse eulérienne v (¢, x). La quantité du constituant

A contenu dans le volume w(t) est donnée par :

Ha(w(t)) = /w(t) a(t, x)dx
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et de méme pour les autres constituants. D’apres les résultats déja obtenus,

on a
d da .
Zoma(w(t)) = /w o 3 *dietaltx)

ainsi, la variation instantanée de quantité de matiere est donnée par

s
(%

)dx

oa , —
5 +div(a(t,x)v

Supposons que la vitesse des réactions ci-dessus suit une loi d’ordre 2
consiste a écrire que cette variation instantanée est proportionnelle au pro-

duit des concentrations de A et B. Ainsi, la premiere équation devient

oa +div(a(t, x)?

ot )) = —klab

que nous écrivons le plus souvent

Ja )
FTR div(Ja) = Sa

et les lois de conservation de matiére deviennent

%mc(w(t)) - —djtma(w(ﬂ) —d;tmof(w(f))
Emb(w(t)) = am,;(?ﬂ(t)) - Emd(w(t))

Pour compléter le systeme, il faut ajouter une loi de comportement
pour la vitesse des particules ou le flux de matiere de chaque constituant.
La loi la plus simple et de domaine de validité relativement large pour ce

type d’application est la loi de Fick, soit

_)
I, = av = —d,Va

oul d,; est la fonction de diffusivité du constituant A. On introduit la méme
loi pour les autres constituants avec pour chacun sa propre constante
de diffusivité dj, , d. , d;. On obtient comme modele le systeme suivant

d’équations aux dérivées partielles

(2.12)

Ici, il s’agit d’un systéme de réaction-diffusion, terminologie qui fait

référence aux deux phénomeénes apparaissant dans 1’équation diffusion
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de chaque constituant avec sa propre vitesse de diffusion (régie par la
constante de diffusivité) et interaction non linéaire entre les différents
constiuants.

La variable x varie dans un domaine de R3. On peut supposer ici que
ce domaine est indépendant du temps si la réaction a lieu dans un milieu
"fixe” ; on le note ().

Pour “fermer” le systeme (2.12), il est indispensable d’ajouter des
conditions au bord de () qui doivent traduire les éventuels échanges de
matiere avec le milieu extérieur. Par exemple :

1- Si la réaction se produit dans un milieu isolé, on écrit que le flux
de matiere a la frontiere est nul, soit av.n = 0 sur dQ), ou selon la loi de
Fick, dL,Va.ﬁ> = 0 sur d(), ce qui peut encore s’écrire si d, est une constante
positive aila(t,x) = 0 pour x € 90}, > 0.

2- Si le flux de matiére, a travers la frontiere est une fonction affine de

la concentration, on aurra dans ce cas

- =
AVa.n = —(1 —A)a+ a sur 0Q) x (0, 00)
ou encore
Agfl + (1—=A)a=asur dQ x (0,00)
ou A € [0,1].

Ainsi, en appliquant ces résultats aux exemples précédents, nous obte-
nons :

e Pour la réaction de Bromure d’'Hydrogene (2.10) : En tenant compte
que la réaction va se passer dans un réacteur. Par conséquent les concen-
trations des différentes constituants vont dépondre de la variable temps ¢
et de la variable espace x. On note () le réacteur et par w(t) un domaine
de (), on note aussi 0,, 0y, 0 les densités respectives de Bro, Hp, HBr,
ainsi les quantités de matiere de Br,, Hy, HBr contenues dans w(t) sont

respectivement
maw(t) = [
m(w(®) = [ ot x)dx
me(w(t) = [

En appliquant les résultats du paragraphe précident et le lemme de
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dérivation par rapport au domaine, nous obtenons :

) = [ |5 it 0)7)| dx
) = [ 1S it 0)7)| dx
et =[5 dio(ou(t, ) 9) | a

A ce stade, il faut ajouter une loi de comportement pour la vitesse des
particules ou le flux de matiere de chaque constituant. Nous utilisons la
loi de Fick qui exprime que dans un tel réacteur les particules se déplacent

vers les régions de faible densité, soit

Op = _du& ; Op = _dbE , Ve = —d, VQC
Oa Op Oc

ou d,, dy, d. (les fonctions de diffusivité des constituants) sont constantes.

On obtient alors le systeme suivant

NIw

[d0a —L.gp- (0a)
fw(t) —d Aga] dx = [, () —

ot 04 + Mo, s

aeb —L.0p- (04)?

fw(t) ot dbAQb:| dx = f (t) W
- 3

EL 2L.Qp- (Qa)”
o [~ et s = oy S0

Ceci est vrai pour chaque w(t) C (), par suite

3
L (0a)”
ot 04 + moc R
dop —L.0p- (0a)?
=Y g Aoy = ——=0 8 (0, T) x Q)
ot b5 04+ ch3 ( )
9 4 pg, — 2L-v-(0a)?
ot 0a + Mo

Pour fermer le systeme, il faut ajouter des conditions aux bord et des
conditions initiales. On peut, par exemple, supposer que le systeme est
clos et qu’il n'y a aucun échange avec l'extérieur ce qu'on peut exprimer

en écrivant que le flux de matiéres a travers d() est nul, i.é.

2.V 0o (7) 1 (0) = 0
4,Voy (7)1 (¢) =0 , 0 €30 pp, t€ 0, T|
d..Voc(0).n(c) =0



2.2. Modélisation des réactions chimiques 64

On obtient le systeme de réaction-diffusion suivant

(9 .
aigt - daAQa = f(Qa/ Ov, Qc)
d
% - dbAQb - g (Qﬂ/ Qb/ QC)
doc
7% - chQc =h (Qa; Ov, Qc) (2'13)
9Qa _ 90p _ 00c _
on on on

02 (0,x) = @) (x), 05 (0,x) = ¢) (x), 0c (0,x) =0

pour x € Qett € [0,00), avec

3
2

—L.o.u

f o) = S0
(1,0 w) _ —L.owu?
g s Yy, - u-‘—m%{]
2L.v.u2

h(u,0,w) = ol
u+ mw

Remarquons que
f<0,f+g<0, f+g+h=0

e Pour la réaction de I'amoniac (2.8), le systeme de réaction-diffusion

associé pour x € Q et t € [0,00) est

( a[g\ZZ] o dlA[Nz] _ _k_lilf-ZkZ [Nz][H2]3
ag‘fﬂ — dA[Hy] = —¢ f’ffzkz [N2][Ha]?
e T
o[N2] _ 9[Hp] _ O[NHz] _ 0
ov  ov  ov
[Nz](x,()) = Ny, [Hz](X,O) = ho, [NH3]<X,O) =0

pour x € Qett € [0,00).
e pour la réaction enzymatique (2.9), nous obtenons

( J[E]

? — dA[E] =0

E)af] — drA[S] = KM__iliz[S][E]O[S]

" - da[P] = 2 Ells) (215)
olE] o) _apl'

ov  odv  ov

[E](x,0) = Eo, [S](x,0) = So, [P](x,0) =0

pour x € Qett € [0,00).
Remarquons que (2.13), (2.14) et (2.15) sont des systemes de réaction-

diffusion.
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MODELISATION DE L'ELECTRODEPOSITION DE L’ALLIAGE

NICKEL-FER SUR UNE ELECTRODE A DISQUE TOURNANT

De nombreux objets modernes faisant partie de la vie courante ont été
soumis a des traitements superficiels : des pieces détachées de véhicules
automobiles, des ustensiles de cuisine, des boites en fer blanc pour den-
rées alimentaires, des matériaux de construction, ainsi que des fenétres
métalliques ou des recouvrements de toits en métal, etc...

Des procédés du méme type sont mis en oeuvre lors de la fabrication
de constituants électroniques tels que des circuits imprimés, des contacts
électriques et des condensateurs, et la plupart des traitements de ce type
sont des applications de 1’électrochimie. Le dépdt électrolytique de mé-

taux et d’alliages en constitue un grand exemple.

Le but de I'électrodéposition est d’appliquer une couche superficielle
sur un métal pour conférer a cette surface les propriétés désirées de dureté,
de résistance contre 1'érosion ou contre la corrosion, de brillant, etc. En
outre, I'adhérence de cette couche au substrat doit étre parfaite.

Le principe de Iélectrodéposition : c’est une électrolyse. Il s’agit de ré-
actions redox qui ne sont pas auto-entretenues, mais qui sont déclenchées
par une source de courant. L’objet qui doit subir un traitement représente
la cathode. L’anode est réalisée dans le meilleur des cas en une matiere
(électro)chimiquement inerte (alliages cofiteux en Platine ou en Titane),
ou bien est constituée par le métal avec lequel on traite la cathode. Le bain
d’électrolyse constitue la plupart du temps, I'élément critique de la cellule.
I contient le sel métallique approprié. Le plus souvent, le métal qui doit
précipiter est présent sous la forme d'un complexe. En effet, des complexes
métalliques manifestent une solubilité et une stabilité supérieures a celles
des sulfates, des chlorures ou d’autres sels. Tout 1’art d’obtenir un bain
approprié réside dans le fait d’ajouter des additifs qui sont trés souvent
de nature organique et qui ne sont présents qu’en faible concentration.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au cas de l'alliage Nickel-
Fer NiFe. L'électrodéposition des alliages basés sur un groupe des métaux
de fer est un des évenements récents les plus importants dans le domaine
de déposition d’alliage. En particulier, les films d’alliages de NiFe ont

largement été adoptés dans 1'industrie électronique : enregistrement, mé-
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moire, dispositifs de stockage... voir Bockris [8], Gangasingh et Talbot [13],
Grande et Talbot [16], Hessami et Tobias [18], Krause et al [23], Matulis et
Slyzys [28], Matlosz [27] et Ramasubramanian [37]...

Les especes NiOH T et FeOH ™ formées a partir de ’hydrolyse de Ni**
et Fe?t sont réduites a la cathode. La codéposition anormale de l'alliage
NiFe se produit puisque FeOH™ est présent pres de l'électrode avec des
concentrations supérieures a celles de NiOH™.

Nous présentons un type de modelage semblable fait par Pritzker et
autres, voir Bockris [8], Schultz et Pritzker [41], et étudié par N. Alaa et
al [1] dans le cas d"un transport évolutif et unidimentionnel. Pour l'étude
mathématique du systeme obtenu voir Alaa et al [1] et [2].

Nous considérons 1’équation de conservation d’espece pour une espece
Aj

ow;

W = —dlv(]i) + Si

ou w; est la concentration de I'espéce A;, S; dénote le taux de production
de A; en raison de toutes les réactions homogenes dans lesquelles elle est
impliquée et J; est son flux de transport molaire. Les électrolytes utilisés
pour la codéposition de NiFe contiennent toujours des ions de nickel élec-
troactive comme un de leurs composants principaux. Par conséquent, la
migration est incluse avec la diffusion et la convection comme les seuls
modes de transport possibles pour chaque espéce. Le flux molaire J; de-

vient alors

i = —d;Vw; + vw; — myw; VO

ou d; est le coefficient de diffusion de I'espece A;, v est le vecteur vitesse
du fluide, ® est le potentiel électrostatique dans la solution et m; est la mo-
bilité électrique de I'espece A;, voir Tobias [42]. La mobilité et le coefficient
de diffusion sont donnés par I'équation d’Einstein

P diZZ‘P
" RT

ou z;F est la charge portée par une mole de 'espece A;, R est la constante
des gaz parfaits et T est la température absolue.
Nous considérons le systeme de transport unidimensionnel des di-

verses especes sur une électrode tournante a disque avec la réaction ho-
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mogene simultanée. En outre, nous considérons que les réactions ho-
mogenes sont beaucoup plus rapides que les réactions a l'électrode et
qu’elles atteignent instantanément 1’équilibre thermodynamique. Il im-
porte aussi de noter que les effets de bord et de la double couche sont
négligeables. Par conséquent, lorsque le fluide est incompréssible ( c’est a
dire Vv = divv = 0 ), I’équation de transport pour chaque espece devient
0*w; ow; 0, 09

awi .
or g g —min(wigs) =S5

Le potentiel électrostatique doit aussi satisfaire la condition d’électro-

neutralité partout dans le systeme, c’est-a-dire

PP 4nF

x> g

ou gy désigne la permitivité du solvant, considérée de fagon a étre
constante a la limite de la dilution infinie.

La solution des équations différentielles ainsi que I’équation du poten-
tiel électrique concernant 'équilibre homogene exige d’abord la combi-
naison des équations de transport pour chaque espece afin d’éliminer les
termes de vitesses des réactions homogenes. Les équations résultantes qui
dépendent du stochiometri des réactions homogenes s’élevent a I’équilibre
massif pour les différents composants du systeme (nickel, fer, hydrogene,
etc...). Dans cette analyse, nous considérons un probleme de codéposition
du nickel et du fer dans la solution de sulfate. Ce processus particulier de
codéposition est important parce qu’il permet la fabrication de dispositifs
magnétiques de permalloy. Pour le bain du sulfate de nickel-fer, NiSOy,
FeSO4 et H3BO3 sont dissous dans 1’'eau et H,SOj4 est utilisé pour I'ajuste-
ment du pH. Par conséquent, les cinq especes dissoutes considérées sont
Ni**, Fe?*, H*, SO;~ et HSO; .

Les métaux ne forment pas de complexes avec le sulfate, et la seule

réaction homogene considérée est celle entre SO3~ et HSO,

k1
SO~ + H" =2 HSO,

k_q
Cette réaction est généralement décrite comme une réaction bimolécu-
laire dans le sens direct et monomoléculaire dans le sens inverse, avec k;
et k_1 sont respectivement les constantes de vitesses de la réaction directe

et inverse.
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Dans ce cas, les termes de réaction homogene sont

S3 = 54:—S(w3,a24)

S5 = S(ZU3,ZU4)

S : IR> — R est une fonction continue et pour tout 7 > 0, S(0,7), S(r,0) >
kik_q
ki+k_q
désigne la constante d’équilibre pour la réaction homogene et w; (1 <

0. En général, nous choisissons S(r,s) = Kr's', A,v > 0,0t K =

i < 5) sont respectivement les concentrations de Ni**, Fe?*, H*, H SO, et
SO:~.

Comme il a été mentionné précédemment, les réactions cathodiques se
produisant a la surface de 1’électrode font intervenir les ions métaliques
divalents. Durant la codéposition de NiFe, nous considérons les deux ré-

actions d’électrode suivantes

Ni?t +2¢~ — Ni

Fe*t +2¢ — Fe

Toutes les espéces sont considérées inertes, a 1’exception de 1’hydro-
gene. La formation de ce dernier est impliquée seulement dans une réac-

tion de réduction de l'ion protonium selon

2H" +2¢~ — H,

Les vitesses associées a ces réactions fondamentales peuvent toutes
étre exprimées en termes de potentiel local V et des concentrations locales
des ions w;. Les flux sur la surface de cathode (x = 0) sont donnés dans
Hessami et Tobias [18] et Krause et al [23] par

leZkF
RT

Ji(£,0) = 2%; = —Brwi(t,0) exp | —

(Vin(t) = @(£,0))

ou ip (k=1,2,3) sont les densités du courant pour les réactions, V,, est
le potentiel cathodique par rapport a 1’électrode de référence (SHE) apres
correction de la chute homique et By, ax sont respectivement les constantes
de vitesse et les coefficients de transfert. Généralement, les équations de

vitesses sont connues sous le nom des équations de Butler-Volmer. Les
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valeurs de ces constantes sont données dans les références Hessami et
Tobias [18] et Krause et al [23].

Les trois densités des courants partiels données dans les équations sont
d’une grande importance pratique puisqu’elles sont directement liées aux
vitesses de déposition du nickel et du fer et a la vitesse de production de
I'hydrogene. Ce dernier est important quand les flux des ions sont compa-
rables aux vitesses limites de transport par diffusion du proton (H") qui
ne peut diffuser depuis la surface cathodique pour mener a la formation
des bulles de I'hydrogéne. Les bulles d’hydrogene qui ne se détachent pas
de la cathode provoquent une mauvaise morphologie du métal déposé.
Par ailleurs, les concentrations élevées de 1’"hydrogéne peuvent provoquer
de mauvaises propriétés pour le métal puisque ’hydrogene peut étre em-
prisonné dans le métal pendant le processus de déposition (fragilisation
par I'hydrogene).

La région considérée est le domaine () et § est I'épaisseur de la couche
limite hydrodynamique. Nous considérons que la région est entierement
établie au-dela d'une distance 35 de la surface d’électrode.

La présence d’acide borique n’a pas été explicitement incluse dans ce
modele. Sous les conditions normales de fonctionnement de la codépo-
sition de NiFe , cette espece qui reste non dissociée est par conséquent
transportée par diffusion et convection, mais non pas par migration. De
plus, on ne sait pas s’il participe a n'importe quelle réaction homogene ou
électrochimique. Ainsi, le transport de H3BOs3 est completement decouplé
de celui des autres especes dissoutes. Comme il a été proposé par Hor-
kans [19], son role dans la codéposition est de s’absorber sur la surface
d’électrode et modifier la cinétique de la déposition du nickel et du fer.
Il est au-dela de la portée de cette analyse de représenter cet effet d'une
facon explicite ou détaillée.

Les conditions sur la frontiére sont :

_di%?(t,()) - miwi(t,O)aaZI:(t,O) = —7i(Hwi(t,0) pour ¢ €]0, T|
—dia(.;zi(t,%) _ miwi(t,g;(s)aajlj(t,s&) = —b(36)w;(t,36) pourt €0, T|

®(t,0) =V(t), ®(t,36) =0 pour t €]0, T|
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Biexp(— "S5 (Vu(1) — V(1)) pour1<i <3

0 pouri=4,5

Yi(t) =

et b désigne v, la composante normale de la vitesse v du fluide.

Les concentrations & l'instant initial + = 0 sont données par w;(0,x) =
wio(x), V x €]0,3], ott w; o représente la somme des composantes A; ajou-
tées initialement a la solution.

Maintenant, Le systéme satisfait par les concentrations des différentes

especes qui sont impliquées dans ce modéle est donc, pour touti =1, ..,5

awi azwi awi 0 0D
@;} diEZLJCZF+5b(x)8x - ng(wlg) = Si(w) dans Qr
T

—W = ? i; ZiW; dans QT

—dia;zi(t,O) — miwi(t,O)aa(JI:(t,O) = —7i(Hw;(t,0) pour t €]0, T|

—dl-aazzi(t,?)é) - miwi(t,?)é)E;I:(t,Sé) = —b(36)w;(t,36) pourt €0, T|

®(t,0) = V(t), P(t,36) =0 pour t €]0, T|

[ wi(0,x) = w;p(x) pour x €]0,34]

ou QT :]O,T[X]O,35[, 51 = 52 = 0, 53(?,0) = 54(7/0) = —55(’60) =
—S(ws3,wy) etzy =20 =2,23=—2z4 = 1,25 = —2.

Finalement, I’expression de la vitesse de 1’électrolyte v. Cochran et Von
Karman ont montré que la composante normale v, de la vitesse v du fluide

peut étre exprimée en une série de puissance en fonction de la variable

w

T=X

1 b
vy = VVWH(y) = Vvw <—a'yz + 573 + 874 + >

ou a = 0.51023, w est la rapidité de la rotation de 1’électrode tournante
a disque, et v est la viscocité cinématique de la solution. Nous donnons

aussi I'épaisseur de la couche limite de diffusion ¢

1
o= <3d>3a)
a

ou d est le diffusivité de réference correspondante a l'especes dans la

N =
=

v

solution avec le plus petit coefficient de diffusion.
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Sachant que les termes a partir de 'ordre 3 sont négligeables, nous

faisons donc I'approximation suivante

MODELISATION D’UN PROBLEME DE REACTION-DIFFUSION
AVEC CONVECTION. EXEMPLE D'UNE POLYMERISATION

FRONTALE

Certaines réactions chimiques peuvent se produire dans des zones tres
localisées en espace, et se propager au cours du temps a travers un ré-
acteur. On parle alors de réaction frontale. Un des exemples les mieux
connus est la combustion en milieu gazeux : on observe alors la propa-
gation d'une zone de réaction, appelée flamme, séparant les gaz frais des
gaz brilés. Pour qu'un front de réaction puisse se développer, il faut que
la réaction ait une énergie d’activation élevée, ce qui va lui permettre de
se développer dans une zone étroite, et qu’elle soit exothermique, afin de
fournir I'énergie nécessaire a la propagation du front. La réaction de po-
lymérisation possede ces propriétés, et il a été observé expérimentalement
qu’elle pouvait sous certaines conditions se propager sous forme de front.

Prenons donc I’exemple d’une polymérisation frontale qui se propage
dans un tube vertical cylindrique Picard [35], le polymere chaud étant sous
le monomere froid. Nous ferons I'hypothese que les deux liquides ont, a
température donnée, la méme densité. Alors, dans des conditions de gra-
vité usuelles, le polymere, plus chaud, va avoir tendance a remonter dans
le monomere. C’est le phénomene de convection naturelle. Nous appuie-
rons sur les résultats expérimentaux publiés par McCaughey et al [29]. En
I’absence de convection, un front plan séparant les réactifs des produits
se propage a vitesse constante c. Augmentons progressivement le nombre
de Rayleigh R, c’est-a-dire le paramétre qui détermine I’apparition ou non
de la convection naturelle dans le milieu. On observe expérimentalement
que lorsque R dépasse une valeur critique, la convection apparait, désta-
bilisant le front plan. Mais malgré les courants de convection, la structure
d’onde progressive ne semble pas détruite : le front est déformé, mais il
continue de se propager, avec une vitesse qui peut étre différente.

Ce sont ces résultats que nous pouvons retrouver mathématiquement.



2.4. Modélisation d"un probléme de réaction-diffusion avec convection. Exemple
d’une polymérisation frontale 72

Dans ce qui suit, le nombre de Rayleigh jouera le role d’un parameétre de
bifurcation. Nous modélisons le probleme par un systeme d’équations de
réaction-diffusion couplées avec les équations de conservation du moment

de Navier-Stokes, sous 1'approximation de Boussinesq

aa—z —xAT = —o.VT+ F (T, A)

0A; )

= —diAAj = —0.VA+F(T,A), j=1,..,m
) 1

a—zt)—;yAv: —(U.V)v—;)Vp—i—ﬁg(T—To)r
divo =0

0

Ici T est la température, A; sont les concentrations des différentes
especes chimiques impliquées, v = (v1,v;) est la vitesse du fluide, p la
pression, « la diffusivité thermique, d; sont les coefficients de diffusion
moléculaire, p est la densit’e, B est le coefficient de dilatation, g 1’accé-
lération de la pesanteur, Ty une température de référence, T un vecteur
unitaire dans la direction verticale, F;, j = 1,...,m sont des termes non-
linéaires décrivant les taux des réactions chimiques.

Le systeme d’équations est considéré dans la bande
Q={(x1,x), 0<x <I, —00 < xp < 400}

(Nous nous limitons a deux dimensions d’espace, bien que le probleme
de départ soit a trois dimensions. Ces deux dimensions sont suffisantes
pour faire apparaitre des phénomenes convectifs et des ondes progressives
non planes.)

Nous supposons la nullité des flux de chaleur et de matiere a travers

la paroi du réacteur

Y
Xl_O,l.Tm_ ,TJCl—O

et imposons pour la vitesse des conditions au bord de type “surface libre” :

x1:0,l : 01:0,%:0
ax1

Enfin, nous imposons des conditions a I'infini

T (x1,400) = T+, Aj (x1,F00) = A]i , v(x1,£00) =0

Les équations de Navier-Stokes sont écrites sous I'approximation de

Boussinesq : le milieu est considéré incompressible et la densité constante,
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sauf dans le terme qui décrit 1’action de la gravité. (Ce terme fait apparaitre
une linéarisation de la densité par rapport a la température.) L'existence
de solutions pour de tels problemes de réaction-diffusion-convection et
certaines de leurs propriétés sont étudiées dans Bernardi et al [5], Malham

et Xin [25] et Manley et al [26]].

MODELE DE LA TREMPE ET LA PROPAGATION

Nous considérons un systéme de réaction-diffusion de type
Kolmogorov-Petrovsky-Piskounov (KPP) dans un écoulement de ci-
saillement et avec un parametre non nul de perte de la chaleur, voir
Berestycki et al [4]. Nous établissons des criteres pour le coup de feu et
de propagation, et d’identifier la vitesse de propagation en fonction de la

décroissance exponentielle des données initiales.

g—AT:—Au(y)gZ%—TY
Y 1 aoT
g—L—eAY——Au(y)g—TY

avec un écoulement de cisaillement non triviale u (v). Ici T est la tempéra-
ture du réactif, Y sa concentration, et le parametre A mesure I'amplitude
du flux. Le nombre de Lewis Le est le rapport des coefficients de diffusion
thermique et matériel. Nous supposons que les profils initiaux Ty et Yy

sont bornés et vérifient
To=0 <e‘“> , Yo — 1 quand x — +o0

de sorte qu’il est physiquement raisonnable de penser que la solution se-
rait propager vers la droite lorsque le mélange frais est disponible pour
une réaction chimique. Le systéme ci-dessus est pris en compte dans un
domaine cylindrique D = R x (), avec des conditions aux limites de perte
de chaleur

oT aY

%Jqu:O , %ZO , ¥y €090

Ici g > 0 est le parametre de perte de la chaleur, Q C RN! est un
domaine borné régulier et n la normale unitaire extérieure. Le flux u (y)

est continue dans () avec une moyenne nulle :

/Qu(y)dy=0
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2.6.1

2.6.2

2.6. Modélisation de la Chimiotaxie

Ce probleme a également attiré une attention considérable dans la lit-
térature physique, nous citons, par exemple, Kagan et Sivashinsky [20],
Kagan [21] et Khoudier et al [22] parmi les articles récents et se référer a

Peters [34] comme une référence générale.

MODELISATION DE LA CHIMIOTAXIE

C’est quoi la chimiotaxie ?

La chimiotaxie est le phénoméne par lequel les cellules se déplacent
sous l'influence de substances chimiques dans leur environnement, voir
Ritter [38]]. Il a été connu et largement étudié depuis les premieres des-
criptions ont été faites par T.W. Engelmann et W.E. Pfeffer pour les bacté-
ries en 1881 et 1884, et H.S. Jennings pour les ciliés en 1906. Les premiers
modéles mathématiques basés sur les équations aux dérivées partielles est
née des travaux de C.S. Patlak en 1953, qui a été motivé en partie par des
études récentes (a I'époque) des systemes biologiques tels que la modé-
lisation de la migration des moustiques, mollusques, et pigeon voyageur.
Il était également intéressé par la modélisation d’autres phénomenes tels
que la prédiction de la longueur des chaines polymeéres, et E.F. Keller et
L.A. Segel en 1970, qui ont proposé un modele macroscopique pour 'agré-
gation des myxomycetes cellulaires. Par la suite, plusieurs phénomenes de
transport dans les systémes biologiques ont été marqués avec le terme chi-
miotactisme, tels que les bactéries, ou des cellules endothéliales du corps

humain répond a des facteurs angiogéniques sécrétés par une tumeur,...

Modeéle de Keller-Segel pour la chimiotaxie avec prévention de la

surpopulation

Dans cet exemple, nous considérons un modele mathématique de pré-
vention de la surpopulation sous une forme tres simplifiée impliquant
seulement deux espéces, voir Francesco et Rosado [12]. Le systeme mo-

déle est donc le suivant

pr =edp—p(1—-p) VS
St:AS—S+p

ol p est la densité de cellules, S est la concentration de la substance chi-

mique (chimioattractant). Le parametre ¢ > 0 modélise la diffusivité des
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cellules. Le modele actuel est posé sur tout ’espace RN avec des données

initiales L' N L*® pour p et W' N WY* pour S.

Modele en Chimiotaxie, dans les systemes de hote-parasitoide

Dans cet exemple, nous considérons un modeéle mathématique qui se
concentre sur la réponse agrégative des parasitoides d’hotes dans un mo-
dele couplé du systeme multi-espéces, voir Pearce et al [33]. Ce systeme
se compose de deux especes de parasitoides et deux especes d’hotes. Les
parasitoides sont, Cotesia glomerata et Cotesia rubecula. Les hotes sont
les larves des papillons grands et petits choux blanc, Pieris brassicae et
Pieris rapae, respectivement. Cotesia rubecula est un spécialiste de Pieris
rapae tandis que Cotesia glomerata est un généraliste et parasite les deux
hotes. Ainsi, il existe un couplage entre les quatre espéces en interaction.
Ce systéme particulier est d'un intérét considérable car les quatre especes
ont une large gamme mondiale et les deux hotes sont les ennemis des
cultures communs des especes du genre Brassica, y compris les cultures
commerciales telles que le chou, le chou-fleur et le chou frisé. Ce phé-
nomene est largement documenté pour les systémes hotes-parasitoides et
des études en laboratoire utilisant le systeme Pieris-Cotesia ont fait I’ob-
jet d'un certain nombre de publications, voir Vos [6], Geervliet et al [14],
Geervliet et al [15] et Poecke et al [36]. Nous allons modéliser les inter-
actions entre les espéces dans un domaine unidimensionnel, le systeme
de réaction-diffusion chimiotactique obtenu d’équations modélise la dy-
namique spatio-temporelle de nos quatre especes hote-parasitoide com-
munauté et le facteur chimiotactique.

Les deux especes hotes (en I'absence de parasitisme) sont modélisés
comme ayant logistique, dépendant de la densité de croissance, avec des
taux de croissance intrinseque r; et r; et des capacités de transport K; and
Kj, respectivement. Le parasitisme par deux parasitoides est modélisé par
une fonction exponentielle négative qui représente un taux de parasitisme
saturé au maximum. Cotesia glomerata parasite Pieris brassicae au taux a4
et Pieris rapae au taux a,. Cotesia rubecula parasite Pieris rapae au taux
a3. L'efficacité de la découverte du parasitoide d’hotes est notée a;, a
et a3, constantes qui déterminent le nombre d’hotes parasités. e;, e, et
ez sont les rendements de conversion parasitoide d’hotes a parasitoides.

Les parasitoides sont soumis a des taux de mortalité intrinseques d; (Co-
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tesia glomerata) et d, (Cotesia rubecula). Les coefficients de la motilité
Di, Dy, D3 et Dy des quatre espéces sont des constantes et déterminent
la vitesse a laquelle chaque espece se disperse de fagon aléatoire dans le
domaine. Le K chimiotactique est produite proportionnellement a la den-
sité totale d’accueil (N + M) aux taux r3 et se désintegre au taux de ds.
Le coefficient de la motilité de la chimio-attractif D5, est une constante et
détermine la vitesse a laquelle se diffuse a travers le domaine chimioat-
tractant. La réponse chimiotactique des deux espéces de parasitoides est
modélisée comme une réponse linéaire et de la force de la réponse est dé-
terminée par les coefficients de chimiotactique yx; et x2. Le systéeme modele

complet est donc la suivant

= DNAN+ N (1= N) —s1P (1 — e P1N)

= DuAM + 1M (1 — M) — 5P (1 — e 2M) — 530 (1 — e 13M)

= DpAP — xpV.(PVK) + 1P (1 — e PN) + P (1 — e P2M) — g P
= DoAQ — xoV.(QVK) + ¢3Q (1 — e M) —1,Q

= DkAK + 72 (N + 13M) — 3K

SESISEYENE

ou N et M représentent la densité des hotes Pieris brassicae et Pieris rapae,
respectivement, P et Q représentent la densité des parasitoides Cotesia
glomerata et Cotesia rubecula et K représente la concentration du produit
au cours de l’alimentation chimiotactique par les hotes. N = N (¢, x) dé-
signe la densité de la population locale (organismes par zone) a l'instant
t et a la position x (et de méme pour M, P et Q). K = K (t, x) désigne la
concentration locale chimiotactique a l'instant ¢ et a la position x. Le sys-
téme est posé sur un domaine donné () de frontiere réguliere dQ). Nous
suposons soit des conditions aux limites de Neumann (qui pourrait corres-
pondre a un cadre expérimental a effet de serre) ou conditions aux limites
de Dirichlet (ce qui correspond & un réglage sur place avec un environ-
nement extérieur) sur 02 avec des conditions initiales appropriées pour

fermer le systéeme. Dans le cas uni-dimensionnel, Q = (0,L).

Modele mathématique d’angiogenese

La modélisation de I'angiogenese est apparue, au cours des vingt-cinq
derniéres années, comme une approche complémentaire aux approches

traditionnelles, pouvant permettre de fournir des hypotheses expliquant
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certaines observations expérimentales. De nombreux modeles mathéma-
tiques d’angiogenese ont ainsi été développés. Le modele que nous allons
donner décrive principalement I’évolution de la densité de cellules endo-
théliales, en fonction de celle de concentrations en substances chimiques
intervenant dans le processus, il est généralement inspiré du modele de

chemotaxie suivant, voir Billy [7].

;tl = DyAn — V. [x (c)nVc]+ F (n,c)
a—i = D.Ac+ G (n,c)
ou n représente la densité de cellules endothéliales, ¢ la concentration en
facteur angiogénique, les fonctions F et G représentant 1'augmentation
relative respectivement de la densité de cellules et de la concentration
en facteur angiogénique, D, désigne le coefficient de diffusion du facteur
angiogénique, D, est le coefficient de motilité aléatoire (ou coefficient de
diffusion) des cellules, et x (c) coefficient de chemotaxie.

La fonction F modélise les phénomenes de prolifération et d’apoptose

des cellules endothéliales. F peut, par exemple, s’écrire sous la forme
Fnc)=a(c)n(l—n)—256(c)n

ot & (c) et & (c) sont des fonctions représentant une éventuelle action du
facteur chemo-attractant sur la prolifération et 1’apoptose des cellules en-
dothéliales. De méme, la fonction G modélise les phénomenes de produc-
tion, consommation (par exemple par liaison aux récepteurs des cellules
endothéliales), dégradation du facteur angiogénique. G peut, par exemple,

s’écrire sous la forme

G (n,c) = Bc — ync — puc

Les conditions aux bords employées pour ce type de modele sont des
conditions annihilant le flux de cellules endothéliales aux bords et des
conditions de type Dirichlet pour les concentrations en substances chi-

miques.
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DANS ce chapitre, nous prouvons l'existence de solutions faibles pour

certaine classe de systemes m x m quasi linéaires triangulaires ellip-
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tiques de réaction-diffusion avec données L!. L'originalité de cette étude
persiste dans le fait que les non-linéarités de notre systéme ont une crois-
sance critique en gradient de solutions.

Mots Clés. systemes de réaction-diffusion, systemes elliptiques, solu-

tions faibles, troncature.
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INTRODUCTION

La modélisation mathématique de plusieurs phénomenes biologiques,
chimiques et physiques conduit a des systemes couplés non linéaires de
réaction diffusion. Diverses méthodes ont été proposées pour l'étude de
I'existence et de la propriété qualitative des solutions. La plupart des tra-
vaux dans la littérature antérieure est consacré a 'étude des systemes el-
liptiques quasi-linéaires sous conditions aux limites de Dirichlet ou de
Neumann [7], [15], [17], [23], toutes ces oeuvres examinent les solutions
classiques. Ces derniéres années, l'attention a été donnée aux solutions
faibles des systemes elliptiques sous des conditions limites linéaires, et
différentes méthodes pour le probleme de I’existence ont été utilisées [2],
131, [51, (6], [9], [x0], [x1], [x2], [19], [20], [21], [22], [23], etc..

Ce chapitre traite des résultats d’existence pour le systeme elliptique

de réaction-diffusion suivant

—Au; = fi (x,u,Vu) + F; (x) dans Q
u; =0 sur dQ)

ouu = (uy,...,um), Vu = (Vuy,...,Vuy), f = (fi,--.,fm), F =
(Fi,....Fn), » = (p1,.--,pm), m > 2 et Q est un ouvert borné de

,pour1 <i<m (1.3)

RN de frontiére assez réguliere d(), —A est l'opérateur de Laplace sur
() avec des conditions aux limites de Dirichlet . Puisque nous sommes es-
sentiellement préoccupés par des systémes fréquemment rencontrés dans
les applications [24], nous nous restreignons au cas de solutions positives
satisfaisant la structure triangulaire. Ces deux propriétés principales sont

assurées (respectivement) par les hypotheéses suivantes

_fi (ﬁl) Z 0/ Otl ﬁl = (xlul/~"/ul'*llolul?kll'"/ul’n/pll-'~/pm>/
Fi(x) >0, pour tout 1 <i <m, (2.3)
et pour tout (u,p) € (RT)" x RN" et x € Q, p.p.

et

Y fi<0, pourtout1 <i<m, (up) € (R")" xRN"etx €Q, pp.

1<j<i
(3:3)
Lorsque f ne dépend pas du gradient, nous renvoyons le lecteur a 1’étude

récente et excellente de Pierre [21], qui présente une technique générale de
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prouver l'existence d'une solution dans ce cas. Si f; dépend du gradient,
un théoreme d’existence a été prouvé dans [18], au moyen de la méthode-
L' introduite dans [19], lorsque la croissance des non-linéarités par rapport
au gradient est sous-quadratique, a savoir
p=a( i) (s £ [wul) 1<ism
1<j<m 1<j<m
C; > 0, C; est croissante, K; € L' () et 1 < a; < 2.

Notre objectif est d’étudier le cas a; = 2 pour tout 1 < j < m. Cette
croissance critique par rapport au gradient crée des difficultés dans le
passage a la limite pour le probléme approché et la méthode-L! ne peut
pas étre appliquée dans ce cas. Un modele typique ot les résultats de cette

étude peuvent étre appliqués est la suivante

Uj 2
—Au; = a;——' |Vu;|"+ F(x) dans Q
l 159 Y Mk’ il (%)
1<k<m
u; =0 sur 0()

otta;; <0etF (x) >0, pour tout 1 <i < m.

Nous avons organisé ce chapitre de la maniére suivante. Dans la sec-
tion 3.2, nous donnons la position exacte du probléme étudié et le résultat
principal de ce chapitre. Dans la section 3.3, nous tronquons le systeme et
nous donnons ensuite des estimations appropriées pour passer a la limite.
Enfin, nous prouvons la convergence du probléeme tronqué vers une so-
lution de notre systeme. Les difficultés dans cette section sont semblables
a ceux dans [3], [9], [1o], [11], et les techniques sont dans le méme es-
prit. Mais de nouvelles difficultés spécifiques dues a la nature du systeme

doivent étre manipulées.

HYPOTHESES ET RESULTAT PRINCIPAL

Hypotheses

Nous introduisons d’abord la notion de solution du probleme (1.3)
utilisée ici,
(u1,...,uy) est dit solution faible du probeme (1.3) si
u; € Wyt (Q),
fi(,u,Vu) € L1 (Q), , pour tout 1 <i<m
—Au; = fi (,u,Vu) + F; dans D' (Q)
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Tout au long de ce chapitre, nous supposerons que :
I'1) fi: QO xR™ x RN™ 5 R sont mesurables, pour tout 1 <i < m.
I2) f; : R"™ x RN™ —; R sont continues pour presque tout x dans O

et pour tout 1 <1 < m.
I3) [fi(xup)| < C(Ju) ()\1 () +pl*+ X HPjH“’) ,ou Cy
2<j<m
[0, +00) — [0, +-00) est non décroissante, A; € L' (), 1 < aj < 2.
T4) |fi (x,u,p)| <C (Z \u]\> ( + 2 Hp]-H2> , pour tout 2 <
i<m,ouC;:[0,+00) — [0, +00) est non decr01ssante et A; € L1 (Q).
I5) F € L' (Q)), pour tout 1 < i < m.

Remarque 3.1 On peut en déduire des hypotheses (I'2) et (I'3) que

fi (x,0,p) =0 pour tout p ERN"et1<i<m

3.2.2 Résultat principal

Théoréme 3.1 Supposons que les hypotheses (2.3), (3.3) et (I'l) — (I'5) sont satisfaites. Alors

il existe une solution positive faible du probleme (1.3) .

Avant de donner la preuve de ce théoreme, notons T la fonction de
troncature

Ty (s) = max {—k, min {s,k}}, k € R*

3.3 PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

3.3.1 Schéma approché

Nous définissons 1, une fonction de troncature par ¢, € C° (R), 0 <
P, <1, et
1 sifz|<mn
¥u (z) = ,
0 silz|>n+1

Considérons les m fonctions suivantes
fin (X, u,p) = n ( Yo (Ju + HmH)) fi(x,u,p), pour tout1 <i <m
1<j<m

Il est facile de voir que f;,, satisfont les mémes propriétés que f;, 1 <

i < m.parailleurs Y |fi,| <75, € L'(Q). Par une application directe
1<i<m
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du théoréeme du point fixe de Leray-Schauder, nous pouvons prouver que

le systeme

—Auj, = fi, (x,u,,Vu,) +F(x) dans D' (Q

- Hfl'n( " 2 i (%) () , pour tout 1 <i<m

Uiy € WOI (Q)
(4-3)

m
a une solution faible positive u, = (#1,,...,Umn,) dans (W&’q (Q)) avec

(voir [18] pour plus de détails).

N
<
1_q<N_1

Estimations a priori

m
Lemme 3.1 Soif u, € (W&’q (Q)) une suite non négative telle que

—Auj, = fin+F dans D' (Q) (5.3)

fu satisfaisant (3.3) et F; € L' (), 1 <i < m. Alors

i) Il existe une constante Ry dépendant de ||Fi|| 1), 1 <1 < m, telle que

Z /Q |filn (x/ un/ vl’ln)| S R]

1<i<m

m
i) La suite (U1, ..., Uny,) est relativement compacte dans (W&’q (Q))

our tout 1 < <L

Démonstration. i) Considérons les équations satisfaites par u;,, 1 <i < m,

nous pouvons écrire

Uiy € Wy (Q)

,pourtoutl <i<m (6.3)
—fin = Duj, +F dans D' (Q)

Puisque u;, > 0 pour tout 1 < i < m et —A est dissipatif dans L! (Q)
(voir [14]), alors
/ Aui, <0, pourtoutl <i<m
0

En intégrant (6.3) sur (), le fait que Y. f;, < OetF; € L' (Q) pour

1<j<i
tout 1 <i < m, nous permet de conclure

L1 fin
Qli<g<i
En utilisant I'inégalité triangulaire, il vient

/Q finl < 3 =i+ D [|El g
155<i

S Z HFJ‘HU(Q)

1<j<i
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ii) Cette assertion est obtenue par une application directe d'un résultat

dans [14]. En effet, les applications
Y. L'(Q) — W&’q (Q), fin—> Ui, pourtoutl <i<m

olt uy, est solution de (1.3), sont compactes, avec 1 < g <

N-1
Dong, puisque, par i), les non-linéarités f;,, 1 <i < m sont uniformé-

ment bornées dans L! (O), on obtient le résultat voulu. O

Lemme 3.2 Soit (U1, ..., Uny,) est définie comme dans le lemme précédent. Alors

i) a)
lim / |f1n| = 0, uniformément en n
d—ro0
[ul,nzfs]
b) Avec 0, = Y. (m—i+1)u;,, nous avons
1<i<m

lim / | fin| = 0, uniformément en n
—
(65 =>0]

)

ii) Il existe une constante Ry dépendante de k, || Fi|| 1 Q) 1<i<m,telle

que

/Q |V T (t4jn) }2 < Ry, pourtout1 <j<m

iii) 1l existe une constante Rz dépendante de k, HFZ-HU(Q) ,1<i<m,telle

que
/Q ‘VTk< ) u]-,n)

1<j<i

2
< Rz, pour tout1 <i<m

iv) Par ailleurs

a)

1

fim S/Q IVTs (1) = 0

d—o00

1
lim 7/ VT, U;
s00d Jo [ <1<;m Ln)

Démonstration. i) a) Nous définissons d’abord la fonction test suivante,

2

= 0, uniformément en n

pour chaque t, § > 0

0 si 0<s<9

Pis(s) = S;(s si 0 <s<t+0
1 si s>t+6
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En écrivant

/Qvul,nvpt,é (t1,) _/Qfl,nvpt,é (1) = /QFlpt,a (t1,n)

et en utilisant le fait que f1, <0et Pis (11,,) > 0, il vient

1
n / ‘Vul,n’2 - / fin < / F1Pys (u1,)

[0<uy,, <t+0] (1,0 >14-0] (1,0 >14-0]

. 1
Puisque — |Vuy,|* > 0, nous obtenons
E[0<uy , <t+4]

/ fin < / FiPys (u1,,) < / |F1]

[ul,n2t+5] [”l,n 2t+5] [”1,;125]

Grace au théoreme de Lebesgue, nous avons par passage a la limite

| V< [ 18]

[”l,n 25} [”1,;125]

quand t — 0

Mais
28l = [ dx <57 il < Co7
[ul,nzﬂ
car uy , est bornée dans L! (QQ) par lemme 3.1

D’autre part, puisque F; € L' (QQ), nous avons
/ |F1] = 0 quand |A| — 0
A
Donc
< ; Al < Cot
sup [ 1l <sup{ [ IRl 141 < ot =0
[ul,nzé]

Nous concluons que

lim | fin| = 0, uniformément en n
6—o0
[ul,n 25]
b) L'idée principale est de considérer I'équation satisfaite par 6, =
Y. (m—i+1)u;, et de prendre P;; (6,) comme fonction test, nous ob-

1<i<m
tenons

1 .
? / |v9n‘2 _ / Pt,<5 (971) Z (m _Z+1)fi,n
[0<0,<t-+4] By >t+0] 1<i<m
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Puisque ) fin <0, 0<i<metPys (6,) > 0, nous obtenons
1<j<i

’fj,n’pt,é (6”) < / Pt,é (Gn)i(m—l-i—l) F;

[0 =t+0] (02>t

pour tout 1 < j < m. Le reste de la preuve s’exécute comme dans 1'étape
précédente.
ii) Nous multiplions la premiere équation dans (5.3) par Ty (u1,) et

nous intégrons sur (), nous obtenons

VT nz:/ T (10 /FT n</FT 0,
/Q| i (t1,0)] Qfl, k(”l,)+01k(u1,)_01k(ul,)

puisque f1, Ty (11,) < 0. Nous avons alors

LIV T (01,0 < kil

De la méme maniere, nous multiplions la i*™¢ équation dans (5.3) par

Ty (4 ,) et nous intégrons sur (2, nous obtenons, pour tout 1 <i <m

LIV Tcwin) P = [ finTi )+ [ FTein) < [ (Fifinl) Ti ()

Nous avons alors

2
L 19T (i) <k (Ra 4+ 1Fill o)

iii) De la méme maniére, nous multiplions par Ty < ) u]',n> I'équa-
1<j<i

tion satisfaite par ). u;,, 1 < i < m et nous intégrons sur (), nous
1<j<i

obtenons

/ VTk Z ”j,n
Q 1<j<i

iv) Remarquons d’abord que u1, satisfait

2
§k<R1—i— Z HI—”jHLl(Q)),pourtoutlgigm

1<j<i

—Auy, < Fy, dans D' (Q))

Si nous multiplions cette inégalité par T (11,) et nous intégrons sur

(), nous obtenons pour chaque M > 0

/Q|VT5(M1,n)\2 < / Ts (u1,n) F1 + / Ts (u1,n) B

ON[uy,, <M] QN[uy,,>M]

< M/ F1+(5/ F1 X (1 > M)
0 o '
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M
5

1 2
5 19T (1) < S Ry + [ Fiiu, o

Fixons ¢ > 0. Puisque u;, est bornée dans L!(Q), nous avons

|[u1,, > k]| < Ck~!. Par conséquent, il existe k. indépendant de n tel que

/Q EX(uy k] <

En prenant M = k; et en faisant tendre 6 vers l'infini, nous obtenons la

N ™

conclusion souhaitée.

La derniere assertion du lemme 3.1 nous permet d’assurer l’existence

d’une sous-suite notée par (U1, ..., Uny) telle que

Uiy — Uj fortement dans Wg A (Q)
Uiy — U dans Q, p.p. , pourtout 1 <i<m

Vu;, — Vu; dans Q, p.p.

Dans l'étape suivante, nous allons montrer que cette sous-suite
(U1, ..., Umy) vérifie certaines propriétés utiles. O
Lemme 3.3  Supposons que u;,, u;, 1 <i < m, sont comme ci-dessus.

i) Si

’fl,n

< Ci (Jug,nl) <A1 (x) + | Vura + Y W”f,n‘“j>

2<j<m

oit C1 > 0, Cy est non décroissante, Ay € L' (Q), 1 < wj < 2, alors, pour

chaque k fixe,
I / VT (1) — VT (17) —0
fim f [V T (1) k (1) X{ . ui1n<k}
1<i<m
i) Si
|fin| <G < Z ‘uj,n‘> <Ai (x) + Z ‘Vu]-,n‘z> , pour tout2 < i <m
1<j<i 1<j<m

ot C; > 0, C; est non décroissante, A; € L1 (Q)), alors, pour chaque k fixe et
pour tout 2 <i <m,

VTk ( Z u]‘,n> —VTk ( Z M]>
1<j<i 1<j<i

2

lim
n—oo J0

X =0
|: Z Uin <k:|
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Démonstration. i) Soit

2
@ (s) = sexp (us*), ott p > max {iC% (k),36 ( Y. G (k)) }

2<j<m

Un calcul facile nous permet d’écrire

¢ (s) =G (k) ]g(s)| >

¢'(s) = 12|p () ), Ci(k) > 5 pour2 <r <m

2<i<r

[ =N =

Soit aussi la fonction ® € C! (R), 0 < ® (s) < 1 pour Vs € R, définie

par
& (s) 0 si |s|>1

s) = 1

1 si|s] < 5

Maintenant, soit J et k des nombres réels positifs tels que k < J et nous

prenons

0 (Ti (11,0) — Ty (1)) @ (}5 Y )

1<i<m

comme une fonction test dans la premiere équation de (5.3). Nous avons

—/QAul,nq)(Tk (1) — Ty (u1)) @ <(15 ) Mi,n) =h+Js  (73)
1<i<m

ou

J3 = /Qfl,an(Tk (u1,n) — Tx (”1))®<; ) ui,n)

Ja = /QFNP(Tk(”l,n)_Tk(LH))q)(; ) ui,n)

Pour des raisons de briéveté, nous noterons

gk,n = Tk (ul,n) - Tk (”1)
En = Z Uin
1<i<m

Une intégration par parties nous donne
Ex
I o= [ Vi (VT () = VT ) ¢/ G @ ()

1 , ( En
+5/va,,,V(En)(p(gk,n)cp <5>
= h+h
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Pour [, nous avons

W= = [ Ve @ e ()
(11,5 >k]
—|—/ (Tx (u1,n) Tk(ul))\Z(Pl(Ck,n)q’(I?)
(11,2 <k]
/ Ex
o [ VTV (T~ T ) G @ ()
(11,0 <K]

= Ju1it+ha+ s

Pour le terme [3, nous avons

Jo = /fl'”¢(gkf”)q>(%>+ /fl,n?(‘jk,n)@(E;)

[ulln Sk] [1/[1," >k}

[ o (5)

[ul,n Sk]

IN

puisque ¢ (G ,) © (%) > 0sur [uy, >k (®>0, G, >0sur [u, > k|)
et f1,, <0 par hypothése. Donc

hsam [ awleee()

[M],,,Sk}

(11,0 <k]

+Ci (k) Y / !Vn(u]-,n)}"‘f\(p@k,n)rq’(?)

ZS]Sm [ul,ngk]

= ) Jy

0<j<m

Par conséquent, par 1'égalité (7.3), nous avons

Jiut+he+hs+tR<Ji+ ) J5 (8-3)

0<j<m

Nous pouvons voir que [ 1 peut s’écrire comme suit
E
Jin = — /Q VTs (t1,0) VTi (1) ¢ (Gin) © <;) X[y >k X [u1>K]

Ey
- /QVTa (u1,n) VT (u1) @' () @ <5> X[t =K X 11 <K]

Puisque VT (u1) X[y, >4 = 0 dans Q,p.p. et X[, , > Xju,<k] —> 0 dans
Q,p.p. quand n — oo,
lim J13 =0
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D’autre part, VT (u1,) est bornée dans L?(Q)) et converge vers

VT (u1) p.p., et ’qo’ (Crn) P (%)’ < C|¢' (2k)|. Par conséquent, il ré-
sulte de ([17] lemme 1.3 p 12) que V (Tj (u1,,) — Tx (41)) @' (Gi ) P (%)

converge faiblement vers 0 dans L2 (Q) . Alors
lim J13 =0

Maintenant, nous étudions J,. Puisque u;, et E, vérifient les hypo-

théses du lemme précédent, nous obtenons
1 2 , (En
< on
2| < zé/QWT& (U1, ’GO(Q‘k,n)‘D (5 >‘

0 @)@ ()

1 2
+35 | IVTs (B

Alors lim |];| = 0 uniformément en n.
d—o0
Pour le terme J39, nous utilisons le théoréme de Lebesgue pour

conclure que
lim ]3.0 =0
n—oo

Pour J31, nous écrivons

o= QW[ 19T - T Ple @l e (5)

)
[ul/ngk}
Ey
200 [ VTli) T o @l @ ()
[141,;1§k]
2 Ey,
) [ R Ple@ne (%)
[ul/ngk]

Puisque |¢ (k)| P (%) Xuy <k converge vers 0 p.p., VTi (uy,) est
bornée dans L2 (Q) et |¢ (&,)| @ (%”) Xjur,<k] < ¢ (2k), il résulte de ([17]
lemme 1.3 p 12) que VT (111,4) |@ (Ckn)| P (%) X[ur, <k converge faible-
ment vers 0 dans L2 (Q2) . Cela implique que le second terme de cette éga-
lité tend vers zéro quand 7 tend vers l'infini. En ce qui concerne le dernier

terme, nous remarquons que

E,
@ (Ckn)| P <‘5> X[y <kl ﬁog) sur (), p.p.

et

Ey
VT, (1,0 b (660) @ () K < 9T ) P g (26) € L7 ()
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Grace au théoreme de Lebesgue, nous avons

im [ VTPl @l () =0

n—o0 [ul

Pour étudier les autres termes J3;, 2 < j < m, nous appliquons l'in-
égalité de Holder comme suit :

Nous choisissons &; — 1 < ; < 1, nous avons

Jsj < Ci(k) / IV Ts (1) | |Ekn| exp (uk,) @ (En)

(111,10 <K]
w2 ¥ 7 2(18,) 1
< k) (/Q‘VT(S (uj,n)‘ J |€k,n|aj> (/ng’n = )
ﬁ,
1+ﬁ] ]
< C(k) </Q!VT(s(u]n > </ !5an> Q)

Maintenant, nous utilisons le lemme 3.2 (ii) pour obtenir

ﬂ]- »
Jsj < C (k) [5(R1-|-H1-“].HL1( </ |€kn‘) ql Ao

En passant a la limite quand n tend vers l'infini (pour J, k fixés), la
convergence forte de ¢, vers 0 dans L? (Q) nous donne
limsupfs =0
Pour le dernier terme J4, nous avons par une application directe du
théoreme de Lebesgue

n—oo

puisque F; € L' (Q)), et ’(p (Crn) P (E">‘ < Cle (2k)|.
Compte tenu de I'inégalité (8.3), nous avons montré que pour k, J fixés

limsup (Ji2+2—J31) <0

n—00

Alors
lim sup (hm sup (Ji2+J2 — ]3.1)) <0

d—r00 n—00

Mais lim ], = 0 uniformément en #, cela devrait étre
n—oo

lim sup (hm sup | ]2]> = limsup (lim sup ]2> =0

d—00 n—o0 d—o0 =0
Il résulte
lim sup (lim sup (J12 — ]3.1)> <0

d—00 n—oo0
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Par conséquent

lim sup (hm sup T (4, n)> <0
6—r00 n—00

N

ou

r () = [ 1V (T ) = T ) ' @) = G R Gl @ ()

Par le choix de y nous déduisons que
E
lim sup <limsup |V (Ti (u1,) — Tge (ul))|2 P <”>> =0
S—00 n—soo  JQ 0

D’autre part

/ IV (T (u1,0) — Tic (1)) [* @ (11]1)

[En<k]

< /Q |V (Ti (11,0) = T ()" @ <h:5n>

Alors, pour tous 6 et k fixés tels que k < J,

limsup | limsup / IV (Ty (1) — Tie (u1)))* @ (E”> =0

0
n—oo
S—00 (B <K

Nous choisissons 2k < §. Par la définition de ®, nous obtenons
E
@(;) = 1sur [E, <Kk].

Par conséquent, cela devrait étre

n—oo

lim/Q\V(Tk (1,0) = Tee (u1))* X[, <x

< limsup (hmsup A |V (Tx (u1,0) — Tie (“1))’2X[En§k]> =0

6—00 n—oo
D’ou
n—oo

lim /Q |V (T (u1,0) — T (u1)))? X< = O

ii) Considérons 1'équation satisfaite par Y u;,, 2<r<m
1<i<r

—A( Y ui,n> =) fint Y F

1<i<r 1<i<r 1<i<r
. . Ey
et nous utilisons a nouveau ¢ | Tx | ¥ win | =T | ¥ u | —
1<i<r 1<i<r o

comme fonction test ol1 J et k sont tels que 0 < k < 4. Nous avons

(o) (2))e(5

= K34+ Ky9.3 (3.1)
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o (2 m)e(n () (20)e(5)
SEADRAPTARIBRING

Pour des raisons de briéveté, nous noterons

-1
ety =1 2 wn) -7 (£ )
1<i<r 1<i<r
Une intégration par parties nous donne

he () (7 (2 e) o2

1 (r=1) En 1/ 2 (r—1)\ a [ En
X (gk,n )q)(6>+5 Q‘VEYZ’ (P(gk,n >CI) (5
= Ki+Kp

K

La preuve de cette assertion suit de pres les étapes utilisées dans la
preuve de l’assertion précédente; il suffit de remplacer u;, par ) u;, et
1<i<r

uy par ), u;. Ainsi nous obtenons
1<i<r

lim sup (lim supKz> =0
J—00 n—o0

et
lim K4 =0

n—oo

Pour le terme Kj, nous avons

r— Ey
Ky = - / % ( ). Mi,n> VT < ). “i) ¢ (ng,n U) o <5)
[En>K] 1<i<r 1<i<r
2
r— Ey,
+ / ¢’ (ng,n 1)> @ <5>

v (Tk( Y ui,n> —Tk< Yy w))
[E,<K| 1<i<r 1<i<r

+ / VTk< ). uz') \Y (Tk< Y. ui,n> —Tk< ) ui))
[En<K] 1<izr 1<i<r 15757
_ E,
X(P/ (gl(;:n 1)> (<) <(5>

= Ki1+Ki2+Kp3

Il est facile de voir que K; peut étre traité de la méme maniere que ;.
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La seule différence est I’étude du terme K3, en effet,

ko= (&rﬁ,n)qo(céf;”)@(?)Jr / (Zﬁ,n)

(E, <k] [E,>k] \SST

<o () ()
/ < 3 f) o (e e (%)

(Ep <K] 1<i<r

IN

puisque ¢ ((:I((:;l)) >0sur [E, <kletd >0, Y fi,<O0parhypothese.

1<i<r
D’ou
r— En
Kl < Gt [ vulle(e)|e ()
[En<K]
o; r— E”
wak [ (Al(x)+ ) \Wf,n\f> lﬁo(é‘iml))‘q’((s)
[En<k] S

2<i<r

= Y K,

0<i<r

[En<k] 1<j<m

Par conséquent l'égalité (9.3) implique

Kii+Kio+Kiz+ K <Kg+ ) K (10.3)
0<i<r
Nous avons

Ko = Ci (k) / \Vul,nlz\qv(éifn”)\@(?)

[En<K|

< 20 (k) / \VTk(ul,n)—VTk(ul)lz\(P(éifJ”)\q’<E5”>
[En<K]
+2C; (k) / |VTk(”1)’2‘¢(€IE,rn_l)>’©<in>
[En<Kk]
<

2C; (k) go(Zk)/Q |V T (1) — VTi (1) ]> @ (E>

)
+2C (k)/Q [V Tk (1) ’fP (Clggl))‘@ (E;>

En utilisant la premiére assertion (i) pour la premiere intégrale et théoreme

de Lebesgue pour la seconde, nous obtenons

lim sup (lim Kg.()) =0

S—y00 n—o00

+ Y Ci(k) / (Ai )+ ), }Vuj,n|2> ‘<0<§1£:1)>‘® <h:5n>
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En ce qui concerne le terme K31, nous écrivons

lim K3.1 =0

n—o0

Nous allons maintenant étudier K3; pour 2 < i < r. Remarquons

d’abord que ce terme peut étre controlé comme suit :

Kz; = Ci(k) / (Ai(x)+ Y W”J'/”‘2> ’qg(‘:’gr;l))’q)(l?)

[En<K] lsjsm

IN

60 [ (n0 w419 ) o (57 ()

[En<K|

+C; (k) / ( Y VT (u) '+ Y WTk(“Jvn)!z>
B <K

1<j<r—1 r+1<j<m

<o (a0 ")| @ (i)
+12G; (k) / VTk< ), \W;‘\Z>

[En<K] lsjsr

cac) [ (v T [wnf- £ v

[E,<K] 1<j<r 1<j<r

<Jo (85 ")] 2 (5)

La premiere, la seconde et la troisieme intégrale peuvent étre diminuer

o] o ()

2

en utilisant les mémes arguments comme auparavant.

En conclusion, nous obtenons

lim sup limsup/ VT Zui,n — VT, Z“i
500 n—oo  JQ 1<i<r 1<i<r

x [(p/ (") —12fe ()| E @ <k>] ® (ﬁ)) <0

2<i<r

Comme dans ’assertion précédente, nous obtenons

v(n( pu)n ()

2

lim
n—oo JO

X[E.<k] =0
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Convergence

Le but de ce paragraphe est de prouver que (uy,...,u,) limite de
(U1, ..., Umpu) est, en effet, solution faible du probleme (1.3) dans le sens
de la définition 3.1.

Par la continuité des fonctions fi ,, ..., fmn, nous en déduisons
fin (%, tn, Vu,) — fi (x,u,Vu) dans Q, p.p., pour tout 1 <i <m

Cette convergence presque point par point n’est pas suffisante pour as-
surer que (U1, ..., Uy) est solution de (1.3) . En effet, nous devons prouver
que la convergence précédente est dans L! (Q)) . Compte tenu du théoréme
de Vitali, nous devons montrer que f1 ,, ..., fu,n sont équi-intégrables dans
L' (Q).

Les suites (fi, (x,un, Vi), , sont équi-integrables dans L' (Q), pour tout 1 <

1< m.
Démonstration. Soit A un sous-ensemble mesurable de (), nous avons

J VG V)l = [l [ 1A

AN[E,>k| AN[E,<k|
< [ tld [ 1A
AN[B,>k] AN[E,<K]

Grace au lemme 3.3, nous obtenons Ve > 0, Jkg tel que, si k > kg alors

&
/ |f1,n (x/ Un, Vun)‘ < m, pour tout n
AN[0,>k]

L'hypothese (I'3) implique que pour tout k > ko

o[ Mm@+ [ VT

AN[E,<k]

/A |f1,n (xz Uy, Vun)| S

+ Y Gk / VT () Y

2sjsm AN[En<K]
En utilisant I'inégalité de Holder pour 1 < a; < 2 et le lemme 3.3 (ii),

nous obtenons

Gl [ VR < ([ 19T )

AN[En<K]

Nl

3
“m+2

IN

% 2y
Ci (k) Ry [A] 2
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2
_YY 2w
lorsque |A| < gj, avec g1 = <m+2C (k) R, 2> "L2<j<m

Pour traiter la seconde intégrale nous écrivons

[ VTP <2 [ V) = VTP +2 [ VT )P

AN[En<k] AN[En<K]

D’apres le lemme 3.3, |VTy(u1,)— VT (Ml)‘ZX[EnSk] est équi-
intégrable dans L! (Q) puisqu’elle converge fortement vers 0 dans L! (Q0).
Dong, il existe 0,,+1 tel que si |A| < 0,41, alors

< €
“m+2

20, (k) / VT (1) — VT ()2
AN[En<K]

D’autre part Ay, |VT; (1)|* € L' (Q), par conséquent il existe g2

(/\VTku1|+/A1 ) <

lorsque |A| < @my2. Nous choisissons g9 = inf{g;, 2 <j<m+2}, si

tel que

|A| < 09 nous obtenons

/A ’fl,n (X,Mn,Vun)] S e

De la méme maniere, nous obtenons pour 2 <i < m

[Vl <

Par hypothese (I'4), nous avons

| fin]

AN[E,<k]

/A‘fi'n‘ < miZ
G [ (M) +6[Vun + 6|V Ti ) = VT (1))
AN[E,<K]
2
+8C; (k) ¥ / vn( y u])
1<r<m AN[E<K] 1<j<r

+8Ci (k) ¥ / VTk< y u]-,n> —VTk< y u]->

2<r<m AN[E,<K] 1<i<r 1<j<r

En arguant de la méme maniere que précédemment, on obtient le ré-

sultat voulu. O

2
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NOUS nous intéressons dans ce chapitre a l'existence de solutions

faibles pour certaine classe de systémes m X m quasi-linéaires tri-
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angulaires paraboliques de réaction-diffusion. La positivité des solutions
et la masse totale des composantes sont conservées avec le temps. L'ori-
ginalité de cette étude persiste dans le fait que les non-linéarités de notre
systéme ont une croissance critique en gradient de solutions.

Mots Clés. systemes de réaction-diffusion, systemes paraboliques, so-

lutions faibles, troncature.
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INTRODUCTION

Les mathématiques sont fortement impliquées dans le développement
de la science. Ces interactions revitalisent et renforcent le champ de la
science biomédicale et toutes les sciences, par conséquent, les mathéma-
ticiens doivent étre impliquées dans la biologie comme toutes les impor-
tantes et excitantes découvertes scientifiques de tous les temps sont dans
le domaine de la recherche biologique dans la biologie mathématique. Les
meilleurs modeles montrent comment un processus marche et ensuite pré-
voient ce qui peut suivre, c’est ce qu’on essaie de décrire dans ce travail.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour I'étude de I’existence et la pro-
priété qualitative des solutions. La majorité des travaux dans la littérature
est dévouée aux systemes elliptiques quasi-linéaires avec des conditions
aux limites de Dirichlet ou de Neumann, voir Alaa et Mesbahi [7], Alika-
kos [8], Fitzgibbon et al. [17], Lions [22], et Rothe [28]. Tous ces travaux
examinent les solutions classiques. Récemment, 1’attention a été donnée
aux solutions faibles des systemes, et différentes méthodes pour le pro-
bleme d’existence ont été utilisées, voir Alaa et Pierre [, Alaa [2], Alaa et
Mounir [3]], Alaa et al. [5], Alaa et al. [6], Bensoussan et al. [10], Boccardo
et al. [11], Boudiba [14], Boudiba et Pierre [15], Martin et Pierre [23], Pierre
et Schmitt [24]], Pierre [26], Porretta [27], etc..

Dans ce chapitre, nous prouvons l'existence de solutions faibles pour

les systemes paraboliques de réaction-diffusion de la forme

% —diAu; = f; (t,x,u,Vu) dans Qr
ui (0,x) = ujg dans Q s pourl<i<m  (1.4)
up =0 sur X7

ouu = (uy,...,um), Vu=(NVuy,...,Vuy), f=(f1,..-, fm), m>2 et
Q est un ouvert borné de RYN de frontiere assez réguliere 9Q, Qr = |0, T[ x
Q, %71 =10,T[ x 9Q, T > 0, —A est 'opérateur de Laplace sur L! (Q0) avec
les conditions aux limites de Dirichlet, d;, 1 < i < m, sont des constantes
positives , et les non-linéarités f;, 1 < i < m, ont de croissance critique par
rapport a |Vu/|. En outre, nous avons les hypotheses suivantes :

e La positivité de la solution est préservée au cours du temps, ce qui
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est assuré par

fi (ﬁl) Z 0, ou
ﬁi = (t/x/u1/~ . '/ui—llolui+1l' . ~/um/p1/~ . ~/pi—110/pi+1/' . '/pm)/
pour tout1 <i<m, (u,p) € (RT)" x RN" et (t,x) € Qr, p-p-
ujop >0, pourtout1 <i<m

(2.4)

e La masse totale des composantes 1, ..., 1, est contrdlée en fonction

du temps, ce qui est assurée par

Y. fi(t,x,u,p) <0, pourtoutl <r <m,
1<i<r (3-4)
pour tour (u,p) € (RT)" x RN" et (t,x) € Qr, p-p.

Nous savons que si les non-linéarités f ne dépendent du gradient (sys-
teme (1.4) est semi-linéaire), 1'existence de solutions globales positives a
été obtenue par Hollis et al. [18], Hollis et Morgan [19] et Martin et Pierre
[23]. Nous pouvons voir que dans tous ces travaux, la structure trian-
gulaire, a savoir ’hypothese (3.4), joue un role important dans 1'étude
des systemes semi-linéaires. En effet, si (3.4) n’est pas satisfaite, Pierre et
Schmitt [25] ont prouvé I’explosion en temps fini des solutions de certains
systémes semi-linéaires de réaction-diffusion.

Lorsque f = (f1, f2) dépend du gradient, Alaa et Mounir [4] ont résolu

le probleme ot la structure triangulaire est satisfaite et la croissance de f;

et fo par rapport a |Vuy|, |Vuy| est sub-quadratique :

il existe 1 < p <2, C:[0,00)% = [0,00) non décroissante,
telle que [f1| + [fa] < C (Jus], 1]) (14 [V + [ Vi)

A propos de la croissance critique par rapport au gradient (p = 2),
nous rappelons que dans le cas d'une seule équation (d; = d et f1 = f»),
des résultats d’existence ont été prouvés dans le cas elliptique Alaa [2]
et Bensoussan et al. [10]. Les équations paraboliques correspondantes ont
également été étudiées par de nombreux auteurs, voir par exemple Alaa
[2], Boccardo et al. [12], Boccardo et Gallouet [13], Dall’aglio et Orsina [16],
et Landes et Mustonen [21].

Ce travail représente une généralisation au cas parabolique de I'étude
que nous avons fait (dans le chapitre précédent) dans le cas elliptique,

voir Alaa et Mesbahi [7] pour ces systemes d’ordre arbitraire. Ce passage
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au cas parabolique, nécessite des nouvelles approches et des difficultés
également techniques a surmonter.

Nous avons trouvé judicieux de présenter ce chapitre comme suit :

Nous commengons d’abord par cette introduction qui présente certains
rappels sur les principaux résultats obtenus précédemment. Cela mettra
en évidence la contribution de notre travail et son originalité. Dans la
deuxiéme section, nous donnons la définition de la notion de solution
utilisée ici. Nous présentons ensuite les principaux résultats de ce chapitre.
Dans la derniere section, nous donnons la preuve de l'existence globale
de solution faible de notre systeme, cela se fait en trois étapes : dans la
premiére nous tronquons le systeme, dans la seconde nous donnons des
estimations appropriées sur les solutions approchées et dans la derniere
étape, nous montrons la convergence du systéeme approché en utilisant les

techniques introduites par Boccardo et al. [12] et Dall’Aglio et Orsina [16]].

HYPOTHESES ET RESULTAT PRINCIPAL

Hypotheses

Tout d’abord, nous devons préciser dans quel sens nous voulons ré-

soudre le probleme (1.4).
Nous disons que (uy, ..., Uy) est une solution de (1.4) si, pour tout 1 < i < m

ui € C([0,T]; L' () N L (o, T; Wit (Q))
fi (t,x,u,Vu) € L' (Qr) (4-4)
u; (£) = Sy, () uo + [y Sa, (t —s) fi (5,1 (s), Vu(s))ds, Vt >0

oit Sy, 1 <i < m, désignent les semi-groupes dans L' (Q)) générés par —d;A

avec conditions aux limites de Dirichlet.

Tout au long de ce chapitre, nous supposerons que f satisfait les hy-

potheses suivantes, pour tout 1 <i <m

£ 110, T[ x Q x R™ x R™N — R sont mesurables (5.4)

fi : R™ x R™ — R sont localement lipschitzienne (6.4)
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soit

)3 Iﬁ(x,t,uzp)—ﬁ(x,flﬁ,ﬁ)!SK(?)( Yo lwi—ml+ ) HPi—ﬁiH)

1<i<m 1<i<m 1<i<m

pour presque tout (f,x) et pour tout 0 < |u;|, |@;], ||pill, || pil] < 1.

A (t,x,u,Vu)\§C1(|u1\)<P1 (tx)+ |V + ) HV”J'H“’) (7.4)

2<j<m

ot C; : [0, +00) — [0, +00) est non décroissante, F; € L! (Qr) et 1 < i <
2.

|fi (t,x,u, Vu)| < C; (Zl: ]uj]) <Fl~ tx)+ Y, HV“J'H2> (8.4)

j=1 1<j<m

ot C; : [0,+00) — [0, +0c0) est non décroissante, F; € L' (Qr) pour tout
2<i<m.
Exemple

Un exemple typique ot le résultat de ce chapitre peut étre appliqué est

aui Ll]' 2
— —d;Au; = a;j———— |Vu;|" + f; (t,x) dans
or 15’9 YT g [Vil™+ fi tx) Qr
1sksm J1<i<m
u; (0,x) = ujp dans Q)
uj=0 sur X7

Résultat principal

Supposons que (2.4), (3.4) et (5.4) — (8.4) sont satisfaites. Si u;o € L>(Q),
pour tout 1 < i < m, alors il existe une solution positive globale u =
(u1,...,un) du systeme (1.4) . De plus, uy, ..., uy, € L2 (0, T; H) (Q0)) .

Avant de donner la preuve de ce théoreme, nous allons définir les
fonctions suivantes :

Etant donné un nombre réel k positif, nous posons

Ti (s) = max{—k min (k,s)}
Gk(s) = s—T(s)

Nous remarquons que pour 0 < s < k, Ty (s) = s et Ty (s) = k pour

s > k.
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PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

Schéma approché

Pour chaque fonction / définie de R x O x R" x R™N dans R, nous

associons ¢ = ¢ (t,x,u, p) telle que

@ (t,x,u1, ..., Um, P1,---, Pm) siu; >0,1<i<m
¢ = @ (t,x,ut, .o ti1,0,Uip1, o U, P, Pm)  Siu; < O0etu; >0, j#i
¢ (t,x,0,...,0,p1,..., Pm) siu; <0,1<i<m

et considérons le systéme

ou; .

% —diAu; = f; (t,x,u,Vu) dans |0, +o0o[ x Q

ui (0,x) = ;g dans Q) ,1<i<m (9.4)
up =0 sur ]0, +oo[ x 0Q)

Il est évidemment vu, par la structure de ﬁ-, 1 <1i < m, que les sys-
temes (1.4) et (9.4) sont équivalents sur 'ensemble ott u; > 0, 1 <i < m.
Par conséquent, pour démontrer le théoreme 4.1, nous devons montrer
que le probleme (9.4) a une solution faible positive.

Pour ceci, nous définissons ¢, une fonction de troncature par ¥, €

C®(R), 0< g, <1, et

1 sif|z|<m

¥ (z) = .
0 silz|>n+1

Et la mollification par rapport a (¢, x) est définie comme suit. Soit p €
C® (R x RN) telle que
suppp C B(0,1) , /pzl, p>0sur R x RY
et p, (y) = n™p (ny) . Nous pouvons voir que
pn € C (IRleN), SUppPy CB(O,i), /pnzl, pn > 0sur R x RV

Nous considérons aussi les suites non décroissantes ul, € Cg°(Q)
telles que

ujo — u;p dans [’(Q),1<i<m

et définissons pour tout (¢, x,u,p) dans Rt x Q x R" x R"™N et 1 <i < m,

(1 31,) — [w( y (\uj\+HP]'H)>ﬁ(t,x,u,p)] con (61

1<j<m
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Notons que ces fonctions vérifient les mémes propriétés que de f;, 1 <
i < m, en outre, ils sont continue au sens de Holder par rapport a (¢, x) et
lfinl < My, 1 <i < m,ou M, est une constante ne dépendant que de n
(ces estimations peuvent étre dérivées de (6.4), les propriétés du produit
de convolution, et le fait que [ p, = 1).

Considérons maintenant le systeme tronqué

ou:

g;,n —diNujy = fin (x,t,uy, Vu,) dans Qr
uin (0,x) = ufly dansQ 1<i<m (104)
Uin =0 sur L

Il est bien connu que le probleme (10.4) admet une solution globale
classique, voir Ladyzhenskaya et al. [20] (théoréme 7.1, p. 591) pour l'exis-
tence, et (corollaire du théoréme 4.9, p. 341) pour la régularité des solu-

tions. Il reste a montrer la positivité des solutions.

Lemme 4.1 Soit uy, = (U1, ..., Umn) est une solution classique de (10.4) et supposons que

uiil,OI sy ufn,O 2 O« AZOTS ulln, ey le,n Z O

Démonstration. Soit u;,, = e*Atui,n, 1<i<metA >0
Par (10.4), nous avons

aui,n _ e)‘t aﬁi,n
ot

+Auin>, 1<i<m
Par conséquent (U1, . .., Ump) est une solution du systeme

ai‘
/\ﬁi,n + glt’n — diAﬁi,n = eiMf,‘,n dans Qr

Uin (x,0) = ull dansQ 1<i<m

Ui, =0 sur 2.t

Soit Zy; = (xo,, to,;) le minimum de #; , sur Qr, pour 1 < i < m. Nous
allons montrer que ; , (Zo;) > 0 ce qui implique que #%;, > 0 sur Qr et
alors u;,, > 0 sur Qr.

Supposons le contraire, a savoir %, (Zg;) < 0

Par les propriétés du minimum, nous pouvons assurer que Zp; €
10, T] x Q et

ol; = u i

# (Zoi) = 0, Vit (Zoi) =0, At (Zoi) 20, 810 <to; <T

aﬁl’,n
ot

(Zoi) < 0, Vi, (Zy;) =0, Aty (Zo;) >0, sitg; =T
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Ainsi nous obtenons

Aip (Zoi) = — o
+e M fin (Zoi T (Z04) -+ T (Zo) , Vi (Zog)
e VU1 0 (Z0) 0, V(i) (Zojg) s+ -+ Vi (Zo,i))

Maintenant, nous utilisons la structure de u; ,, (Zy ;) et I'hypothese (3.4)

pour écrire
fin(Zoi W0 (Zoi) s tmn (Zoi) , Vin (Zoi) o, Vit(i—1yn (Zoi)

0, Vﬁ(iJrl),n <Z0’Z‘) yoooy Vilpn (ZO,i)) =
= fin(Zoi W0 (Zoi) s Uii—1)n (Zo,i) 0, Wiy (Zo,i) » Umn (Zosi)
Vi, (Zoi) -+, Vi~ (Zo,i) ,0, Vil(ip1)n (Zoi) -+ - Vmn (Zoi)) = 0

Cela implique que %; , (Zg;) > 0, pour 1 < i < m, ce qui est impossible
par hypothese. Nous obtenons la positivité de (u1,,...,Umy,). Voir Alaa

et Mounir [Z]. O

4.3.2 Estimations a priori
Les hypotheses (2.4) et (3.4) nous donne le lemme suivant :

Lemme 4.2 Il existe une constante M dépendant de Y- ||u; | () telle que
1<j<

/Q ( Y ujn (t)) < M, pour tout t € [0, T] (11.4)

1<j<m

Démonstration. Nous considérons I'équation satisfaite par )} u;,
1<j<m

d
E)t( )y ”jm) — ) dibuj =), fin
1<j<m 1<j<m 1<j<m
L'hypothese (3.4) implique
9
at< X “ﬂn) < ) dibu,
1<j<m

Puisque u;, > 0 pour tout 1 < j < m et 'opérateur A est dissipatif sur
L' (Q), alors
/Q Au]-,n <Opourtoutl <j<m (12.4)
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D’ou

ha((E) =

L'intégration de cette inégalité sur [0,¢], pour tout 0 < t < T, nous

L E )< [( £ u0) = £ bl

1<j<m 1<j<m 1<j<m

donne

Ceci termine la preuve du lemme. O

Lemme 4.3 Il existe une constante Ry dépendant de Y H”JEOHU(Q) , telle que
1<j<m

Lemme 4.4

2 /;) ‘f]‘/n (x/ t/ Up, vun)‘ S Rl

1<j<m
Démonstration. En considérant les équations satisfaites par u;,, 1 <i <m,
nous pouvons écrire

ou;
—fin=— a;’n + dilAuiy,

En intégrant sur Qr et en utilisant (12.4), la positivité des solutions
donne

— | fin < / u;pdx pour tout1 <i <m
Qr Q

Ainsi, par hypothese (3.4)

< dx = .
/QT finl < /Qul,o x = [uyoll 1 (13-4)

De la méme maniére, on obtient, par hypothese (3.4), pour tout 2 <

jsm
Jo | B = [, (- ) < £ [usts= T sl
Qr [1<ix;j Qr \ 1<i<j 1<i<j /0 1<i<j
Alors

/Q finl < & G—i+ D lluiollaq)
T

1<i<j

O]

(i) Il existe une constante Ry dépendant de ket Y. |[uio||11cy) , telle que, pour
1<i<m
tout1 <j<m

/Q VT (i) |* < Ro
T

(i1) Il existe une constante Rz dépendant de ) Hu i0 H 12(Q) 7 telle que, pour

1<i<r
/ VTk Z lxl]"n
Qr 1<i<r

tout2 <r<m
2

<R3
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Démonstration. (i) Nous multiplions la j*" équation dans (10.4) par

Ty () et nous intégrons sur Qr, il viens

T3
/Q/O guj,nTk (”j,n) +d]‘ /QT }VTk (u]-,n) ‘2 < k/QT |fj,n|
Alors
/st (i (D) +d5 [ VT )P <k [ [finl + [ S5 (10 0)

ou Sy (r fo Ty (s) ds. Puisque

{ Sk (0 (T)) >0,

1Sk ()] < %—l—k(r—k)+, pour tout r > 0

En utilisant le résultat du lemme 4.3, nous avons

i [ VTl < k[ 1l /Q(f+kwo>_k>+>

2
< kR1+k2|Q|+/Q(ujln(0)—k)+§C(

(0[1)

(i) Nous considérons 1’équation satisfaite par Y wu;,, 2 <r < m, et
1<j<r

nous utilisons ’hypothese (3.4) , nous obtenons
0
o < D “m) —drA< ) ”J‘,n> + ( Y. (dr—d)) A“Ln) = ) fin
1<j<r 1<j<r 1<j<r—-1 1<j<r

Notons U, = Y ujy, il viens
1<j<r

U,
ot

—d AUy + Y (dr—dj) Aujy, <0

1<j<r-1
Maintenant, nous multiplions par T (Uy ), et nous intégrons sur Qr,
nous obtenons
ou
/ Tk(ur,n)l‘i‘dr/ IVTk (ur,n)|2+
T ot Qr

(dr — dj) VTi (Urn) VTi (1) <0
1<j<r—1 Qr

Alors

d/ VT (U)P+ Y (dr— / VT (Upn) VTi (1) < /ufn

1<j<r—1

Ce qui nous donne

dr/QT\Tkwr,n)\z <5 U+

—_
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L (=] [, 9T ) |95 (1))

1<j<r—1

En utilisant 1'inégalité de Young, nous avons

‘Tk urn /

L <; |- — ] /Q (1T (Un) P+ [V T (“f/n)m

1<j<r—1

Alors

1
(dr—z L \dr—dj\> /QTIVTk(Ur,n)|2

1<j<r-1

1 2
fdr—d-/ VT (u; )
> |, K]m(z\ i 19T ()|

Par (i), nous avons
(=) [ VT U < 5 [ U2 O+ 3R X |di—d
2<j<r—1

O]

Lemme 4.5 Il existe une constante Ry dépendant de ) Huf/0||LZ(Q) etdy,..., dy telle que,
1<j<m

pour tout1 <j<m
/ |\ fim (x, b, 10, Vity)| ( ) (7’1—7+1)Mk,n> <Ry
Qr 1<r<m

Démonstration. Nous définissons pour tout 2 <r < m

Rr,n = - Z fj,n

1<j<r

et

97[ — Z (m - 7’+ 1) ur,n ;, Zp = Z (T’I’l - 1’—|— 1) druy,n

1<r<m 1<r<m

Nous avons par hypothese (3.4)
Ry >0, pourtout2 <r <m
En combinant les équations du systeme (10.4), nous avons

0
79 - AZn + |f1’n| + Z Rr’n = 0

at 2<r<m

En multipliant par 0, et en intégrant sur Qr, il viens

/92 + vvaen+/Q O | fin| +
T
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1
or enRr,n - E /()91% (0)

2<r<m

Alors

1
v.zve+/9 e+ /9R,§—/920
Qr n n or n|f1n| Zgrzgm or ni\r.n 7 0 n( )

D’ou

1
O |fin| + /6R/§7/920+/ Vz,|.|V6
/QTn|fln‘ 2§;§m or " zﬂn() QT’ ol -1Vl

En utilisant I'inégalité de Young, nous concluons que

1
O |fin| + /GR,S—/92O+
/QT n’f1n| ZSrZSm or ni\rn 7 o n()

1 2 2
Z/QT (V22 +veu?] < C

Alors

/ 9n|f1,n’§C et Z / 971
Qr 2<r<m T

Nous avons par (14.4)

2 fin

1<j<r

<Cpour2<r<m (14.4)

/QTen ol g/QTen |f1,n+fz,n|+/QTen finl < €

et pour tout 2 < k < m, nous avons

/ en ‘fk,n| < / en Z fj,n +/ On Z fj,n < C
Qr Qr 1<j<k Qr 1<j<k—-1
Ce qui nous donne le résultat. O

Convergence

Notre objectif est de montrer que u, = (U1, ..., Uny) CONVerge vers
une certaine u = (uy,...,uU,) solution du probleme (4.4). Les suites
ug g, -, Uy o sont uniformément bornées dans L' (Q) (car elles convergent
dans L2 (Q)), et par le lemme 4.3, les non-linéarités fi ,, ..., fmn sont uni-
formément bornées dans L! (Qr). Alors selon un résultat dans Baras et al.

[9] les applications
(o, fim) = win, 1<i<m

sont compactes de L' () x L! (Qr) dans L! (O, T, W,"! (Q)) .
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Par conséquent, nous pouvons extraire une sous-suite, encore notée

(U1, - Umpn), telle que

(U)o Umn) = (U1, Up) dans ! (O, T; W&’l (Q))

(Ui, ey Umn) = (U1, .o, Up) dans Qr, p.p.

(Vuyp, ..., Vuyn) = (Vuq,...,Vu,) dans Qr, p.p.

Puisque f1,,..., fux sont continues, nous avons
fin (&, x,uy, Vuy) — fi (t,x,u,Vu) dans Qr, pp., 1 <i<m

Ce n’est pas suffisant pour assurer que (u1,...,U,) est une solution
de (4.4). En effet, nous devons prouver que les convergences précédentes
sont dans L! (Qr). Compte tenu du théoréme de la convergence de Vitali,
montrer que f;, (t,x,u,, Vu,), 1 < i < m, converge vers f; (t,x,u, Vu)
dans L' (Qr), est équivalent a prouver que f;, (t,x,u,, Vu,), 1 <i <m

sont équi-intégrables dans L! (Qr).

Lemme 4.6  f;, (t,x,uy, Vuy), pour tout 1 < i < m, sont équi-intégrables dans L' (Qr).

La preuve de ce lemme nécessite le résultat suivant basé sur certaines
propriétés de régularisations temporelles notées 1., and u, (7, o > 0) que
nous définissons pour une fonction u € L2 (0, T; H} (Q0)) telle que u (0) =
uy € L*(Q) (pour plus de détails, voir Alaa et Mounir [4]). Dans ce qui
suit nous noterons w (&) une quantité qui tend vers zéro quand ¢ tend vers
zéro, et w’ (&) une quantité qui tend vers zéro pour chaque o fixe quand e

tend vers zéro.

Lemme 4.7  Soit (u,) une suite dans L2 (0, T; H} (Q)) N C ([0, T) telle que u, (0) = ull €
L? (Q) et (un); = p1,n + P2 avec p1, € L2 (0, T; H 1 (Q)) et p2,n € L' (Qr).
En outre, supposons que u, converge vers u dans L> (Qr), et ul} converge vers
u (0) dans L? (Q)).
Soit ¥ est une fonction dans C* ([0, T)) telle que ¥ >0, ¥’ <0, ¥ (T)

0.
0.

Soit @ est une fonction lipschitzienne croissante dans C° (R) telle que ¢ (0)
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Alors pour tout k, v > 0,

(o ¥ (T () = T (), ) ) + [ ¥ (T ) = Tic (i), ) >

> @ (;) + (i) +/ ¥ (0) @ (Ti () — Tic (), ) (0) dx

T
[ Ge(w) (0)¥ (0) ¢ (Tic () = Tic (1), ) (0) dx
Qr
oit P (t) = fot(p(s)dset Gr(s) =s—Ti (s).
Démonstration. (Voir Alaa et Mounir [4], lemme 7, p 544). O

Lemme 4.8 Supposons que Ujn, Uj, 1 < j < m, sont comme ci-dessus
i) Si

|f1n] < C1 (Jurnl) (Fl (t,x) + [Vur >+ Y W”J‘W) (15.4)

2<j<m

oit Cy : [0, 400) — [0, +oc0) est non décroissante, Fy € L' (Qr) et 1 < aj < 2.

Alors, pour chaque k fixe

lim VT (ur,) — VTi (u 2 =0

n—s0c0 QT’ k (u1,n) k (u1)] X{ . u]-,ngk]

1<j<m
ii) Si
i
|fin (82,1, V)| < C; (2 ‘W‘) (Fi (t x)+ 2 }Vu]-‘Z) (16.4)
j=1 1<j<m

oit C; : [0, +00) — [0, +00) est non décroissante, F; € L' (Qr) pour tout 2 <
1< m.

Alors, pour chaque k fixe et pour tout 2 <i <m
2

VTk ( E Ll]‘,n> — VTk ( E Mj) X =0
1<j<i 1<j<i L )3 ”j,n<k:|
<j<m

Démonstration. (i) Il s’agit d’une conséquence directe d’un résultat établi

lim
n—o00 QT

dans Alaa et Mounir [4] dans le cas d'un systeme 2 x 2 (voir la preuve
du lemme 6, p 548). La généralisation dans le cas d’un systeme m x m est
immédiate.

(ii) Soient k et -y sont des nombres réels positifs, soit £ € IN, et choi-
sissons ¥ comme dans le lemme précédent. Soit ¢ (s) = sexp (us?),
avec pu sera fixée ultérieurement. Considérons I'équation satisfaite par

(ul,n + uZ,n) .

0
3 (U1 + Unp) = do (U1 + Uny) — (d2 — d1) D1y + fin + fon
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et nous utilisons ¥ ¢ (Tk (U1 + ) — T (U1, + tn) 7) comme une fonc-
tion test, puis nous allons intégrer sur Qr. Enfin, nous allons utiliser le
lemme 4.7 pour obtenir le résultat.

Par simplicité, nous noterons

Upn = E Wip , Uy = Z uj pour tout2 <r <m
1<j<r 1<j<r

d 2 2) .
5 (Uz2n) = PLy + P5 Ol

Pﬁi = drA (UZ n) (dz - dl) AMl,n € L? (O’ T H (Q))
PZn fln+f2n€L (QT)

nous avons par le lemme 4.7

/QT ;t (Uzn) Yo (Tk (Uz) — Ti (UM%) >

WM <2> —|—w’y< > /‘I’ Tk (Up) — Tk(uz)v) dx

— [ G (U2) (0)¥ (0) ¢ (Ti (L) = Ty (W), ) (0) v

Puisque —

D’ou
I4+]+A+p=
dz/ V (U) Yo' (Tk (Uzn) — Tk (U2,e)7> v (Tk (Uzn) — Ti (Uz,e)7>

- /Qr (fin+ fon) Yo (Tk (Uzn) — Tk (Uz,e)fy)
— (2 —dy) /QT (Vury — Vur) Yo' (Tk (Uzn) — Ti (Uz,z)y) \4 (Tk (Uzn) — Tk (u2,£)7>

(=) |Vt (T (Ua) = Ti (Uny), ) ¥ (T (Uz) — T (W), )

< W (2) + w7 ( > / Y (0 Tk (Uy) — Ty (uz)'y)
+ [ Gi(u) (O)‘F(O)qo(Tk(Uz) _Tk(u2)y) (0)
o)
puisque Ty (Uz),, — Ty (Uz) dans L* (0, T; Hy (Q0)) faiblement.

Le terme I peut s’écrire

= [V (U ¥ (T (Ua) ~ T (Uag), ) 9 (T (Ua) = Te (Us), )

+d, /nZk V (Uy) Yo' (Tk (Upn) — T <u2'£)7) \V (Tk (Upy) — Ti (u2,€)7>

= h+bh



4.3. Preuve du résultat principal 121

Pour I, nous avons

L = —d /EnZkV (Uan) Yo' (Tk (Uzn) — Ti (Uz,é)n,) \Y (Tk (Uz,f)fy) X[E.>kK]

1
— yn o Z ) _ / _
= w <£> do /QTV(Uz,n)‘F(p (Tk(Uz,n) Tk(u2,€)~,> \% (Tk(uz)7> X[En=K
1
— (ﬁ) _ dz/ V (Us) ¥g' (Tk (Uny) — Ty (Uz),y) v (Tk (uz)y) XE oK X[k
Qr
—dz/ V (Uzn) Yo' (Tk (Uzn) — T (Uz)y) \% (Tk (U2)7> X[En=K X[E<K]
Qr
1
= W <£> +hi+ho

Pour I, 1, nous avons par l'inégalité de Holder
bl < ||V (Uan) ¢ (Te (Uzn) — T (L2),)

|V (T (w2, ) xiesn

X
L2(Qr)

L2(Qr)
En utilisant le fait que ¢’ (Tk (Up,) — Ti (Uy) 7) < ¢’ (2k) et le lemme

4.4, nous obtenons
()
= W —_
L2(Qr) 0

puisque Ty (Uz)., — Ti (Uz) dans L? (0, T; Hy (Q)) et VT (Uz) X[g>k) = O
dans Qr, p.p.

Maintenant, nous étudions le terme I, »

Ly = —dZ/Q V (Uz) Yo' (Tk (Uzn) — Ti (U2)7> \% (Tk (U2)7> X[Es=KX[E<K

T

()

puisque X(g,>kX[E<k] — 0 dans Qr, p.p., ainsi

L > @™ (1> +w7<1> +w<1>
14 n 0%

|| < d2C HV <Tk (Uz)a,) X[E>K]

Pour I

1
— LN
I] w <€>

o [ VT () ¥ (T (Un) = Te (Ua), ) ¥ (Ti (L) = Ti (1), )

- ()
+d; /QT VT (Ua) ' (Ti (Un) = Tic(Ua), ) V (Tic (Ua) — T (1), )

s /QT [V (T (Uz) — Ti (U2) ¥ (Tic(Un) — Tic (W), )

V (T (Uz) = Tic (W), )|
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b [ VT (U) ¥ (T () = Te (Ua), ) ¥ (Te (L) — Ti (L),

122

+d /QT [V (T (Un) = Tic () ¥ (Tic (Un) = Tic (W), )

V (T (W) — Tic (W), )|

- ) ()
|19 (Ti(Un) = T (U2)) P ¥/ (Ti (Un) = T (L), ) +

dy [/QT V (T (Uzn) = Te (U)) Yo' (Tic(Unn) = T (W), )

V(T (Ua) = Tic (W), )|

() () ()
/ n v
+d?éﬂv(nabm%—ﬂah»ﬁw¢(nabmy_nab%>
D’ou
s () ()
J4 n v
o [V (Te (Uny) = T (W) ¥ (Ti (Ua) = T (1), )
Pour |, nous avons

JR—_— @) = [, Gt fon) Yo (T (W) = Ti W),

T (2) _ /EM (i + fon) Yo (T (Uns) = Tic (W), )
~ [ nt fon) Yo (Te(Uz) = Tic(U2), )

En<k
Alors
1
J > wr" (€> - /Engk (fin+ fon) Yo <Tk (Upn) — Ty (UZ)AY)

puisque qo(Tk(Uz,n)—Tk(Uz)v) > 0 sur [E,>k], ¥ > 0 et
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— (fin + f2n) = 0 par hypothese (3.4). D’autre part

J3

<

<C1 (k)/

{En<k}

+Ci (k) ) /

2<j<m  {En<k}

+C1 (k) /

{En<k

+C (k) /{En<k} B (tx)Y ‘90 (Tk (Uzn) = Ti <u2)7) ‘

+Ca (k) ) /

1<j<m /{En<k}

F (tx)¥ ‘90 (Tk (Uzn) — Tk (U2)v> ‘

Vi ¥ o (T (Uza) = T (), ) |

} |V Ty (uLn)]z‘F ‘(p (Tk (Uz,n) — Tk (u2)7) ‘

Tk (13) ¥ [ (T (Ua) = T (), )|

= h+Dh+B+a+]s

Nous avons établi que

L= Ci(k) /{En<k} F (f,X)‘I"GO (Tk(uzn) _Tk(uz)“r)‘

)l

De méme, pour Jy4

J+ = Ca(k) /{En<k} & (t'x)T‘q’(Tk(uz’")_Tk(uz)"’)‘

- fd)ee(2)

Puisque 1 < aj < 2, pour tout 2 < j < m, nous avons

R=a® Y |

2<<m / {En<k}

- 5) e 5)

Vi ¥ | (Tic(Uan) = Te (W), )|

= ) [, VTP ¥ (T (Ua) - T (W),

~ Gk /{Engk} 1V (T (11,0) = Tic (1)) P ¥ | @ (Te (Un) = T (W), )|

+2C; (k) /{Engk} VT (11,0) VT (u1) ¥ ((p (T (Wo) — Te (W2),) ‘

—Cy (k) /{Engk} [VTi (1) ¥ ’4’ (Tk (Uzn) = Ti (UZ)W)‘

o d)ee()

+Cr (k) /{Eék} IV (T (1) = Ti () 2¥ [g (Tic (Ua) = T (W), )|
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et
2
J5 = Ca(k) 1<;m/{En§k} |V Ti (t0) | ‘F}(P (Tk(uz,n) - Tk(UZ)v)‘
()l
n i
puisque

2 . . 2
/{E,l<k} VT (i) [ < h’gg‘lf </{En<k} [V ()| > <R

Ainsi

_ /{En<k} (fin+ fon) Yo (Tk (Up) — Ty (L[2)7) > W (i) Tw <,1y>
o /{ul,n<k} [V (Tic (1) = T (1)) ¥ \qo (Ti (u1,0) = Tic (1), ‘
D’ou

2
Gk [ 1V (o) = T ) P g (Te (L) = Te (), )
Pour A, nous avons
A = — (dz - dl)/ [(Vulln — Vul)‘l’q)’ (Tk (LIz,n) — Tk (uZ,g),y) X
T
\Y (Tk (Uzn) — Ti (Uz,e)y)]
l n v
puisque VT (u1,) — VT (u7) fortement dans L? (0, T; Hj (Q))) . Nous

avons

po= (=) [ Tty (T (o) = Te(Ua), ) V (T (Unn) — Ti (L), )

. (2) +w? (i) e (i)

Alors

[4]4A+p > w™ @) b <i> +w <}Y>

+d; /Qr |V (T (Uz,n) — T (Uz))\z Yo' (Tk (Upy) — Ty (U2)7>

(R [ 19 i) = Ten) P [ (Te (Ua) = T (1), )|

(5

Nous choisissons
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nous avons
d
dag’ () = Ci (k) [ ()] > 5

Nous concluons que

/ ¥ [dag' (Ti (Uzn) = T (W), ) = Ci (K) | (Tic (Ua) — T (L), ) |]

T

-tz () (30

Nous avons ensuite

n—oo

lim 0 |V (T (Uz) — Tie (U2)) | Xyt = 0.
T

De la méme maniere comme précédemment, étape par étape, en tenant

compte de I'équation satisfaite par U, = }_ u;, et en choisissant
1<j<r

2
HZmax{(C;EgI‘C)> , 1§j§r}
]

Nous obtenons

|19 (T (Ur) = TeUD)PY [ (T (U) = Ti (W),)

Qr
1 1 1
— — <= (= -
Ci () o (T (Ur) = Tic (), ) |] < <€> +w <n> +w <7>
Ce qui montre le résultat souhaité. O

Démonstration. du lemme 4.6.

Soit A un sous-ensemble mesurable de (), nous avons

S x, V)l = [l [ 1A

AN[Eq>K] AN[En<K]

[ Vs [ 1a

AN[B,>K] AN[En<K]

IN

avecE, = Y ujpetO,= Y (m—k+1)u,
1<j<m 1<k<m
Grace au lemme 4.4, nous obtenons Ve > 0, Jko de sorte que si k > ky

alors pour tout n

1
i (b2, V)| < [ kI fial <
AN[Ep>k] [En>k

]
1 1 €
Bl < g fOnlfial < 5
Qr Qr
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L'hypothese (7.4) implique que pour tout k > ko

/Fl xt / \Vu1,n|2

AN[En<K]

/A|f1,n(t,x,un,vun)’ <

+Cy1 (k) ), / |V, |

25j<m \ An[E,<K]
< /Fl xt / IVTk (ulln)’2
m +
AN[E, <k]

) S| [ 9T )

25j<m \ An[E,<K]

En utilisant 'inégalité de Holder pour 1 < a; < 2 et le lemme 4.4, nous

obtenons

[N

G (k) / VT (uj) |7 < Cilk) (/A\VTk(uj,n)!Z>

AN[E,<k]

CLORY Al 7 < &
! 2 “m+2

IN

LC*l(k)R_g =5 2<i<m
m+2 1 2 rex ]S m

Pour traiter la seconde intégrale nous écrivons

lorsque |A| < g;, avec ¢; = (

[ VTP <2 [ V) - VTP +2 [ 9T )P
AN[En<K] AN[En<K]

Selon le lemme 4.4, | VT (11,) — Vi (1) [* X|[E,<k est équi-intégrable
dans L! (QQ) car il converge fortement vers 0 dans L' (QQ) . Donc, il existe
om+1 tel que si |A| < 041, alors

€
m—+ 2

2C; (k) / IV Ty (11.0) — VT ()2 <
AN[En<K]

D’autre part Fy, |VTj (u1) > € L' (Q), donc il existe g2 tel que

</’VTkM1‘+/F1tX><
m+ 2

lorsque |A| < guy2. Nous choisissons g9 = inf{g;, 2 <j<m+2}, si

|A| < 0o nous obtenons

/A |f1,1’1 (x/ un; Vun)| S &
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De la méme maniére, nous obtenons pour tout 2 <i < m

€
; <
Sl = 25

+Ci (k) /AFZ-(x,t)+ / (61Vu1]? +6 |V Ti (1) = VT (1))
AN[Ex<K]

+8C; (k) ¥ / vn( y uj>
(Ea<K] 1<j<r

<r<
2<r<m AN

2

+8Ci (k) Y / vn( Y u]-,n> —VTk< )3 uj)

2<r<m AN[E,<K] 1<<r 1<j<r

En arguant de la méme maniere comme précédemment, nous obtenons

le résultat voulu. O
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L’OB]ET de ce chapitre est d’étudier l'existence de solutions faibles
pour certaine classe de systémes dégénérés 2 x 2 quasi-linéaires de
réaction-diffusion du type elliptique. Nous nous intéressons a la situation
ot les données sont non régulieres et les non-linéarités de notre systeme
ont une croissance critique en gradient de solutions. L'originalité de cette
étude persiste dans le fait que les non-linéarités de notre systeme sont

dégénérées.
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Mots Clés. systemes de réaction-diffusion, systemes elliptiques dégé-

nérés, solutions faibles, troncature.
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INTRODUCTION

Les systemes de réaction-diffusion sont importants pour un large éven-
tail de domaines appliqués tels que les processus cellulaires, la libéra-
tion de drogue, I'écologie, la propagation de maladies, les procédés ca-
talytiques industriels, transport de contaminants dans l’environnement.
Pour ne citer que quelques-uns, certaines de ces applications, en particu-
lier dans la chimie et la biologie, sont expliquées dans les livres de Mur-
ray [26], [27] et Baker [10]. Bien qu'une théorie générale de systemes de
réaction-diffusion est détaillée dans les livres de Rothe [34] et Grzybowski
[21]. Diverses formes de ces problemes ont été proposées dans la litté-
rature. La plupart des discussions dans la littérature actuelle sont pour
des systéemes linéaires ou non linéaires et des méthodes différentes pour
le probleme d’existence ont été utilisées, voir Alaa et al [1]-[9], Baras [11],
[12], Boccardo et al [15], Boudiba [16] et Pierre et al [29]-[32]. C’est un sujet
relativement récent de la recherche mathématique et appliquée. La plupart
des travaux qui ont été fait jusqu’a présent sont préoccupé par 1’explora-
tion des aspects particuliers de systemes tres spécifiques et des équations.
C’est parce que ces systemes sont généralement tres complexes et ouvrent
un large éventail de phénomenes encore mal compris. Par conséquent, il
n’existe pas de programme établi pour résoudre une large classe de sys-
témes. Par exemple, un systeme de chimiotactisme, qui est un phénomeéne
biologique décrivant le changement de mouvement d’une densité de po-
pulation ou de particules simples (tels que les amibes, bactéries, cellules
endothéliales, cellules quelconques, les animaux, etc.) en réponse (taxis) a
une stimulus chimique externe propage dans I'environnement o il réside,
voir par exemple Othmer et al [28].

Le modéle mathématique simple qui décrit un tel phénomene est

abtl —DyAu+V.(x(u) Vu+ x(v) Vo) =0 dans Q x (0,T)
ait) —DyAu+V.({(u)Vu+n(v) Vo) =0 dans Q x (0,T)

u (0) = up, v (0) = vy

ici u et v sont les densités de population. Par un developement simple avec

ou w ou o

fo= —&)bdutx(v)Av) , g =~ (5 (u)Au+1(v)Av)
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le systeme peut s’écrire

;— D,Au+a(x) |[Vul* +b(x)|Vo|* = f dans Q x (0,T)
ait’ — DyAv+c(x) |[Vulf +d(x)|Vo]> =g dans Q x (0, T)

u (0) = up, v (0) = vy

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme elliplique quasi-

linéaire dégénéré suivant

u—DiAu+a(x)|Vul> +b(x)|Vo* = f(x) dans Q
v —DyAv+c (x) |[Vulf +d (x)|Vo|* = g(x) dans O (1.5)
u=0v=20 sur 0()

ott Q) est un ouvert borné de RN, N > 1, de frontiere assez réguliére
Q). Les coefficients de diffusion D; et D, sont des constantes positives.
a, b, c, d, fetg:Q — [0,+00) sont des fonctions intégrables non néga-
tiveset1 <a,fB < 2.

Nous nous intéressons particulierement au cas ot les données ne sont
pas régulieres et ol la croissance des termes non linéaires est arbitraire en
le gradient.

En effet, et pour mieux comprendre la situation, nous présen-
tons ci-dessous quelques travaux précédents concernant le probleme ot
a, b, c, d e L*(Q).

e Si f, ¢ sont suffisamment régulieres (f, g € W™ (Q)) et pour tout
a, B > 1, la méthode de sous- et sur-solution peuvent étre utilisées pour
prouver l'existence dans le probleme (1.5). En effet, (0,0) est une sous-

solution et w = (w1, wy) solution du probléme linéaire

w; — D1Aw, = f (x) dans Q
w1 — D1Aw, = g (x) dans Q

w =w, =0 sur 9Q)

est une sur-solution, alors (1.5) présente une solution (1,0v) € Wy (Q) N
W27 (Q), voir Lions [23].

eSif, geL2(0)etl<ap <2 alors |Vul*, [Volf € L' (Q). Plu-
sieurs auteurs ont travailé sur ce probleme et prouvé que (1.5) admet une
solution (u,v) € H} (Q) x H} (Q), voir Bensoussan et al [14], Boccardo et

al [15].
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eSif, geLl(Q)etl<apB <2, Alaa et Mesbahi [1] ont prouvé que
(1.5) admet une solution non négative (#,v) € W, (Q) x W, (Q).

e Lecasou f, g € Mj (Q) (f, g sont des mesures positives et bornées
sur (1) a été traité par Alaa et Pierre dans [g], ils ont prouvé que si 1 <
a, B < 2 et la sur-solution w = (wy, wy) € H (Q) x H} (Q)), alors le pro-
bléeme (1.5) admet une solution non négative (u,v) € H} (Q) x H} (Q).

Pour notre propos, nous nous intéressons particuliérement au cas du
systeme (1.5) otta, b, ¢, d, f et g sont non réguliéres, plus précisement,
a, b, c, d, fetgsontdans L' (Q).

Pour plus de précisions, nous proposons le probleme modéle suivant

u—DiAu+b(r)|Vo|* = f dansB
v—DyAv+c(r)|Vulf =g dans B (2.5)

u=v=0 sur 0B
ott B est la boule unité dans RV, r = ||x|| et b(r), c(r) sont données par

—Inr siN=2
by =c=4 " ° (55
r si N>3

Dans ce cas, b(r), c(r) sont dans L}, (B) mais pas dans L* (B). Par
conséquent, les techniques usuelles et classiques utilisées pour prouver
'existence, que nous avons rappelé précédement, tombent en défaut. Pour
surmonter ces difficultées, nous allons développer une nouvelle méthode
completement différente de la précédente approche.

Nous avons organisé ce chapitre comme suit. Dans la deuxiéme sec-
tion nous posons avec précis notre probleme et nous exposons le résultat
principal de ce chapitre. La troisieme section sera consacré a la preuve du
résultat principal et ceci en passant par un probléme approché et en obte-

nant des estimations appropriées pour passer aprés a la limite et prouver

que (1.5) admet une solution.

HYPOTHESES ET RESULTAT PRINCIPAL

Hypotheses

Soit f, g, a, b, ¢, et d sont des fonctions vérifiant les hypotheses sui-

vantes

frgell(Q)etf, ¢g>0 (4-5)
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a, b, c, de Lloc (Q) eta, b,c, d>0 (5.5)

Tout d’abord, nous devons préciser dans quel sens nous voulons ré-

soudre le probleme (1.5).
Définition 5.1 On dit que (1, v) est une solution faible de (1.5) si
u, ve W&’l (Q)
2 (x) IVul, b(x) [Vol* , ¢ (x) [Vul®, d(x) |VoP € LL, (Q)

( d (
u—DiAu+a(x)|Vul> +b(x)|Vo|* = f(x) , dans D' (Q)
v — DyAv+c (x) |[VulP +d (x) |Vo|* = g (x) , dans D' (Q)

(6.5)

Nous nous interéssons donc a prouver l’existence de solution faible
positive du probléme (1.5). Pour ceci, nous introduisons la fonction de

trancature Ty de classe C?, définie pour tout k > 0 par

Ty (r) =7 si0<r<k
Ty (r) <k+1 sir>k
0<T/(r) <1 sir>0

T, (r)=0 sir>k+1
0<L —T,g’ (r) < C (k)

Ti(r)=r dans [0, k]
Ty (7) % (r— k)4 —(r— k)3 +r dans [k k+1]
Ty (1) %(k—i—l) pourr >k+1

Nous aurons besoin aussi de la fonction H € C! (R), telle que 0 <

H(s) <1, et
0 sils|>1
H(S){ 1 si|s|<1
-2
Nous définissons alors I'espace TV (Q)) par

2 (Q) = {w : QO — RN mesurable, telle que Ty (w) € H' (Q) pour Vk > 0}

5.2.2 Résultat principal

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce chapitre.
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Théoreme 5.1 Supposons que les hypotheses (4.5) et (5.5) sont satisfaites. Si de plus il existe
une fonction 0 € T2 (Q) et une suite de fonctions 60, € L™ (Q) telle que

(0<a,b,c,d<6 dans Q
0, — 6 presque partout dans ()
VT (64) — VTi (0) fortement dans L2 (Q)) 75)

. 1 2\
]}gr;os%p <k Ja VT (64)] ) =0

Alors le probleme (1.5) admet une solution faible non négative.

Remarque 5.1 (i) Sia, b, ¢, d € L* (Q), alors les hypotheses (7.5) sont satisfaites, car dans

ce cas, 8 peut avoir la valeur de toute constante non négative C, telle que
C > max {|[al| o, [0l flell s, (1] 1 }

(ii) Les hypotheses (7.5) sont vérifiées pour la fonction § = b ou ¢ données
dans (3.5). En effet, —AG = A est dans ce cas la mesure de Dirac qui est une
mesure non négative et bornée sur (). Par conséquent, nous prenons 0 = ¢ et 6,

solution de
{ —A6, = A, dans Q)

0,=0 sur o)
ot Ay € CP(Q), Ay —> Adans L' (Q)) et A, < A. Ainsi, nous pouvons
appliquer le théoreme précédent et conclure I'existence d'une solution faible non

négative de notre probleme modele (2.5) .

5.3 PREUVE DU RESULTAT PRINCIPAL

5.3.1 Schéma approché

Dans ce paragraphe, nous définissons un systéeme approché de (1.5).
Pour ceci, nous tranquons les fonctions a, b, ¢, d, f et ¢ en introduisant

les suites a,,, by, cn, dn, fn and g, définies par

a, = min{a,6,} , b, =min{b,0,}

. _ (8.5)
¢y =min{c,6,} ,d,=min{d, 6,}

et
feCY(Q) , fa—f dansL'(Q) etfy, <f

(9-5)
g €CP(Q) , gn—g dansL'(Q) etg,<g
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Alors le probleme approché est

Uy, Op € W3’°° (Q) dans Q)

iy — DAty + ay (x) | Vg > + by (x) |[Vin|* = £, (x)  dans D’ (Q)

O — DaANvy, + ¢y (x) | Vity|P +dyy (x) |[Vuy | = g0 (x)  dans D’ (Q)
(10.5)

Nous pouvons voir que a,, b,, ¢, etd, ainsi définies sont dans L™ (Q}).
D’autre part, (0,0) est une sous-solution du probleme (10.5) et (U,, Vy)

solution du probleme linéaire suivant

—AU, = fu dans Q)
—AV, =gy dans Q)
Uy, Vi € Wy™ (Q)

est une sur-solution, alors, en vertu des résultats classiques dans Amann
et Grandall [13] et Lions [23], [24], il existe (u,, v,) solution de (10.5) telle
que
0<u, <U, pourtoutn
{ 0<9v, <V, pourtoutn

5.3.2 Estimations a priori

Pour prouver le théoréme 5.1, nous proposons de tendre n vers l'infini
dans (10.5). Pour cela nous avons besoin de certaines estimations propo-

sées dans le lemme suivant :

Lemme 5.1 Soit Uy, Uy, Ay, by, ¢y et dy les suites définies auparavant. Nous avons alors
(#)
LIVTc )l < klfll
LIVT @)l < kgl
(if)
Lo VT @ < kil
| en VTP < kil

pour tout 1 < a,f <2
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Démonstration. (i) En multipluant la premiere équation de (10.5) par
Tk (un) et la seconde équation par Ty (v,) et en intégrant sur (), nous ob-

tenons
1T ) P +D1 [ VT () + /Qan.Tk (1) - |V Tic (1) |2 +

+/ by Tk un) |VTk Un /fn Tk un

et
1T @)+ D2 [ 19Tk (o) + /an.Tk (o) [V T () +

+/d Ty (o) .| VT (00) /gn Ty (04)

grace a la positivité de a,, by, c, et d,, les hypotheses sur f, et g, et la
définition de la fonction T; nous déduisons le résultat.
(i) En intégrant la premiere équation du systeme (10.5) sur (), nous

obtenons

/un Dl/Aun—l—/an ) Vit +/ by (x) | V0 |? /an(x)

(11.5)

D’autre part, il est trés bien connu que pour toute fonction y de
Wy (Q) telle que
—~Ay=H, He L' (Q)
y=>0

il existe une suite y, dans C? (QQ) N Co (Q) qui satisfait

Yn — Yy fortement dans W&’l (Q))

Ay, — Ay fortement dans L' (Q)
Nous utilisons la régularité de y,, pour écrire que
yn
Ay, — “Jn
/ In= /an dv 4o
Yy

Cependant y, > 0 dans Q) et y, = 0 sur 9(), ainsi e < 0. Nous

déduisons en passant a la limite que [, Ay < 0, donc

/AunSO
Q

La relation (11.5) entraine que

/un—i—/an ) [V, [? —l—/ by (x) |[Vuy,|* /an(x)
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Et d’aprés (9.5) ; nous concluons que

o [ () 190+ [ 0 () 1V al* < flley

De la méme maniére, si nous intégrons la seconde équation de (10.5)

sur (), nous obtenons

Jont [en @)1Vl + [ o () [V = llgllga

D’ot le résultat. O

1) En utilisant 'assertion (ii) du lemme 5.1, et la compacité de I'opérateur défini

pour tout 1 < g < NN par

—1
L'(Q) — Wy'(Q)
G — 90

oit © est la solution du probleme
9 e W, (Q)
ad —AY=Gin D' (Q)
Nous concluons 'existence de u, et d’une sous-suite notée encore u,, pour

simplifier, telle que

N
u, — u fortement dans Wg’q (Q),1<g< N1

et

(ttn, Vuy) — (u, Vu) presque par tout dans Q)

voir Brezis [[17].

2) L'assertion (i) implique que

(Ti (tn), Tk (va)) — (Ti (1), Ty (v)) faiblement dans H (Q) x Hy (Q)
(12.5)

Soit (uy,vy) solution de (10.5) , alors

1 2 _ 1 2 _
hngsup (h/Q]VTh (un)] dx) hngsup <h/Q]VTh (va)] dx> =0

Démonstration. Tout d’abord nous remarquons que u,, satisfait



5.3. Preuve du résultat principal

142

Nous multiplions cette inégalité par Tj, (u,) et nous intégrons sur (),

nous obtenons alors pour tout 0 < M < h

VT, ()2 < / Ty, (uy, / T, (uy
/Q‘ ACOII Qﬂ{ungM}f i (i) + Qﬁ{un>M}f i (1)
< M/Qf‘i'h/QfX{u,pM}

Ainsi
1 , M
E/Q!VTh (un) ] < W/Qer/QfX{upM}
1 C
o> MY = [ dv< o < 37
Alors

li " =
Jim_(sup [, > m)[) =0

D’autre part, puisque f € L! (Q), nous avons pour tout € > 0, il existe

¢ tel que pour tout E C () :

3
< —
|E|<5/E|f|_2

Tenant compte de la limite ci-dessus, on obtient que pour chaque € > 0,

il existe M; tel que, pour tout M > M;

€
sup </Q fX[un>M]> <5

En prenant M = M et en faisant tendre h vers 1'infini, nous obtenons

lim sup (;1/0 VT, (un)‘de> =0

h—+oc0 5
De la méme maniere, nous pouvons arriver a la deuxiéme égalité. [

Lemme 5.3  Soit 1, une suite telle que 1, — 1, presque partout dans Q et [ Ima|? < C,
alors 5, — 1 dans L* (Q)) pour tout 1 < o < 2.

Démonstration. Nous démontrons que 7, est équi-intégrable dans L* (Q}).

Soit E un sous-ensemble mesurable de (), nous avons

Ll <180 ([ 1nf)" < c.jer®
E E

Puisque 1 < o < 2 alors 0 < 2 —a < 1. Nous choisissons |E| =
2

(é) ™ nous obtenons Je lmal* < e O
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5.3.3 Convergence

Le but de ce paragraphe est de prouver que (u,v) (obtenue dans la
section précédente) est, en effet, solution faible du probleme (1.5). En se

référant a la définition 5.1, nous aurrons seulement démontrer que

u—DiAu+a(x)|Vul> +b(x) |[Vo|* = f (x) dans D’ (Q)
v — DaAv+c (x) |[VulP +d (x) Vo> = g (x) dans D' (Q))

Nous savons par le lemme 5.1, a,, (x) |Vity|?, d (x) |Vt |*, by (x) |[Vie,|"

et ¢, (x) |Vu,|P sont uniformément bornées dans L! (}). Cependant
ay (x) [Vug|* >0, dy (x) [Vitn* > 0, by (x) [Vitn|* >0, ¢y (x) [Vin|® >0

et pour presque tout x dans (2, nous avons

ay () |Vua|*> = a(x)|Vul?
dy (x) |Vua* —  d(x)|Vul?
by (x) |[Vuu|* — b(x)|Vul"
e (X)) |V P = c(x)|VulP

Nous utilisons alors le résultat de Schwartz dans [35] pour déduire

I'existence de deux mesures non négatives 1, uo telles que

nLHEoo (un — D1Auy + ay (x) [V |* + by () |Vun|"‘> =
u— DiAu+a (x)|Vul* +b(x) |[Vo|* + 1 dans D’ (Q))
lim (vn — DyAv, + ¢y (%) | Vity|P +dy (x) |Vun|2) =

n— 400

v —DyAv+c(x) |[VulP +d(x)|Vo|* + 42 dans D' (Q)

Par conséquent,

u—DiAu+a(x)|Vul> +b(x)|Vo|* < f dans D’ (Q)
v — DyAv+c(x) |[Vulf +d (x)|Vo|* < g dans D' (Q)

Par conséquent, pour conclure la preuve du théoréme 5.1, nous devons
établir les inégalités opposées. Pour ceci, soit une fonction H dans C' (R),
telle que

0<H(s)<1

0 ,sils|>1
H(s) = 1

1 i < =
,51\5\_2

et
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et nous introduisons les fonctions test suivantes
D = . Iyl H(Z2) H (7)
1= h e"p[ Dl””] <k> K

D = yYn.exp [—g’;vn} H <0k”> H (%)

ou H désigne la fonction définie précédemment et 11, o < 0, ¢y, ¢o €
H} (Q) N L* (Q). Nous multiplions la premiere équation dans (10.5) par

®; et nous intégrons sur (), nous obtenons

| o= ¥ 1

1<j<7

I = / 11, D1
O

. 91/1 91’[ un
12 = Dl /QVMH.Vll)l.eXp |:—D1Mn:| H (k> H <T)
I = —/ 1y Vi1,V 6,,.D;

O

_ D O i On Un
L=~ /an.ven.tpl.exp[ Dlu”} H <k>H<k>

1:/ 0 —0,) [ Vu,|* @
5 Q(ﬂ ) [V |~ .@4

D e | B ] g (8 g (o
Is = X /Q|V1/ln| .¢1-exp|: Dlun:| H<k>H <k)
17:/ by |Vou|* .1

0

En étudiant séparément chaque terme, nous obtenons pour le premier

iml; = lim [ T (un).p1.exp [—g”lun} H <9k"> .H (%)

n—oo n—oo /)

— /Qu.lpl.exp [—glu] H <Z> H (%)

P1.exp [—g’;un} H (f;:) H (%)

converge fortement dans L? (Q)) vers

puisque

1. exp [—;lu] H (Z) H (%) dans L2 (Q)

et VTi (uy) converge faiblement vers VT (u) dans L% (Q), (voir Lions

[27], lemme 1.3, p 12).
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Concernant le second terme, nous obtenons

nlgr.}olz = nlgr.}oDl /QVTk (un) .Vipr.exp [—Dlun] .H (k) H <T)
0 0 u
= D‘l Avu.v¢1.exp |:—l)1u:| H <k> H <E)
puisque
6 6 Un
lel.exp |:—D11/ln:| H <k> H (?)
converge fortement dans L? (Q)) vers
0 0 u
Vi.exp [—Dlu] H (k) H <E)
Pour I3, Nous remarquons d’abord que
. . 0 6 u
liml = —lim | T(u).V (). T(0) 1. exp {—D"lun} H (1:) H (f)

_ _/QTk(u).VTk(u).VTk(G)-¢1~eXp [—514 H (Z) H(%)

puisque
Ti(un) — T(u) faiblement dans H} (Q)
Ti(0,) — Te(6)  fortement dans H} (Q)

Pour traiter I et I, nous utilisons le lemme 5.2. Pour Iy, nous avons
1
1 2 en / Gn Un 2
< - . ——u, | H () .H (2
Iy < Dy [k/Q|VTk(un)| Py exp[ Dlun] H <k) H(k” X

Llc/n VT (6.)* 1. exp [—g"lun} L <9k) p (L;)}

0
puisque exp [—Dnun] <1, ainsi
1

N

Iy < Dy {H%Hm(n) -5k] . [HlleLw(Q) 'Pk]

ou

_ 1 2
(5k—51ip (k/Q]VTk(un)] )

1
o =sup (1 [ 1973 @)

Par le lemme 5.2, nous avons

et

liméy =0 , limp =0
k—o0 k—o00

Alors
lim sup (Iy) =0

k—+o0 4
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De la méme maniére, pour Is, nous obtenons

Is < D1 [|$1] 1~ () -0

Alors
lim sup (Is) =0

k—+oo 4

Et pour I5, puisque a, < 6, et i1 < 0, nous obtenons

2 Qn 9;1 Uy
(an —6,) . |Vuu|”.exp {—Dlun] H (k) H (?) >0, dans Q)

Par conséquent, par le lemme de Fatau, nous obtenons

0 6 u
i > —0). 2, ——uj. = . -
111132015_/0(41 6).|Vul exp[ Dlu] H(k) H(k)

Pour I7, nous obtenons

limI; = lim | Ty (b,).|VTx (v)|" 1. exp [—gun] H <9k”> H (ﬂ)

n—oo n—oo /0 k

Par une application directe du lemme 5.3, nous obtenons

VT (vn)|* — |V Tx (v)|*fortement dans L'(Q)), donc

) _ " 0 0 u
lim I7 = /Qb\Vv| 1. exp [—Dlu] .H (k) .H (E>

Finalement, nous avons montré que
1 0 0 u
w <k> —}—/Qu.lpl.exp [_1314 H (k) H (E>
0 0 u
+D1/QVMV1[)1.eXp |:—Dlu:| H <k> H <%)
—/ u.Vu.Vo —iu H Q H
o Vi 1. exp D | AR
2 0 0 u
+/Q (a—0).|Vul|".exp [—Dlu} .H (k) H (E)
N 0 0 u

< /Qf.llll.exp [—glu] H (i) H (%)

oll w (&) désigne une quantité qui tend vers 0 quand ¢ tend vers 0. Main-

tenant, nous choisissons

= ovep | (1) (1)

ot 1 > 0, ¢1 € D (Q)) et nous remplagons ¢; par cette expression dans

I'inégalité précédente pour obtenir

w <,1<> - /Qu-qvl-HZ (Z) H? (%) - Dl/QVu.V(pl.HZ <Z> H? (%)
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SR (2) (1) - [ 6. 1vul gr.1? (Z) a2 (1)
R fyvuem () () 4 )+ [vevess () 42 )
—[])(1/0|Vu\2.g01.H2 (Z) H(%) H (%)—/ﬂb.|V0]“.q)1.H2 (Z) H2 ()
— [ a.|Vuf 1.1 <Z) B (5) 4 [ 0vup guH? <i) 1 (%)
<[ for (Z) (%)

En développant les calculs en remarquant que le sixieme et le huitiéme

_ /Qu.(pl.H2 (Z) .H? (%) — Dy /QVu.V<p1.H2 (Z) 2 (%)
_/Q {a.\Vulz-l-b.\Vv\“} 1. H? (Z) H2 G) +w<}1{>
<t (1) 2 )

Finalement, nous passons a la limite quand k tend vers l'infini et nous

. 1 .
terme sont équivalents a w ( , hous pouvons écrire

utilisons le fait que

fim () = i (5) =1

pour conclure que, pour chaque ¢; >0, @1 € D (Q)), nous avons

/Q[”—DlAu+a(x)\vu!2+b(x)yw\“] .q)lz/ﬂf,%

De la méme maniere, nous multiplions la seconde équation dans (10.5)
par ®; et nous intégrons sur (). En étudiant séparément chaque terme
comme dans le cas précédent, en utilisant encore les lemmes 5.1, 5.2 et 5.3,

nous choisissons

Y2 = —¢2.exp [—gzu] H (2) H (%)

ot ¢ > 0, g2 € D (Q) et nous remplagons ¢, par cette expression dans
l'inégalité obtenue pour conclure que, pour chaque ¢, > 0, ¢2 € D (Q)

nous avons

/Q {v — DyAv + ¢ (x) |Vulf +d (x) ]Vvﬂ P2 > /Qg.q)z

Ceci termine la démonstration du théoréme 5.1.
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CONCLUSION GENERALE

Cette étude concerne l'existence globale en temps de solutions pour
les systemes de réaction-diffusion présentant deux propriétés essentielles :
la positivité des solutions est préservée au cours du temps et la masse
totale des composantes est controlée, propriété qui est satisfaite si la
somme des termes réactifs est négative ou nulle (ou plus généralement a
croissance sous linéaire). Ces propriétés apparaissent naturellement dans
de nombreux systémes issus d’applications. L'originalité ici est que les
non linéarités (termes réactifs) dépendent non seulement des constituants
mais aussi de leurs gradients. Plusieurs résultats partiels d’existence glo-
bale pour cette classe de systemes ont été obtenus avec des hypotheses
supplémentaires. Essentiellement celles-ci nécessitent que 1'une des com-
posantes de la solution soit uniformément bornée, ce qui est assuré en
général par une structure triangulaire des termes réactifs. Ce travail est
principalement consacré a I'étude de 1'existence globale de solutions dans
le cas des données initiales sont peux régulieres et les croissances des non
linéarités sont critiques. Nous développons des méthodes originales pour
surmonter de telles difficultés et nous obtenons des théorémes d’existence

pour ce type de systémes.

PERSPECTIVES

Dans un avenir proche nous allons aborder les questions intéressantes
suivantes :
— Unicité : en considérant la notion de solutions entropiques.
— Systeme de Réaction-Diffusion anisotropique’ c’est-a-dire que les
coefficients de diffusion d; = d; (t,x) ou plus généralement d; =
d; (t,x,u,Vu), (c'est 'actualité).
— Comportement asymptotique lorsque ¢ — co.

— Simulation numérique

152



NOTATIONS
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Al
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D (Q)
D" (©)
LF (Q2)

1 f1p )
L= (Q)
/12 ()
Lise (Q)

loc

H' (Q)

H} ()

4] 11 )

WP (Q)
1,

W (Q)

||“||w1m(0)

la fin de la démonstration

presque partout.

I'ensemble des réels

I'ensemble des vecteurs réels a N dimensions

un ouvert de RN

la frontiere de Q)

I'opérateur de Laplace

le gradient

mesure de 'ensemble A

support de la fonction p

I'espace des fonctions de classe C* a support compact dans ()

I'espace des distributions a support dans )

={f:Q— R, mesurable et [, |f (x)]Pdx <oco}, 1<p<oo

= (Jalf @) )7

={f:Q — R, mesurableet 3IC € Ry : |f| <C, p.p.}

—inf{C, |f(x)| <C, pp}

= {f:Q — R, mesurable : VK C O, K compact, [, |f (x)]dx < oo}
ou

= {ueLZ(Q).ax € L?(O), W:],...,N}
i

= l'adhérence de D (Q) dans H! (Q)

= lull 2y + IVl 2

= {u eLr(Q): ou eLr(Q), Vi= l,...,N}
axl-

= l'adhérence de D (Q) dans W7 (QQ)

= [[ullpr o) + VUl
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Titre Analyse Mathématique de Systemes de Réaction-Diffusion Quasi-

linéaires avec Données non Réguliéres

Résumé Le travail constituant cette these est une contribution a 'étude
et ’analyse mathématique de systémes de réaction-diffusion. Nous nous
intéressons a l'existence de solutions faibles de certaines classes de sys-
temes de réaction diffusion elliptiques et paraboliques avec données non
régulieres. Ce travail est alors composé de cinq chapitres indépendants,
il est précédé par une introduction générale qui met en évidence I’art du

sujet et les problemes abordés.

Mots-clés systemes de réaction-diffusion, systemes elliptiques, systemes

paraboliques, systemes elliptiques dégénérés, solutions faibles, troncature.

Title Mathematical Analysis of Quasi-linear Reaction-Diffusion Systems

with Non-regular Data

Abstract The work that constitutes this thesis is a contribution to the
study and the mathematical analysis of reaction-diffusion systems. We
are interested in the existence of weak solutions of certain classes elliptic
and parabolic of reaction-diffusion systems with non regular data. This
work is then composed of five independent chapters, it is preceded by a
general introduction that highlights the art of the subject and the problems
addressed.

Keywords reaction-diffusion systems, elliptic systems, parabolic sys-

tems, degenerate elliptic systems, weak solutions, truncation.
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