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Introduction Générale

A Theure actuelle, des recherches intensives sont menées a travers le monde sur le
probléme du comportement asymptotique de divers objet mathématiques. Pour fixer les
idées, on peut imaginer un systéme dynamique en temps long ou une suite de mesures
sur un ensemble donné etc.... Ces recherches semblent avoir des noms différents, mais on
commence & soupg¢onner l'existance d'un dénominateur commun : le principe d’incerti-
tude. Ce principe a beaucoup évolué depuis son inventeur W. Heisenberg et on remarque
a peine les vestiges et traces laissés par la mécanique quantique, voir par exemple [5].

Pour bien cerner le sujet, nous avons cru bon de passer en revue l'origine de ces
principes d’incertitude en étudiant quelques éléments de base de la mécanique quantique.
Cela nous permet de bien comprendre le principe d’incertitude de Heisenberg. D’un autre
coté, les mathématiciens ont profité des découvertes ingénieuses des physiciens pour créer
une nouvelle branche des probabilité; les probabilité non commutative. Nous reprenons
donc le principe d’incertitude dans le contexte des probabilités non commutatives.

L’idées que pressent beaucoup de mathématiciens (au vue des articles qui paraissent
dans la litérature) est que dans le théoréme de la limite centrale, par exemple, I'infor-
mation perdue concernant les données a quelque lien avec le principe d’incertitude de
Heisenberg. Rappelons que dans ce théoréme, il s’avére que pour une suite X; de va-
riables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées et centrées, i.e. £EX; = 0, et

ayant un second moment fini i.e. EX? < oo pour tous les i, la suite normalisée

Z?:l Xi
Vo



converge en loi vers la loi de Laplace-Gauss. Ainsi, la loi commune aux X; a complétement
disparue au profit d’une loi mystérieuse qui est la courbe en cloche de Laplace-Gauss,
qu’on retrouve dans tous les domaines du savoir humain.

Mais ot est donc le contexte du principe d’Heisenberg : I’espace de Hilbert, les opé-
rateurs, les opérateurs autoconjugués, etc. . Cette question dépasse largement le cadre
de ce modeste magister et nous pensons que ’avoir posée est déja un grand acquis.

Nous réunissons donc au chapitre 3 pas mal de notions liées a 'incertitude, sa relation
avec ’entropie qui elle aussi exhibe des phénomenes de perte d’information. On aura
méme dans des cadres classiques de processus de diffusions le PGV (Probability Group
Velocity) voir 3.5 et son principe d’incertitude associé. Nous avons silloné internet pour
la documentation sur ce principe et le PVG est une nouveauté que nous proposons.

Nous espérons que ce mémoire servira & des recherches ultérieures sur l'existence
d’un espace de probabilité non commutative pour les comportements asymptotiques ot
apparait ce phénomeéne de perte d’information.

Nos figures sont réunies dans un annexe en fin de mémoire.



Chapitre 1

L’histoire de la mécanique quantique

Ce chapitre a deux objectifs. Il donne au lecteure un point de vue historique et
présente quelques concepts importants de la mécanique quantique. Comme le lecteure le
remarquera, la théorie des probabilités n’est pas entrée dans la mécanique quantique au
début. Les pionniers du domaine n’avaient aucune intention pour faire de la mécanique
quantique un sujet probabiliste. La nature stochastique de la mécanique quantique a été
acceptée a contre-coeur plus tard lorsque il s’avéré qu’elle était une partie intrinseque et

inévitable du domaine. On pourra consulter les livres [7], [13] et [1].

1.1 Le début historique

L’idée de "quanta" d’énergie a été présentée pour la premiére fois par le physicien
Max Plank au décembre 1900 a la société de physique Allemande. Il inventa ces concepts
pour expliquer une formulle empirique de I’énergie par unité de volume FE (v) de rayon-
nement de fréquence v émis par un corps chauffé a la températeure 7'. Supposons que le
rayonnement da & la chaleur est émis a travers une petite ouverture d’un four cubique de
longueur L lequel a été chauffée a la températeur 7. L’énergie du rayonnement e (v) a la
fréquence v est trouvée par la détermination du nombre d’ondes n (v), avec la fréquence

v et en multipliant n (v) par I’énergie associée a cette onde. D’apres ancien principe de



physique de I’équi-répartition, chaque onde doit porter k7" unités d’énergie en moyenne,
ol k est la constante de Boltzmann. Ainsi e (v) =n (v) kT

Pour trouver n (v), les ondes sont représenrées mathématiquement par des ondes

[

planes exp (IZF — 27wt) ot k est un vecteur de longueur k H =2, (c est la vitesse de

la lumiére) dans la direction de propagation des ondes avec des composantes (%, =2, %),
ni,n et ng sont des entiers. Maintenant, trouvons le nombre d’onde n () Av de fréquence
comprise entre v et v+ Av. Soit un réseau dans I’espace dont les noeuds sont des nombres
entiers contenant deux boules concentriques de rayon interieure k et de rayon exterieur
k+ Ak. Ainsi le nombre d’ondes ayant un nombre d’onde entre k et k+ Ak est le nombre

de points de cette écorce. Ce nombre est approximativement le volume de 1’écorce divisé

par le volume entourant un point individuel et donc égale a :

[(k+ Ak) — K] Ar L

7 ~ 4n LPK* Ak, (1.1)
par conséquent : n (v) Av = 4n L3V Av/c? et :
E (v) = 4nkTV?/c. (1.2)

La formule (1.2) est appelée loi de Rayleigh-Jeans. Un phénomeéne important lie cette
fromule est ce qu’on appelle la catastrophe de [’ultra-violet. On a déja expliqué qu’on au-
rai dii obtenir ce résultat en admettant la mécanique classique valable pour les systéemes
rayonnants microscopiques. Mais d’un autre coté ce résultat contredit de facon flagrante
Iexpérience qui montre que I’équilibre entre le rayonnement et les centres matériels est
possible pour toute température et que dans cet équilibre la densité d’énergie de rayon-
nement est au contraire trés faible par rapport a la densité d’énergie renfermées dans les
corps matériels.

Malgré I'incohérence évidente de la formule de Rayleigh-Jeans il est intéressant de la

confronter aux résultats de 'expérience. Pour cela il est le plus commode d’utiliser cette



formule sous la forme

E (v)d\ = 4rkTA *d),

dans laquelle la distribution est exprimée en longueurs d’ondes. Adressons-nous a la figure
1.1 ou sont données les courbes expérimentales de la distribution spectrale d’énergie d’'un
corps noir & des températures différentes; on voit que toutes ces courbes possédent un
maximum et décroissent rapidement vers les courtes longueurs d’ondes. La formule de
Rayleigh-Jeans donne au contraire un accroissement monotone et de plus rapide (/\_4 !)
vers les ondes courtes. Or, pour des ondes longues ou des températures élevées elle se
conforme de fagon satisfaisante a I’expérience. C’est montré schématiquement sur la figure
1.1. Comme la formule de Rayleigh-Jeans qui se fonde sur la physique classique, en
contadiction flagrante avec ’expérience, aboutit & la conclusion que dans le spectre du
rayonnement thermique la majeure partie de I’énergie correspond au domaine des ondes
courtes du spectre, cette situation a été appelée par I'un des fondateurs de la théorie
quantique P. S. Ehrenfest "catastrophe ultraviolette”.

Le quanta d’énergie inventé par Planck pour écrire la formule correcte de E (v) évite
la catastrophe, annonce une nouvelle époque, ’époque de la mécanique quantique.

I'idée de Planck a été trés inhabituelle est parut imaginaire au point que Planck
luit-méme put difficilement y croire.

Planck proposa qu’au lieu de permettre a I’énergie du rayonnement ondulatoire d’avoir
des valeurs arbitraires, il postula que :

L’énergie d’ondes éléctromagnétiques peut emises ou emmagasinées seulement sous
la formes de paquets discrets ou “quanta”, l’énergie contenue dans chaque paquet est
directement proportionnelle & sa fréquence.

En utilisant ce postulat, Planck en déduisit sa loi du rayonnement. Une onde de fré-
quence v peut seulement avoir une valeur d’énergie de I’ensemble dénombrable {e (n) = nhv : n =0,1,2,
ou h est une constante.

D’aprés la physique statistique classique, ces valeurs d’énergie sont distribuées selon

I’état de Gibbs P, = Cyexp <—e,€(—;)>, oul (y est une constante de normalisation. Car
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> P, = 1, nous obtenons

—hv

Oozl—ekT. (13)

L’énergie moyenne ey = > e (n) P, d’onde de fréquence v devient

h —hv
ey _ l/eXP ( ]ij}””/) ] (1.4)
1 —exp (37)
Utilisant la formule précédente 1’énergie devient
Amh 3.—3 —hv
E() mhv’c exp(kT) (15)

1 —exp (77)

La loi du rayonnement de Planck (1.5) est en accord avec la loi de Rayleigh-Jeans (1.2)
pour les fréquences basses. De plus (1.5) est remarquablement en accord avec I’expérience
concernant toutes les fréquences ot h = 6,62 x 10~%erg.sec.

Le postulat fondamental de Planck est également vérifié par d’autres phénomeénes tels
I’effet photoélectrique d’Einstein et ’effet Compton. Cependant, une des applications les
plus importantes apparut dans I’étude des orbites quantiques de Bohr.

Rappelons briévement de quoi il s’agit. Prenons I’atome d’hydrogene dans lequel 1'élec-
tron gravite autour du noyau. Il ne peut exister qu'un nombre discret de valeurs d’énergies
de I’électron qui correspondent a des ” orbites” autour du noyau. Lorsque 1’électron saute
de niveau d’énergie F,, & un niveau inférieur d’énergie F,,, dans ce cas ’énergie émise par
I’électrons est E,, — E,,. Alors un gain d’énergie fait passer I’électron au niveau supérieur,
tandis qu’une perte d’énergie fait passer ’électron a un niveau inférieur. Une anecdote
bien connue veut que Bohr au début pensa & un systéme semblable & notre systéme
planétaire gravitant autour de Soleil, ce qui’est faux bien str. Cependant, on montre
que la dimension de Hausdorff de ’espace dans lequel déambule 1’électron est égale a 2
qui est justement la dimension de sphere. Cette spheére est I’endroit le plus probable de
trouver ’électron. Ainsi donc, le systéme planétaire est un bon schéma pour expliquer

cette physique aux profanes.



1.2 L’onde de L. De Broglie

Ce savant adopta une approche différente en essayant d’invister sur I’existence d’une
"wraie” particule appelée ”onde pilote”. Tous comme les photons de la lumiére dont
les deux comportemants ondulatoire et corpusculaire sont connus depuit longtemps (au
moins depuis Neuwton), il associa a toute particule une onde.

En 1925 de Broglie postula son principe de la dualité onde-corpuscule affirme que
les particules, comme les photons de la lumiére, jouent également les deux roles. En
particulier, les électrons doivent avoir des propriétés ondulatoires. Il affirma que I’électron
orbitale de I’hydrogene dans sa n-ieme orbite quantique doit étre associé a une onde qui
définit I’état de systéme. Ainsi la longueur de cette onde doit étre A\, = 2”% ou r, est
le rayon de l'orbite, ce qui devient A\, = ﬁ ou u et v, sont masse et vitesse de groupe
de I’électron respectivement. Donc la longueur d’onde est A = ;% Ce qui est démontré

expérimentalement en 1927 lorsque Davisson et Germer montrérent que les faisceaux

d’électrons donnent un modele de diffraction analogue a celui de la lumiére et ce modeéle

h

correspond a des ondes de longueur o

1.3 L’equation de Schrodinger

En 1926, Schrodinger pensa : puisque les ondes électromagnétiques dans le vide sa-

2
tisfont I’équation d’onde C_Q%QT'E = V2E (V? est le Laplacien (%)2 + <a%> + (%)2 et K
le champ électrique) alors par la dualité onde-corpuscule, les ondes de ’électron (ou les
ondes de de Broglie) doivent aussi satisfaire I’équation d’onde. Il affirma que 1’équation

qui gouverne ’onde de de Broglie dans le vide doit étre

ov m_,
h— = ——V*U. 1.
ih 5 QMV (1.6)

Pour ’atome d’hydrogeéne, un terme de potentiel de Coulomb additionnel doit étre



ajouté, ce qui donne I’équation

ov 2 :
ih = ——v2 i T, (1.7)

our =/x2+y?+ 22
Cette équation a été généralisée par Dirac pour inclure les effets relativistes. De plus
Schrodinger conclut que les valeurs propres E de 1’équation spectrale
h2

——VQkIf——\IJ EV, 1.8
2 (1.8)

ayant les conditions au bord convenables donnent les valeurs permises de 1’énergie de
I’électron. Ainsi le postulat de Schrodinger méne au méme résultat que les postulats de

ses contemporains.

1.4 Heisenberg et le principe d’incertitude

En 1927 Heisenberg annonga son célébre principe d’incertitude. Ce principe affirme
que la quantité de mouvement (impulsion) et la position d’un objet physique ne peuvent
pas étre mesurées simultanément avec une précision arbitraire. Plus précisément, si Ap
et Aq sont les erreurs faites dans la mesure de I'impulsion et la coordonnée en méme
temps, alors ApAq > h. Ce principe est conférmé par I'expérience. De facon schématique
supposons qu'un électron se déplace le long de I’axe x et nous voulons mesurer sa position
et sa quantité de mouvement simultanément. Pour trouver la position de I’électron ” nous
devons le voir” et par conséquent on fait rebondir de I’électron un rayon de la lumiére.
Si ce rayon a la longueur d’onde A, alors on ne peut pas localiser 1’électron avec une
précision supérieur a A\, donc Ax > A. Selon le postulat de Planck le rayon de la lumiére
doit porter une énergie qui n’est pas inférieure a hr, o v est la fréquence de rayon de

la lumiere. Puisque la vitesse de la lumiére est ¢, ce rayon a une quantité de mouvement

h

qui n’est pas inférieure & 22, puisque Av = ¢ donc elle n’est pas inférieure &
c x°
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Par conséquent le rayon de la lumiére avait apporté la quantité de mouvement % a
I’électron, alors Ap > % et AxAp > h. Ceci donne un exemple d’interférence de mesures.
Puisque h est trés petit, ce phénoméne n’est pas perceptible pour les objets de grande

taille.

1.5 L’avénement des probabiliés

La situation en 1926-1927 était confuse. Bien que la mécanique quantique put expli-
quer des phénomeénes que la mécanique classique ne put le faire, celle-ci était constituée
d’une collection d’assertion posées vaguement reliées entre elles. Les assertions ont été in-
diquées en termes de certains postulats ad hoc tels que le quanta d’énergie de Planck, les
orbites de Bohr, les ondes de de Broglie-Schrodinger et le principe d’incertitude de Hei-
senberg. La justification a été que ces remarques ménent aux résultats qui sont en accord
avec ’expérience. Cependant ils été appliqués seulement des phénomeénes spécifiques,
ne purent pas étre généralisés facilement pour inclure des situations plus compliqués,
et n'ont pas été organises en une théorie systématique unifiée. De plus il y a quelques
questions embarrassantes sans réponses qui eurent besoin de résolution. Quelle est la si-
gnification de la fonction ¥ dans 1’équations (1-6) et (1-7) ? Pourquoi les valeurs propres
de I’équation (1-8) donnent les valeurs d’énergie permises de 1’électron d’hydrogene ?

Il s’avéra que la théorie fondamentale unifiante été une théorie probabiliste ce fut
M. Born qui réalisa le premier pendant la période 1926-1929. Il est intéressant de voir
que Kolmogorov développa les fondations de la probabilité classique pendant la méme
période. La relation entre les deux types de probabilités a été plus tard exploitée systé-
matiquement. Le principe d’incertitude de Heisenberg indiqua & Born que la mécanique
quantique fut une théorie stochastique. Dans la mécanique classique on peut, en prin-
cipe, mesurer la position et 'impulsion d’une particule simultanément avec une précision
arbitraire. Le fait qu’on ne puisse jamais le faire pour les particules de la mécanique

quantique indique que ces quantités ont une dispersion intrinséque die a certaines fluc-
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tuation statistiques. Lorsque la position et 'impulsion sont mesurées on est réellement
entrain de déterminer une moyenne de ces quantités et le principe d’incertitude montre
qu’il existe une borne inférieure au produit de dispersion de ces quantités par rapport a
leurs valeurs moyennes. Born proposa que les ondes de de Broglie ne sont pas des ondes
au sens physique, mais elle sont des "ondes de probabilité" au sens que la fonction d’onde
de de Broglie-Schrodinger W (¢, z,y, 2) est une fonction complexe qui détermine la pro-
babilité que I’électron est au point (z,y, z) a 'instant ¢, i.e. la probabilité que 1’électron

est dans ’ensemble A C R? a l'instant ¢ est

/A U (1,2, y, 2)|? dadydz, (1.9)

sachant la condition de normalisation

/ W (¢, x,y, 2)|* dedydz = 1. (1.10)
R3

Les idées de Born ont été développées en théorie systématique par Dirac et Von Neu-
mann au début de 1930. Bien que leurs théories soient similaires et la méthode de Dirac a
été succincte et élégante, nous suivrons Von Neumann car ses méthodes sont plus rigou-
reuses mathématiquement. Von Neumann identifia les deux concepts importants dans la
mécanique quantique; les états et les observables. Les états correspondent & la descrip-
tion théoriquement compléte de systéme et les observables correspondent aux quantités
mesurables telles que la position, I'impulsion et I’énergie. Il décida que la fonction d’onde
U (t,z,y, z) décrit I'état du systéme a Uinstant ¢. L’équation (1-10) montre que pour ¢
fix¢ ¥ est un vecteur unité dans I'espace de Hilbert complexe L? (R?). Ainsi 'équation de
Schrodinger (1-8) donne I’équation & valeurs propres suivante HV = EW, et ces valeurs
propres sont les valeurs d’énergie. Von Neumann et les autres raisonnérent que I'opérateur
H correspond a l'observable de I’énergie. Pour que H soit un opérateur physiquement
acceptable, on doit avoir des valeurs propres réelles, i.e. H doit étre auto-adjoint. De

plus comme la position est conjuguée a I'impulsion, ’énergie est conjuguée avec le temps.

12



Par conséquent, 'opérateur de I’énergie H peut étre utilisé pour décrire 1’évolution du
systéme dans le temps. Ceci est encore démontré par la dépendance par rapport au temps
de I’équation (1-7) de Schrodinger laquelle peut étre écrite ih (%—f) = HW¥. Mettant ces
idées ensemble, Von Neumann proposa les axiomes suivants :

Aj. Les états d’un systéme quantique sont des vecteurs unités dans ’espace de Hilbert
complexe H.

As. Les observables sont les opérateurs auto-adjoints dant H.

Ajs. La probabilité qu'un observable A a une valeur dans ’ensemble borélien A C R
quand le systéme est dans ’état ¥ est <pA (A) U, \IJ> ott p” (.) est la résolution de I'identité
de A.

Ay. Silétat alistant ¢ = 0 est U (7), donc 'état a Pinstant ¢ est U, (7) = ¥ (7) exp (=)
ou H est 'observable de I’énergie.

Les axiomes A;, As et Ay sont descriptifs. Ils disent comment les concepts physiques
peuvent étre décrits par les moléles mathématiques et comment 1’évolution d’un systéme
peut étre décrite mathématiquement.

[’axiome Ajz est extrémement important car il donne le lien entre la structure mathé-
matique et la réalité. C’est 'axiome qui donne la distribution des valeurs d’un observable.
Ce qu’est exactement cette distribution est mesurée dans le laboratoire, donc permettant
aux gens de tester la théorie et faire des prédictions sur le comportement d’un systeme
physique. Puisque Aj est de nature stochastique, on obtient une théorie quantique pro-
babiliste.

Ces postulats ne sont pas seulement élégants et généraux mais, comme on va le voir,
ils contiennent les idées de Planck, Bohr, de Broglie, Schriodinger, Heisenberg, Born et
d’autres comme des cas particuliers.

Dans le cas d'un électron de I’hydrogeéne, I’équation (1-8) indique que I’observable de

I’énergie est représenté par l'opérateur

H=—VvV>_-—_ (1.11)



Dans la mécanique classique ’énergie H. a la forme H. = % +V(z,y,2) ou p* =
P2 + p; + p2 est 'énergie cinétique et V' (x,y, ) est I'énergie potentielle; dans le cas
classique les derniers sont des nombres réels et on va voir que cette formule est aussi vraie
en mécanique quantique si on interpréte ces quantités comme des opérateurs. Utilisant
cette analogie on est conduit de postuler que ’observable de I'impulsion dans la direction
x est représenté par 'opérateur —ih% et 'observable de la coordonnée = est représenté
par Popérateur de multiplication f (x,y,z) — = f (x,y, z). Les impulsions en y et z et les
coordonnées y et z sont définiés d’'une fagon analogue. Cette correspondance a vraiment
donné les résultas voulus.

En dérivant A4 par raport & t, on trouve

oV, (7) B iF exp (%LEt) B .
5 - U (7) = _qut (7). (1.12)

L’équation (1-12) est I’équation de Schrodinger générale et elle se réduit a I’équation
(1-7) par H définié comme dans I’équation (1-11). La résolution de 'identité de 'opéra-
teur de la coordonnée x est f (z,y,2) — (Iaf) (x,y,2), A C R ou Ix est la fonction
indicatrice de A. En applicant Az, la probabilité que la coordonnée x de I’électron est

dans A lorsque le systéme est dans I’état ¥ devient

1w ) = [y dodyd
AXRXR

Si on écrit des expressions similaires pour les coordonnées y et z, on obtient 1’équation
de Bhorn (1-10). Maintenant, supposons que nous voulons trouver les valeurs d’énergie
permises de I’électron d’hydrogéne. Si H a la valeur F avec certitude, donc As et I'inégalité

de Schwarz implique que

L= |(p" (B}, 0| < [|p” (B} ¥,
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alors pf! ({£}) ¥ = VU et par conséquent
HV = EV, (1.13)

cela est I’équation spectrale de Schrodinger, qui montre que les valeurs d’énergie permises
sont les valeurs propres de H.
En appliquant As et le théoréme spectral, on peut trouver 'espérence E [A] de 'ob-

servable A (s’elle existe) dans 1'état W
E[A] = /A@A (d\) U, U) = </)\p’4 (d)\)\lf,\IJ> — (AT, T) .
La variance de A dans I’état W est définie par
Var (4) = B (A~ B (4)]

et D'écart-type AA = \/VT(A) donne une mesure de la dispersioon des valeurs de
A autour de sa moyenne. Supposons que A et B sont des opérateurs auto-adjoints, et
supposons que ¥, AV et BV sont dans le domaine de A et B.

Si (AU, U) = (BU,¥) =0, o0na

((AB— BA)W,¥)| = [(AU, BU) — (B, AD)|
= 2[Im (AV, BY)| < 2 || AV} [[BY||
= 2(U, A0)? (U, BT
— 2AAAB,

si (AV, W), (BY, W) # 0 remplagons A par A — (AU, V) et B par B — (BY, V), on
obtient

AAAB > - [((AB — BA) U, 0)|. (1.14)

1
2
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Maintenant en posant A = p, = —iha% et B = ¢, =multiplication par z, i.e. 'obser-
vable de I'impulsion x et I'observable de la coordonnée x, respectivement, les opérateurs

. et g, satisfont la relation de permutation :
Remplacant (1-15) dans (1-14) on trouve la relation

Ap,Aq, = -h,

N | —

celle-ci montre que (1-14) est une forme générale de la relation d’incertitude de Heisen-

berg.

1.5.1 Quelques comparaisons

A T’heure actuelle les axiomes de Von Neumann sont essentiellement inchangés, puisque
toute tentative de montrer qu’ils sont faux a échoué. Ils forment les fondations de la mé-
canique quantique non-relativiste avec un nombre fini de degré de liberté utilisé par les
physiciens les plus modernes. Méme dans le domaine de la mécanique quantique relati-
viste ol il y a un nombre infini de degré de liberté, la théorie de Von Neumann reste
intacte.

L’axiome Az fonde la mécanique quantique comme une théorie stochastique, mais as-
sez différente de la théorie classique de Kolmogorov. Pour bien organiser la comparaisons
entre les deux théories on va faire un rappele court sur les probabilités classiques, qu’on
reprendra plus amplement dans le chapitre 2.

Dans cette théorie, le role fondamental est joué par le triplet (2, F, P) ou (€2, F) est un
espace mesurable et P est une mesure non-négative sur le o-algeébre F satisfaisant P (2) =
1. Nous appelons (€2, F, P) espace de probabilité et P la probabilité ou bien mesure de
probabilité. Les élements de (2 correspondent aux résultats élémentaires possibles de

I’expérience aléatoire, les ensembles dans F correspondent aux événements aléatoires et
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la mesure P (A) pour A € F donne la probabilité que I’événement A est réalisé.

Un variable aléatoire est une fonction mesurable f : 2 — R. Les variables aléatoires
correspondent aux quantités mesurables de ’expérience aléatoire. Dénotons la famille
de sous-ensembles boréliens de R par B (R). Pour B € B(R) et f variable aléatoire,
f7Y(B) est I'événement que f a une valeurs dans B et P [f~! (B)] est la probabilité de
cet événement. La mesure de probabilité P; sur B (R) définie par Py (B) = P[f~*(B)]
est appeleé la distribution de f. L’espérence de f s'il existe est E[f] = [ fdP et il est

facilement de voir que

Blf] = /Rxdpf (). (1.16)

De plus si g : R — R est une fonction mesurable et f est une variable aléatoire, donc

g (f) = go f est une variable aléatoire aussi et

Bl = [atnap= [ g0 ir ). (117

Si f et h sont des variables aléatoires, il est important de savoir la probabilité des évé-
nements simultanés f~! (A) et h™! (B) c’est-a-dire I'événement f~'(A) N A~ (B), A,
B € B(R). La distribution commune de f et h est définie comme une mesure de proba-

bilité Py, sur B (R?) satisfaisant
Pin(AxB)=P[f (A nh ' (B)], (1.18)

pour tout A et B dans B (R). Il est facile de voir que Py, existe toujours et satisfaisant
les conditions uniformes Py, (A x R) = Py (A) et Py (R x B) = P, (B). De cette fagon
Py, détermine les distributions Py et P, mais I'inverce est faux c’est-a-dire que Py et P,

ne peuvent pas déterminer Py ;. Deux variables aléatoires f et i sont indépendants si
Plf /(AN B =P[f (AP (B)], (1.19)

pour tout A et B dans B (R). On utilisant (1-18) voir que f et h sont indépendants si et
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seulement si Py j, = Py x P,. Intuitivement, f et h sont indépendants si et seulement si la
probabilité de réaliser 'événement f~! (A) reste inchangée si on savons que 1’événement
h~! (B) est réalisé pour tout A et B dans B (R). Remarquons que dans le cas des variables
aléatoires indépendants Py et P}, peuvent déterminer Py ,.

Il y a certaines comparaisons élémentaires entre la théorie de probabilité classique et
celui quantique. L’axiome A3 nous montre que la probabilité que ’observable A a une
valeur dans I’ensemble borélien B est <pA (B) ¥, \I/> Ainsi les observables correspondent
avec les variables aléatoires et les opérateurs de projections p (B) correspondent aux
événements. En réalité, nous interprétons p (B) comme 1’événement ot 'observable A
a une valeur dans I’ensemble borélien B. En général, nous interprétons 1’ensemble P des
projections orthogonaux dans ’espace de Hilbert ‘'H comme un ensemble des événements
de la mécanique quantique. Puisque il y a une correspondance buinivoque naturelle entre
les projections orthogonaux et les sous-espaces fermés de H, nous pouvons utiliser les
deux concepts de fagon interchangeable et aussi considérons I’ensemble des sous-espaces
fermés de H comme ’ensemble des événements de mécanique quantique.

Nous avons vu que la probabilité quantique remplace 'espace (€2, F) de la probabilité
classique par le couple (H,P) ou P est ’ensemble des projections orthogonaux, ou bien
de facon équivalente I’ensemble des sous-espaces fermés de H. Les opérateurs usuelles de
I'inclusion A C B 'union A U B, l'intersection A N B, et la complémentation A¢ dans F
ont ses opérateurs homologues naturelles dans P.

Dans le langage des sous-espaces sont : M C N, span M UN (span M U N : c’est le
plus petit sous -espace fermé qui contient M UN ), M NN, et le complément orthogonal
M+,

Dans le langage des projections sont P < @ (PQ = QP = P), PV @ (la projection
orthogonale dans le sous-espace fermé engendré par I'image de P et I'image de @), PAQ
(la projection orthogonale dans I'intersection de I'image de P et 'image de @), et I — P.

Nous avons vu que dans la probabilité quantique les observables jouent le role des

variables aléatoires. De plus, A3 nous dit que la mesure de probabilité P est remplacée
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par application p — (p¥, ¥), p € P, ou ¥ est un état.

L’application p — (pW¥, ¥) est une mesure de probabilité dans le sens ou
0 < (p¥,¥) < 1 pour tout p € P, (1.20)
(IV,¥) =1, (1.21)

<ZPi‘I’> ‘I’> = Z <pi\p7 ‘I’> ; piJ—pj Vi # 7, (1-22)
i=1 i=1

ou > =, p; converge dans la topologie faible des opérateurs. Par analogie de probabilité
classique, nous appelons la mesure de probabilité B — <pA (B) ¥, \If> la distribution de
I’'observable A dans 'état W.

Si ¥ est un vecteur unité dans H, nous appelons lapplication myg (p) = (pV, V),
p € P un état pure. Ceci est un abus de terminologie mais autorisé puisqu’il y a aucune
confusion. Un état mixte est application m : P — [0, 1] de forme m = Y_°, Aimy,, oi
U, sont des vecteurs unités et A; > 0, > A\; = 1. On peuvons montrer que les ¥; peuvent
étre choisis orthogonaux. Si on quppose que W est un opérateur de trace-class positif de
tarce et donné par W = > \;p; ou p; est la projection orthogonale dans le sous-espace

fermé engendré par ¥,;, donc pour tout p € P on ai

m(p) = Z Ai (PP, V) = Z Aitr (pip)
= tr (Z )\ipz-p> =tr (Wp). (1.23)

Par conséquent, il existe une bijection m +— W,, entre I’ensemble des états et I’ensemble
des opérateurs positifs de class-trace du opérateurs satisfaisant m (p) = tr (W,,p) pour
tout p € P. Les états mixtes sont en réalité des combainaisons convex des mesures de
probabilités, ils sont aussi des mesures de probabilités. Nous appelons 1'opérateur positif
de trace-class des opérateurs, opérateur de densité.

Maintenant on donne deux experiences d'une fagons systématique qui montrent les

grands aspects de la mécanique quantique.
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1.6 Fentes d’Young

L’expérience des fentes d’Young est bien connue en Optique : c’est 'expérience la
plus simple mettant en évidence les interférences lumineuses. L’association par de Bro-
glie d’une longueur d’onde & toute particule matérielle permet de prévoir I'existence de
phénomeénes ondulatoires avec des particules, un fait désormais avéré, attestant de la
"réalité", des ondes de matiére au sens de de Broglie.

La présentation suivante est une analyse des interférences produites avec des parti-
cules qui, pour fixer les idées, seront des électrons. Elle se référe a une expérience dont
la mise en seuvre effective est bien plus complexe que la description schématique qui va
en étre donnée ne pourrait Ie faire croire. Ici, Ie but est de décrire une expérience men-
tale : c’est une expérience, en principe réalisable (elle 1’a été dans ses différentes versions
concevables), destinée a illustrer des concepts établis afin, d’édifier - éventuellement par
essai et erreur - une nouvelle doctrine théorique.

Le principe du dispositif est représenté sur la figure 1.2. Des électrons accélérés par
une ddp U passent & travers une grande ouverture S en direction d’un plan (plaque)
percé(e) de deux trous (fentes) séparé(e)s par la distance d et numérotées 1 et 2 pour la
commodité. La longueur d’onde associée aux électrons apres leur accélération par la ddp
U est :

G (1.24)

V2m|e| U

Les franges d’interférences sont nettement visibles si A ~ d, ce qui peut étre réalisé
en ajustant U. Les électrons sont détectés dans un plan P situé & la distance L de la
plaque ; un compteur mobile permet de savoir combien d’électrons arrivent a une abscisse
x donnée.

A condition d’utiliser un compteur suffisamment sensible et une source pas trop in-
tense, le courant mesuré dans le plan d’observation n’est pas continu, mais est caracté-
ristique d’une pluie de particules : le détecteur enregistre une suite de coups séparés dans

le temps, entre lesquels aucun bip ne se produit. C’est bien pour cela que I'on parle par
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habitude de particules, sous-entendant par 1a des objets donnant lieu & des manifestations
trés bien localisées dans le temps et ’espace, finalement assimilés & des points matériels.
D’un autre coté, rien ne s’oppose a utiliser une source suffisamment intense pour que le
courant mesuré soit quasi constant -a des petites fluctuations pres.

On sait bien ce que produit 'expérience si au lieu d’une source d’électrons, on dispose
d’une source lumineuse banale et monochromatique, de longueur d’onde )y judicieuse-
ment choisie (Ag ~ d) : on observe des franges d’interférences, I'intensité lumineuse I ()
possedant un maximum central en x = 0 et des maxima secondaires décalés en angle de
% ; Iallure schématique de I(x) est montrée sur la fig.1.3. La figure vue sur ’écran est
fixe dans Ie temps grace a I’énormité du flux de photons. Bien évidemment, si 'on ré-
duit considérablement l'intensité de la source, on va finir par mettre en évidence ’aspect
granulaire de la lumiére, & condition que le détecteur soit assez sensible pour mesurer
un petit nombre de photons : on ne voit plus des franges permanentes mais une suite
de petites taches lumineuses éphémeres, situées a un endroit ou un autre, apparemment
au hasard - la lumiére est constituée de photons! Bien str, & condition d’intégrer dans
le temps sur un intervalle suffisamment long, la distribution des impacts finira par se
confondre avec la distribution d’intensité de la figure d’interférences obtenue d’emblée
avec une source conventionnelle.

Revenons & 'expérience conduite avec des électrons. Une longue exposition permet
d’enregistrer le nombre de "coups" se produisant sur un petit intervalle dx entourant un
point variable d’abscisse x, les coups se produisant & des abscisses situées a un endroit
ou un autre, apparemment au hasard. On reconstitue ainsi par intégration le profil de
distribution des impacts, N(z). En divisant par le nombre total d’impacts, on obtient la
distribution statistique des fréquences, f(z), dont il est admis comme d’habitude qu’elle
tend vers une fonction de la forme P(z)dx a la limite d’'un nombre infini de coups; en
tant que limite supposée de fréquences statistiques pour un nombre infini d’expériences,
P(z) n’est autre que la densité de probabilité en un point d’abscisse x : le produit P(z)dx

donne la proportion d’impacts recus entre les points d’abscisses x et x + dx, normalisée
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a I'unité.

Le point remarquable - qui confirme lui aussi 'idée de de Broglie - est que cette
fonction P(x) est proportionnelle a la distribution d’intensité lumineuse regue sur 1’écran
quand 'expérience est faite avec de la lumiére de méme longueur d’onde, celle-ci étant

justement déterminée par la relation A = % (voir fig.1.3) :
P(z)xI(z). (1.25)

Ainsi, la figure 1.3 schématise autant les interférences lumineuses conventionnelles que
celles faites avec des particules matérielles. Si 'on est déja persuadé du bien-fondé du
concept d’onde associée au sens de de Broglie, ce résultat ne doit pas surprendre. Toute-
fois, pénétré de I’habitude mentale imaginant les électrons avant tout comme des corpus-
cules au sens commun, on peut tenter de raisonner comme suit, adoptant implicitement
une vision purement mécaniste otli, par hypothese, chaque électron décrit une trajectoire
dans 'espace.

Dans cette vision mécaniste des choses, il est juste de dire que 'arrivée d’un élec-
tron en un point donné d’abscisse z est un événement résultant de I'un ou l'autre des
deux événements élémentaires mutuellement exclusifs : I’électron passe par une fente ou
passe par 'autre. Dans le méme état d’esprit que ci-dessus, et toujours avec 'hypothese

mécaniste, on peut alors introduire deux probabilités P; et P, définies comme :

Pi(z) = probabilité d'arriver en x sur ltécran apres passage par la fente (i1.26)

(i=1,2), (1.27)

(il s’agit bien str, comme avant, de densités de probabilité). Noter que les P;(x) sont trés
précisément des probabilités conditionnelles, décrivant l’arrivée en un point donné de
I’écran sachant que 1’électron est (putativement) passé par la fente i. Dans la vision clas-
sique adoptée, il n’y a pas d’autres possibilités ; le "ou" ci-dessus se traduit, en Théorie des

probabilités, par I’addition : la probabilité associée & 'occurrence d’un méme événement
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final (I’arrivée au point x), en conséquence de deux événements mutuellement exclusifs,
est la somme des probabilités. Dans cette vision des choses, on doit donc logiquement

écrire que 'arrivée en x est distribuée suivant la somme :

A quoi peuvent bien ressembler les fonctions P; (x) 7 Comme on s’est placé dans I’hypo-
thése ou I’électron passe quelque part comme une petite boule de billard, chacune d’entre
elles doit logiquement étre une courbe en cloche centrée sur sa propre fente, comme in-
diqué a gauche sur la figure 1.4. Cela étant imaginé, leur somme s’en déduit (& droite,
méme figure) ; en tant que somme de deux fonctions positives ne s’annulant pas (sauf "a
'infini"), elle ne s’annule pas a distance finie.

Le fait est que cette somme n’a rien a voir avec la fonction P(z) observée qui, comme
affirme la relation 1.25, a la méme allure que I(z) (fig.1.3). D’un autre coté, et pour en
avoir le ceeur net, on peut procéder comme suit, a titre de mise & I’épreuve de la validité
des deux courbes P; et P, devinées intuitivement. On commence par fermer la fente 2
alors, nul doute que les électrons ne peuvent passer que par la fente 1 et on s’attend & une
courbe du genre Pj(x) (partie (a) de la figure 1.4)... qui est bien celle que 'on observe
sur I’écran. Puis, on obture seulement la fente 1; les électrons ne peuvent passer que par
2 et on observe de fait la distribution Py(x) de la partie (b)... L’addition graphique ces
deux fonctions donne a nouveau la courbe (c)... qui n’a rien a voir avec P(z), observée
quand les deux trous sont simultanément ouverts !

Le paradoxe semble méme atteindre son comble quand on réalise que, lorsque les deux
fentes sont ouvertes, I’électron a plus de chemins possibles. Et pourtant, ’ouverture de la
deuxiéme fente vient lui interdire d’arriver 1a ot il le pouvait quand 'un des deux trous
seulement est ouvert. Ceci est une conséquence du fait quantique fondamental :

Quand plusieurs potentialités, se présentent, le résultat n’est pas la simple superposi-
tion des effets associés individuellement o chaque possibilité considérée indépendamment

des autres.
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En définitive, quelque chose est faux dans le raisonnement ci-dessus, qui s’appuie
fondamentalement sur le fait qu'un électron décrit une courbe dans I’espace, autrement
dit qu’il est & tout instant quelque part avec une certaine vitesse. Il n’est pas question
de remettre en cause la Théorie des probabilités, qui (depuis Kolmogorov, 1933) est
une théorie cohérente en soi, formulée indépendamment d’un champ d’application et
insensible aux expériences que le physicien fait dans son coin. L’erreur doit donc se
tenir dans le maniement des probabilités pour la situation analysée; il doit étre faux
d’additionner les probabilités comme on vient de le faire. Comme ce n’est pas la théorie
des probabilités qui est en cause mais son usage, la seule conclusion logique est : lorsque
les deux fentes sont ouvertes, il est faux de dire "1 électron est passé par une fente ou
par Pautre".

On verra par la suite que c’est ’ensemble du raisonnement qui est incorrect : lorsque
les deux fentes sont ouvertes, ’arrivée en un point x de I’écran est calculable en addi-
tionnant non des probabilités mais des amplitudes de probabilités, chacune étant associée
a un "chemin" possible - les guillemets étant justifiés par le fait que ce chemin n’est
pas une trajectoire au sens classique. Par ailleurs, on a essayé de corréler un événement
(le passage par une fente) a un événement ultérieur (I’arrivée sur I’écran) ; la corrélation
stricte n’est possible que dans la mesure ou ’événement intermédiaire est unique : c’est
bien le cas lorsqu’une seule fente est ouverte et alors la distribution P; ou P, reflete
bien le seul événement intermédiaire possible. Au contraire, lorsque les deux fentes sont
ouvertes, la figure globale caractérisée par P(x) ne permet pas de remonter a un événe-
ment intermédiaire : tous jouent un réle d’importance comparable. Quand les deux fentes
sont ouvertes, on ne peut pas dire si I’électron est passé par (1) ou par (2) au vu de la
distribution P(x). Ne pas pouvoir le dire n’est pas prendre position sur la réalité d'un tel
événement ; cependant, on imagine mal, si la trajectoire existe, qu’elle puisse dépendre
de I’état respectif des fentes : si la trajectoire existe au sens commun, si donc I’électron
passe par une fente, le méme sens commun ne saurait accepter I’idée que cette trajectoire

est sensible au fait que 'autre fente est ouverte ou fermée.
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La conclusion a ce stade se résume par la non-égalité suivante. Les deux fentes étant
ouvertes, la distribution des impacts définie ci-dessus identique & celle obtenue avec une

lumiére de méme longueur d’onde, n’est pas égale a la somme P + P; :

P(z) # Pi(z) + P2 (), (1.29)

non-égalité qui doit étre acceptée comme un fait d’expérience, donc indiscutable ; seule
son interprétation peut éventuellement étre I’'objet d’'un débat. Il est important de noter
que l'égalite P = P; + P, (qui est fausse!) a un coté quelque peu hybride : elle relie la
probabilité P(z) qui correspond a une situation expérimentale donnée (les deux fentes
ouvertes) aux probabilités P; et P, qui correspondent & une autre situation expérimentale
(une fente est fermée, 'autre est ouverte). Cette hybridicité n’est nullement suspecte s’il
est possible de suivre pas a pas I’évolution spatio-temporelle d’une particule. Elle ne 1’est
pas non plus si certains détails du protocole expérimental n’affectent pas les phénomeénes
eux-mémes, i.e. si la mesure (I’'observation) ne perturbe pas le systéme étudié. Tout ceci
est vrai dans le cadre classique, ou plus précisément y produit des effets indécelables.
Manifestement, s’agissant d’électrons, ces affirmations ne tiennent plus. A ce stade, la
seule issue possible est de renoncer & l'image presque automatique que l'on se faisait
jusqu’a présent d’'une particule par inertie ou extrapolation intellectuelle. L’impossibilité
de dire "1 ’électron est passé par 1 ou par 2" débouche inéluctablement sur la disparition
de la notion méme de trajectoire au sens classique.

La conclusion spectaculaire de 'expérience d’Young est donc qu’il n’est pas (plus)
possible d’attribuer une trajectoire a I’électron, sauf a sombrer dans ’absurdité logique
ou a violenter le bon sens élémentaire : présupposer que celle-ci existe était projeter pour
la, représentation du monde microscopique une image qui s’est imposée a une autre échelle
- projection qui n’est pas a rejeter dans I’absolu en I'absence d’éléments contradictoires
- mais qui se révele ici précisément incompatible avec 'observation. Une particule n’est
pas un trés petit petit objet qui reléve des concepts classiques : il existe bel et bien

une spécificité quantique a prendre au sérieux. Comme la trajectoire au sens classique
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suppose la donnée simultanée de la coordonnée et de la vitesse - qui fixent a tout instant
le point et la tangente, donc la courbe décrite -, la négation de son existence contient en
essence le Principe d’Incertitude de Heisenberyg.

Ce qui précede montre aussi que le mouvement d’une particule posséde un aspect
aléatoire intrinseque, qu’il n’est pas possible de réduire & une simple indétermination sur
I’état initial de chaque particule prise une a une. Cet aspect probabiliste a donc une
nature fondamentalement différente de celui que 'on retrouve dans une théorie statis-
tique classique, qu’il s’agisse de Théorie cinétique des gaz ou de I’étude statistique d’une

population d’individus.

S’il n’est plus possible de parler de particules au sens usuel, il n’est pas non plus
possible de parler seulement d’ondes : les électrons qui peu & peu construisent la figure
d’interférences produisent aussi des impacts localisés sur 1’écran. La seule conclusion
acceptable & ce stade est la suivante : comme il est incorrect de parler exclusivement en
termes de particules ou en termes d’ondes, il faut admettre que les objets microscopiques
sont les deux a la fois. Cette double facette n’introduit aucune contradiction logique,
elle est au contraire nécessaire pour réconcilier les deux aspects qui s’imposent au vu
des résultats de 'expérience. Admettre ceci est I'une des difficultés dans ’abord de la
Mécanique quantique, la pensée classique ayant défini une sorte de carcan mental légitimé

par d’autres situations, carcan dont il faut s’affranchir.
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Chapitre 2

L’espace de probabilité non

commutative

Il existe & ’heure actuelle une énorme littérature sur ce qu’on appelle "le principe
d’incertitude". A Torigine ce principe a été découvert comme nous ’avons vu au cha-
pitre I en mécanique quantique. Les mathématiciens ont eu dés lors leurs propres intéréts
concernant cette étude. Ceci est trés habituel entre la physique et les mathématiques,
comme on |’a souvent vu dans I’histoire des sciences. Nous allons ériger un cadre gé-
néral pour le principe d’incertitude des physiciens. Pour cela, nous donnerons d’abord
un apercu sur les probabilités classiques, ensuite un pré-requis d’analyse fonctionnelle et
enfin quelques éléments de base de 1'espace de probabilité non commutative (connu aussi

sous le nom d’espace de probabilité quantique).

2.1 L’espace de probabilité classique

Nous nous inspirons de [2] et de [9]. Denis Poisson (1781-1840) a dit "Un probléme
relatif aux jeux de hasard proposé a un austére janséniste par un homme du monde a
été a lorigine du calcul des probabilités". Le Chevalier de Méré proposa a Blaise Pascal

(1623-1662) des problémes sur les jeux de hasard dont "le probléme des parties" : Le
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prix d’'un tournoi est gagné par le premier participant qui remporte un nombre fixé de
parties. Si 'on interrompt le jeu avant la fin, comment répartir équitablement le prix
entre les participants? De nombreuses solutions fausses avaient été proposées pour ce
probléme vieux de deux siécles. Pascal en donna une solution correcte qu’il soumit a
Pierre de Fermat (1601-1665) en 1654. Il publia sa solution dans son "Traité du triangle
arithmétique" en 1665.

En 1657, le livre "De ratiocinis in ludo aleae" de Christian Huygens (1629-1695) ex-
posa les concepts fondamentaux du calcul des probabilités comme le calcul de I’espérance
d’une variable aléatoire prenant un nombre fini de valeurs.

Dans son ouvrage posthume "Ars conjectandiis" en 1713, Jacques Bernoulli (1654-
1705) approfondit les résultats de Huygens. Il démontra aussi, a ’aide du calcul combina-
toire, la loi des grands nombres (convergence de la moyenne empirique vers la moyenne,
ie. Y, X;/n— EX;) quifut a Porigine de l'essor des probabilités. En 1733, dans "The
doctrine of chances", Abraham de Moivre (1667-1754) précisa dans un cas particulier la
vitesse de convergence de la loi des grands nombres; ce fut la premiére version du théo-
réme de la limite centrale. Ce résultat fut étendu par Pierre-Simon Laplace (1749-1827).
Ce dernier en utilisant le calcul infinitésimal et en développant les fonctions génératrices
et les fonctions caractéristiques dans "Théorie analytique des probabilités", paru en 1812,
dépassa le cadre du calcul combinatoire et donna un nouvel élan au calcul des probabili-
tés.

Les résultats généraux sur la loi des grands nombres et le théoréme central limite
furent établis au XIX¢ siecle par Denis Poisson (1781-1840), Irénée-Jules Bienaymé (1796-
1878) et I’école de St Petersbourg avec Pafnouti Tchebychev (1821-1894), Andrei Markov
(1856-1922) et Alexandre Liapounov (1857-1918).

Au XX siécle, la théorie de la mesure et de I'intégration permit de clarifier les notions
du calcul des probabilités : mesures de probabilité, variables aléatoires, lois, espérances,
lois conditionnelles. La monographie d’Andrei Kolmogorov (1903-1987) "Grundbegriffe

des Wahrscheinlichkeitsrechnung" parue en 1933 donna le cadre théorique dans lequel
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s’exprime encore aujourd’hui le calcul des probabilités.

Des la premiere moitié du XX¢ siecle, le calcul des probabilités connait un nouvel
essor avec I’étude des processus stochastiques et surtout leurs nombreuses applications.
Celles-ci se sont multipliées dans la deuxiéme moitié du siécle : modélisation de phéno-
meénes physiques (en particulier au niveau microscopique pour les fluides complexes ou
les matériaux et en physique statistique) ou biologique (en démographie et épidémiologie,
mais aussi au niveau de la cellule ou de ’ADN), en informatique (analyse d’algorithmes,
d’images ou de réseaux), en économie (assurance ou finance de marché) ainsi que dans
les sciences de 'ingénieur (fiabilité, optimisation, analyse de risque, maitrise de I’envi-
ronnement aléatoire). Enfin, avec la puissance accrue des ordinateurs, les simulations et
les méthodes de Monte-Carlo, développées dans les années 1940, ont amplifié 'utilisation

des modéles aléatoires et sont devenues un domaine important des probabilités.

2.1.1 Rappel de théorie de la mesure (tribus, mesurabilité et

mesures)

Soient £ un ensemble et B C P(E). On dit que B est une algebre (resp. une tribu) si
E € B, si B est stable par passage au complémentaire et par réunion et intersection finies
(resp.dénombrables). Un couple (E, B), B tribu sur £, s’appelle un espace mesurable. S’il
est souvent possible de décrire les éléments d’une algebre, il n’en est pas de méme pour
ceux d’une tribu. On remarque que P(FE) est une tribu et que 'intersection d’une famille
quelconque de tribus est une tribu. Donc, étant donné C' C P(FE), on peut considérer la
plus petite tribu contenant C', c’est 'intersection de toutes les tribus contenant C'. Cette
tribu se note o(C') et s’appelle la tribu engendrée par C.

Supposons E = R et soit O la classe des ouverts de E. La tribu o(O) s’appelle
la tribu borélienne de R et se note B(R). Il est facile de voir qu’elle est aussi en-
gendrée par les fermés. On considérera aussi B(R), B(R") = {A € B(R), AC R*},
B(R) = o (B(R), {+o0}, {~o0}) et B(R") = o (B(R"), {+00}). On étend les opé-

rations usuelles & (+00) x 0 =0 x (400) = 0.

29



Définition 1 Soit (Ey, By) et (Ey, Bs) deux espaces mesurables. Une application f de Ey
dans Ey est dite mesurable si, pour tout A € By, f~1(A) € By. 1l est facile de voir que
si 0 (C) = Ba, il suffit que f~'(A) € By pour tout A € C. Ceci implique que si f est
continue de R dans R, [ est mesurable pour les tribus boréliennes (on dit alors que f
est borélienne). De plus, cette notion est transitive, i.e. la composée de deux applications
mesurables est mesurable. Quand Uespace d’arrivée est R, R et Rl est toujours supposé

muni de sa tribu borélienne. La composée de deux applications mesurables est mesurable.

Soit (E, B) un espace mesurable. Pour qu’une application numeérique soit mesurable,

il suffit que pour tout a € R, {f > a} = {z; f(z) > a} € B.

Définition 2 Soit (E,B) un espace mesurable. On appelle mesure sur (E,B) toute ap-
plication p de B dans R telle que

(i) (@) =0,

(it) pour tout A, € B deuzx a deuz disjoints p(U,A,) = 1(Ay).

Le triplet (E, B, 1) s’appelle un espace mesuré.

Si u(E) < +o0o, la mesure p est dite finie. Si u(E) = 1, la mesure est appelée une

probabilité.

2.1.2 Espace de probabilité classique

Tout commence par :

Définition 3 On appelle espace de probabilité un triplet (2, A, P) ou (2, .A) est un espace

mesurable et P est une probabilité sur A.

Les éléments de A s’appellent des événements. Premiéres propriétés : A,,, A, B étant
des événements

- P(A°)=1—-P(A),si AC B, P(A) < P(B),

- P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANnB), P(UA,) <>, P(A,),

—si A, T Aalors P(A,) T P(A), si A4, | Aalors P(A,) | P(A).
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Probabilité conditionnelle

C’est bien le concept qui sépare le domaine des probabilités de celui de la mesure. Si
un peu de hasard a été dévoilé, on se demande quelle en sera la conséquence. Voici une

définition plus formelle.

Définition 4 Soient A,B € A avec P(B) > 0. On appelle probabilité conditionnelle de
A sachant B et on note P(A | B) la quantité P(A | B) = P(AN B) /P(B).

Noter que A — P(A | B) est une probabilité sur (€2, .A).

2.1.3 Formule de Bayes

C’est, une sorte de renversement de la causalité.

Proposition 1 Soient (B,,n € N) une partition de 2 avec B, € A et P(B,) > 0. On
a pour tout A € A tel que P (A) > 0 et tout n,

P (Bn) P(A] Bn)
>, P (Be) P(A] Bi)

P(B, | A) =

Définition 5 Soit (2, A, P) un espace de probabilité. Deux événements A et B sont dits
mdépendants si

P(ANB)=P(A)P(B).

Remarque 1 L’indépendance de A et B se caractérise aussi par les relations P(A|B) =
P(A) ou P(BJ|A) = P(B), c’est-a-dire que la probabilité donnée o l’événement A (resp.
B) n’est pas modifiée par linformation que ’événement B (resp. A) est réalisé.
Variables aléatoires

Les variables aléatoires sont les fonctions qui dépendent du hasard, celui-ci étant

modélisé par le tirage d’'un point w € €.

31



Définition 6 On appelle variable aléatoire (en abrégé v.a.) a valeurs dans (E, &) toute

application mesurable de (2, A) dans (F,E).

Si F est dénombrable, on peut prendre £ = P(FE), on parle de v.a. discréte, dans ce
cas pour = € E, on note de fagon concise {X = x} I'événement {w € Q: X(w) = z}. La
famille des nombres (P(X = z)),cp s’appelle la loi de X. Dans le cas continu, la loi de

X est la mesure

Py(A) = P{X € A}. (2.1)

En général ’ensemble E est égal & N ou Z ou a une partie de Z ou méme a un ensemble
non dénombrable. Soit A C € un événement. Sa fonction indicatrice 14 :  — {0,1}
définie par

lsiwe A
VWEQ,[A(W): )

0 sinon

est une variable aléatoire discréte de loi :
P(Iy=1)=P(A) et P(I4=0) =1— P(A).

Définition 7 Deux variables aléatoires discrétes X et'Y a wvaleurs respectivement dans

F et G sont dites indépendantes si
Vee F,Vye G, P(X=2,Y=y)=PX=x)P(Y =y).

Espérance et variance

Définition 8 Soit X : Q@ — F' C R une variable aléatoire discréte a valeurs réelles. Elle
est dite intégrable si ) p|x|P(X = x) < 400. Dans ce cas, on définit son espérance
E(X) par

E(X)=) zP(X =u).

reF
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Dans le cas continu, on a

B(X) = / 2Py (dz).
On a la

Remarque 2 (i) Le caractére intégrable et ’espérance d’une variable aléatoire ne dé-

pendent que de sa lo1.

(ii) Si on note |F| = {|z| : x € F}, alors
DolelP(X =)= ((yIP(X =y) +|—y|P(X = —y) = Y yP(X|=y).
zeF ye|F| S

Donc X est intégrable si et seulement si | X| Uest et dans ce cas, |E(X)| < E(]X]).

(iti)) E(1) = 1. Plus généralement, l’espérance d’une constante est égale & cette
constante.

(vi) Soit A un événement. Sa fonction indicatrice qui est a valeurs dans {0,1} est

bien sir intégrable et
E(Iy)=1xPUy=1)+0xP(Iy=0)=P(A).

Ainsi Uespérance de la fonction indicatrice d’un événement est égale o la probabilité de

cet événement. On peut donc dire que la notion d’espérance prolonge celle de probabilité.
Propriétés

Linéarité Si X et Y sont deux variables discrétes & valeurs réelles intégrables et

A € R, alors X + \Y est intégrable et
E(X +)XY)=FE(X)+ AE(Y).

Croissance Si X et Y sont deux variables intégrables t.q. P(X > Y) = 1 alors
E(X) > E(Y).
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Théoréme 1 (i) Soit X : Q@ — F une variable aléatoire discréte ou continue et f : F' —
R. Alors la variable f(X) est intégrable si et seulement si, respectivement, . p | f(x)|P(X =
z) < +oo et [|f(z)|Px(dx) < +o0 et alors on a

E(f(X) = Y f@)P(X =x),

E(H(X) = [ f)Pslis).

(ii) Si f est bornée sur F' alors f(X) est intégrable.

(113) E(f(X)) ne dépend que de la loi de X .
Le cas particulier des puissances f(x) = 2" est important. On a

Définition 9 Soit X : Q) — F C R une variable aléatoire & valeurs réelles. Alors X est

dite de carré intégrable si X? est intégrable i.e. si

Zx2P(X = ) <400

zeF
/xQPX(dx) < +oo.
Dans ce cas, on définit la variance de X par

Var(X) = E[(X — BE(X))?.

La racine carrée de la variance est appelée écart-type.

La variance et 1’écart-type mesurent ’étalement de la variable aléatoire X autour de

son espérance ; plus ils sont grands et plus X est étalée. On peut montrer que

var(X) = B(X?) — (B(X))?

et Va,b € R,wvar(aX +b) = a’var(X).
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Proposition 2 Soit Xy, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes de carré intégrable.

Alors X1+ ... + X, est de carré intégrable et

Voici une notation trés répandue en physique

Notation 3 Souvent en physique, on note aussi

< X >=FE(X)

AX = y/Var(X).

2.1.4 Convergence de variables aléatoires

Il existe plusieurs types de convergence. La convergence la plus connue est la conver-
gence en loi, i.e. X,, converge en loi vers X si Py, (A) converge vers Py(A) pour des

boréliens A convenables. Cela signifie que la frontiére de A ne doit pas étre chargée par

2.1.5 Espérance conditionnelle

Soit (2, F, P) un espace probabilisé et F; une sous tribu de F. F; représente une
information partielle sur le hasard. L’espérance conditionnelle d’une v.a. X par rapport
a JF; représente la meilleure estimation que ’on puisse faire de la valeur de X & 'aide de
I'information contenue dans JFi. La probabilité conditionnelle qu’on a définit plus haut

correspond & F; = {@,Q, B, B}.

Définition 10 Soit X une v.a. telle que E'|X| < +00, on appelle espérance condition-
nelle de X sachant Fy, et on note E(X/F), toute v.a. satisfaisant les deux conditions

sutvantes :

1) E(X/Fy) est Fi-mesurable.
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2) Pour tout A € Fy on a :
/XdP — /E(X/]—“l)dP.
A A

Remarque 3 On a supprimé les w seulement pour simplifier I’écriture. Il est important
de noter que l’espérance conditionnelle n’est pas unique mais définie seulement modulo
des ensembles de mesure nulle. En général il n’y a pas de régles universelles pour trouver

E(X/Fy) une fois X donnée. Cependant, l’idée est de prendre une moyenne de moyennes.

Propriétés de 1’espérance conditionnelle

Soient X et Y deux v.a. intégrables et soit 73 C F on a :

1) E(aX +Y/F)=aE(X/F)+ EY/F).

2) Si X <Y alors E(X/F) < E(Y/F).

3) E(E(X/F,)) = E(X) (on prend A = 2 dans la définition).

4) Si X est indépendante de F; on a E(X/F;) = E(X), i.e. qu’en 'absence de toute
information sur X, la meilleure estimation que I'on puisse faire sur X est son espérance.

5) Si X est Fi-mesurable alors F(X/F;) = X. Cela traduit le fait que F; contient
déja toute information sur X.

6) Si X est Fi-mesurable et E(|XY|) < +o0, alors E(XY/F,) = XE(Y/Fy).

7) Si Fy C Fy C F,alors E(E(X/F)/F) = E(X/Fy).

8) Contraction dans LP, pour p > 1, si X € L? alors, E[|E(X/F)|"] < E|X|".

9) Convergence monotone : Si X,, > 0 est une suite croissante vers X avec X inté-
grable, alors E(X,,/F1) /" E(X/F).

10) Inégalité de Jensen : si ¢ est convexe et E |p(X)| < 400, alors p(FE(X/F)) <
E(o(X)/F1).
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Interprétation de I’espérance conditionnelle dans le cas des v.a. de carré in-

tégrable

On interpréte I'espérance conditionnelle d’'une v.a. X € L*(F, P) muni du produit
scalaire (X,Y) —— FE(XY'), comme la projection orthogonale de X sur le sous espace
vectoriel L?(Fy, P) des v.a. Fj-mesurables. Donc c’est la v.a. qui posséde la propriété

extrémale suivante : VY € L*(F;, P) on a

E[(X — E(X/F))"] < E[(X = Y)7].

2.2 Calcul stochastique

2.2.1 Introduction

C’est un outil moderne trés puissant en théorie des processus stochastiques. Un pro-
cessus est I’évolution au cours du temps d’un phénomeéne aléatoire qui est donné par une
suite de v.a. {X;},., T représente 'ensemble des instants ¢; ces v.a. sont définies sur
un meéme espace (§2, F, P) et a valeurs dans un espace mesurable (F,£). Ici nous étu-
dions le mouvement brownien (processus de Wiener) et les équations différentiennelles

stochastiques EDS.

2.2.2 FEtude du mouvement brownien

Le mouvement brownien est le nom donné aux trajectoires irrégulieres du pollen en
suspension dans un liquide. Ce mouvement aléatoire, dii aux chocs successifs entre le
pollen et les molécules du liquide, entraine la dispersion ou la diffusion du pollen dans
le liquide. Il a été observé pour la premiere fois en 1827 par le botaniste Robert Brown.
Il est utilisé d’une part dans la modélisation des mathématiques financiéres, il permet
de décrire le comportement thermodynamique des gaz (théorie cinétique des gaz), il est

utilisé aussi dans la modélisation du bruit thermique, dans les circuits éléctriques, dans
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le comportement limite des problémes de files d’attente etc. . D’autre part, on 'utilise

aussi comme un outil théorique.

Notice historique

1827 : Robert Brown a observé au microscope le fluide & la surface duquel sont sus-
pendus des grains de pollen : de petites particules suivaient un mouvement difficile a
distinguer nettement. Un mouvement chaotique qui n’a pas pu étre expliqué par des
écoulements, ni par aucun autre phénoméne physique connu jusqu’a lors, il les attribua
a une activité vitale.

1900 : Bachelier a eu les premiers résultats quantitatifs en s’intéressant aux fluctua-
tions du prix des actions en économie.

1905 : Einstein a donné la premiére explication scientifique & ce phénomeéne. Il montra
que ce mouvement pouvait étre expliqué par le bombardement continuel exercé par les
molécules du liquide. I a déterminé la densité de probabilité de transition du M.B. par
I'intermédiaire de 1’équation de la chaleur et a relié ainsi le M.B. et les équations aux
dérivées partielles de type parabolique.

1923 : Norbert Wiener a fait le premier traitement mathématique rigoureux et il a
prouvé 'existence du M.B.

1926 : Prix Nobel de physique descerné a Jean Perrin pour ses travaux sur 'utilisation
du M.B. pour établir le nombre d’Avogadro (c’est le nombre d’atomes dans 12 g de
Carbone). Ce dernier n’utilise pas les résultats rigoureux sur la mesure de Wiener qui ne

sont pas encore disponibles.

Mouvement brownien standard réel

Avant de construire rigoureusement le M.B. , donnons des apercus intuitifs y compris
des propriétés fines déja soulignées par Einstein ( et qui sont sufisantes pour 1'utilisation

courante du M.B.).

Définition 11 Un processus stochastique { B;}1>o est un M.B. standard réel si :1) By =
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0; 2) By suit la loi normale de moyenne 0 et de variancet ; 3) { B;}1>o est a accroissements
stationnaires, i.e. pour s < t [’accroissement By — By ne dépend que de la valeur t — s.
Ainsi, By — By (qui a la méme loi que By_s) suit une loi normale de moyenne 0 et de
variance t—s, 4) { B }+>0 est a accroissements indépendants, i.e. pour toute suite de temps
0<t <ty <..<t,, lesaccroissements non imbriqués By, — By, , By,— DBy, , ..., By, — By, |

sont des v.a. indépendantes. 5) Le processus {B;}i>o est continu.

En fait, le point 5 de la définition découle des autres points. Compte tenu de la
régularité des trajectoires (ici la continuité), il est possible de comprimer les v.a. B;
pour n’en faire qu'un seul "vecteur aléatoire" w — (B(w)) i.e. toute la trajectoire en
temps! La mesure de Wiener, ou la loi du M.B. , est la mesure image de P(dw) par cette
application. Elle est notée P ou parfois W.

Voici comment on calcule les lois finidimensionnelles. Supposons que By(w) = z¢ = 0,
onapour 0 =1ty <t; <..<t,et Ay, As,..., A, € B(R)

2
( zn: (7 — xi-1)

e 12t —tiq)

P{w: By(w) € Ay, By () € A}) = / doy...da,.

T (Tl 1)

N

=1

De plus, ces propriétés caractérisent la probabilité P, en effet la classe des ensembles
de la forme {w : By, (w) € A;,;i = 1,2,...,n} "les cylinders de base finie" est stable par
intersection finie et engendre la tribu o(C), ce qui par un argument standard de classe
monotone, suffit pour dire qu’une mesure de probabilité sur o(C) est caractérisée par ses
valeurs sur cette classe.

Pour la construction dite canonique du mouvement brownien, on prend comme un
espace de probabilite Q = C(R", R), F = o(C), P(dw) = P(dw) donc By(w) = w(t).

L’une des propriétés les plus étonantes du M.B. est qu’il est partout non dérivable.

Dans la pratique, la particule brownienne n’est pas un point matériel, c’est pourquoi on
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utilise une équation de Langevin qui est satisfaite par la "vitesse" du M.B.

d*X dX
“ar = N T

ou 7(t) est un terme de bruit. Il arrive souvent que la particule brownienne se déplace
dans un champs de force central, on a alors I’équation d’Ornstein et Uhlenbeck, voir plus

bas.

Le mouvement brownien comme processus de Markov

Sachant que le mouvement brownien est & accroissements indépendants, il est facile

de calculer la loi conditionnelle de B; sachant F;, s < t.

Proposition 4 Un mouvement brownien est un processus de Markov homogéne de semi-

groupe de transition P, donné par :

—(z —y)?

Pi(x) = / LT
R

\ 27t

ot \/%me 2t est la densité de transition, Vo € R et Vy € By(R).

Démonstration 1 Pour A€ B(R),t>0eth>0 :

P(Biynw € AJF) =E(Ix( By, — B+ By)/F)
= E(Ia(Biyn — Be + By)/By)

—  B(Iu(Bi)/By).
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Soit u € R, calculons la transformation de Fourier conditionnelle

E(eiu(Bt—Bs)/fs) _ E(eiu(Bt—Bs))

y2

(t — S) eiuydy’

d’ou l'on tire :
: v
e Q(t — S) eiu(BS_y)dy.

B (5) = [

27 (t —
| Vi)
Donc si f est de la forme :

f(z) =A™ 4 .+ N et

on a : )
Y

2t = 5) £(B, — y)dy.

E[f(By)/Fs

1
1= / Vol —s)
| Vo)
Cette relation s’étend ensuite a L*(R) par densité et a B(R) par le théoréme de classe

monotone.

2.2.3 Equations de Kolmogorov

On doit & Kolmogorov d’avoir construit un véritable pont entre le calcul des proba-
bilités et I’analyse mathématique. Ce "pont" est tellement utilisé qu’on n’arrive plus a
distinguer de nos jours de quoi 'on parle vraiment (de probabilités ou d’analyse!) lors-
qu’on résout des problémes concrets. Il arrive méme que I’on ne puisse se passer dans une

démonstration en analyse mathématique, au moins localement, d'un passage probabiliste.
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Le nombre P, f(x) noté p, (x) satisfait I’equation

o () = 0%, (x). (2.2)

po(x) = f(x),

appelée I’équation rétrograde car on dérive un nombre par rapport au point de départ x.
On peut aussi dériver (par rapport au temps) toute la mesure du brownien (on monte

’échelle d'un cran) ce qui donne I’équation progressive, ou équation de Fokker-Planck, en
—(z—y)°

Anglais forward equation. En terme de densité de transition p, (z,y) = ;me 2t

cela donne la méme équation & cause de la symétrie du brownien, mais en général, ce
n’est pas la méme équation.

On peut généraliser notre mouvement brownien pour écrire des équations plus géné-
rales. On considére alors des processus qui sont "localement brownien". Etant donné un

processus de diffusion, ou équation différentienelle stochastique, donné par

t t
X = Xo+ /f(S,XS)dS + /g(s,Xs)st, (2.3)
0 0

ol la deuxiéme intégrale est appelée une intégrale stochastique que nous allons définir plus
bas 2.2.5, on peut lui associer deux équations aux dérivées partielles de types paraboliques
découvertes par Kolmogorov. Il est trés important de noter qu’une interprétation de
particules peut étre donnée. La position d'une particule est modélisée par la diffusion
X (t). Ici, les coéfficients f, g sont en général un vecteur et une matrice, nous aurons
besoin seulement du cas scalaire au chapitre III. On a la généralisation de 1’équation de
Fokker-Planck
_9(fp) | 10%(¢%p)

p(0,2) = po(z), (2.5)
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ou p(t,x) est la densité de transition de Xy, i.e. p(t,x) = P(B; € dx | By = z)/dx
ou dx est un petit intervalle qui contient z. i.e. la probabilité que la particule se trouve
a l'instant ¢ dans un intervalle infinitésimal de longueur dx proche de x est p(t, z) dx.
On a aussi, étant donnée la condition initiale p (0,x) = p, (z), I’équation rétrograde, en
Anglais backward equation,

1 ,0%

0
atp(t>$) = 59 @(tvl‘>+f8_§(tvx>

L’équation d’'Itd6 2.3 est, d'une certaine fagon, une équation non linéraire d’Ornstein-
Uhlenbeck dans un champs de force avec la dérive f (¢, ) et la diffusion ¢? (¢, z). Rappe-
lons que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck ordinaire correspond & un brownien dans un

champs central

t
Xt:XO—a/XSdS+Bt.
0

Alternativement, on pourait considérer un ensemble de particules toutes obéissant la
dynamique

de = f(t,z)dt + g (t,z)dB(t),

mais poussées par des mouvements browniens indépendants {B; (t) : i € T'}, ou I est un
ensemble d’indices qui n’est pas nécessairement dénombrable. Si la position de la particule
indexée par i a 'instant ¢ est X; (¢), donc p (¢, z) est la densité de la particule proche de

x a linstant ¢ i.e.,

p (t, ZL’) =N Z 1[z,x+dx[ (Xz (t)) )

ou N est un facteur de normalisation. L’indépendance des termes de martingale garan-
tit que les particules individuelles réagissent seulement avec la dérive et les champs de

diffusion et non entre elles. Elles sont en effet "des particules de test", voir 2.2.2.
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2.2.4 Equation de continuité

Il est important de noter qu’on peut aussi réécrire I’équation 2.4 comme une équation

de continuité, ou équation de conservation, bien connue en physique. En effet, on pose

1 0
tx)=f(t,z)— ————= [¢° (¢ t 2.
() = £ (6) = oo [0 (2) p (4] (2.6)
alors on a
dp 0j
—+==0 2.7
ot Ox ’ (27)
ol nous avons introduit la nouvelle quantité
Jj = pu. (2.8)

Ce j peut étre interprété comme un courant de probabilité, comme en physique; et alors
ce u jouera naturellement le réle d’une vitesse. Il réapparaitra de nouveau au chapitre I11

en relation avec un principe d’incertitude.

2.2.5 L’intégrale d’It6

Dans 2.3, le probléme est que les trajectoires du processus de Wiener ne sont pas

différentiables, ni méme a variations bornées. Si s — ¢(s, X;) était différentiable, on
t

pourrait intégrer / g(s, X,)dBs comme on le fait couramment en théorie des distributions

0
le : & ’aide d’une intégration par parties. Mais ce n’est en général pas le cas. Itd6 a donné
une autre définition de 'intégrale stochastique, qui s’applique & une classe beaucoup plus
vaste d’intégrants (et donne le méme résultat que I'intégration par parties dans le cas

différentiable).
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Définition 12 Notre but est de définir l’intégrale stochastique :

t
/Xsst,
0

simultanément pour tous lest € [0, T], ou X, est lui-méme un processus stochastique. Plus
précisément, nous supposerons que X; est une fonctionnelle Brownienne non-anticipative,
c’est-a-dire {Fi}i>0 désignant la filtration canonique engendrée par {B;}i>o

i) X est mesurable par rapport a F.

it) X; est adapté a Fy, c’est-a-dire mesurable par rapport a F; pour tout t € [0,T].

Ceci revient o exiger que X; ne dépende que de [’histoire du processus de Wiener

Jusqu’au temps t. En outre, nous allons supposer que :
t

P{/X,?dt < +oo} =1
0

Remarque 4 On peut admettre que X; dépende de variables aléatoires supplémentaires,
mdépendantes de By ; par exemple, la condition initiale peut étre aléatoire. Il convient
alors d’étendre les tribus F et F; dans la définition ci-dessus a des tribus plus grandes A

et Az, ot Ay ne doit pas dépendre de la tribu engendrée par {Biys — Bi}s>o-

Dans un premier temps, nous allons définir I'intégrale stochastique pour un intégrant

simple.

Définition 13 Une fonctionnelle Brownienne non-anticipative {e;}cpor est dite simple

ou élémentaire s’il existe une partition 0 =ty < t; < ... <ty =T de [0,T] telle que :

N
e =Y eIy ul(t):
i=1

t
Pour une telle fonctionnelle, nous définissons [’intégrale stochastique par : / esdB; =
0
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Zeti_l[Bti — Btz’—l] + €t [Bt — Btm]; tel que te [tm, tm+1[ .
i=1

Démonstration 2 /) On pose que t,,.1 =t on a :

t

m—+1
B / exdB,) = E[> e (B — By )]
0 =1
m+1

= ZE@UA)E(BH - Btifl) - 07
P —_———

I
0
en vertu des propriétés des incréments indépendants et gaussiens.
5) Posons ty41 =1t on a :

t m+1

E((/esst)2) = E(ZetiﬂetjA (Bti - Btifl)(Btj - Btj—l))
0 ij=1
m+41

-~

= DBl BB, — B

1
timt g

Nous avons utilisé la propriété des incréments indépendants afin d’éliminer les termes
1 # j de la double somme, et le fait que ey est non-anticipative.

Lidée d’Ité pour définir 'intégrale stochastique d’une fonctionnelle non-anticipative
générale X est de trouver une suite de fonctionnelles simples €™ approchant X dans

L3(P), c’est-a-dire :
T

lim [ E((X, —e™)?)ds = 0.

n—-+o00
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L’isométrie nous permet alors d’affirmer que la limite suivante existe dans L*(P) :

t

t
lim e"MdB, = / X.dB,.
0 0

C’est par définition lintégrale d’Ito de X;.

Remarque 5 Cette construction est bien consistante, i.e. elle est indépendante de la

suite des e™ .

Apres avoir donné un sens a 'intégrale stochastique, notons que ’existence et 'unicité
des solutions se démontre exactement comme pour les EDO, par les itérations successives

bien connues de Picard par exemple, si les coeflicients sont Lipschitz, i.e.

(£, 2) = f(t,y)]

|92(t7'r> _QQ(tvy)| < o ’.Yi—y’

IN

Cl|$—y|,

Signalons tout de méme que ce que 'on entend par solution est avant tout toute la loi du
processus qui est une mesure sur un espace de trajectoires qui est un espace de dimen-
sion infinie et non pas une trajectoire classique. Si les coefficients sont Lipschitz, alors la
solution est bien une trajectoire classique aléatoire (non différentiable!) réalisée dans 1'ex-
périence aléatoire concréte qui nous a donné le mouvement brownien ; en mathématique,

on dit alors que la solution est forte.

2.3 Du classique au quantique

Ici, on suit les livres [14] et [3]. La source d’inspiration d’utiliser la probabilité quan-
tique revient aux méthodes ingénieuses adoptées par les physiciens pour calculer les pro-
babilités d’événements concernant le monde subatomique des particules élémentaires ot

les lois de la mécanique classique se brisent, et la différence entre le concept de particule
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et celui d’onde est trés vague. Ces méthodes ménent & une généralisation de la probabilité
classique laquelle peut étre décrite comme ’étude des quantités observables concernant
un systéme soumis a la chance, et ayant les caractéristiques suivantes :

(1) Chaque observable se comporte comme une variable aléatoire réelle dans I’espace
de probabilité et a ainsi une distribution de probabilité.

(77) 11 peut étre impossible de mesurer simultanément deux observables, dans le sens
ol la mesure d’un observable peut interférer et éliminer I'information déja existente de
la valeur de ’autre observable.

(77i) Les observables bornés constituent un espace linéaire réel (on abrégé esp.v.l.r)
dont lequel la somme de deux observables interférants entre eux est différente de la somme
arithmétique de leurs valeurs.

Afin que nous comprenions de maniére intuitive cette généralisation du point de vue
mathématique, observons premiérement que lespérance E (f) de la v.a. réelle f sur
'espace fini de probabilité {1,...,n} qui porte la distribution de probabilité (p1, ..., p,)

pour les résultas élémentaires (1, ..., n) respectivement, peut étre exprimée de trois fagons
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différentes :

E(f) = sz‘f (i) = (p1s -, Pn) . (2.9)

pp 00 .. 0\ [f(1) O 0 .. 0

R R R . f@2 0 .. 0 2.10)

\/p—lewl
f(1 o0 0 .. 0 /D2

\/Eewn

ou 7T'r indique la trace d’'une matrice carrée, i.e. la somme de tous les éléments diago-
naux et 0q,60,,...,0, sont des angles arbitraires. La premiere expression dans 2.9 met
en évidence 'idée que 'espace de toutes les variables aléatoires réelles est un espace li-
néaire de dimension n et la distribution de probabilité est un élément non-négatif de son
dual. C’est aussi la motivation du célébre théoréme de représentation de Riesz qui stipule
que l'intégration par rapport a une mesure de probabilité dans I'intervalle unité est la
seule fonctionnelle linéaire normalisée non-négative sur ’espace de Banach C ([0, 1]) de
toutes les fonctions continues sur l'intervalle unité. Les expressions équivalentes dans la
deuxiéme et la troixiéme ligne de 2.9 nous permettent de voir la distribution de proba-
bilité (py, ..., pn) comme un élément du dual de I'espace linéaire réel de dimension n? de

toutes les matrices complexes hermitiennes d’ordre n et écrire I’espérance dans le lan-
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guage des opérateurs dans un espace de Hilbert utilisant des objets comme la trace et
le produit scalaire. L’essence des probabilités non commutatives consiste a tenir compte
de la possibilité d'utiliser des matrices arbitraires ou des opérateurs au lieu des matrices
diagonales seulement qui apparaissent dans 2.9 et & pousser a leur logique les idées de
base des probabilités classiques & ’aide de I'extraordinaire richesse de la théorie des opé-
rateurs dans un espace de Hilbert. \/p_je”’j est ce qu’on appelle 'amplitude de probabilité
de facteur de phase ¢%. Comme la probabilité classique est basée sur la théorie de mesure

et d’intégration, la probabilité non commutative est basée sur I’analyse fonctionnelle.

2.3.1 Notations et rappels d’analyse fonctionnelle

Dans tout ce mémoire, sauf mentions contraires, H est un espace de Hilbert toujours
complexe séparable de produit scalaire (.,.) qui est conjugué linéaire en la premiére
variable et linéaire en la deuxiéme ce qui est 'tnverse de la convention traditionnelle.
Parfois on note (.,.),,,4,- La norme (., .>% dans H est notée par |.||. La suite {u,} est
dite convergente vers la limite u dans H si lim,, 4o ||un, — || = 0, elle est faiblement
convergente si lim,, . (v,u,) =0, Vv € H.

Si S C H, on rappelle que S* = {u:u € H, (u,v)=0VYve S} Alors S+ est un
sous-espace fermé de H et S+ est le plus petit sous-espace fermé qui contient .S, on dit
que S engendre S+ ou bien S est total dans S*++. C™ est un espace de Hilbert complexe
de dimension n, c’est aussi ’ensemble des matrices d’ordre n X 1, i.e. les vecteurs colonnes

muni du produit scalaire

a1 by

a2 by

<u,v>:Za_ibi ol u = Cfetv=

ap by
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La base canonique de C™ est {ej,es,...,e,}, elle est orthonormée ou e; est le vecteur
contenant 1 dans ¢ — ieme position et 0 ailleurs.

L’espace de Hilbert /2 est espace linéaire de toutes les suites {a,} de scalaires com-
plexes satisfaisants la condition 3 |a,|* < co. Pour tous u = {a,} et v = {b,} de %, leur
produit scalaire est défini par (u,v) =) a,b,. La base canonique orthonormée {e,} de
I? est la suite des vecteurs unités e,, avec 1 dans n—ieme position et 0 ailleurs. Si (S, F, i)
est un espace mesuré fini, on note par L? (1) 'espace de tous les u—classe d’équivalence

des fonctions complexes de carrés intégrables dans S avec le produit scalaire

<g,f>=/afdu=/mf<x>u<dx>,g,feL2<u>.

Si h est un espace de Hilbert L?(u,h) est 'espace de Hilbert de toutes les p—classe
d’équivalences des fonctions de carrées somables & valeurs dans h :

L?(u,h) = {f: f; S — h, f est y — mesurable et [ ||f (z)|} p(dz) < 0o} avec le pro-
duit scalaire (f,g) = [ (f (z), g (x)), p(dx).

Un opérateur borné T dans H est une application linéaire définie de ‘H dans H lui
méme t.q. | T|| = sup,—; [|[Tu|| < oo. L’ensemble de tous les opérateurs bornés sur H
est noté B (H). L’adjoint de 'opérateur borné T' est 'opérateur unique 7% t.q. (T™u,v) =
(u, Tv) Yu,v € H. Si T n’est pas borné, on doit faire un peu plus attention et partir de
la notion d’extension d’opérateurs symétriques.

B (H) est un algebre de Banach involutive avec la norme ||.| et I'involution *. De
plus pour tous T € B(H), |T|| = |T*|| = ||T*T||%7 en d’autres termes, B (H) est une
C*—algebre. La suite {T},} converge au sens de la norme des opérateurs dans B (H) si
lim,, o |7, — T'||. Elle converge fortement si lim,, ., ||T,u —Tu|| = 0, Vu € H. Elle
converge faiblement si lim,, o, (u, T,v) = (u, Tv), Yu,v € H.

Si A est un scalaire, le méme symbole sera fréquemment utilisé pour désigner ’opé-
rateur AI, ou I est lopérateur identité. Pour tout T € B(H), R(T) = {Tu/u € H}
et N(T') = {u/Tu = 0} sont appelés "image" et "'espace noyau" de 1" respectivement.

R (T) est un espace vectoriel et N (T') est un sous-espace fermé. N (T*) = N (T)". T est
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auto-adjoint (ou hermitien) si 7* = T. dim R (T') est par définition le rang de T'. Soit
O(H)=A{T/T € B(H),T =T*} c’est un espace vectoriel sur R. On dit qu'un opérateur
T est positif si (u, Tu) > 0, Yu € H. Un opérateur positif est nécessairement auto-adjoint.
Si T1,T5 € O(H) on écrit Ty > Ty si Ty — Ty est un opérateur positif. Ainsi 7 > 7 est
une relation d’ordre partielle dans O (H). Notons ’ensemble de toutes les projections
orthogonales dans H par P (H). T est une projection si et seulement si T'= T* = T?. En
particulier toute projection F est un opérateur auto-adjoint, positif et 0 < £ < 1. Donc
P(H)C O(H) C B(H).

Soit { E, } une famille des projections, V,E, et A, E, dénotent respectivement les pro-
jections sur le plus petit espace fermé qui contient U, R (F,) et 'espace fermé N, R (E,).
Si {E,} est une suite finie ou infinie des projections, alors on écrit V,FE, = E1V Ey V ...,
NoEo = E1 N Ey A ... Pour toute famille {E,/a € I'} de projections et toutes deux
projections E et F' satisfaisant les relations £ > FE, , F < FE, pour tous les a de
I'Cona £ > V,E, > Eget F < ANE, < Eg pour tout € I'. En d’autres termes
Vaet Agpeuvent étre interpretées comme les opérations sup et inf dans P (H) avec
la relation d’ordre partielle ” > 7. On écrit EX = 1 — E pour toute projection, et
on observons que E' est aussi une projection et R(EL) = R(E)L, Et = E et
(VaEa)" = AELX, (AEL)" = VoEL Si E > F dans P (H), donc EX < F*. Si
E;,i = 1,2,3 sont des projections donc E; A (Ey V E3) n’est pas nécessairement égale
a (Ey A Ey) V(B A E3). En effet si ug = ug + ug ol ug, ug sont des vecteurs unités satis-
faisants (uq, us) > 0 et E; est la projection sur I'espace de dimension 1, C'u; engendré par
u; alors, E1 A (Es V E3) = Ey # (E1 A E3) V (E1 A E3). Si E1, Es, E3 sont des projections
qui commutent entre elles alors £y A (Ey V Es) = (Ey A Ey) V (Ey A E3). Si{E,} est une
suite des projections satisfaisantes F;I; = 0 pour ¢ # j alors V,F, = E; + Fy + ... o
le coté droit est une somme fortement convergente. Inversement si V,E, = E1 + Ey + ...
donc E;E; = 0 pour i # j. Pour toute suite {£,,} de projections qui commutent deux &
deux A, E, = lim, F1E,....E, (la limite forte).

Un élément T de B (H) est appelé contraction si || 7| < 1. L’ensemble de toutes les
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contractions est dénoté par C (H). C (H) est fermé par rapport a ’adjonction, multiplica-
tion et la convergence faible. Un élément T' de B (H) est appelé isométrie ou co-isométrie
si T"T = 1 ou TT* = 1. Et il est appelé unitaire s’il est a la fois une isométrie et
co-isométrie. Si T' est une isométrie, donc TT™* est une projection. Notons par U (H)
I’ensemble des opérateurs unitaires sur H. La convergence faible et la convergence forte
sont équivalentes dans U (H) et ces convergences font de U (H) un groupe topologique.
U (H) opere dans l'espace B (H) par (U, X) — UXU™" cette action laisse O (H), P (H)
et C (H) invariants.

Un élément T' de B (H) est inversible dans B (H) s’il existe S dans B (H) t.q. T'S =
ST = 1. S est unique est noté par T~! et appelé I'inverse de T. T est inversible dans
B(H) si et seulement si N (T) = 0, R(T) = H. Dans ce cas [T~ > ||T|~". Tous les
éléments inversibles dans B (H) constituent un groupe par rapport a la multiplication.

L’application T : H — H est appelée antilinéaire (ou conjuguée linéaire) si 7' (u + v) =
Tu + Tv, Tau = @Tu pour tous u,v € H, et scalaire a. Un opérateur antilinéaire
est appelé antiunitaire si R(T) = H et (Tu,Tv) = (u,v) pour tous u,v € H. Il
est appelé conjugaison si en plus, 72 = 1. Un opérateur antiunitaire est un produit
d’une conjugaison et d'un opérateur unitaire. Pour toute conjugaison 7' correspond
une base orthonormée {ey,es, ...} satisfaisant 7" (), cve;) = >, @e; pour toute suite
{al, ag,..t.q. Y, |ozi|2 < oo}. Tout opérateur antiunitaire U est inversible et son inverse
U~! est aussi antiunitaire. De plus, I'application X — UXU ™!, X € B (H) laisse P (H),
O (H) et U (H) invariants.

Un élément T de B(H) est dit de rang fini n si dim (7)) = n < oo. Notons par
¢ (H) l'ensemble de tous les opérateurs de rang fini. Si S,T € ¢, (H), X,Y € B(H)
donc aS + T, XTY et T* appartient a o, (H), o et [ sont des scalaires arbitraires.
En d’autres termes ¢, (H) est un idéal recto-verso dans B (H), fermé par rapport a
’adjonction. Un élément T' de B (H) est appelé un opérateur compact si pour toute suite
{u,} de vecteurs unités de H la suite des images {T'u,, } a une sous-suite convergente. Nous

Notons ’ensemble de tous les opérateurs compacts dans H par ¢ (H). Ainsi ¢ (H)
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est un idéal fermé par rapport *, recto—verso dans 'algebre B (H). Si {T,} est une suite
dans ¢, (H) et lim, ... |1, —T|| =0, donc T € ¢, (H). ¢, (H) est dense dans ¢, (H)
dans la topologie de la norme d’opérateurs.

Pour tous deux éléments u, v € H, nous définissons l'opérateur |u)(v| par :
|u) (v|w = (u,w) v pour tout w € H, (2.11)

et résumons ses propriétés sous la forme d’une proposition

Proposition 5 L’application (u,v) — |u)(v| de HxH dans B (H) satisfait les assertions
sutvantes :

(1) |u){v| est linéaire en u et conjugué linéaire en v ;

(i) Ju)(v]” = |v)(ul ;

(i) Jur) (ual [ua) (us| ... ) (n| =TTy (s, 1) Jua) (] ;

(1) Siu # 0,0 # 0 l'image de |u)(v| est l’espace de dimension 1 Cu = { u/\ € C};

() lw){oll = llull vl ;

(vi) Pour tout T € B(H), T |u)(v| = |Tu){(v|, |u)(v|T = |u){Tv*|;
(vii) Un opérateur T est une projection avec dim R (T) = 1 si et seulement si T =
|u) (u| pour tel vecteur unité u. Dans ce cas R(T) = Cu;

(viii) Si P est une projection et {e1, ey, ...} est une base orthonormée de sous-espace
R (P) donc P =_,|e;){e;| ou le coté droit est une convergence forte ;.

(iz) Un opérateur T' dans H est de rang fini si et seulement s’il existe un ensemble
orthonormé {uy, ug, ..., u, } dans H t.q. {Tuy, Tus, ..., Tu,} sont des vecteurs linéairement

indépendants et

T = |Tu)(u .
=1

Toutes les propriétés (i) — (iz) découlent des définitions.
Pour tous les opérateurs 1" dans ’espace de Hilbert H de dimension n et pour toute

base orthonormée {e1, ez, ..., €, } la quantité > _; (e;, T'e;) est indépendante du choix de la
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base et est appelée la "trace" de T est dénotée par TrT. L’application T — T'rT satisfait
les propriétés suivantes :

(i) Tr (a1 + Ty) = oTrTy + BTrT; pour tous les scalaires « et (3

(it) TrTy\Ty = TrTyT,. On particulier si T est inversible alors TrT) = TrTTy T~ ;

(131) TrT = la somme des valeurs propres de T compris les multiplicités ;

(iv) TrT* =TrT;

(v) TrT > 0 a chaque fois que T > 0;

(vi) L’espace B (H) muni du produit scalaire (T7,T5) = TrT}T, est un espace de
Hilbert de dimension n?

(vii) Si A : B(H) — C est une application linéaire t.q. A ([X,Y]) = 0 pour tous X,
Y de B(H) et A(I) =n donc A (X) =TrX pour tous X de B(H).

2.3.2 L’espace de probabilité quantique de dimension finie

Nous allons maintenant rigoureusement décrire 1’espace de probabilité non commuta-
tive fini qui est en fait ’analogue du classique a n résultats élémentaires (i.e. card (Q) = n),
comme nous ’avons vu un événement dans la probabilité classique A est un sous-ensemble
de ’ensemble universel €, i.e. A C Q) qui peut également étre bien décrit par I'indicatrice
de ce sous-ensemble ie I4, rappelons que la fonction indicatrice est une v.a. prenant les
deux valeurs 0 et 1. Dans le contexte 2.9 une telle v.a. est une matrice diagonale avec les
¢éléments diagonaux 0 et 1. En d’autres termes, elle est la projection représentée par une
matrice diagonale, dans la base canonique de C". Pour introduire ’analogue en probabi-
lité quantique, nous considérons un espace de Hilbert H de dimension n est nous appelons
événement toute projection, i.e. un élément de P (H). Nous allons mettre en évidence
quelques-unes des propriétés les plus naturelles des événements (c’est comme la logique
de Boole avec les opérations V, A et la négation qui ont des représentations dans la théo-
rie des ensembles qui sont 'union, intersection et le complémentaire respectivement). Si
FE et E5 sont des événements et £; < E5 on dit que E; implique Es. Les éléments 0 et 1

de P (H) sont appelés ’événement impossible et ’événement certain respectivement. La
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relation 0 < E < 1 est interprétée comme le fait que ’événement impossible implique
et F implique ’événement certain. Si £ est un événement 1 — F est appelé son complé-
mentaire. Si F;,i = 1,2, ...,k sont des événements, V;F; est I’événement qu’au moins un
des F; est réalisé, tandis que A; F; est I’événement de la réalisation de tous les F; simul-
tanément. On dit que deux événements E et F' interférent si [E, F] # 0. La collection
{E, : @ € I'} des événements est dite mutuellement (i.e. deux & deux) non-interférente si
[Ew, Es] = 0, Ya, p € T'. Supposons que {E; : 1 <i < k} est une famille de projections
qui commutent entre elles, i.e. une famille d’événements deux a deux non-interférant

alors,

/\zEz = ElEQEk et

k
i=1

D’autre part, si E;, Fs et F3sont des événements non-interférants deux a deux alors
Ey N (EyV E3) = (E1 A Ey) V (EL A Es). En général la distributivité est fausse. Si Ej,
E5 et B E5 sont des événements, alors E1Fy = FyFEq. Si Eq et Ey sont deux événements
alors F; + E5 est un événement si et seulement si £ F; = 0. Toute projection E de
dimension 1 dans P (H) est un atome dans le sens ou elle ne peut pas étre décrite par
une somme de deux projections non-nulles. Si {ej, es,...,e,} est une base orthonormée
de H et E; = |e;){(e;| est une projection de dimension 1 sur le sous-espace Ce; alors
Ey, Es, ..., E, sont des événements qui n’interferent pas et > . £y = 1. La famille {0} U
{Ey +Ei,+ ...+ E;,,1<i; <iy<..<i,<n,r=1,2, ..} est stable par les opérations
V et A et aussi par passage au complémentaire. Alors, on peut construire une algébre
booléenne contenant les événements a n atomes. Etant donné deux algebres booléennes
d’événements B; et By a n atomes exactement, il existe un opérateur unitaire U t.q.
By, = {UEU*, E € B;}. L’espace de probabilité classique a n résultats élémentaires donne
une algébre booléenne & 2" éléments, i.e. le cardinal de tous les événements possibles avec

exactement n atomes. Par contre, dans la description d’espace quantique correspondant

56



a l'espace de Hilbert H qui a une dimension n > 2, la collection P (H) de tous les
événements a la puissance du continu et ’ensemble des atomes est décrit par une variété
dont la dimension réelle est 2n — 2. Par exemple pour n = 2, les états pures sont décrits
par la sphére de Bloch, i.e. une sphére classique dans R3.

Ayant discuté les événements, il est temps de passer & la probabilité. Un opérateur
positif p de trace 1 est appelé "état". L’ensemble de tous les états dans H est est noté par
¢ (H). Pour un tel état fixé p, le triplet (H, P (H), p) est appelé un espace de probabilité
quantique simple ou de dimension finie.

Pour un événement E de P (H) la quantité T'rpE est appelée la probabilité de 1’événe-
ment F dans I'état p. Ainsi TrpE =) . (u;, pw;) ot {uq, ug, ...} est une base orthonormée
de 'image de E, il s’ensuit que 0 < TrpFE < 1, VE de P (H), ce qui est plus rassurant.
Si By, By, ..., By sont des événements t.q. I;F; = 0;;F; pour tous 1 < 4,5 < k alors
E1+ Es + ... + E) est ’événement qu’au moins un des F; est réalisé et sa probabilité est
Trp(Ey+ Ey+ ...+ Ey) =) . TrpE;. Dans ce sens la probabilité est une fonction addi-
tive sur P (H) et prend ses valeurs dans [0, 1]. Dans tout état la probabilité de I’événement
impossible est 0 et de ’événement certain est 1. Si p; et p, sont deux états distincts, alors
(u, pyu) # (u, pyu) pour au moins un vecteur unité u ; ainsi pour ’événement F = |u)(ul,
Trp,E # Trp,E. En d’autres termes, deux états distincts produisent deux distributions
de probabilités distinctes sur P (H). Il résulte du théoréme spectral que tout état p peut
étre exprimé comme p = ijj |u;)(u;| ot p; > 0, ijj =1letu;,j=12..est l'en-
semble orthonormé des vecteurs propres de p, i.e. t.q. pu; = p;u; pour tout j. Ceci montre
que les points extrémes de 1’ensemble convexe ¢ (H) sont précisément les projections de
dimension 1 dans H. Une projection de dimension 1 quelconque est appelée un "état
pur". Tout état p peut étre exprimé comme une combinaison convexe d’au plus k états
purs ou k = rg(p). Si p est un état pur alors, p = |u)(u| pour un certain vecteur unité
u et TrpE = (u, Eu) pour tout événement E. Par abus de language nous appelons tout
vecteur unité de H un état pur mais a vrai dire I’état pur est |u)(u|. Dans ce contexte,

il est intéressant de noter que dans un espace de probabilité classique de n résultats élé-
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mentaires, I’ensemble de toutes les distributions de probabilités est un ensemble convexe
dont les points extrémes sont précisément les n distributions dégénérées de Dirac. Dans
son analogue quantique, I’ensemble des états purs est une variété de dimension 2n — 2.
Si U est un opérateur unitaire, p un état et F un événement, alors UpU* est un état,
U*EU est un événement et TrUpU*E = TrpU*EU.

Le groupe unitaire U (H) agit sur ¢ (H) et P (H) et l'action est transitive sur l'en-
semble des étas purs et sur ’ensemble des événements atomiques. La probabilité d’un
événement F sous I'état "transformé" UpU™* est également la probabilité de 1’événement
"transformé” U* EU sous I’état p. Cela peut étre fructueusement comparé avec le fait que
dans ’espace de probabilité classique de n résultats élémentaires, le groupe des permu-
tations agit sur I’espace des distributions de probabilité et sur 'algebre des événements.
L’action est transitive sur ’ensemble des distributions dégénérées et sur I’ensemble des
événements atomiques. C’est la richesse du groupe U (H) agissant sur les événements et
les états qui fait que la probabilité quantique mérite d’étre explorée méme en dimension

finie.

2.3.3 Les observables dans 1’espace de probabilité quantique

Soit ‘H un espace de Hilbert de dimension n < oo. Les éléments de O (H), i.e. les
opérateurs hermitiens dans H, sont appelés "observables". Un observable de la proba-
bilité non commutative est le correspondant non commutatif d’une v.a. en probabilités
classiques. Alors que les v.a. sur un espace de probabilité de n résultas élémentaires
forment un espace vectoriel réel de dimension n, les observables sur ’espace de Hilbert
de dimension n forment un espace vectoriel réel de dimension n?.

Tout observable X, étant un opérateur auto-adjoint, a une résolution spectrale X =
> 2 BN ou xq, T, ... sont ses valeurs propres distinctes et E;* est "I'événement que X
prend la valeur x;". Rappelons que la résolution de 'identité est une suite d’opérateurs
de projections FE) t.q.

- Ex< E,si )<y,
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— Exio = E),
- FEy—0si A\ — —o0, B, — I si A\ = 00 et t.q. pour un opérateur auto-adjoint A
on a

A= / B}, (2.12)

oo

La résolution spectrale de X doit étre comparée avec la propriété que toute v.a.
f sur un espace de n résultas élémentaires peut étre exprimée comme f = > . ;1
ou {xy,xs,...} est 'image de f, E; est le sous-ensemble de I’ensemble universel 2 ou
f prend la valeur z;, i.e. E; = f~'({x;}) et Ig, est I'indicatrice de F;. A la formule
g(A) = [Z_g(X)dE)\ ou g est une fonction réelle définie sur R correspond I'observable
g(X) = >, g(x;) Ef. g(X) prend les valeurs g (x1),g(z2),..., il est possible que ces
valeurs ne soient pas distinctes. L’événement que g (X) prend la valeur y est donné par
D i) =y E. L’application g — ¢ (X) est un homomorphisme de I’algébre des fonctions
réelles définies sur R dans l'algebre B (H). On dit que 'observable X interfére avec
I'observable Y si [X,Y] # 0. Si X;,i = 1,2,...,k sont des observables non interférant
deux & deux, i.e. [X;, X;] = 0 pour tout 1 < i,j < k, alors, dans ce cas il existe une
famille d’événements non interférants {Ey, Fs, ..., B, }, m < n tels que E.E; = 0 pour
r # s et t.qg. tout X; a la forme X; = > x; E,. E, est la réalisation simultanée des
événements "X; prend la valeur z; " i =1,2,...,k. SiU € U (H) et X un observable avec
la résolution spectrale Y, z; E;* alors UXU* est un observable avec la résolution spectrale
>,z UEXU!. En d’autres termes, UXU ! et X prennent les mémes valeurs pour tout
opérateur unitaire U (on a le méme résultat si U est un opérateur antinunitaire). Cela
peut étre comparé avec le fait que dans ’espace de probabilité classique de n points, si
f est une v.a. et 7 est une permutation sur I’ensemble universel, alors f et f o7 sont
des v.a. de mémes images et les événements sont des observables prenant au plus deux
valeurs 0 et 1.

Soit p un état et X un observable avec la résolution spectrale X = Y. z;F*. La
probabilité de 'événement EX | i.e. X prend la valeur x; dans I'état p est égale a TrpE:~.

En d’autres termes, dans I’état p, l'observable X a une distribution discréte avec la
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masse TrpEX dans z;,i = 1,2,.... En particulier, X a ’espérance > v TrpE¥ =
Trp>;x;E = TrpX. Le k—ie¢me moment de X dans 'état p est égal & >, a¥TrpE;* =
Trpy_. 2R EX = TrpX*. Cela se généralise, comme en théorie classique, pour toute fonc-
tion réelle g définie sur R, I'espérance de g (X)) dans D'état p est égale &y, g (z;) TrpE;* =
Trpg (X). La fonction caractéristique de X dans I'état p, est égale & > it TT,OEJX =
Trpe™™ . 1l est intéressant de noter que I'application ¢t — U, = "X est un homomor-
phisme continu du groupe additif R dans le groupe multiplicatif & (H). Réciproquement
tout homomorphisme continu ¢ — U; de R dans U (H) peut étre uniquement décrit

X

par U, = eX, ot X est un observable. Cette correspondance entre les observables et le

groupe & un paramétre des opérateurs unitaires diie a I'identification U; = ¢ joue un
role fondamental dans la probabilité non commutative. Si u est un vecteur unité de H,
alors dans I'état u (i.e. dans I'état |u)(u|) X a une distribution avec la masse (u, E; u)
dans z; pour tout i, 'espérance (u, Xu), k—iéme moment <u, X ku> et la fonction carac-
téristique <u, eitX u> Si X est un observable non négatif, ou de facon équivalente, X est
un opérateur positif alors TrpX > 0 pour tout état p. Ainsi 'espérance dans un état est
une application linéaire non négative de O (H) dans R avec la valeur 1 pour I'observable
1.

Pour tous état p, observable X et opérateur unitaire U dans H, nous avons
TrpU*XU =TrUpU*X. (2.13)

Cela peut étre comparé avec la propriété que pour toute permutation 7w sur I'espace
de probabilité classique €2 de n points, la v.a. f a la distribution de probabilité p sur €2,
I’espérance de la v.a. transformée fon f par rapport a la distribution de probabilité p est
également ’espérance de la v.a. f par rapport a la distribution de probabilité transformée
pr— L. Ainsi 2.13 peut étre interprété comme un changement de variable simple dans la
formule d’espérance dans le contexte de la probabilité quantique.

L’exemple suivant est fondamental et instructif sur les phénomeénes non commutatifs.
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1 0
Exemple 1 Soit H = C? avec sa base canonique {eg, e} ot eg = ete; = (
0 1
, 0 0 1
Donc O (H) a la base orthonormée {c;,0 < j <3} ot 0y = , 01 = ,
1 1 0
0 —i 1 0 _ _ 1
o9 = , 03 = avec le produit scalaire (X,Y) = 5TrXY.
1 0 0 —1

05,7 = 1,2,3 sont les matrices de "Pauli” de spin % Elles satisfont la table de mul-

tiplication et de commutation (ou crochet de Lie) données par

0;0; 03, 04]
01 02 g3 01 02 o3
01 | Op iO'g —?:0'2 01 0 210’3 —2@0’2 .
(o) —i03 go iO'l (o) —2i03 0 22.0'1
03 iO'Q —ial 0o 03 2i0’2 —i201 0

Dans l’état pur ey les observables o1 et oo prennent les valeurs 0 et 1 avec la méme
probabilité %, tandis que o3 prend la valeur 1 avec la probabilité 1. Un calcul élémentaire
montre que expi (t10q + teog) = cos e sinr ti,ty € R oty +ty = re?

iesinr  cosr
désigne la décomposition polaire. En particulier <eo,e"(t1"1+t2”2)eo> = cos (ty +t2)% =
O (t1,t3) , on note que P (t1,ty) nlest pas la fonction caractéristique d’une distribution
de probabilité dans le plan mais, pour ty et ty fivés, ® (tt1,tts) = cost (t; + tg)% est la
fonction caractéristique de la distribution de probabilité donnant la méme probabilité %
pour (12 +1t32) et pour — (2 +t32). A partir du deuxiéme tableau plus haut, nous avons
[01,09] = 2ios. En d’autres termes o1 interfére avec oo et n'admettent donc pas une

distribution conjointe dans l’état pur eq.

En général, on ne peut pas dire sous quelles conditions sur le vecteur unité u et la fa-
mille d’observables X1, Xs, ..., X, dans I'espace de Hilbert H, la fonction ® (¢, to, ..., 1) =
<u, (expiz i 4X j> u> est une fonction caractéristique d’une distribution de probabilité

sur R*.
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Pour revenir a I’exemple considéré, nous observons que o7 + 05 a les valeurs propres
++/2. Tandis que o et oy prennent les valeurs 1. La somme vectorielle dans O (H)
prend les valeurs ++v/2. C’est essentiellement caractéristique du comportement non li-
néaire de deux valeurs prises par la somme de deux observables interférants. La situation
ici est différente de celle des v.a. réelles de la probabilité classique. On note que si les
observables non interférants X et Y prenant les valeurs {xy, z9, ...,z } et {y1,v2, ..., i}
respectivement, 'observable X + Y prend les valeurs {z; + y;/1 <i < k,1 < j <[}

Les concepts suivants de variance et covariance nous permettent d’énoncer un principe
d’incertitude dans le domaine des probabilités non commutatives. Il est inspiré du méme

principe di & Heisenberg.

2.4 Variance, covariance et principe d’incertitude

Soit p un état dans ’espace de Hilbert H de dimension finie. Donc p détermine une
forme sesquilinéaire (i.e. un produit scalaire complexe) non négative K, sur B (H) définie
par :

K,(X,Y)=TrpX*Y, X,Y € B(H). (2.14)

La ”covariance” de XY € B (H) dans I’état p est définie par

cov, (X,Y) =TrpX*Y — (TrpX™) (TrpY), (2.15)
si TrpX = E (X) alors

cov, (X,)Y)=K, (X -E(X),Y-E(Y)). (2.16)

Cela montre que cov, est aussi une forme sesquilinéaire non négative sur B (H). Si
X1, Xa, ..., X, sont des éléments de B (H). La matrice d’ordre k£ dont les éléments sont
cov, (X;, X;) est appelée la matrice de ”covariance” de Xy, Xy, ..., Xj. Alors méme que

les observables prennent des valeurs réelles, la covariance de deux observables définie
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ci-dessus peut étre un nombre complexe grace a l'interférence. Par exemple, la cova-
riance entre les observables de spin de Pauli o; et 0, dans l'état p est égale a iT'rp
o3 — (T'rpos) (Trpos) et Trp o; est un nombre réel pour tout j. Si X et Y sont deux
observables non interférants donc Tr (pXY)* = TrY Xp = TrpY X = TrpXY ce qui

implique que la covariance entre X et Y dans I’état p est réelle.

Proposition 6 Soitp € ¢ (H), X € O (H) et soit var, (X) la variance de la distribution
de X dans l’état p. Alors,

var, (X) = TrpX? — (TrpX)? = Trp(X — TrpX)* = cov, (X, X). (2.17)

La distribution de X dans U’état p est dégénérée au point x si et seulement st Xv = xv
pour tout v € R (p). En particulier, la distribution de X dans l’état pur u est dégénérée
au point x si et seulement si Xu = xu.

Pour touts état u et observables X et'Y, nous avons l’inégalité suivante :
1
var, (X)var, (Y) > 1 [, [X,Y]) ul? (2.18)

La premiére partie de 2.17 découle du fait que le premier et le deuxiéme moment de
la distribution de X dans 1’état p sont TrpX et TrpX? respectivement. La deuxiéme et
la troisiéme partie de 2.17 sont immédiates par les propriétés de la trace et 2.14, 2.15 et
2.16.

Pour démontrer la deuxiéme partie de la proposition, choisissons une base orthonor-
mée {uy, us, ..., ug } constituée de vecteurs propres de p de R (p). Donc pu; = pyu;, p; > 0,

> .pi = 1. Si TrpX = m donc 2.17 implique que

k
var, (X) = Zpi 1(X = m) wi)?,
i=1

et le coté droit disparait si et seulement si Xwu; = mu; pour tout ¢, i.e. Xu = mu pour

tout u € R (p). Cela démontre la deuxiéme partie. Dans le cas d’un état pur, 'image de
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p est de dimension 1 et alors la troisiéme partie est immédiate. Pour établir 2.18 nous

écrivons a = (u, Xu), b = (u, Yu), donc a et b sont des nombres réels et

(u, i [ X, Y]u) = i{u,[X —a,Y —0blu)
= (X — ), (Y = b)u) — (Y — b, (X —a)u)}
= 2Im((X —a)u, (Y —b)u),

ou Im désigne la partie imaginaire. Par 'inégalité de Schwarz :

%|<u,z’[X,Y] Wl < X = a)ull [|(Y = b)ul

N

= [var, (X)var, (Y)]

La proposition plus haut nous montre une des propriétés les plus importantes concer-
nant les caractéristiques des observables dans la probabilité quantique. Comme nous
I’avons déja vu, les points extrémes de l’ensemble convexe de toutes les distributions
de probabilité dans I'espace de n résultats élémentaires sont des distributions dégéné-
rées sous lesquelles toute v.a. a une distribution dégénérée, ou bien de facon équivalente
de variance zéro. Mais dans un état pur ils existent toujours des observables avec des
distributions non triviales chaque fois que dim H > 2.

Considérons deux observables X et Y qui ne commutent pas. Donc il existe un vecteur

unité u et un nombre réel 6 # 0 tel que i [X, Y] = du. Donc 2.18 implique
Lo
var, (X)var, (Y) > 15 .

Ainsi n’importe quelle diminution de variance de X ou Y doit étre compensée par une
augmentation de la variance de I'autre. Cette inégalité est interpretée comme 1'impossi-
bilité de mesurer X et Y ensemble, i.e. simultanément, avec une précision totale dans

I’état pur u.
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L’inégalité 2.18 est une description mathématique abstraite du principe d’incertitude
de Heisenberg de la mécanique quantique.
On note que pour les observables X et Y qui ont une covariance réelle dans 1’état p

nous avons :
1
cov, (X,Y) = 5 {var, (X +Y) —wvar, (X) —wvar, (Y)}.

On peut utiliser le membre droit de I’équation comme une définition alternative de la
covariance. Celui-ci a I’avantage qu’il peut étre estimé par une mesure individuelle répétée

sur les observables X, Y et X + Y.

Exemple 2 Soit x un point de R® avec les coordonnées x1,xs,x3. On lui associe 1’0b-
servable o (x) = 101 + 095 + 0323 dans C?, ot 0j,j = 1,2,3 sont les matrices spin de

Pauli. Donc par la table plus haut

ilo(2),0(y)] = —20(2),

0l 21 = Tolys — XT3Yo, 2o = T3Y1 — T1Y3, 23 = T1Y2 — TaY1. 2 est vraiment un vecteur de

1
2

1
0 3
binomiale avec la probabilité % pour chaque valeurs + |x|.

produit croisé de x et y. Dans l'état p = lobservable o (x) a une distribution

cov, (0 (x),0(y)) =2y = ijyj

Ainsi pour une matrice semi-définie d’ordre trois avec des composantes réelles de la

forme :
1 a p
C=la 1 v
gy 1

nous pouvons trouver trois vecteurs unités x, y et z de R® tels que x.y = o, y.2 =y, 1.2 =
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B, on conclut que C' peut étre réalisée comme la matrice de covariance des observables

o(z), o(y) et o(2), ot chacun a une distribution binomiale avec la probabilité % pour les

valeurs =1 dans [’état p.

Dans le contexte de cet exemple, la proposition suivante est trés intéressante :

Proposition 7 (L’inégalité de Bell)

Soit &;,1 = 1,2,3 trois v.a. prennant des valeurs dans [—1, 1], alors,

1= E&,&y > |EE 83 — B8]

Pour tous scalaires x, y et z dans [—1, 1] nous avons (1 + z) y < 1+y et alors, 1 —zy >
y—x. Changeant z et y dans cette inégalité, nous obtenons 1 —xy > |y — z| > |z (y — z)|,

r=2£&,y=2¢&, z=E&; et prenons les espérances, nous avons

1 — B8 > E&3 (8 — &) > |EE &3 — B,
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Chapitre 3

Les principes d’incertitude

On suivra principalement les travaux [10] et [15]. Nous allons dans ce chapitre déve-
lopper certains thémes concernant les principes d’incertitude. Il ne nous est pas possible
faute de temps et d’espace, d’exposer de maniére systématique toute la théorie qui existe
de nos jours et qui est diversifiée dans beaucoup de directions. Cependant, on donnera
les aspects les plus importants. Nous espérons que les développements futurs dans les
mathématiques répondra a la question suivante : ” peut on trouver explicitement un es-
pace de probabilité non commutative t.q. les principes d’incertitude plus bas y admettent
une écriture unifiée ¢”

Jusqu’a maintenant nous avons vu deux formules de principe d’incertitude, la premiére
est de Heisenberg qui n’a pas eu, au début, toute la rigueur mathématique, tandis que la
deuxiéme est une relation entre les variances de deux observables dans le méme état dans

un contexte non commutatif. C’est le moment d’explorer d’autres formes de ce principe.

3.1 Principe d’incertitude dans ’analyse de Fourier

3.1.1 Rappel sur ’analyse de Fourier

Un bon livre ici est [16]. Les premiéres idées de Fourier sur I’analyse qui porte son nom

remontent a 1807, date de publication de son mémoire sur les décompositions en série, et
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ont été abouties dans son livre " Théorie analytique de la chaleur” (1822). Dans ce livre,
Joseph Fourier montre en particulier comment son formalisme permet de résoudre le
probléme du calcul de I’évolution temporelle de la température en tout point d’une barre
(conductrice de chaleur) chauffée au préalable en un bout et laissée ensuite en évolution
libre. II dit ” Il résulte de mes recherches sur cet objet que les fonctions arbitraires,
méme discontinues, pouvent toujours étre représentées par des développements en sinus
ou cosinus d’arcs multiples....”

Depuis, 'analyse de Fourier a été appliquée a bien d’autres problémes physiques,

comme le rayonnement thermique et les transmissions radio etc....

Définition 14 Dans la suite f est une fonction définie et absolument intégrable sur R,
i.e. f € L' (R).

On appelle transformée de Fourier de la fonction f (t), la fonction f(g) définie par
I’intégrale :
Fo= [ rwessa

L’intégrale qui définie f(g) est bien absolument convergente puisque }f(t) 6_2”&} <

1f (8)] et que f(t) est sommable. On note F [f (t)] = [ (€).

Quelques propriétés de la transformation de Fourier

Linéarité Soient f(£) et §(¢) les transformées de Fourier des fonctions f(t) et g(t) et o,

3 sont deux constantes réelles ou complexes, on a alors : Flaf(t)+5g(t)] = af(&)+5g(&).

Cette propriété provient de la linéarité de I'intégration.

Homothétie (théoréme de concentration-dilatation) Soit & une constante non

~

nulle, et f(£) la transformation de la fonction f(¢) € L' (R). On considére la fonction

g (t) = f (kt), donc g(&) est sa transformée de Fourier et on a F [f (kt)] = ﬁf(%)

Théoréme 2 Si f, f', f@, ..., f®) sont dans L' (R), alors :

FfP )] = @ine) f(€).
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Théoréme 3 (Plancherel)
-~ . -~ . 2
Soit f € L?(R), alors f (t) = [ f(§) e*™d¢ dans L* (R) au sens ot [, ‘f (t) — ff‘A f (&) e*mstdg )
0. En particulier, lintégrale de Fourier tronquée LAA f(f ) €2 dE converge vers f presque

partout. Entre autre, pour tous f,g € L? (R)

Jirara=[|fel e [ ro5m- [ Foie.

Le théoréme d’inversion et la formule de Parseval donnent F 1 [f()] = FIf(=t)] et
2
Hﬂt = || fll,- En particulier, si f € L* (R) et || f|, = 1 alors, IfI? et ‘f‘ sont les deux

des densités de probabilité sur R.
Dans ce contexte la remarque suivante est utile.

Remarque 6 Pour a,b € R si nous définissons

fap (t) = X f (t — a), (3.1)

alors

F [fap (t)] = e 2MEDF (€ —b) = 2™ F, _, (€).

3.1.2 Principe d’incertitude

D’aprés le mathématicien G. B Folland le principe d’incertitude est partiellement une
description d’une caractéristique d’un systeme de la mécanique quantique, partiellement
donne des limitations sur le fait des "mesures” sur le systéme étudié et partiellement un

meta-théoréeme dans ’analyse harmonique qui peut étre décrit de cette facon :

une fonction non nulle et sa transformée de Fourier ne peuvent pas étre toute les deux

localisées de maniére concentrée, nette et tranchante. (3.2)

Quand on demande la formulation précise du principe 3.2, la réponse la plus commune
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est l'inégalité de Heisenberg. Ces résultats ne sont pas effectivement apparus dans le
document de Heisenberg qui donne une analyse incisive, de physique, de son principe
mais qui ne contient que peu de précision mathématique. Cependant, cette omission fut

bientot rectifiée par Kennard et Weyl.

Théoréme 4 Si f € L?(R) et ||f||, = 1. Alors :

v (|7T) = o

En d’autres termes, pour toute fonction f € L? (R) et tout a,b € R

711>

2
d¢e > )
£ 1672

[@-arir@ra [ ¢-?|Fe (33

L’égalité est verifiée si et seulement si : f (x) = Ce2ribeo—y(z—a)® pour certain C € C et

y > 0.

Démonstration 3 Par ['utilisation de (3.1), on peut supposer que a = b =0, et claire-
ment on assume que les intégrales de (3.3) sont finies. Puisque F [f' (t)] = 2i7r§f(£), la

2
finitude de [ £f‘ implique que f est absolument continue et f' € L? (R). La dérivation

de |f|2 = ff est 2Re ff, alors si —00 < ¢ < d < 400 lintégration par parties donne

2Re [ 4f (07 (0= [l OF1 - [ 10 ar

Puisque f, tf et f' sont tous dans L? (R), les intégrales dans cette égalité tendent vers des
limites finies quand ¢ — —oo ou d — 400 et de méme c|f (¢)|” et d|f (d)|°. Les limites
dernieres doivent étre zéro car sinon |f (t)|* serait comparable avec t~' pourt grand et f

ne serait pas dans L? (R). Donc

ke | 0 = JRECRE (3.4)
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L’inégalité (3.3) résulte alors de linégalité de Schwarz et la formule de Plancheral

1915 < 4 feir@Pa 17 o
2
= 162 [elr@ra [ |Feo)| de
L’égalité tient ici si et seulement si f' est un multiple réel de tf, i.e. f'(t) = —2vtf (t)

avec v € R. Cela implique que f (t) = Ce ", et bien sur v doit étre positif pour que f
soit dans L* (R).

3.2 Principe d’incertitude qualitatif

3.2.1 Théoréme de Benedicks

Si nous pensons de la concentration en termes de f ”vivant” entiérement sur un

ensemble de mesure finie, alors nous avons le résultat magnifique suivant de M. Benedicks.

Théoréme 5 Soit f une fonction non nulle t.q f € L? (R), alors les mesures de Lebesgue

des ensembles

fer@#0y . {v:Fw #0},

ne peuvent pas étre toutes les deux finies.

Le résultat ci-dessus est une généralisation importante du fait bien connu par les
ingénieurs de la communication : le signal non nul ne peut pas étre limité en temps et en

bande limitée simultanément.

3.2.2 Principe d’incertitude de Hardy

La vitesse a laquelle une fonction dégéneére a l'infini peut également étre considérée
comme une mesure de la concentration. Les résultats élégants de Hardy suivants affirment

que f et fne peuvent pas toutes les deux diminuer ”trés rapidement”.
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Théoréme 6 Soit f une fonction mesurable sur R t.q
—amz? n —Bryx?
|f(z)] < Ae et |f(y)| < Be ,
pour des constantes positives A, B, a, 5. Alors :

siaff > 1, f doit nécessairement étre une fonction nulle.

st aff =1, alors la seule fonction satisfaisant les inégalités précédentes est la fonction

de la forme Ae=o" .

3.3 Principe d’incertitude dans ’espace de Hilbert

L’inégalité de Heisenberg (3.3) est un cas spécial d’une inégalité trés générale concer-
nant les opérateurs auto-adjoints dans I’espace de Hilbert, qui a aussi une interprétation
en termes d’observables quantiques comme nous ’avons vu. Bien que notre accent est
mis sur les fonctions et leurs transformées de fourier, nous prennons un peu de temps
pour discuter cette situation générale.

Rappelons que les états d'un systéme de la mécanique quantique sont représentés
par des vecteurs unitaires dans un espace de Hilbert H, et les quantités observables du
systéme sont représentées par des opérateurs auto-adjoints dans H. La facon dont cela
fonctionne est la suivante : si A est un opérateur auto-adjoint, par le théoréme spectral,
2.12, il existe une mesure de projections P dans R t.q A = [ AdP (\). Si u est un vecteur
unitaire, l'application p, (E) = (P (F)u,u) est une mesure de probabilité sur R qui
représente la distribution de I'observable A dans ’état u. La moyenne et la variance de

cette mesure sont données par :

E(n) = / AP () ) = (Au, u)

Vi) = [0 E )P
= (A= B () ul?,
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E (u,) représente la valeur de A dans Pétat u et V' (u,,) est la mesure d’incertitude de A
dans I'état u.

Dans ce contexte le principe d’incertitude général dit qu’il existe une borne positive
inférieure sur le produit des deux incertitudes des deux observables A et B a chaque fois
ot (ABu,u) # (BAu,u).

Pour rendre ceci plus précis, supposons que A et B sont deux opérateurs définis dans

H, dont les domaines D (A) et D (B) sont denses. Donc le domaine du produit AB est
D(AB)={ue D(B),Bue D(A)},

de méme pour D (BA). Le commutateur [A, B] est défini comme [A, B] = AB — BA sur
D ([A,B]) = D (AB) N D (BA), notons que D ([A, B]) C D (A)N D (B).

Proposition 8 Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints et o, 5 € C' :
1
1(A = @) ul (B = B)ul| = 5 [{[A, B]u,u)], (3.5)

pour tout u € D ([A, B]).

Démonstration 4 Puisque la soustraction et la multiplication de l’identité par A et B

n’affectent pas [A, B], alors on peut supposer que o = 3 =0. Siu € D ([A, B])

I{([A, Blu,u)] = [(Bu,Au) — (Au, Bu)| = 2|Im (Au, Bu)|

< 2| Aull[[Bull .

La trivialité de cette démonstration doit éveiller nos soupcgons. En effet, il y a plus
d’insuffisances dans la proposition 8 qu’il n’y parait. En premier lieu D ([A, B]) peut ne
pas étre dense dans H, il peut méme étre {0}, cela arrive rarement dans la pratique, mais
une difficulté subtile tapie dans 'ombre. L’opérateur [A, B] n’est pas fermé en général.

Si I'on note sa fermeture par T, qui est T = [A, B] (c’est Popérateur dont le graphe est
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la fermeture du graphe de [A, B] dans H x H) nous nous attendons & avoir :
1
lAul[ | Bul| = 5 [(Tu, u), (3-6)

pour tout u € D(A)N D (B)N D(Y), mais ceci est généralement faux. Par exemple,
on prend H = L*([0,1]); Af = if’ sur le domaine de toutes les fonctions f qui sont
absolument continues dans [0,1] et f(0) = f(1) et Bf (x) = zf (z), donc D (B) = H.
Alors [A, B] = il dont le domaine est les fonctions f absolument continues et telles que
f e L?([0,1]) et f(0) = f(1). Comme ce domaine est dense dans H et [A, B] est borné,
c’est simplement ¢/ dans H. Mais si u est une fonction constante 1, nous avons Au = 0
et [(Tu,u)| = 1, en violation de (3.6).

Bien str (3.6) suit immédiatement de (3.5) si pour tout w € D (A)N D (B)ND(Y)
il existe une suite {u;} dans D ([A, B]) de telle sorte que uy — u, Auy — Au, Buy —
Bu, Tug, — Yu.

Le probleme dans ’exemple ci-dessus est que cette condition n’est pas satisfaite.

3.4 L’entropie et le principe d’incertitude

Le mot entropie vint du grec entropé, qui signifie retour. Le concept d’entropie a
été introduit en thermodynamique par Clausius il y a cent cinquante ans. La croissance
au cours du temps pour un systéme isolé de cette variable thermodynamique extensive
est sensée exprimer lirréversibilité, le non-retour, certains parlent méme de fleche du
temps & ce propos. Le concept général et désormais classique d’entropie a eu un succes
sans précédent bien au dela de la physique et le mot entropie est aujourd’hui assez
galvaudé. Notre objectif ici est de donner quelques définitions et propriétés élémentaires
de I’entropie ensuite on va annoncer le principe d’incertitude logarithmitique ou bien la

formulation entropique du principe d’incertitude, voir par exemple [12] et [19].

74



3.4.1 Concepts généraux

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes prenant, respectivement, les valeurs
réelles x1, xo, ..., x, avec les probabilités pi, ps, ..., pn €t Y1, Yo, ..., ym avec les probabilités

41,492, ---, ¢m. On a donc

P{X=z;} = p;,0<p;<1,pi+..+p,=1,

PlY=u} = ¢,0<g <1, a0+ +gn=1
Les variables aléatoires X et Y sont complétement décrites par leur loi de probabilités

PX (dl’) - pl(szl (df[?) + o +pn5wn (dl’) )

Py (dy) = Q16y1 (dy) +o Tt Qm(sym (dy) )

ou 0, et d,, sont les mesures de Dirac aux points z; et y; de R.

La question posée est celle de la construction d’une mesure de l'incertitude associée
a la loi de probabilité Py de la v.a. X. En effet, si p; = 1 et pjy = 0 pour j # j’, alors
toute réalisation de X donnera x;. La variable aléatoire X est certaine et coincide avec
la valeur réelle z;. Il n’y a pas d’incertitude. A I'opposé, si p; = ... = p, = %, alors tous
les événements sont équiprobables et donc l'incertitude est maximale. De plus, plus n est
grand et plus l'incertitude est grande puisque plus le nombre d’événements possibles est
grand et qu’ils sont équiprobables.

En se basant sur la notion d’incertitude définie précédemment, C. E. Shannon [17]
en 1948 a introduit un ensemble de propriétés caractérisant I'incertitude afin de déduire
une fonction (pi, ..., pn) — Sy (p1, ..., Pn) & valeurs réelles, encore notée S (Py), mesurant
I'incertitude liée a la loi de probabilité Px et appelée entropie de la loi de probabilité Px.
Les propriétés définissant la mesure de I'incertitude sont :

(p'1) La fonction réelle (p1, ..., pn) — Sn (p1, ..., pn) doit étre continue de [0,1]" dans
R.
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(P'2)Sipy = ... =p, = %, alors la fonction n — S, (%, ey %) doit étre monotone
croissante (en effet, plus le nombre d’événements équiprobables est grand et plus l'incer-
titude est grande).

(P'3) La fonction S,, (p1, ..., p,) doit étre symétrique en py, ..., p,.

(P'4) On doit avoir Sy, (p1, P2 -, Pn) = Sn-1 (P1 + D2, D3, -, Pn) H(D1 + p2) S < perle )

p1tp2’ p1+p2

Expression de ’entropie

On montre dans [17] le résultat suivant. Il n’existe qu'une seule fonction S (Pyx) satis-
faisant les propriétés (P'1) a (P'4) qui s’écrit —C' )7, p;logp; ot log est le logarithme
népérien et C' une constante positive. Le choix de cette constante étant arbitraire et
ne jouant que sur 'unité de mesure de l'incertitude, on peut prendre C' = 1. Dans ces

conditions, on a

S(Px)=—> pjlogp;. (3.7)
j=1

Propriétés de ’entropie

On peut vérifier facilement que entropie S, (Px) a les propriétés suivantes :

(P1) L’entropie S, (Px) est nulle si et seulement si py = 1 et p; = 0 pour j # k (i.e.
p1+...+pn =1, si p, = 1 alors tous les autres p; sont nuls). L’entropie nulle correspond
donc au cas certain (il n’y a pas d’incertitude). Dans les autres cas, i.e. 0 <p; <1, on a
Sn (Px) > 0 et donc,

Sy (Px) > 0.

(P2) Pour n fixé, l'entropie atteint son maximum Sy, lorsque p; = ... = p, = %et
donc,

Smax - max Sn (PX) - log n.

0<p1,...,pn<1

(P3) Si les variables aléatoiresX et Y sont dépendantes, alors 'entropie de la loi de

76



probabilité conjointe Pxy des variables aléatoires X et Y est telle que

Dans les cas particulier ou X et Y sont indépendantes, alors Sy, (Pxy) = S, (Px) +

Sm (PY)-

3.4.2 L’entropie d’une densité de probabilité

Supposons que f est une densité de probabilité sur R™. D’aprés Shannon, nous défi-

nissons ’entropie de f comme

S(f)=— / f (2)log f () d. (3.8)

Cette notion d’entropie est liée mais n’est pas identique a la formule (3.7) d’une dis-
tribution de probabilité sur un espace discret. Contrairement a (3.7), S (f) peut avoir
n’importe quelles valeurs de [—oo, +00], et aussi peut étre infinie (i.e. —0o ou +00). On
peut dire que S (f) est une mesure de la localisation de f .

S (f) est en relation avec la matrice de covariance V (f) comme suit :

Théoréme 7 Si f est une fonction de densité de probabilité sur R™ de variance finie,

alors S (f) est bien définie et on a
S(f) < %log (2me)" det V (f)]. (3.9)

Ce théoréme est dit & Shannon [17] qui argumenta par la proposition de maximiser
S (f) parmi toutes les f avec une variance donnée. Il a résolu un probléme de calcul
des variations en constatant que les points critiques de S sont gaussiens, calculer S (f)
pour f gaussienne et revendiquer (3.9). Que les points critiques effectivement donnent

le maximum global peut étre établi en utilisant la concavité de la fonction S (les points
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que Shannon a omis de mentionner). Nous allons présenter une preuve élégante qui a été
donnée par W. Beckner.

En composant f avec une rotation qui n’affecte pas les quantités dans (3.9). Nous pou-
vons donc supposer que E (f) = 0, et la matrice de covariance Vjy, (f) = [ zjx5f (x) dz

est diagonale. En plus, si f est remplacée par
cr.cnf(Crmy, oo Cuy), €1,y Cy >0

les deux quantités de (3.9) sont diminuées par ) logc;, alors on prend ¢; = +/Vj; (f),

nous pouvons méme supposer que V (f) = I. Soient alors

z|2 —_n —|

¢ F(0), dy(2) = (2m)F e 5 da,

|3

¢ () = (2m)

donc [ ¢dy = [ fdxz =1; alors v est une mesure de probabilité et ¢ log ¢ est une fonction

convexe det, I'inégalité de Jensen donne

0 = {/(bdy} log [/qﬁah] §/¢log(bd7

= /f (z) {g log 27 + % |z|* + log f (x)] dzx

n 1
= Tlog2m+ 5 SV () - S ().

Puisque V; (f) =1 =det V (f), (3.9) s’en suit.

L’inégalité d’incertitude fondamentale en termes d’entropie est la suivante :

Théoréme 8 Si f € L? (R") et || f|l, =1, nous avons :

S (1F%) +S((ﬂ2) >n(1—1log2), (3.10)

chaque fois ou le coté gauche est bien défini.
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Hirschman conjectura ce théoréme, mais il aurait pu prouver 'inégalité plus faible

S(If[*)+ S (‘ff) > 0. (3.11)

On note que Leipnik a découvert indépendamment ce théoréme, mais son argument
contient le méme genre de démonstration que Shannon du théoréme 7 et la concavité
n’aide pas ici.

La preuve de Hirschman de 3.11 consiste a combiner 'inégalité de Hausdorff-Young

1L <, G2 g =1),
avec le lemme trivial (mais utile) suivant,

Lemme 1 Supposons que ¢ (t) < ¢ (t) poura <t <b et ¢(a)=1(a). Si¢ et sont
différentiables, on a alors ¢' (a) < ' (a).

Si l'on écrit I'inégalité de Hausdorff-Young comme

Jlir<fus]" @z,

et en appliquant le lemme précédent aux deux cotés de I'expression comme fonction de
q avec (¢ = 2), en supposant que toutes les intégrales en question sont finies pour ¢ au
voisinage de 2, on obtient immédiatement 3.11.

Comme cela a été observé par Beckner, Bialynicki-Birula et Mycielski, le théoréme 8

suit par 'application du méme argument sur 'inégalité de Hausdorft-Young de Beckner

|7l <pBaisl,  (Q<p<27+oat=1) (3.12)

Si nous combinons les deux théorémes précédents, on obtient immédiatement le co-

rollaire suivant.
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Corollaire 1 Si f € L? (R") et ||f]l, = 1,

det V (|£[?) det vV (‘ff) > (1672) " (3.13)

Le théoréme 8 peut étre considéré comme une forme aigue de I'inégalité de Heisen-
berg. Contrairement a la preuve de I'inégalité de Heisenberg qui est de nature élémentaire,
I'inégalité de Beckner 3.12 est un théoréme profond ; on peut se demander si nous avons
utilisé une machinerie lourde simplement pour obtenir une amélioration légére de I'in-
égalité de Heisenberg ou bien si le théoréeme 8 est vraiment un résultat plus puissant. En
fait, c’est la derniére alternative qui est le cas. Comme Beckner I’a montré, le théoréme 8
donne une petite preuve d’'une amélioration remarquable sur I'inégalité logarithmitique

de Sobolev.

3.5 Principes d’incertitude et PGV

3.5.1 Introduction

L’analogie entre ’équation de Schrodinger libre, i.e. sans terme de potentiel, et I’équa-
tion de la chaleur a motivé la recherche d’une interprétation probabiliste de la mécanique
quantique. Un tel programme a été mené dans Blanchard et al. [4]; Carlen [6] ol on
montre qu’une similarité existe pour les relations d’incertitude d’Heisenberg. Furth a
établit une relation d’incertitude pour I’équation de la diffusion pure ie. f =0, g =1
dans 2.3, voir Furth [11]. Cette relation donne une majoration sur le produit des in-
certritudes sur la position et ce qu’il nomme la « vitese osmotique ». La notion de
vitesse osmotique a été généralisée dans Blanchard et al. [4] a des f et g plus généraux
en utilisant les équations de Kolmogorov directes et rétrogrades, voir 2.2.3. Cependant,
cette généralisation ne satisfait pas une relation d’incertitude du type Heisenberg. Ici,
en suivant Verriest et al. [18], on montre que pour une diffusion trés genérale dans R,

on peut associer une variable complémentaire, « la vitesse de groupe probabiliste » (en
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angalis PGV probability group velocity), t.q. le produit des inceritudes sur la diffusion
X elle-méme (i.e. la position) et sa PGV complémenatire (comme un moment) satisfait
une relation d’incertitude. L’entropie, voir 3.4, semble jouer un grand role ici.

Soit la diffusion, voir 2.3

t t
Ty = To + /f(s,xs)ds + [ g(s,xs)dBs,
0 0
ol zp admet une distribution ayant une densité p, et soit 1’équation de Kolmogorov

progressive associée 2.4

o(f 10%(g?
o (1,2) =~ 2421 2OATP)

ou p (0,z) = p,y (x). Soit la quantité

0

() = F(1.0) = s [0 () 0 (1)

qui, comme on le sait déja par 2.2.4, est interprétée comme une vitesse. Ceci ne semble
pas encore évident. En effet, on aurait pensé a prendre comme vitesse dX;/dt mais cette
quantité n’est pas définie car X; n’est pas a variation bornée, voir 2.2.2. C’est pourquoi
nous allons voir qu’elle a une relation avec ’entropie, qui elle est bien en relation a son

tour avec les principes d’incertitudes, voir 8, 3.11 et 3.13.

3.5.2 A propos d’entropie

Nous allons définir la variable complémentaire a partir de sa relation avec ’entropie,

voir 3.8,

S (a) = — / " pu (@) log py (x) da. (3.14)

o
Notons que cette notation de ’entropie est abusive puisque .S n’est pas une fonction de x.

Maintenant considérons cette entropie comme paramétrée par le temps . La variation de
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I’entropie peut donc étre définie comme une dérivée de 3.14 par rapport a ¢, a condition
qu’elle existe. D’une fagon similaire au développement dans Costa et Cover [§8], nous

relions I’entropie avec le PGV.

Théoréme 9 La vitesse de variation de ’entropie de la diffusion est égale a la moyenne

dsd(txt) - <%>. (3.15)

Démonstration 5 L’intervalle infinitésimal [z, x + dz| contribue la quantité

de la divergence du PGV, i.e.

h(t,x)de = —p(t,x)logp(t,x)dx

a lentropie 3.8. Utilisant les équations 2.7 et 2.8, on trouve

oh _ 0Oh dlog p
adm = —Elogpd:c—p

9,
= a—ip(l—l—logp)dm—l—u(l—l—logp)dp

= %pdw +d[uplog p]

[intégration par rapport a x donne 3.15.

Pour des soucis de complétude, on peut a l'aide de la notion d’entropie effective,

obtenir une autre interprétation du PGV, voir la fin de l'article de Verriest et Shin [18].

3.5.3 Le principe d’incertitude

On peut déja définir une vitesse osmotique dans le cas particulier ¢g> = 0% qui est

étudié dans [4] mais un principe d’incertitude n’apparait pas encore. Voici un résultat
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d’incertitude plus général. Commengons par quelques notations et constatations. Soit la

moyenne spatiale (voir la notation 3)

de ce groupe de vitesse u (x) sur un intervalle D = |a, b|, qui peut étre tout R, mais est

telle que g2 (t,0) p (t,b) = g* (t,a) p (t,a). A partir de 2.6 on obtient facilement

(u)p (t) = (F)p (t), (3.16)

ap (t,z) = u(t,z)— (w)p,(t) (3.17)

ou f(t,z) = f(t,x) — (f), (t). Pour simplifier la notation, l'indice D sera omis. La
variance Au? est définie comme (@?), et elle est la mesure d’incertitude sur le PGV. Il

est facile d’obtenir (la coordonnée de temps est supprimée)

d 1 (1 (3¢’
AuQ:Af2+<928—£>+Z/;( gf) dz. (3.18)

Il convient de souligner & nouveau qu’il s’agit d'un ensemble de propriétés du groupe des

particules proches de z. C’est la variation spatiale locale dans la vitesse de groupe (dans
D) a linstant t.

D’un autre coté, I'incertitude dans la position qui est donné par Az? a une interpré-
tation & ’aide d’une particule unique : c’est la variance de la position a l'instant t, i.e.
x (t), d’'une particule teste, partant a l'instant 0 d’une position initiale choisie au hasard
par la densité p; (.).

Nous pouvons a présent aborder notre résultat principal.
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Théoréme 10 Considérons un ensemble de particules indépendantes obéissant a la dy-

.....

a Uinstant t. Soit D = |a, b[ un intervalle réel pour lequel

g (ta CL)2 P (t7 CL) =g (ta b)2 P (t7 b)

(a—(x)p)g(t, a)2 p(t,a) = (b—{(x)p)gl(t, b)2 p(t,b).

Alors, a temps fize t, les incertitudes sur la position x (t) et son PGV associé u(t)

obéissent au principe d’incertitude :

Axtu > 3|6 +2(— (@) (F ~ ()] (3.19)

Démonstration 6 Considérons les quantités

(W), (8) = /D o (t,2) zdz,
)y (1) = /D p(t,2) f (2) da,
AP = /D p(t.x) F(t.x) dr,

et considérons pour une constante arbitraire C' l'inégalité évidente

(a (z) + %@)y > 0. (3.20)

Multipliant 3.20 par p et intégrant sur D, on obtient précisément aprés une intégration

par partie,

- C t ot ?

pat +2EZENI =) 6= ) @)@ o W, A

ot 0D est la frontiére de D (a etb). D’ow par Uhypothése sur l'intervalle D, nous obtenons
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["inégalité
((z = (@) (F = (M) | {9)* | A

Au? +2 o + Gt 20 (3.21)

Puisque C' est arbitraire, elle peut étre maintenant choisie de facon optimale pour mini-

miser le coté gauche de 3.21. Soit donc

Ax?
= T =) G =) (3-22)

et la substitution de l'inégalité 3.21 donne finalement la relation d’incertitude 3.19, qui

est valide pour tous les temps.

Le théoréme dit que le produit des incertitudes sur la position de la particule (dont
le mouvement est modélisé par une diffusion, i.e. une EDS ) et l'incertitude sur le PGV

est borné inférieurement par le coté droit de 3.19.

Exemple 3 Donnons l’ezemple du processus de Wiener, i.e. f(t,x) =0 et g(t,z) =1
(la diffusion constante pure), la borne donnée par le principe d’incertitude est % Cela

montre que [’égalité est dans ce cas satisfaite. Le cas présente un intérét particulier ou le

PGV est
10p(t,x)

u(t,z) = 2t Ox

En utilisant la fonction de Green, on peut exprimer cela en terme de la densité initiale

po () comme :

u(t,z) = 1 r— ffooo Yypo (y) exp [_ (y — x)2 /211 dy
| 2 J2 o W) exp [— (y —x)* /2t] dy |

Si la position initiale est déterministe et zéro, nous avons le processus standard de Wie-
ner (mouvement Brownien). La densité p (t,x) est alors normalement distribuée avec la

moyenne zéro et la variance t, voir 4, alors

x
u(t,z) = 5%
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Le principe d’incertitude donne une borne inférieure sur le produit de ces incertitudes,

la borne est %
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Annexe
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Fig. 1.1. Comparaison de la courbe expérimentale de distribution d’énergie dans
le spectre (en pointillé) avec la courbe établie suivant la formule de Rayleigh-

Jeans.— T
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Fig. 1.2. Schéma de I’expérience d’Young avec des €lectrons.
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Fig. 1.3. Probabilités de passer par un trou ou par ’autre 777
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Fig. 14. Représentation schématique de la figure d’interférences lumineuses.
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Résumé: Dans ce mémoire on étudie le concept général de principe d’incertitude. Ce dernier
trouve ses origines dans la mécanique quantique. Ensuite il a considérablement évolué et on
expose les diverses ramifications qui existent a I’heure actuelle. La nouveauté consiste en la
considération d’un principe d’incertitude dans le contexte des processus de diffusions appelé
le PGV (Probability Group Velocity). Le lien avec I’entropie est aussi souligné. En guise de
complétude, on donne aussi au chapitre I une introduction a la mécanique quantique en
exposant surtout le principe d’incertitude d’Heisenberg. Au chapitre II on donne une
contrepartie non commutative et classique, y compris quelques €éléments sur les processus de
diffusions et équations de Kolmogorov.

Mots-clés: Principe d’incertitude, entropie, PGV, mécanique quantique, probabilité
non commutative.

Abstract: In this thesis we study the general concept of the uncertainty principle. The
latter has its origins in quantum mechanics. It has considerably evolved and an
exposition of diverse ramifications that exist nowadays is given. The novelty consists
in the consideration of an uncertainty principle in the context of diffusions processes
called PGV (probability group velocity). The link with etropy is also given. For
completeness, we also give in chapter | an introduction to quantum mechanics and
show the Heisenberg’'s uncertainty principle. In chapter Il we give the classical and
non commutative counterpart, including some elements on diffusion and
Kolmogorov’s equations.

Key-words: uncertainty principle, entropy, PGV, quantum mechanics, non
commutative probability.
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