) A gl A i S Ay sgeand
alall ity el sl 515 g

\\ﬁ { { . R&\ Eq

P i
e T
Setif 1 Universiky - Ferhat ABBAS Faculby of Sciences

s

Setif 1 University Ferhat Abbas e dl—a 2] ‘-f:\hw sl
Faculty of Sciences pY Lall 41< )
Department of Mathematics <l wal ) aid

Master's Thesis

in Mathematics

Option : Optimization and control

Theme:

A MULTI-OBJECTIVE UNCERTAIN PORTFOLIO
OPTIMIZATION MODEL BASED ON TSALLIS ENTROPY

Presented by
Miss Ibtihel Bezzah

Miss Rania Boudiaf

Supervisor: Dr. Souaad Chennaf

Thesis defended on June 22, 2026, in front of the jury composed of:

Mrs. Chafia DAILI Dr. Setif 1University Ferhat Abbas President
Mrs. Souaad CHENNAF Dr. Setif 1University Ferhat Abbas Supervisor
Mr. Raouf ZIADI Dr. Setif 1 University Ferhat Abbas Examiner

2025 / 2026



Contents

1 Preliminaries

1.1 Uncertainty theory
1.1.1 Uncertain measure
1.1.2 Uncertain variable ...
1.1.3 Uncertainty distribUtion ............ooooiiiii e
1.1.3.1 Regular uncertainty distribution
1.1.3.2 Inverse uncertainty distribution
1.1.3.3 Independence
1.1.4 Operational [aW ...,
1.1.4.1 Functions with monotonicity of single uncertain variables ..............................
1.1.4.2 Functions with monotonicity of multiple uncertain variables
1.1.5 Expected value of uncertain variables ...............ccvvvviiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeee
1.1.6 Variance and covariance of uncertain variables ............cccccccoviiiiiiiiiiiiiiiiiniinnnnn.
1.1.6.1 Definition and calculation formulae of variance and covariance
1.2 Entropy of uncertain variables ...
1.2.1 Properties of TSallis @NrOPY .......uuuiiiiii e
1.2.2 Monte Carlo simulation for Tsallis entropy

2 Modeling the uncertain portfolio selection problem
2.1 Single-objective optimization
2.2 Multi-objective optimization .............cccuiiiiiiiiii e

2.2.1 General form of the multi-objective optimization problem (MOOP)
2.2.2 Basic definitions and Pareto optimality ..........ccccoiiiiiieen
2.2.3 Formulation of the uncertain bi-objective portfolio optimization model
2.3 SOIULION MELNOAS ...eviiiiiiieeeeeeeeeeeee e
2.3.1 ClasSiCal MENOAS .......euiiiiiieiiieeeeeeeeee e
2.3.1.1 Weighted sum method
2.3.1.2 e-constraint mMethod .........oooiiiiiiii s
2.3.1.3 Weighted metric method ...
2.3.2 Metaheuristic optimization methods
2.3.2.1 Particle swarm optimization ...
2.3.2.2 Multi-objective particle swarm optimization (MOPSO)
2.3.2.3 GenetiC algorithim ...
2.3.2.4 Non-dominated sorting genetic algorithm Il (NSGA-II)

3 Numerical Application
3.1 Numerical example utilising the proposed model
3.1.1 Results using classical Methods ............oeeiiiiiiiiii e
3.1.1.1 Comparative study using classical methods
3.1.2 Results using metaheuristic methods ...,
3.1.2.1 Comparative study using metaheuristic methods

Conclusion
Bibliography

42
42
43
44
47
48

51
51



Lgdn 53 Gl Ly s 53l ae il pae 4 5l e e o sy oy L) Tadlaall (ppent] Calaal) adeia Iasan | ) aad) 18 = iy
z b Le s s o )l i) e Wilal aaiad 5 Jaia) eliab (e Jaidis Sl dualiil) 23l Cadla e 5 lalaall Lulie
L e ST S o jliiely il ane eliab e Jaad) 138 Gsllasy cla ) jEiul ade 5l il sheall 430 sane Vs b Aiia CYISS)
e T gie o 28 4 HLainl) sl a3 sai el (8 Ayl Aaalisall a5 ALSAll e lplamall el dag Dl g
gl 8BS sall e Xl gall adaat 8 Jidh 93 e () 55 (38aT 3 sall 18 gl s (UMTPO) Gl L5 55 5 ()

A pal) Aalnall o daing ¢ 5L Ly g Y Lapent g 5 ¢ mallast L s ) iy, s L 5k Alial) lalaall Juli dsds
Iy A Gl e il i) die Jaed Le s g bl 20 gall Cilay 353 8 Jsodl) &l sl Llail) e ST 5,08 chetal
Gsh Cine )3 ila ) SIS (s i sl o ol 3 saill Jgla a5 A jluiall il olad dpliall 25000

O Aaaliiaall Bilaall o ¢y L s sl e alil) 23 5aill 5 35S la 73 s dga) ge 2ie o il Julaill jelal a8yl i)
Clalae) Calite yie Hhlaall e ol Gl giue o Lalial) ae o) gall G (e b jise 5 ) ey Juadl ool (3825 # i) 23 sall
Calalzall

L) et 23 g el Gl are dass gia ¢l L s ) (Ol aae eliad (alaal) saxia Guuad) :Aalidal) cilalsl)
ANV (558 e ) ) A SIS ) ¢l L 530 5 il ane o gie o 38 3 jlaiin)

Résumé
Ce travail introduit un nouveau cadre multi-objectif pour I'optimisation de portefeuille, intégrant la théorie
de l'incertitude avec I'entropie de Tsallis comme mesure du risque. Contrairement aux modéles
traditionnels qui opérent dans un espace probabiliste et reposent sur des données historiques ce qui
constitue une difficulté pour les investisseurs publics notre approche s’appuie sur un espace d’incertitude.
Notre principale contribution est le développement du modéle d’optimisation de portefeuille basé sur la
moyenne incertaine et I'entropie de Tsallis (UMTPO). Ce cadre permet de maximiser simultanément les
rendements incertains et de minimiser le risque, lequel est quantifié a I'aide de I'entropie de Tsallis. En
utilisant I'entropie de Tsallis, une généralisation de I'entropie de Shannon avec un paramétre flexible (3,
notre modéle capture plus efficacement le comportement des queues de distribution des rendements, ce
qui constitue une limite des mesures conventionnelles telles que la variance. Pour résoudre le modéle
proposé, deux approches classiques, ainsi que deux algorithmes métaheuristiques sont utilisés. Enfin,
une analyse comparative avec le modéle de Markowitz et un modéle basé sur I'entropie de Rényi montre
que le portefeuille issu du modele proposé surpasse systématiquement les autres en termes de
rendement, tout en présentant un risque réduit pour 'ensemble des parameétres spécifiés.

Mots clés : Optimisation multi-objectif, espace d’incertitude, I'entropie de Tsallis, modéle d’optimisation
de portefeuille basé sur la moyenne incertaine et I'entropie de Tsallis, approches classiques, algorithmes
métaheuristiques.

Abstract
This work introduces a novel multi-objective framework for portfolio optimization that integrates un
certainty theory with Tsallis entropy as a risk metric. Unlike traditional models that operate within a
probability space and rely on historical data—a challenge for public investors—our approach leverages an
uncertain space. Our primary contribution is the development of the uncertain mean-Tsallis entropy
portfolio optimization (UMTPQ) model. This framework simultaneously maximizes uncertain returns and
minimizes risk, which is quantified by Tsallis entropy. By using Tsallis entropy, a generalized form of
Shannon entropy with a flexible parameter 3, our model more effectively captures the tail behavior of
return distributions, a limitation of conventional metrics like variance. To solve the proposed model, two
classical approaches and two meta-heuristic algorithms are employed. Finally, a comparative analysis with
the Markowitz model and a model based on Renyi entropy shows that the portfolio derived from the
suggested model consistently outperforms in terms of returns while exhibiting reduced risk across all
specified parameters.

Keywords : Multi-objective optimization, uncertainty space, Tsallis entropy, uncertain mean-Tsallis entropy
portfolio optimisation model, classical approaches, meta-heuristic algorithms.




