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LISTE DES SYMBOLES

On notera par :

F : la classe des groupes finis.

A : la classe des groupes abéliens.

N : la classe des groupes nilpotents.

Nk : la classe des groupes nilpotents de classe égale au plus à k.

N (m)
k : la classe des groupes dont tous les sous-groupes engendrés par m

éléments sont nilpotents de classe égale au plus à k.

E : la classe des groupes d’Engel

Ek : la classe des groupes k−Engel

P : la classe des groupes polycycliques.

Fd : la classe des groupes de profondeur finie.

T : la classe des groupes de torsion (périodiques).

Soient G un groupe, n un entier positif.

xy = y−1xy, où x, y ∈ G.

[x, y] = x−1y−1xy le commutateur de deux éléments x et y de G.

[x,0 y] = x, [x,n y] = [[x,n−1 y] , y]

[x1, x2, ..., xn] = [[x1, x2, ..., xn−1] , xn] où x1, x2,..., xn ∈ G
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Liste des Symboles

Z0(G) = 1,

Z1(G) = Z(G) le centre de G

Zn(G) le (n+ 1)ème terme de la série centrale ascendante de G.

γ1(G) = G,

γn+1(G) = [γn(G), G]

γn(G) le nème terme de la série centrale descendante de G.

G(0) = G,

G(1) = G′ = [G,G]

G(n) =
[
G(n−1), G(n−1)

]
le (n+ 1)ème terme de la série dérivée de G.
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INTRODUCTION

Actuellement, l’étude de la structure des groupes avec certaines condi-

tions combinatoires sur eux, est l’un des sujets intéressants dans lequels

de nombreuses recherches sont impliquées. Une partie importante de ces

recherches vient d’une célébre question de Paul Erdös [60].

Soit G un groupe dont toute partie infinie contient deux éléments dis-

tincts x, y tels que [x, y] = x−1y−1xy = 1, ou d’autre terme G est un groupe

dont toute partie d’éléments ne commutant pas deux à deux est fini.

Paul Erdös s’est intéressé par les ensembles d’éléments de G tel que

chaque deux ne commute pas ; et il a posé la question suivante : existe-t-il

une borne supérieure finie pour les cardinaux des ces parties finies ?.

La question de P. Erdös a été résolu par l’affirmative par B.H Neumann

[60] en montrant que si G est un groupe dont toute partie infinie contient

deux différents éléments qui commutent si, et seulement si, le centre de G,

Z(G), a un indice fini, donc cet indice est la borne demandée.

Lennox et Wiegold [48] ont prolongé le problème d’Erdös comme suit :

Soit X une classe (ou une propriété) de groupes et soit G un groupe.

Notons par X ∗−groupes, les groupes G dont tout sous-ensemble infini de G

contient deux différents éléments x et y tels 〈x, y〉 ∈ X . Donc, le théorème de
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Introduction

B.H Neumann [60], affirme que les A∗−groupes sont les groupes centre-par-

fini, où A désigne la classe des groupes abéliens. Lennox et Wiegold dans

leur article [48], ont s’intéressé par les N ∗−groupes et les P∗−groupes en

se restreignant aux groupes résolubles et de type fini, où N et P désignent

respectivement la classe des groupes nilpotents et polycycliques.

Cette approche qui semble très intéressante et fractueuse à été l’objet

de plusieurs travaux et de nombreux documents ont été rédiger dans ce

sens, on cite par exemple les résultats obtenus dans [1], [3], [9], [12], [13],

[19]—[21], [24], [26], [79] - [80].

Cette thèse se compose de quatre 4 chapitres que nous allons brièvement

décrire :

Dans le premier chapitre, on donnera la démonstration détaillé des ré-

sultats de Lennox et Wielgold cité ci-dessus [48]. Puis on illustrera quelques

résultats connus similaires au problème de Lennox et Wiegold, qui ont été

obtenus notamments dans [1], [3], [9], [12], [13], [19]—[21], [24], [26], [51],

[79] - [80].

Soit X une classe (ou une propriété) de groupes. Notons par X#−groupes,

les groupes dont toute partie infinie contient deux éléments distincts x, y tels

que 〈x, xy〉 soit un X -groupe. Notons que si la classe X est stable par passage

aux sous-groupes, alors tout X ∗−groupe est un X#−groupe.

Soit G un groupe, on dit que le groupe G est de profondeur finie si la

série centrale descendante de G se stabilise après un nombre fini d’étapes.

Donc G est de profondeur finie si, et seulement si, γn(G) = γn+1(G) pour un

certain entier positif n, où γn(G) désigne le nième terme de la série centrale

descendante de G. On note la classe des groupes de profondeur finie par Fd.

De plus, si k est un entier positif, on dit que G est dans la classe Fdk, si

γk(G) = γk+1(G).
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Introduction

Boukaroura à prouvé dans [13], qu’un groupe G résoluble de type fini

est un (Fd)∗−groupe si, et seulement si, G est dans la classe FN , où FN

désigne la classe des groupes finis-par-nilpotents.

Notons que si G est un groupe fini-par-nilpotent, alors G admet un sous-

groupe normal fini N , tel que G/N soit nilpotent. Donc il existe un entier

positif c tel que γc(G) ≤ N . Or N est fini, d’où γn(G) = γn+1(G) pour un certain

entier positif n ≥ c, et ainsi les (FN )#−groupes sont des (Fd)#−groupes.

Dans le deuxième chapitre, on généralisera le résultat de Boukaroura

[13], on donnera une caractérisation des (Fd)#−groupes dans les groupes

hyper-(abélien-par-fini) et de type fini. On prouvera qu’un groupe G hyper-

(abélien-par-fini) de type fini est un (Fd)#−groupe si, et seulement si, G

est fini-par-nilpotent. On prouvera aussi que si k > 0 est un entier et si G

est un (Fdk)#−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini, alors il existe un

entier c = c(k) tel que G/Zc(G) soit fini. Notons que notre résultat généralise

le résultat de J.C. Lennox [45] qui affirme qu’un groupe résoluble-par-fini

de type fini dont les sous-groupes engendrés par deux conjugués sont de

profondeur finis, il est fini-par-nilpotent.

Puis on caractérisera les (MN )#−groupes et les (ME)#−groupes, où M

et E désigne respectivement la classe des groupes vérifiants la condition mi-

nimale sur les sous-groupes et la classe des groupes d’Engel. On démontrera

qu’un groupe G hyper-(abélien-par-fini) de type fini est un (MN )#−groupe

(respectivement, (ME)#−groupe) si, et seulement si, G est fini-par-nilpotent.

On prouvera aussi que si G est un (MN k)#−groupe (respectivement, (MEk)#−

groupe) hyper-(abélien-par-fini) de type fini, alors il existe un entier c = c(k)

tel que G/Zc(G) soit fini.

Dans le chapitre trois, on donnera une caractérisation des (T N )#−groupes,

où T désigne la classe des groupes de torsion (périodiques) et N la classe

des groupes nilpotents. Dans la première section, on établira que si G est
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Introduction

une extension d’un groupe résoluble par un groupe fini de type fini est un

(T N )#−groupes si, et seulement si, G est une extension d’un groupe de tor-

sion par un groupe nilpotent. On établira aussi que si k > 0 est un entier et

si G est un (T N k)#−groupe résoluble-par-fini de type fini, alors il existe un

entier c = c(k) tel que G est dans la classe T N c, où Nk désigne la classe des

groupes nilpotents de classe égale au plus à k. Pour ce faire, nous allons ra-

mener l’étude de la classe (T N k)# à celle de (Nk)#, laquelle est incluse dans

la classe E∗k+1 des groupes dont toute partie infinie contient deux éléments

distincts x, y tels que [y,k+1 x] = 1 ; si bien que l’on pourra utiliser les résultats

établis dans [3].

Notons par Ω la classe des groupes ayant une série normale finie dont les

facteurs sont abéliens ou finis. Dans la deuxième section de ce chapitre, on

améliora le résultat obtenu dans la première section en considérant que le

groupe est dans Ω ; on établira que si G est est un groupe dans Ω de type fini

est un (T N )#−groupe si, et seulement si, G est torsion-par-nilpotent. On

établira aussi que si k > 0 est un entier positif et si G est un (T N k)#−groupe

dans Ω de type fini, alors il existe un entier c = c(k) tel que G est dans la

classe T N c. Notons que les résultats obtenus dans ce chapitre généralise

le résultat obtenus dans [80] affirmant qu’un groupe G résoluble de type

fini est dans la classe des (T N )∗−groupes si, et seulement si, G est dans la

classe T N .

Soit π = {p /p : premier} un sous ensemble de l’ensemble des nombres

premiers. Soit n > 1 un entier, on dit que n est un π−nombre si, et seulement

si, les diviseurs premiers de n sont dans π. Soit G un groupe, on dit que G

est π− groupe si, et seulement si, tout élément x de G est un π− élément, c’est

à dire que o(x) est un π − nombre.

Dans le dernier chapitre, on donnera une caratérisation des (TπN )∗−groupes.

Plus précisement, on établira qu’un (TπN )∗−groupe G résoluble de type
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Introduction

fini, alors G est une extension d’un groupe de Tπ par un groupe fini-par-

nilpotent. On établira aussi que si k > 0 est un entier positif et si G est un

(TπN k)∗−groupe résoluble de type fini, alors il existe un entier c = c(k) tel

que G soit dans Tπ(FN c), où Nk désigne la classe des groupes nilpotents de

classe égale au plus à k.
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CHAPITRE 1

GROUPES AVEC CERTAINES

CONDITIONS COMBINATOIRES

1.1 Introduction

Lennox et Wiegold [48], en s’inspirant de la question de P. Erdös, ont

formulé le problème suivant :

Soit X une classe (ou une propriété) de groupes donnée, caractériser les

X ∗−groupes G dont toute partie infinie de G contient deux éléments distincts

engendrant un X -groupe.

Dans ce chapitre, On donnera la démonstration des résultats de J.C. Len-

nox et J. Wiegold concernant les N ∗−groupes et P∗−groupes, puis on illus-

trera quelques résultats similaires au problème de Lennox et Wiegold, qui

ont été obtenus par plusieur auteurs. Plus précisement pour les (Fd)∗−groupes,

(FN )∗−groupes, (NF)∗−groupes, (T N )∗−groupes, (MN )∗−groupes, (ME)∗−groupes

... etc, où F , N , Fd, T , M et E désignent respectivement la classe des

groupes finis, nilpotents, de profondeur finie, de torsion, vérifiants la condi-
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Chapitre 1. Groupes avec certaines conditions combinatoires

tion minimale sur les sous-groupes et d’Engel.

1.2 Le problème de Lennox et Wiegold sur les

parties infinies

Soit G un groupe, on associe à G un graphe Γ (G) définit comme suit : les

sommets de Γ(G) sont des éléments de G, et deux sommets x, y sont reliés

par un côté si, et seulement si, x et y ne commutent pas en tant qu’éléments

de G, c’est-à-dire que [x, y] 6= 1, où [x, y] = x−1y−1xy. De plus, on dit qu’un

sous-graphe Γ(X) de Γ(G) est complet si chaque sommet est relié avec tous

les autres sommets, où X ⊆ G.

P. Erdös s’est intéressé par les sous-graphes complets de Γ (G), ou d’une

manière équivalente par les ensembles d’éléments de G tel que chaque deux

ne commute pas, et il a posé le problème suivant :

Supposons que Γ (G) ne contient aucun sous-graphe complet infini, alors

est ce qu’il existe une borne finie pour les cardinaux des sous-graphes com-

plets de Γ (G) ?.

B.H Neumann [60] a résolu le problème de P. Erdös par l’affirmative en

prouvant que Γ (G) n’admet pas de sous-graphes complets infinis si, et seule-

ment si, G/Z(G) est fini, où Z(G) est le centre de G.

Lennox et Wiegold [48], ont prolongé le problème de P. Erdös comme suit :

Soit X une propriété de groupes et soit G un groupe, on peut considérer

le X−graphe, GX , sur G dont les sommet sont les éléments de G, et deux

sommets x et y sont connectés par un côté si et seulement si 〈x, y〉 /∈ X .

Donc le graphe de B.H. Neumann est GA, où A est la classe des groupes

abéliens.

Notons par X ∗ (ou X ∗−groupes) la classe des groupes G tel que GX ne

contient aucun sous-graphe complet infini ou, en langage de la Théorie des

9



Chapitre 1. Groupes avec certaines conditions combinatoires

groupes, toute partie infinie de G contient deux différents éléments x et y

tels 〈x, y〉 ∈ X . Donc, le théorème de B.H Neumann [60], affirme que les

A∗−groupes sont exactement les groupes centre-par-finis.

Lennox et Wiegold ont s’intéréssé par les N ∗−groupes et P∗−groupes

dans les groupes résolubles et de type fini, où N et P désignent respective-

ment la classe des groupes nilpotents et la classe des groupes polycycliques.

Ils ont démontré les deux résultats suivants :

Théorème 1.2.1. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les deux condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un N ∗−groupe;

(ii) G est fini-par-nilpotent.

Théorème 1.2.2. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les deux condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un P∗−groupe;

(ii) G est polycyclique.

Lennox et Wiegold ont cité deux exemples jusitifiant le choix des groupes

résolubles et de type fini. En effet, il s’agit de l’exemple de M.F. Newman [62]

d’un p-groupe 3-engendrés infini dans lequel les sous-groupes 2-engendrés

sont (fini et) nilpotent. Il est clair que le groupe n’est pas résoluble car il est

p−groupe infini. On a le groupe est un N ∗−groupe (et P∗−groupe) mais il

n’est pas fini-par-nilpotent car il est infini (et il n’est pas polycyclique car il

n’est pas résoluble).

Aussi l’exemple de Vaughan-Lee et Wiegold [81] d’un groupe G infini, lo-

calement fini, parfait et d’exposant un nombre premier p ≥ 5, donc tout

sous-groupe deux-engendrés est nilpotent. Il est clair que le groupe G ni

résoluble ni de type fini. On a G est un N ∗−groupe (et P∗−groupe), mais il

n’est pas fini-par-nilpotent car il infini (et n’est pas polycyclique car il n’est

pas résoluble).
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Chapitre 1. Groupes avec certaines conditions combinatoires

Pour démontrer le Théorème 1.2.1, on démontre d’abord le Théorème

1.2.2.

La clé de la démonstration du Théorème 1.2.2, est le Lemme suivant, qui

est inclus dans la démonstration du Théorème B du Lennox [43] :

Lemme 1.2.3. Soit G un groupe résoluble de type fini et A un sous-groupe

normal abélien tels que G/A est polycyclique et 〈a, x〉 est polycyclique pour

tout a ∈ A, x ∈ G. Alors G est polycylique.

Passant maintenant à la démonstration du Théorème 1.2.2

Démonstration. Puisque tout groupe résoluble de type fini est polycyclique si

et seulement si chaque sous-groupe 2-engendrés est polycyclique [43], donc

si G est polycyclique alors G est un P∗−groupe.

Réciproquement, soit G un groupe résoluble de type fini et supposons que

G est un P∗−groupe. Montrons par récurrence sur la longueur dérivée d

de G que G est polycyclique. Si d = 1, alors G est abélien, et comme G est

de type fini, donc G est polycyclique. Supposons maintenant que d > 1 et

que le théorème est vrai pour tout groupe de longueur dérivée inférieur à

d. Soit A = G(d−1) le dernier terme non-trivial de la série dérivée de G. Par

hypothèse de récurrence on a G/A est polycyclique. D’où, d’après le Lemme

1.2.3, il suffit montrer que H = 〈a, x〉 est polycyclique pour tout a ∈ A, x ∈ G.

Supposons que H n’est pas polycyclique, alors x est d’ordre infini (autrement〈
ax

i
, i ∈ Z

〉
est de type fini) et donc la séquence

xa, x2a, ...., xna, ....

est infinie. Comme H est un P∗−groupe, alors il existe deux éléments s et

r tel que 〈xsa, xra〉 est polycyclique, donc 〈xα, xra〉 est polycylique où α 6= 0.

Puisque
〈
xα, (xα)xra

〉
≤ 〈xα, xra〉 . Or

〈
xα, (xα)xra

〉
= 〈[xα, xra] , xα〉 = 〈[xα, a] , xα〉 =

11



Chapitre 1. Groupes avec certaines conditions combinatoires

〈[a, xα] , xα〉, donc 〈[a, xα] , xα〉 est polycyclique. Si [a, xα] = 1 et comme [x, xα] =

1, alors xα ∈ Z(H) on obtient que H est polycyclique, une contradiction.

D’où on suppose que y = [a, xα] est non trivial et comme y〈x
α〉 ≤ 〈y, xα〉 =

〈[a, xα] , xα〉 alors y〈x
α〉 est polycyclique donc vérifie la condition maximal sur

les sous groupes, ainsi y〈xα〉 est de type fini, et alors y〈x〉 est de type fini.

Puisque y〈x〉 ≤ A est abélien et de type fini, on a y〈x〉 est polycyclique. Puisque

H/y〈x
α〉 est polycyclique, alors H est polycyclique, ce qui est contradictoire et

le Théorème suit.

On passera maintenant à la démonstration du Théorème 1.2.1

Démonstration. Il est clair que si G est fini-par-nilpotent, alors G est un

N ∗−groupe. Réciproquement, soit G un N ∗−groupe résoluble de type fini,

donc G est un P∗−groupe, et d’après le Théorème 1.2.2, G est polycyclique.

Puisque G vérifie la condition maximale sur les sous-groupe, on peut sup-

poser que tout image propre de G est fini-par-nilpotent mais G ne le soit

pas. Comme G est résoluble, il admet un sous-groupe non-trivial A normal,

abélien et sans torsion tel que G/A soit fini-par-nilpotent. Soit x ∈ A et y ∈ G,

alors la séquence

yx, y2x, ......, yrx, .....

est infinie, d’où par hypothèse 〈ymx, ynx〉 est nilpotent pour deux entiers po-

sitifs m et n ; comme 〈ymx, ynx〉 = 〈yr, ymx〉 pour r = n − m, ainsi 〈yr, ymx〉

est nilpotent. Il s’ensuit que [yr,t ymx] = [yr,t x] = 1 pour un certain entier t

et donc [y,t x]r = 1 car A est abélien et normal dans G. On en déduit que

[y,t x] = 1 puisque A est sans-torsion. Donc y ∈ R(G) l’ensemble des élé-

ménts d’Engel à droite. Comme G vérifie max, donc d’après le résultat de

Baer [67, 7.21], R(G) = Zω(G) le ω−centre de G, alors y ∈ Zω(G) et Zω(G) 6= 1.

En particulier Z1(G) = Z(G) le centre de G est non-trivial. Ainsi G/Z(G) est

12



Chapitre 1. Groupes avec certaines conditions combinatoires

fini-par-nilpotent, et d’après le résultat de Hall [37], G est fini-par-nilpotent

et le Théorème suit.

Remarque 1.2.4. Notons que le Théorème 1.2.2 généralise un résultat qui est

dû à J.C. Lennox [43] affirmant qu’un groupe G résoluble de type fini dont tout

sous-groupe 2−engendrés est polycyclique, alors G est polycyclique.

1.3 Quelques résultats similaires au problème de

Lennox et Wiegold

Après les résultats de Lennox et Wiegold [48], plusieurs auteurs ont ca-

ractérisé les X ∗−groupes pour diverses classes de groupes X . Dans cette

section, on va illustrer les résultats bien connus qui montre comment la

structure d’un groupe peut être influencée par une condition combinatoire

sur les parties infinies.

1.3.1 Les X ∗−groupes

Soit G un groupe, on dit que G est de profondeur finie si la série centrale

descendante de G se stabilise après un nombre fini d’étapes. Donc G est de

profondeur finie si, et seulement si, γn(G) = γn+1(G) pour un certain entier

positif n, où γn(G) désigne le nième terme de la série centrale descendante de

G. On notera la classe des groupes de profondeurs finies par Fd. De plus, si

k est un entier positif, on dit que G est dans la classe Fdk, si γk(G) = γk+1(G).

Il est clair que, tout N ∗−groupe est un (Fd)∗−groupe. Donc les résultats

suivants généralise le Théorème de Lennox et Wiegold (Théorème 1.2.1) :

Théorème 1.3.1. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) G est fini-par-nilpotent ;
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(ii) G est un (Fd)∗−groupe [13, A. Boukaroura] ;

(iii) G est un (CN )∗−groupe, où CN désigne la classe des groupes Chernikov-

par-nilpotent [42, N. Lemnouar].

De même dans [13] A. Boukaroura, a montré aussi qu’un groupe réso-

luble de type fini est un (Fdk)∗−groupe si, et seulement si, il est une exten-

sion d’un groupe fini par un groupe dont tout sous-groupe 2-engendrés est

nilpotent de classe au plus égale à k (c′est-à-dire que G ∈ FN (2)
k ).

Soit k > 0 un entier, soit Nk dénote la classe des groupes nilpotent de

classe au plus égale à k.

C. Delizia dans [19] a caractérisé les (Nk)∗−groupes. Il a prouvé le résultat

suivant :

Théorème 1.3.2. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les deux

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (N2)∗−groupe ;

(ii) G/Z2(G) est fini.

Dans [21], C. Délizia a montré que ce dernier résultat reste vrai pour les

groupes résiduellement finis de type fini. Il a montré :

Théorème 1.3.3. Soit G un groupe résiduellement fini de type fini. Alors les

deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (N2)∗−groupe ;

(ii) G/Z2(G) est fini.

Mais, il n’est pas possible de prolonger ces deux derniers résultats aux

(Nk)∗−groupes pour k > 2; c’est-à-dire si G est un (Nk)∗−groupe résoluble

(ou résiduellement fini) de type fini où k > 2, alors G/Zk(G) n’est pas néces-

sairement fini. C. Delizia a cité l’exemple de L.C. Kappe et W.P. Kappe d’un

groupe G de type fini, sans-torsion, 3-Engel et nilpotent de classe égale exac-

tement 4. Donc le groupe G est résoluble (et résiduellement fini) et G est un
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(N3)∗−groupe, mais G/Z3(G) est infini car si G/Z3(G) est fini on obtient que

G est nilpotent de classe au plus égale à 3; une contradiction. Par contre, C.

Delizia dans [22] a montré les résultats suivants :

Théorème 1.3.4. SoitG un groupe résoluble de type fini. SiG est un (Nk)∗−groupe,

alors il existe un certain entier c dépendant de k et de la longueur dérivée de

G tel que G/Zc(G) est fini.

Théorème 1.3.5. Soit G un (Nk)∗−groupe résoluble de type fini de longueur

dérivée d. Alors G/Zkd−1(G) est fini.

C. Delizia [22] a montré aussi que si G est un (N3)∗−groupe résoluble de

type fini, alors G/Z4(G) est fini.

Les (Nk)∗−groupes résolubles de type finis ont été étudié aussi par A.

Abdollahi et B. Taeri [9]. Ils ont montré que :

Théorème 1.3.6. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (Nk)∗−groupe ;

(ii) G admet un sous-groupe normal N tel que N soit fini et G/N soit dans

la classe N (2)
k , où N (2)

k désigne la classe des groupes dans lequels chaque

sous-groupes 2-engendré est nilpotent de classe au plus égale à k.

Il a été remarqué dans [9] que si G/Zk(G) est fini alors G est dans FN (2)
k

mais l’inverse est faux pour k ≥ 3, même si G est de type fini et résolube

de longueur dérivée trois. Les exemples cités, dû a Neumann [61], sont des

groupes sans-torsion et donc résiduellement finis.

C. Delizia, A. Rhemtulla et H. Smith dans [23], ont étondu le résultat

obtenu par Delizia [20] (Théorème 1.3.4) à une classe de groupes très inté-

ressantes, la classe des groupes localement gradués.

Rappelons qu’un groupe G est dit localement gradué si tout sous-groupe

non-trivial de type finie de G a un quotient fini non trivial.
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Ils ont montré :

Théorème 1.3.7. Soit G un groupe localement gradué de type fini. Si G est

un (Nk)∗−groupe, alors il existe un entier c dépendant de k tel que G/Zc(G) est

fini.

1.3.2 Les (XY)∗−groupes

Soit X , Y deux classes de groupes. Rappelons que le produit XY désigne

la classe des groupes G qui admettant un sous-groupe normal H tels que

H ∈ X et G/H ∈ Y, on dit aussi XY est la classe des groupes X -par-Y.

Dans ce qui suit, nous allons donner quelques résultats sur les (XY)∗−groupes

et les (XYk)∗−groupes.

Dans son article [79], N. Trablsi, a amélioré le résultat de Lennox et Wie-

gold (Théorème 1.2.1). Il a caractérisé les (NF)∗−groupes et les (FN )∗−groupes.

Il a montré

Théorème 1.3.8. Soit G est un groupe résoluble de type fini. Alors les deux

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (NF)∗−groupe ;

(ii) G est nilpotent-par-fini.

Théorème 1.3.9. Soit G est un groupe résoluble de type fini. Alors les deux

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (FN )∗−groupe ;

(ii) G est fini -par-nilpotent.
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A. Abdollahi dans [12] a montré le résultat suivant :

Théorème 1.3.10. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (FN k)∗−groupe ;

(ii) G est admet un sous-groupe normal N tel que N soit fini et G/N soit

dans la classeN (2)
k , oùN (2)

k désigne la classe des groupes dans lequels chaque

sous-groupes 2-engendré est nilpotent de classe au plus égale à k (i.e G est

FN (2)
k ).

Notons que ce résultat est une amélioration du résultat obtenu dans [9]

(Théorème 1.3.6) car si G est un (Nk)∗−groupe, il est un (FN k)∗−groupe.

N. Trablsi dans [80] a caractérisé les (T N )∗−groupes, où T désigne la

classe des groupes de torsion. Il a montré

Théorème 1.3.11. Soit G groupe résoluble de type fini. Alors les deux condi-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (T N )∗−groupe ;

(ii) G est torsion-par-nilpotent.

Notons que le Théorème 1.3.11 est une généralisation du Théorème 1.3.9,

car la classe des groupes F ⊂ T .

A Boukaroura dans [13], a étudié les (MN )∗−groupes et (ME)∗−groupes,

où M désigne la classe de groupes vérifiant la condition minimale sur les

sous-groupes et E la classe des groupes d’Engel. Il a montré :

Théorème 1.3.12. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les deux

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (MN )∗−groupe ;

(ii) G est fini -par-nilpotent.

Comme les (FN )∗−groupes sont des (MN )∗−groupes, alors le Théorème

1.3.12 est une amélioration du Théorème 1.3.9.
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Théorème 1.3.13. Soit G un groupe résoluble de type fini . Alors les deux

conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (ME)∗−groupe ;

(ii) G est fini -par-nilpotent.

Dans [13] A Boukaroura a étudié aussi les (XN k)∗−groupes et les (XEk)∗−groupes.

Il a prouvé :

Théorème 1.3.14. Soient G un groupe résoluble de type fini etM une classe

de groupes vérifiant la condition minimale. Alors les deux conditions suivantes

sont équivalentes :

(i) G est un (MN k)∗−groupe ;

(ii) G est dans la classe FN (2)
k .

Notons que ce dernier Théorème est une généralisation du Théorème

1.3.10.

Théorème 1.3.15. SoientM une classe de groupes vérifiant la condition mi-

nimale et G un (MEk)∗−groupe résoluble de type fini. Alors il existe une fonc-

tion c = c(k) tel que G soit dans la classe FN c.

1.3.3 Les E∗−groupes et E∗k−groupes

Soit G un groupe. On dit que G est un E∗−groupe si toute partie infinie

de G contient deux éléments distincts x, y tels que [x,k y] = 1 pour un certain

entier positif k. Si k est le même pour tous les ensembles X de G, on dit que

G est un E∗k−groupe.

Il est clair que les E∗−groupes sont des E∗−groupes et les E∗k−groupes

sont des E∗k−groupes, où E∗ (respectivement, E∗k ) désigne la classe des groupes

dont toute partie infinie contient deux éléments distincts x, y tels que 〈x, y〉 est

un groupe d’Engel (repectivement, un groupe k−Engel).
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Dans cette section, on donnera quelques résultats sur les E∗−groupes,

les E∗k−groupes et les E∗k−goupes.

P. Longobardi et M. Maj [51], ont caractérisé les E∗−groupes, elles ont

montré le résultat suivant :

Théorème 1.3.16. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les deux

conditions suivantes sont équivalentes

(i) G est un E∗−groupe ;

(ii) G est fini-par-nilpotent.

Comme les N ∗−groupes sont des E∗−groupes, alors le Théorème 1.3.16

est une généralisation du Théorème 1.2.1.

G. Endimioni [26] a obtenu le même résultat, mais avec d’autre argu-

ment, il a montré :

Théorème 1.3.17. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) G est fini-par-nilpotent ;

(ii) Tout ensemble infini d’éléments de G contient une paire {x, y} tel que

[x,n y] = 1 pour un certain entier positif n.

P. Longobardi et M. Maj, dans [51], ont étudié aussi les E∗k−groupes. Elles

ont montré que :

Théorème 1.3.18. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) G est un E∗2−groupe ;

(ii) G/R(G) est fini, où R(G) désigne le sous-groupe caractéristique de G

qui contient tous les éléments 2-Engel de G.

Dans [1] A. Abdollahi, en utilisant quelques résultats dans [51], a démon-

tré :
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Théorème 1.3.19. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) G est un E∗2−groupe ;

(ii) G/Z2(G) est fini.

Notons que le Théorème 1.3.19 généralise le Théorème 1.3.2 et le Théo-

rème 1.3.18, car la classe (N2)∗ ⊂ E∗2 ; aussi on a Z2(G) ≤ R(G), donc si

G/Z2(G) est fini alors G/R(G) est fini.

C. Delizia et C. Nicotera [24], ont démontré que le réslutat dans [1] reste

vrai même si nous remplaçons l’hypothèse résoluble par l’hypothèse rési-

duellement fini. En d’autre terme, ils ont prouvé

Théorème 1.3.20. Soit G un groupe résiduellement fini de type fini. Alors les

propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) G est un E∗2−groupe ;

(ii) G/Z2(G) est fini.

A. Abdollahi [3] a étudié les E∗k−groupes résolubles de type fini. Il a mon-

tré :

Théorème 1.3.21. Soit G un groupe résoluble de type fini. Alors les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) G est dans la classe des E∗3−groupe ;

(ii) G est fini par un groupe dont tout sous-groupe 2-engendré est nilpotent

de la classe au plus égale à 3.

Théorème 1.3.22. Soit G un E∗k−groupe résoluble de type fini. Alors il existe

un entier positif c dépendant seulement de k tel que G/Zc(G) est fini.

A. Abdollahi [3] a caractérisé les E∗k−groupes dont le cas où le groupe est

métabélien de type fini, il a prouvé
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Théorème 1.3.23. Soit G un groupe métabélien de type fini. Alors les proprié-

tés suivantes sont équivalentes :

(i) G est un E∗k−groupe ;

(ii) G/Zk(G) est fini.

Dans son Article [49] P. Longobardi a étudié les E∗k−groupes dans le cas

où le groupe est localement gradué de type fini. Elle a montré

Théorème 1.3.24. Soit G un groupe localement gradué de type fini. Si G est

un E∗k−groupe, alors G est fini-par-(k−Engel), et donc est (k−Engel)-par-fini.
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CHAPITRE 2

UNE CONDITION DE FD SUR LES

PARTIES INFINIES

2.1 Introduction

Soit X une classe des groupes et soit G un groupe. On dit que G est un

X#−groupe, si toute partie infinie de G contient deux éléments distincts x, y

tels que 〈x, xy〉 soit un X -groupe. Notons que si la classe X est stable par

passage aux sous-groupes, alors tout X ∗−groupe est un X#−groupe.

Dans ce chapitre, on donnera une caractérisation des (Fd)#−groupes

et des (Fdk)#−groupes dans les groupes hyper-(abélien-par-fini) et de type

finis, où Fd (respectivement, Fdk) désigne la classe des groupes de pro-

fondeur finie (respectivement, de profondeur finie égale au plus k). Puis

on caracétisera les (MN )#−groupes, (MN k)#−groupes, (ME)#−groupes et

(MEk)#−groupes, où M, N , Nk, E et Ek désignent respectivement la classe

des groupes vérifiant la condition minimale sur les sous-groupes, nilpotents,

nilpotents de classe au plus égale à k, d’Engel et k−Engel où k est un entier
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positif.

Soit G un groupe, on dit que le groupe G est de profondeur finie si la

série centrale descendante de G se stabilise après un nombre fini d’étapes.

Donc G est de profondeur finie si, et seulement si, γn(G) = γn+1(G) pour un

certain entier positif n, où γn(G) désigne le nième terme de la série centrale

descendante de G. On note la classe des groupes de profondeur finie par Fd.

De plus, si k est un entier positif, on dit que G est dans la classe Fdk, si

γk(G) = γk+1(G).

Rappelons q’un groupe G est dit hyper-X s’il admet une série normale

ascendante 1 = G0 C G1 C ... C Gβ C Gβ+1 C ... C Gα = G telle que Gβ+1/Gβ ∈

X pour tout ordinal β < α, et Gλ = ∪
β<λ

Gβ si λ est un ordinal limite.

Notons que tout groupe abélien-par-fini, admet un sous-groupe abélien,

caractéristique et d’indice fini. On en déduit, que tout groupe hyper-(abélien-

par-fini) admet un sous-groupe normal non trivial, abélien ou fini.

2.2 (Fd)#−groupes et (Fdk)#−groupes

A. Boukaroura a prouvé dans [13], qu’un groupe résoluble de type fini

est un (Fd)∗−groupe si, et seulement si, G est dans la classe FN , où Fd dé-

signe la classe des groupes de profondeur finie et FN la classe des groupes

finis-par-nilpotents. Dans cette section, on généralisera le résultat de A.

Boukaroura [13]. Plus précisément, on donnera une caractérisation des

(Fd)#−groupes dans le cas où le groupe est hyper-(abélien-par-fini) et de

type fini. On établira qu’un groupe G hyper-(abélien-par-fini) de type fini est

un (Fd)#−groupe si, et seulement si, G est fini-par-nilpotent. On établira

aussi que si k > 0 est un entier et si G est un (Fdk)#−groupe hyper-(abélien-

par-fini) de type fini, alors alors il existe un entier c = c(k) tel que G/Zc(G)

soit fini.

Notons que notre résultat généralise le résultat de J.C. Lennox [45] qui af-
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firme qu’un groupe résoluble-par-fini de type fini dont les sous-groupes en-

gendrés par deux conjugués sont de profondeur finis, il est fini-par-nilpotent.

Notons que si G est un groupe fini-par-nilpotent, alors G admet un sous-

groupe normal fini N , tel que G/N soit nilpotent. Donc il existe un entier

positif c tel que γc(G) ≤ N . Or N est fini, d’où γn(G) = γn+1(G) pour un certain

entier positif n ≥ c, et ainsi la classe des (FN )#−groupes est incluse dans la

classe des (Fd)#−groupe.

Pour démontrer notre résultat, établissons d’abord quelques résultats

préliminaires

Soit E∗ la classe des groupes dont toute partie infinie contient deux élé-

ments distincts x, y tels que [x,n y] = 1 pour un entier positif n = n(x, y). Dans

[51], Longobardi et Maj ont démontré qu’un groupe résoluble de type fini est

un E∗−groupes si, et seulement si, est fini-par-nilpotent. On généralise ce

résultat au groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini (Proposition 2.2.5).

Notre premier Lemme est une version faible du Lemme 11 [80]

Lemme 2.2.1. Soit G un groupe abélien-par-fini de type fini. Si G est un

(FN )∗−groupe, alors G est fini-par-nilpotent.

Démonstration. Soit G un groupe abélien-par-fini de type fini et supposons

que G est (FN )∗−groupe. Donc G admet un sous-groupe normal A abélien,

sans-torsion et d’indice fini. Soit 1 6= x ∈ A et soit g ∈ G. Alors l’ensemble

{xig, ı̂ un entier positif } est infini, donc il existe deux entiers positive m,n

tels que 〈xmg, xng〉 ∈ FN , d’où 〈xm−n, xng〉 ∈ FN . Donc il existe deux entiers

positifs c et d tels que [xm−n,c xng]d = 1. Comme x est un élément de A qui

est abélien et normal dans G, alors [xm−n,c xng] = [xm−n,c g] = [x,c g]m−n et d’où

[x,c g](m−n)d = 1. Maintenant, [x,c g] est dans le groupe sans-torsion A, donc

[x,c g] = 1. On en déduit que x est un élément d’Engel à droite de G. Puisque

G est abélien-par-fini et de type fini, il vérifie la condition maximale sur les

sous-groupes ; donc l’ensemble des éléments d’Engel à droite de G coïncide
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avec l’hypercentre qui est égale à Zi(G), le (i+ 1)ime terme de la série centrale

ascendante de G, pour un certain entier i > 0 [67, Théorème 7.21]. Donc,

A ≤ Zi(G); et comme A est d’indice fini dans G, alors G/Zi(G) est fini. Par

suite, par un résultat de Baer [37, Théorème 1], G est fini-par-nilpotent.

Lemme 2.2.2. Soit G un E∗−groupe abélien-par-fini de type fini. Alors G est

fini-par-nilpotent.

Démonstration. Soit G un E∗−groupe abélien-par-fini de type fini et soit A

un sous-groupe normal abélien d’indice fini dans G. Il est clair que tout

partie infinie de G contient deux différent éléments x, y tel que xA = yA;

donc y = xa pour un certain a dans A et 〈x, y〉 = 〈x, a〉. Donc 〈x, y〉 est un

groupe métabélien de type fini dans la classe E∗. Il s’ensuit par un résultat

de Longobardi et Maj [51, Théorème 1], que 〈x, y〉 est fini-par-nilpotent. D’où

G est un (FN )∗−groupe. Par suite, d’après le Lemme (2.2.1), G est fini -par-

nilpotent.

Lemme 2.2.3. Un E∗−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini est nilpotent-

par-fini.

Démonstration. Soit G un E∗−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini.

Comme la classe E∗ est stable par passage aux quotients et les groupes

nilpotents-par-fini de type fini sont de présentation finie, alors d’après [67,

Lemme 6.17] on peut supposer que tout quotient propre de G soit nilpotent-

par-fini, mais G lui-même ne le soit pas. Comme G est hyper-(Abélien-par-

fini), G contient un sous-groupe normal non trivial H tel que H est fini ou

abélien ; donc on a G/H est dans NF . Si H est fini, alors G est F(NF),

donc (FN )F , d’où (NF)F et donc G est nilpotent-par-fini, une contradiction.

Par conséquent H est Abélien et donc G est Abélien-par-(nilpotent-par-fini)

et par suite est (Abélien-par-nilpotent)-fini. D’où, G est une extension finie

d’un groupe résoluble ; donc il existe un sous-groupe normal résoluble K de
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G d’indice fini. Maintenant, K est un groupe résoluble de type fini dans la

classe E∗; il s’ensuit, par le résultat de Longobardi et Maj [51, Théorème 1],

que K est fini-par-nilpotent. Par un résultat de P. Hall [37, Théorème 2], K

est nilpotent-par-fini et donc G est nilpotent-par-fini, une contradiction, et

le lemme suit.

Puisque les groupes nilpotents-par-finis de type fini vérifies la condition

maximale sur les sous-groupes, le Lemme 2.2.3, à la conséquence suivante :

Corollaire 2.2.4. Soit G un E∗−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini.

Alors G vérifie la condition maximale sur les sous-groupes.

Proposition 2.2.5. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini. Si G

est un E∗−groupe, alors il est fini-par-nilpotent.

Démonstration. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini et sup-

posons que G est un E∗−groupe. D’après le Corollaire 2.2.4, G vérifie la

condition maximale sur les sous-groupes. Maintenant, puisque la classe E∗

est stable par passage aux quotients, alors on peut supposer que tout quo-

tient propre de G soit FN , mais G lui-même ne soit pas dans FN . Puisque le

groupe G est hyper-(Abélien-par-fini), il admet un sous-groupe normal non

trivial H tel que H est fini ou Abélien ; donc par hypothèse G/H est dans la

classe FN . Si H est fini, alors G est fini-par-nilpotent, une contradiction.

Par conséquent H est abélien et donc G est dans la classe A(FN ), d’où G est

dans (AF)N . Maintenant, puisque G vérifie la condition maximale sur les

sous-groupes, il s’ensuit par le lemmme 2.2.2, que G est dans (FN )N , donc

il est dans F(NN ). Par conséquent, G admet un sous-groupe nomral K fini

tel que G/K est résolule. Puisque le G/K est un E∗-groupe résoluble de type

fini, il est dans FN , d’après le résultat de Longobardi et Maj [51, Théorème

1]. Donc G est dans la classe FN , qui est une contradiction et la proposition

suite.
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Le reste de la démonstartion de notre Théorème (2.2.9) est adaptée de

celle du Théorème de Lennox [44, Théorème 3]

Lemme 2.2.6. Soit G un (Fd)#−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini.

Si G est résiduellement nilpotent, alors G est fini-par-nilpotent.

Démonstration. Soit G un (Fd)#−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini

et supposons que G est résiduellement nilpotent. Soit X un ensemble infini

de G, il existe donc deux éléments distincts x et y de X tels que 〈x, xy〉 ∈ Fd.

D’où il existe un entier k > 0 tel que γk (〈x, xy〉) = γk+1(〈x, xy〉). Puisque

〈x, xy〉 est résiduellement nilpotent, d’où ∩
i∈N
γi(〈x, xy〉) = 1. Par conséquent

γk(〈x, xy〉) = ∩
i∈N
γi(〈x, xy〉) = 1. Or 〈x, xy〉 = 〈x−1xy, x〉 = 〈[y, x] , x〉, donc γk(〈[y, x] , x〉) =

1, et ainsi [y,k x] = 1. Par suite G est un E∗-groupe hyper-(Abélien-par-

fini) de type fini. Il en résulte, par la proposition 2.2.5, que G est fini-par-

nilpotent.

Lemme 2.2.7. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini. Si G est

un (Fd)#−groupe, alors G est nilpotent-par-fini.

Démonstration. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini et sup-

posons que G est un (Fd)#−groupe. Comme les groupes nilpotents-par-finis

de type fini sont de présentation finie et la classe (Fd)# est stable par pas-

sage aux quotients, d’après [67, Lemme 6.17], on peut supposer que tout

quotient propre de G soit nilpotent-par-fini, mais G lui-même ne le soit pas.

Puisque G est hyper-(Abélien-par-fini), il contient un sous-groupe normal

non-trivial K tel que K soit fini ou abélien ; donc G/K est nilpotent-par-fini.

Si K est fini, alors G est F(NF), et par suite G est NF , une contradiction.

Par conséquent K est abélien, d’où G est dans la classe A(NF) et donc

dans la classe (AN )F . D’où G admet un sous-groupe normal H abélien-par-

nilpotent et d’indice fini. Comme G est de type fini, on obtient que H est un

groupe de type fini dans la classe AN ; par suite, d’après Ségal [72, Corol-

laire 1], H admet un sous-groupe normal résiduellement nilpotent et d’indice
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fini. Par conséquent, G admet un sous-groupe normal N résiduellement nil-

potent et d’indice fini. Donc N est un (Fd)#-groupe hyper-(Abélien-par-fini)

de type fini et résiduellement nilpotent. Donc, d’après le Lemme 2.2.6, N

est fini-par-nilpotent et donc nilpotent-par-fini [37]. Par conséquent G est

nilpotent-par-fini, une contradiction et le Lemme suit.

Lemme 2.2.8. Soient G un (Fd)#−groupe hyper-(abélien-par-fini) type fini et

K un sous-groupe normal de G tel que K soit nilpotent et G/K soit cyclique

fini. Alors G est fini-par-nilpotent.

Démonstration. Soit G un (Fd)#−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini

et soit K un sous-groupe normal de G tel que K soit nilpotent et G/K soit

cyclique fini. Posons n = |G/K|, montrons par récurrence sur n que G est

fini-par-nilpotent. Si n = 1, alors G = K et G est nilpotent, donc G est fini-

par-nilpotent. On suppose maintenant que n > 1, donc il existe un nombre

premier p tel que p|n. Comme G/K est cyclique, alors il admet un sous-

groupe normal d’indice p. Donc G admet un sous-groupe normal N d’indice

p contenant K. Comme |N/K| < |G/K|, par l’hypothèse de récurrence N est

fini-par-nilpotent. Soit T le sous-groupe de torsion de N . On a T est fini, Car

N est de type fini. Donc N/T est un groupe sans-torsion et fini-par-nilpotent,

par suite N/T est nilpotent. Par suite N/T est un groupe nilpotent de type

fini et sans-torsion ; d’où d’aprés Gruenberg [68, 5.2.21], N/T est résiduel-

lement un p-groupe fini. Puisque |G/N | = p, alors G/T est résiduellement un

p-groupe fini [73, Exercise 10, page 17]. Comme les p-groupes finis sont nil-

potents, on en déduit que G/T est résiduellement nilpotent. Il s’ensuit, par

le Lemme 2.2.6, que G/T est fini-par-nilpotent. D’où G est fini-par-nilpotent

et le Lemme suit.

Maintenant, on passe à démontrer notre résultat :

Théorème 2.2.9. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini. Alors

les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) G est un (Fd)#−groupe ;

(ii) G est fini-par-nilpotent.

Démonstration. Il est clair que tout groupe fini-par-nilpotent est un (Fd)#−groupe.

Réciproquement ; soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini et

supposons que G est un (Fd)#−groupe. D’après le Lemme 2.2.7, G est

nilpotent-par-fini. Donc G admet un sous-groupe normal N tel que N nil-

potent et G/N soit fini. Comme N est un groupe nilpotent de type fini,

il admet un sous-groupe normal, sans-torsion et d’indice fini [68, 5.4.15

(i)]. Donc, G admet un sous-groupe normal H nilpotent, sans torsion et

d’indice fini. Soit g un élément non-trivial de G. Comme H est de type

fini, 〈H, g〉 est un (Fd)#-groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini. Comme

〈H, g〉 /N est cyclique, car 〈H, g〉 /H = 〈g〉H/H ' 〈g〉 / 〈g〉 ∩N , alors, d’après le

Lemme 2.2.8, 〈H, g〉 est fini-par-nilpotent. Par conséquent, il existe un sous-

groupe normal K de 〈H, g〉 tel que K est fini et 〈H, g〉 /K est nilpotent. Donc

γk+1(〈H, g〉 /K) = K/K pour un certain entier positif k, d’où γk+1(〈H, g〉) ≤ K ;

comme K est fini, γk+1(〈H, g〉) est fini. Il existe donc un entier m tel que

[a,k g]m = 1, pour tout a ∈ H. Comme [a,k g] est un élément du groupe sans-

torsion H, on obtient que [a,k g] = 1. Par suite, a est un élément d’Engel à

droite de G ; et ainsi H ⊆ R(G), où R(G) désigne l’ensemble des éléments

d’Engel à droite de G. D’autre part, comme G est nilpotent-par-fini de type

fini, il vérifie la condition maximale sur les sous-groupes. Donc, d’après Baer

[67, Théorème 7.21], R(G) coïncide avec l’hypercentre de G qui égal à Zn(G)

pour un certain entier n. Par suite N ≤ Zn(G), d’où Zn(G) est d’indice fini

dans G. Il en résulte, par un résultat de Baer [37, Théorème 1] que G est

fini-par-nilpotent.

Comme conséquence du Théorème 2.2.9 on a les résultats suivants :

Corollaire 2.2.10. Soit k un entier positif et soit G un groupe hyper-(abélien-

par-fini) de type fini. Alors
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(i) Si G est un (Fdk)#−groupe, alors il existe un entier positif c = c(k), qui

dépend seulement de k, tel que G/Zc(G) est fini.

(ii) Si G est un (Fd2)#−groupe, alors G/Z2(G) est fini.

(iii) Si G est un (Fd3)#−groupe, alors G est dans la classe FN (2)
3 (i.e G est une

extension d’un groupe fini par un groupe nilpotent dont chaque sous-groupe

2-engendré est nilpotent de classe au plus égal à 3).

Démonstration. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini.

(i) Suposons que G soit un (Fdk)#−groupe ; d’après le Théorème 2.2.9,

G est dans la classe FN . Soit H un sous-groupe normal fini de G tel que

G/H soit nilpotent. Il est clair que G/H est dans la classe (Fdk)#. Soit X

un ensemble infini de G/H ; donc il existe deux éléments distincts x = xH,

y = yH (x, y ∈ G) de X tels que
〈
x, xy

〉
∈ Fdk, donc γk(

〈
x, xy

〉
) = γk+1(

〈
x, xy

〉
).

De plus, comme
〈
x, xy

〉
∈ N , il existe donc un entier i tel que γi(

〈
x, xy

〉
) = 1 ;

on obtient γk(
〈
x, xy

〉
) = 1. Or

〈
x, xy

〉
= 〈[y, x] , x〉, et ainsi γk(〈[y, x] , x〉) = 1. Il en

résulte que [y,k x] = 1, d’où G/H est dans la classe E∗k. On en déduit que G/H

est un groupe résoluble de type fini dans la classe E∗k, donc par Abdollahi

[3, Théorème 3], il existe un entier c = c(k) tel que (G/H)/Zc(G/H) est fini. Il

s’ensuit, par un résultat de Baer [37] que γc+1(G/H) = γc+1(G)H/H est fini.

Comme H est fini, γc+1(G) est fini, il en résulte par Hall [37, 1.5] que G/Zc(G)

est fini.

(ii) Supposons que G soit un (Fd2)#−groupe ; d’après le Théorème 2.2.9,

G est dans la classe FN . D’où G admet un sous-groupe normal fini H tel

que G/H soit nilpotent. Comme G/H est dans la classe (Fd2)#, il est dans la

classe E∗2. On en déduit que G/H est un groupe résoluble de type fini dans

la classe E∗2, donc par Abdollahi [1, Théorème], (G/H)/Z2(G/H) est fini, d’où

γ3(G/H) = γ3(G)H/H est fini, donc γ3(G) est fini. Il s’ensuit par Hall [37, 1.5]

que G/Z2(G) est fini.

(iii) Supposons que G soit dans la classe (Fd3)#−groupe ; d’après le Théo-
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rème 2.2.9, G est dans la classe FN . Soit H un sous-groupe normal fini de

G tel que G/H soit nilpotent. Comme G/H est dans la classe (Fd3)#, d’après

ce qui précède, G/H est dans la classe E∗3. Par suite G/H est un groupe

résoluble de type fini dans la classe E∗3. On en déduit par un résultat de Ab-

dollahi [3, Théorème 1] que G/H est dans la classe FN (2)
3 ; par conséquent G

est dans la classe FN (2)
3 .

Remarque 2.2.11. Il est clair que si G est un (Fd1)#−groupe abélien, il est

fini. En effet, si G est infini, alors il admet un ensemble infini X = G\{1} . Donc

il existe deux éléments distincts x 6= 1, y 6= 1 tels que γ1(〈x, xy〉) = γ2(〈x, xy〉) = 1,

d’où x = 1, une contradiction. On en déduit qu’un groupe hyper-(Abélien-par-

fini) G dans la classe (Fd1)# est hyper(fini) puisque (Fd1)# est fermée par

passage aux sous-groupes et par quotient. Comme G est hyper(fini), il est

localement fini [67, Part 1, page 36]. Maintenant si G est infini, il contient

un sous-groupe abélien infini A [67, Théorème 3.43]. Puisque A est dans la

classe (Fd1)#, il est fini ; une contradiction et G, donc, est fini.

2.3 (MN )#−groupes et (MN k)#−groupes

Soit M la classe des groupes vérifiants la condition minimale sur les

sous-groupes. Dans cette section, nous allons caractériser les (MN )#−groupes

et les (MN k)#−groupes.

Théorème 2.3.1. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini. Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (MN )#−groupe ;

(ii) G est fini-par-nilpotent.

Démonstration. Il est clair que si G est fini-par-nilpotent, alors G est un

(MN )#−groupe. Réciproquement, soit G un (MN )#−groupe hyper-(abélien-

par-fini) de type fini et soit X un ensemble infini de G.Alors il existe deux
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éléments distinct x, y de X tels que 〈x, xy〉 est dans la classe MN , donc

il existe un sous-groupe normal N de 〈x, xy〉 tel que N ∈ M et 〈x, xy〉 /N

est nilpotent. Donc γi+1(〈x, xy〉) ≤ N pour un certain entier positif i, D’où

γi+1(〈x, xy〉) ≥ γi+2(〈x, xy〉) ≥ ....est une chaîne infinie de sous-groupes nor-

maux de N. Comme N est dans M alors il existe un entier positif n ≥ i + 1

tel que γn(〈x, xy〉) = γn+1(〈x, xy〉). Par conséquent G est un (Fd)#−groupe ; il

s’esnsuit, par le Théorème 2.2.9, que G est fini-par-nilpotent.

Notons que Le Théorème 2.3.1 généralise le résultat de A. Boukaroura

[13] (Théorème 1.3.12)

Comme la classe C de groupes de Chernikov est incluse dans la classeM

des groupes vérifiants la condition minimale sur les sous-groupes, alors le

corollaire suivant est une conséquence directe du Théorème 2.3.1

Corollaire 2.3.2. Soient G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini et C

la classe des groupes de Chernikov. Alors les deux conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) G est un (CN )#−groupe,

(ii) G est fini-par-nilpotent.

Théorème 2.3.3. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini. Si G

est un (MN k)#−groupe, alors il existe un entier positif c = c(k), dépend que

de k, tel que G/Zc(G) soit fini.

Démonstration. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini et sup-

posons que G est un (MN k)#−groupe. D’après le Théorème 2.3.1, G est

fini-par-nilpotent. Soit H un sous-groupe normal fini de G tel que G/H soit

nilpotent. Puisque G/H est nilpotent et de type fini son sous-groupe de tor-

sion T/H est fini, d’où T est fini et G/T est un groupe nilpotent sans-torsion..

Il est clair que G/T est un (MN k)#−groupe, et puisque G/T est sans-torsion

et résoluble, il est un N#
k −groupe [67, Théorème 5.25]. Comme N#

k est inclu
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dans E∗k+1, on en déduit que G/T est un groupe résoluble de type fini dans

la classe E∗k+1. Par suite, d’après [3, Théorème 3], il existe un entier c = c(k)

dépend seulement de k tel que (G/T )/Zc(G/T ) soit fini. On en déduit par un

résultat de Baer [37] que γc+1(G/T ) = γc+1(G)T/T est fini, comme T est fini on

obtient que γc+1(G) est fini. Par suite, d’après le résultat de P. Hall [37, 1.5],

G/Zc(G) est fini.

2.4 (ME)#−groupes et (MEk)#−groupes

Soit k un entier positif fixé, notons par M, E et Ek respectivement la

classe des groupes vérifiant la condition minimale sur les sous-groupes, la

classe des groupes d’Engel et la classe des groupes k−Engel. Dans cette

section, on utilisera le resultat obtenu sur les (Fd)#−groupes (Téorème

2.2.9), pour caractériser les (ME)#−groupes et (MEk)#−groupes. On éta-

blira que si G est un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini, alors G

est un (ME)#−groupe si, et seulement si G est fini-par-nilpotent. On éta-

blira aussi que G est un (MEk)#−groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type

fini, alors il existe un entier c = c(k) tel que G/Zc(G) soit fini.

Pour démontrer notre résultat, établissant d’abord quelques résultats

préliminaires.

Lemme 2.4.1. Si G est un (ME)#−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type

fini, alors G est nilpotent-par-fini.

Démonstration. Soit G un groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type fini et sup-

posons que G est un (ME)#−groupe. Puisque la classe (ME)# est stable pr

passage aux quotient et les groupes nilpotent-par-finis de type fini sont de

présentation fini, on peut supposer que toute image homomorphe de G est

nilpotent-par-fini, mais G lui même ne le soit pas. Comme G est hyper-

(Abélien-par-fini), il admet un sous-groupe normal non-trivial H abélien
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ou fini, d’où G/H est nilpotent-par-fini. Si H est fini, alors G est fini-par-

(nilpotent-par-fini) et donc (fini-par-nilpotent)-par-fini. Comme les groupes

fini-par-nilpotent sont nilpotent-par-fini [37, Théorème 2], on obtient que

G est nilpotent-par-fini, une contradiction. Par conséquent H est abélien et

donc G est abélien-par-(nilpotent-par-fini) et d’où il est (abélien-par-nilpotent)-

par-fini. Par suite G est une extension fini d’un groupe résoluble. Soit K un

sous-groupe normal résoluble de G tel G/K soit fini. Il est clair que K est

un (ME)#−groupe, et comme tout groupe résoluble d’Engel coîncide avec

son radical de Hirsch-Plotkin qui est localement nilpotent [67, Théorème

7.34], on en déduit que K est un (MN )#−groupe. Il s’ensuit, par le Lemme

2.3.1 que K est fini-par-nilpotent et donc nilpotent-par-fini. Par suite G est

nilpotent-par-fini, une contradiction et le Lemme suit.

Comme les groupes nilpotents-par-finis de type fini vérifies la condition

maximale sur les sous-groupes, alors le corollaire suivant est une consÃ c©quence

du Lemme 2.4.1 :

Corollaire 2.4.2. Soit G un (ME)#−groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type

fini. Alors G vérifie la condition maximale sur les sous-groupes.

Théorème 2.4.3. Soit G un groupe hyper-(abélien-par-fini) de type fini. Alors

les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (ME)#−groupe ;

(ii) G est fini-par-nilpotent.

Démonstration. Il est clair que tout groupe fini-par-nilpotent est un (ME)#−groupe.

Réciproquement, soit G un (ME)#−groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type

fini. D’après le Corollaire 2.4.2, G vérifie la condition maximale sur les

sous-groupes. Comme les groupes d’Engel qui vérifie la condition maximale

sur les sous-groupes sont nilpotents [68, 12.3.7], on en déduit que G est

un (MN )#−groupe. Il s’ensuit, par le Théorème 2.3.1, que G est fini-par-

nilpotent.
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Comme conséquence du Théorème 2.4.3, on a les résultats suivants :

Corollaire 2.4.4. Soit k un entier positif et soit G un groupe hyper-(abélien-

par-fini) de type fini. Si G est un (MEk)#−groupe, alors il existe un entier

positif c = c(k), dépend que de k, tel que G/Zc(G) soit fini.

Démonstration. Soit G un (MEk)#−groupe hyper-(abélien-par-fini) de type

fini ; d’après le Théorème 2.4.3, G est fini-par-nilpotent. Soit N un sous-

groupe normal fini de G tel que G/N soit nilpotent. Puisque G/N est nil-

potent et de type fini son sous-groupe de torsion T/N est fini, d’où T est

fini et G/T est un groupe nilpotent sans-torsion.. Il est clair que G/T est

un (MEk)#−groupe, et puisque G/T est sans-torsion et résoluble, il est

un (Ek)#−groupe [67, Théorème 5.25]. Soit X un ensemble infini de G/T ;

donc il existe deux éléments distincts x = xT, y = yT (x, y ∈ G) de X tels

que
〈
x, xy

〉
est un groupe k−Engel. Comme

〈
x, xy

〉
= 〈[y, x] , x〉 , alors on a

[y,k+1 x] = [[y, x] ,k x] = 1. Donc G/T est dans la classe E∗k+1. Le groupe G/T

résolube de type fini dans la classe E∗k+1 ; il s’ensuit par le résultat de Ab-

dollahi [3, Théorème 3], qu’il existe un entier positif c = c(k), dépend que de

k, tel que (G/T )/Zc(G/T ) est fini. Par un résultat de Baer [37, Théorème 1],

γc+1(G/T ) = γc+1(G)T/T est fini, et comme T est fini, γc+1(G) est fini. Par suite,

d’après le résultat de P. Hall [37, 1.5], G/Zc(G) est fini.

Corollaire 2.4.5. Soit k un entier positif et soit G un groupe hyper-(abélien-

par-fini) de type fini. Si G est un (MEk)#−groupe, alors :

(i) Si k = 1, c’est-à-dire que G est un (MA)#−groupe, alors G/Z2(G) est fini.

(ii) Si k = 2, alors G est dans la classe FN (2)
3 .

Démonstration. Soit G un (MEk)#−groupe hyper-(Abélien-par-fini) de type

fini.

(i) Si k = 1, alors G est un (ME1)# = (MA)#−groupe. D’après le Théorème

2.4.3, G est fini-par-nilpotent. Soit N un sous-groupe normal fini de G tel
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que G/N soit nilpotent. Puisque G/N est nilpotent et de type fini son sous-

groupe de torsion T/N est fini, d’où T est fini et G/T est un groupe nilpotent

sans-torsion. Il est clair que G/T est un (MEk)#−groupe, et puisque G/T est

sans-torsion et résoluble, il est un (A)#−groupe [67, Théorème 5.25]. Soit

X un ensemble infini de G/T ; donc il existe deux éléments distincts x = xT,

y = yT (x, y ∈ G) de X tels que
〈
x, xy

〉
est un groupe abélien. Comme

〈
x, xy

〉
=

〈[y, x] , x〉 , alors on a [y,2 x] = [[y, x] , x] = 1. Donc G/T est dans la classe E∗2.

Le groupe G/T est résolube de type fini dans la classe E∗2 ; il s’ensuit par le

résultat de Abdollahi [1, Théorème], que (G/T )/Z2(G/T ) est fini, doù γ3(G/T )

est fini. Puisque T est fini, alors γ3(G) est fini. Par suite, d’après le résultat

de P. Hall [37, 1.5], G/Z2(G) est fini.

(ii) Si k = 2, alors G est un (ME2)#−groupe. D’après le Théorème 2.4.3,

G est fini-par-nilpotent. Soit N un sous-groupe normal fini de G tel que G/N

soit nilpotent. Puisque G/N est nilpotent et de type fini son sous-groupe de

torsion T/N est fini, d’où T est fini et G/T est un groupe nilpotent sans-

torsion. Il est clair que G/T est un (MEk)#−groupe, et puisque G/T est

sans-torsion et résoluble, il est un (E2)#−groupe [67, Théorème 5.25]. Soit

X un ensemble infini de G/T ; donc il existe deux éléments distincts x =

xT, y = yT (x, y ∈ G) de X tels que
〈
x, xy

〉
est un groupe 2−Engel. Comme〈

x, xy
〉

= 〈[y, x] , x〉 , alors on a [y,3 x] = [[y, x] ,2 x] = 1. Donc G/T est dans la

classe E∗3. Le groupe G/T est donc résolube de type fini dans la classe E∗3.

D’où, par [3, Théorème 1], (G/T ) est un groupe FN (2)
3 . Par suite G est dans

la classe FN (2)
3 .
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CHAPITRE 3

GROUPES AVEC UNE CONDITION

DE T N SUR LES PARTIES

INFINIES

3.1 Introduction

Il est prouvé dans [80] qu’un groupe G résoluble de type fini est un

(T N )∗−groupe si, et seulement si, G est torsion-par-nilpotent, où T désigne

la classe des groupes de torsion (périodiques) et N la classe des groupes

nilpotents. Dans ce chapitre, on généralisera ce résultat, on donnera une

caractérisation des (T N )#−groupes. Dans la première section, on établira

que si G est une extension d’un groupe résoluble par un groupe fini et de

type fini est un (T N )#−groupe si, et seulement si, G est une extension d’un

groupe de torsion par un groupe nilpotent. On établira aussi que si k > 0 est

un entier et si G est un (T N k)#−groupe résoluble-par-fini de type fini, alors

il existe un entier c = c(k) tel que G est dans la classe T N c, où Nk désigne la
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classe des groupes nilpotents de classe au plus égale à k.

Notons par Ω la classe des groupes ayant une série normale finie dont les

facteurs sont abéliens ou finis. Dans la deuxième section de ce chapitre, on

établira qu’un Ω−groupe de type fini G est un (T N )#−groupe si, et seule-

ment si, G est torsion-par-nilpotent. On établira aussi que si k > 0 est un

entier positif et si G est un (T N k)#−groupe dans Ω de type fini, alors il existe

un entier c = c(k) tel que G soit dans la classe T N c.

3.2 Groupes résoluble-par-finis dans (T N )# et (T N k)#

Dans cette section, nous allons caratériser les (T N )#−groupes dans le

cas où le groupe est résoluble-par-fini. On établira que si G est une ex-

tension d’un groupe résoluble par un groupe fini et de type fini est un

(T N )#−groupe si, et seulement si, G est une extension d’un groupe de tor-

sion par un groupe nilpotent (Théorème 3.2.3). On établira aussi que si k > 0

est un entier positif et si G est un (T N k)#−groupe résoluble-par-fini de type

fini, alors il existe un entier c = c(k) tel que G est dans la classe T N c, où

Nk designe la classe des groupes nilpotents de classe au plus égale à k.

Pour ce faire, nous allons ramener l’étude des (T N k)#−groupes à celle des

(Nk)#−groupes, qui sont des E∗k+1−groupes dont toute partie infinie contient

deux éléments distincts x, y tels que [y,k+1 x] = 1 ; si bien que l’on pourra utili-

ser les résultats établis dans [3]. Pour Démontrer notre résultat, établissons

d’abord les résultats préliminaires suivants.

Dans [51, Théorème 1], Longobardi et Maj ont prouvé qu’un E∗−groupe

résoluble de type fini, il est fini-par-nilpotent. On généralisera ce résultat

aux groupes résolubles-par-finis de type fini, on démontera le Lemme sui-

vant :
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Lemme 3.2.1. Soit G un E∗−groupe résoluble-par-fini de type fini. Alors G est

fini-par-nilpotent.

Démonstration. Soit G un E∗−groupe infini résoluble-par-fini de type fini.

Comme G est résoluble-par-fini, alors il admet un sous groupe normal H

résoluble tel que G/H soit fini, donc H est un groupe résoluble d’indice fini.

Notons d’abord que d’après [51], G est nilpotent-par-fini. En effet, comme

H est un E∗−groupe résoluble de type fini, alors, d’après Longobardi et Maj

[51], H est fini-par-nilpotent et donc nilpotent-par-fini et comme G/H est

fini, on en déduit que G est nilpotent-par-fini. D’où G vérifie la condition

maximal sur les sous-groupes et par suite tous ses sous-groupes sont de

type fini. Pour démontré notre Lemme, nous allons fait par récurrence sur

la longueur dérivée d de H.

Si d = 1, alors H est abélien et donc G est un groupe abélien-par-fini de type

fini, donc admet un sous-groupe normal sans-tosion abélien A et d’indice

fini. Soit 1 6= a ∈ A et soit g ∈ G, alors l’ensemble {aig, ı̂ > 0} est infini. Donc il

existe deux entiers positive m,n tels que 〈amg, ang〉 ∈ E∗, d’où [amg,c ang] = 1,

pour un entier positive c. Comme A est normal et abélien, on obtient que

[a,c g]m−n = 1, il en résulte que [a,c g] = 1 car A est sans-torion. Par suite

a est un élément d’Engel à droite de G (i.e a ∈ R(G)), et ainsi A ⊆ R(G), où

R(G) désigne l’ensemble des éléments d’Engel à droite de G. Comme G vérifie

la condition maximale sur les sous-groupes, donc l’ensemble des éléments

d’Engel à droite coïncide avec l’hypercentre de G qui est égal à Zi(G) pour

un certain entier positif i [67, Théorème 7.21]. Par conséquent A ≤ Zi(G)

et comme G/A est fini, alors G/Zi(G) est fini. On en déduit, par Baer [67,

Corollaire 2 du Théorème 4.21] , que G est fini-par-nilpotent.

Maintenant, supposons que d > 1, donc par hypothèse de récurrence G/H(d−1)

est fini-par-nilpotent. Donc G est dans la classe A(FN ), et d’où dans (AF)N ,

où A désigne la classe des groupes abéliens et F la classe des groupes finis.
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Donc, d’après la première partie de la démonstration, G est dans la classe

(FN )N . Il s’ensuit que G est un groupe fini-par-résolube de type fini. Par

conséquent, d’après [51, Théorème 1], G est fini-par-nilpotent, et le lemme

suit.

Lemme 3.2.2. Soit G un (T N )#−groupe résoluble-par-fini. Si G est abélien-

par-torsion, alors il est torsion-par-abélien.

Démonstration. Soit G un (T N )#−groupe résoluble-par-fini et supposons

que G est abélien-par-torsion.

Montrons d’abord que G admet un sous-groupe de torsion. Soit x, y ∈ G

deux éléments d’ordre fini. Donc H = 〈x, y〉 est un groupe résoluble-par-fini

qui est dans la classe AT , donc dans AF . Il est clair qu’on peut supposer

que H est infini. Donc H admet un sous-groupe normal abélien et sans-

torsion A d’indice fini. Soit a un élément non-trivial de A et h ∈ H. L’en-

semble {aih; i entier positif} étant inifini, on a < anh, (anh)amh >∈ T N pour

deux entiers positifs m et n, d’où < [amh, anh] , anh >∈ T N . Il existe donc

deux entiers positifs c et d tels que [[amh, anh] ,c anh]d = 1. Or [[amh, anh] ,c anh] =

[[am−n, h] ,c han]a, d’où [[am−n, h] ,c han]d = 1. Comme [am−n, h] est dans A, on

a [[am−n, h] ,c han] = [[am−n, h] ,c h] et on déduit que [am−n,c+1 h]d = 1. Comme

[am−n,c+1 h]d = [a,c+1 h](m−n)d, on a [a,c+1 h](m−n)d = 1. Or [a,c+1 h] est dans le

groupe sans-torsion A, il en résulte que [a,c+1 h] = 1. Par suite a est un élé-

ment d’Engel à droite de H, et ainsi A ⊆ R(H), où R(H) désigne l’ensemble

des éléments d’Engel à droite de H. Comme H vérifie la condition maxi-

male sur les sous-groupes, donc l’ensemble des éléments d’Engel à droite

coïncide avec l’hypercentre de H qui est égal à Zi(G) pour un certain entier

positif i [67, Théorème 7.21] et donc H/Zi(H) est fini. Donc par un résul-

tat de Baer [67, Corollaire 2 du Théorème 4.21], H est un groupe fini-par-

nilpotent engendré par deux éléments d’ordre fini. D’où H est fini, ce qui est

contradictoire. Par conséquent, H est un groupe fini et par suite G admet
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un sous-groupe de torsion T .

Maintenant G/T est un groupe sans-torsion dans la classe (T N )# . Donc

G/T est un N#−groupe, donc il est un E∗−groupe ; on en dÃ c©duit, par le

Lemme 3.2.1, que G/T est localement fini-par-nilpotent. Par suite, G/T est

un groupe localement nilpotent sans-torsion et abélien-par-torsion ; donc

par [67, Lemme 6.33] G/T est abélien. Par conséquent, G/T est torsion-par-

abélien.

Passant maintenant à la démonstration de notre résultat :

Théorème 3.2.3. Soit G un groupe résoluble-par-fini de type fini. Alors les

deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (T N )#−groupes ;

(ii) G est dans la classe T N .

Démonstration. Il est clair que si G est torsion-par-nilpotent, alors G est un

(T N )#−groupe. Soit G un groupe résoluble-par-fini de type fini et suppo-

sons que G est un (T N )#−groupe. Soit H le sous-groupe normal résoluble

de G d’indice fini. Montrons notre Théorème par récurrence sur la longueur

dérivée d de H.

Si d = 1, alors H est abélien, d’où G est abélien-par-fin et d’après le lemme

2.2, G est dans la classe T N . Supposons maintenant que d > 1. Par hy-

pothèse de récurrence G/H(d−1) est torsion-par-nilpotent. Donc G est dans

la classe (AT )N , et par suite, d’après le Lemme 3.2.2, il est dans la classe

(T A)N . Soit N un sous-groupe normal torsion-par-abélien de G tel G/N

est nilpotent et soit T le sous-groupe de torsion de N . Il est clair que T

est normal dans G et G/T est (abélien sans-torsion)-par-nilpotent. Puisque

(T N )# est une classe de groupe fermé par quotient, on peut, donc supposer

que G est (abélien sans-torsion)-par-nilpotent. Soit A le sous-groupe normal

sans-torsion abélien de G tel que G/A soit nilpotent. Soit 1 6= a ∈ A et soit
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g ∈ G, alors l’ensemble {aig; i entier positif} est inifini. Donc il existe deux en-

tiers positifs m et n telque l’on a < ang, (ang)amg > est torsion-par-nilpotent,

d’où < [amg, ang] , ang > est torsion-par-nilpotent. Il existe donc deux en-

tiers positifs c et d tels que [[amg, ang] ,c ang]d = 1. Comme [[amg, ang] ,c ang] =

[[am−n, g] ,c gan]a, alors [[am−n, g] ,c gan]d = 1. Puisque [am−n, g] est dans A, on

a [[am−n, g] ,c gan] = [[am−n, g] ,c g] et on déduit que [am−n,c+1 g]d = 1. Comme

[am−n,c+1 g]d = [a,c+1 g](m−n)d, on a [a,c+1 g](m−n)d = 1. Or [a,c+1 g] est dans le

groupe sans-torsion A, il en résulte que [a,c+1 g] = 1. Par suite a est un élé-

ment d’Engel à droite de G, et ainsi A ⊆ R(G), où R(G) désigne l’ensemble

des éléments d’Engel à droite de G. Puisque G est résoluble de type fini, donc

l’ensemble des éléments d’Engel à droite coïncide avec l’hypercentre Z(G) de

G [14, Thérème A]. Donc A ≤ Z(G), par suite G/Z(G) ' (G/A)/(Z(G)/A) est

nilpotent. Or Z(G/Z(G)) = Z(G)/Z(G), donc G = Z(G), ce qui veut dire que

G est un groupe hypercentral [68, 12.2.3]. Il s’ensuit que G est localement

nilpotent [68, 12.2.4]. Comme G est de type fini, il est nilpotent. Donc G est

dans torion-par-nilpotent.

Remarque 3.2.4. Notons que le Théorème 3.2.3 n’est pas vrai pour un groupe

arbitraire, En effet, L. Hamoudi a prouvé, dans [35, Corollaire 4.2], que pour

tout entier d ≥ 2, il existe un groupe non nilpotent, résiduellement nilpotent et

sans-torsion engendré par d éléments tel que tout groupe engendré par d − 1

éléments est nilpotent. Donc pour d = 3, on obtient que le groupe tous ses

sous-groupe 2-engendrés sont nilpotent et par suite torsion-par-nilpotent, d’où

le groupe est (T N )#−groupe mais le groupe lui même n’appartient pas à T N

car il n’est pas nilpotent.

Dans [3] Abdollahi a prouvé qu’un groupe métabélien de type fini G est

un E∗k−groupe si, et seulement si, G/Zk(G) est fini ; et si G est un E∗k−groupe

résolube de type fini, alors il existe un entier c = c(k) qui dépend seulement

de k tel que G/Zc(G) est fini.
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Notons que si G est un (Nk)#−groupe, oùNk désigne la classe des groupes

nilpotents de classe au plus égale à k, alors pour toute partie infinie X de

G il existe deux éléments distincts x et y de X tels que 〈x, xy〉 ∈ Nk, d’où

< [y, x] , x >∈ Nk, on en déduit que [[x, y] ,k y] = [x,k+1 y] = 1. Par suite G est

un E∗k+1−groupe. Donc on Combine les résultats dans [3] et notre résultat

(Théorème 3.2.3), on obtient les conséquences suivantes :

Corollaire 3.2.5. Si G est un groupe résoluble-par-fini de type fini. Si G est

un (T N k)#−groupe, alors il existe un entier c = c(k) dépend seulement de k,

tel que G est dans T N c.

Démonstration. Soit k un entier positif et soit G un groupe résoluble-par-fini

de type fini et supposons que G est un (T N k)#−groupe. D’après le Théo-

rème 3.2.3, G est dans la classe T N , soit T le sous-groupe de torsion de

G, donc G/T est sans-torison dans T N , d’où il nilpotent et par suite réso-

luble. D’autre part on a G/T est un (T N k)#−groupes sans-torsion, donc il

est un (Nk)#−groupes. Comme les (Nk)#−groupes sont des E∗k+1−groupes,

on en déduit que G/T est un E∗k+1−groupe résoluble de type fini. Par suite,

d’après [3, Théorème 3], il existe un entier c = c(k) dépend seulement de k

tel que (G/T )/Zc(G/T ) soit fini. On en déduit par un résultat de Baer [37]

que γc+1(G/T ) = γc+1(G)T/T est fini, donc il est de torsion ; comme T est de

torsion on obtient que γc+1(G) est de torsion. Comme G/γc+1(G) est dans la

classe Nc, il en résulte que G est dans la classe T N c.

Corollaire 3.2.6. Soit G un groupe métabélien-par-fini de type fini. Alors les

deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (T N k)#−groupe ;

(ii) G est dans la calsse T N k+1.

Démonstration. Soit G un groupe métabélien-par-fini de type fini et suppo-

sons que G est un (T N k)#−groupes. Donc, d’après le Théorème 3.2.3, G est
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dans la classe T N . Soit T le sous-groupe de torsion de G, d’où G/T est un

(Nk)#−groupe sans-torsion métabilien-par-fini et donc il est un E∗k+1−groupes.

Soit H/T un sous-groupe de G/T tel que H/T est métabélien et (G/T )/(H/T )

soit fini. Donc H/T est un E∗k+1−groupe métabélien de type fini ; il s’ensuit

par un résultat de Abdollahi [3, Théorème 2] que (H/T )/Zk+2(H/T ) est fini.

On en déduit par [37, Théorème 1] que γk+2(H/T ) = γk+2(H)T/T est fini ;

comme T est de torsion, on obtient que γk+2(H) est de torsion. Comme

H/γk+2(H) est dans la classe Nk+1, alors que H est dans la classe T N k+1.

Par suite, G est dans la classe T N k+1F . On en déduit que G/T est un groupe

nilpotent sans-torsion dans la classe Nk+1F . Donc par [67, Lemme 6.33] G/T

est dans la classe Nk+1. D’où G est dans T N k+1.

Réciproquement, Supposons que G est un groupe métabélien-par-fini de

type fini dans la classe T N k+1. On a < x, xy > est inclus dans < x,< x, y >′> .

Donc si < x, y > est dans T N k+1, alors < x, xy > est dans T N k, d’où G est un

(T N k)#−groupe.

3.3 Groupes ayant une série normal dans les classes

(T N )# et (T N k)#

Notons par Ω la classe des groupes ayant une série normale finie dont les

facteurs sont abéliens ou finis. Dans cette section, on améliora le résultat

obtenu dans la première section ; on établira qu’un Ω−groupe de type fini

G est un (T N )#−groupe si, et seulement si, G est torsion-par-nilpotent, où

T est la classe des groupes de torsion (ou périodiques) et N la classe des

groupes nilpotents. On établira aussi pour tout entier k > 0, un Ω−groupe

de type fini G est un (T N k)#−groupe, alors il existe un entier c = c(k) tel que

G soit dans la classe T N c, où Nk désigne la classe des groupes nilpotents de

classe au plus égale à k.
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Pour démontrer notre résultat, établissons d’abord les Lemmes suivants :

Lemme 3.3.1. Un Ω−groupe de torsion, il est localement fini.

Démonstration. Soit G un Ω−groupe de torsion. Soit H un sous-groupe de

type fini de G, montrons que H est fini. Soit n la longueur de la série de

H. Si n = 1, alors H est abélien ou fini. Si H est abélien et comme H est

de torsion et de type fini, il est fini. Supposons maintenant que n > 1 et

que tout Ω−groupe de torsion et de type fini et de longueur inférieure à n est

fini. Comme H est un Ω−groupe, alors il existe un sous-groupe non-trivial N

normal de H tel que N est abélien ou fini. Donc par hypothèse de récurrence,

H/N est fini. Si N est fini, alors H est fini. Si N est abélien ; comme H/N est

fini et H est de type fini, alors N est de type fini. Donc N est un groupe

abélien, de torsion, et de type fini, donc il est fini. Par suite H est fini et

Lemme suit.

Lemme 3.3.2. SoitG un Ω−groupe abélien-par-torsion. SiG est un (T N )#−groupe,

alors G admet un sous-groupe de torsion.

Démonstration. Soit G un Ω−groupe abélien-par-torsion et supposons que

G est un (T N )#−groupe. Soit x, y deux éléments de G d’ordre fini. Montrons

que H = 〈x, y〉 est fini. Comme H est abélien-par-torsion, alors il existe un

sous-groupe M de H, normal et abélien tel que H/M est de torsion. Puisque

la classe Ω est stable par passage aux quotients ; on obtient que H/M est un

Ω−groupe de torsion et de type fini, donc par le Lemme 3.3.1 H/M est fini,

et ainsi H est abélien-par-fini.

Donc on procède comme la première partie de la démonstration du Lemme

3.2.2, jusqu’à on obtient que H est fini-par-nilpotent. Donc il admet un

sous-groupe normal K fini tel que H/K est nilpotent. Comme H/K est un

groupe nilpotent et engendré par deux éléments d’ordre fini ; il est de torsion.

Par suite H/K est un Ω−groupe de type fini et de torsion, d’où par le Lemme

3.3.1, H/K est fini. Par suite H est fini, et le Lemme suit.
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La clé de la démonstration du Lemme suivant (Lemme 3.3.3) est le Théo-

rème 3.2.3.

Lemme 3.3.3. Soit G un Ω−groupe sans-torsion . Si G est un T N#−groupe,

alors G est localement nilpotent.

Démonstration. Soit G un Ω− groupe sans-torsion et supposons que G est un

(T N )#−groupe. Soit H un sous-groupe de type fini de G, et montrons que

H est nilpotent. Comme (T N )# est stable par passage aux quotients et les

groupes nilpotents de type fini sont de présentation finie, alors d’après [67,

Lemme 6.17] on peut supposer que tout quotient propre de H soit nilpotent,

mais H lui-même ne le soit pas. Comme H est un Ω−groupe, il admet un

sous-groupe non-trivial K normal, abélien ou fini. Donc H/N est nilpotent.

Si K est fini, alors H est fini-par-nilpotent ; et comme H est sans-torsion, il

est nilpotent, une contradiction. On Suppose maintenant que K est abélien,

donc H est abélien-par-nilpotent. D’où H est un (T N )#−groupe résoluble

(et donc résoluble-par-fini) de type fini ; il s’ensuit, par le Théorème 3.2.3,

que H est dans la classe T N . Comme H est sans-torsion, il s’ensuit que H

est nilpotent, un contradiction ; et le Lemme suit.

Lemme 3.3.4. Soit G un Ω−groupe et supposons que G est un(T N )#−groupe.

Si G abélien-par-torsion, alors G torsion-par-abélien.

Pour la démonstration de ce résultat, on procède de la même façon que la

deuxième partie de la démonstration du Lemme 3.2.2 et en combinant avec

le Lemme 3.3.3

Passant maintenant à démontrer notre principal résultat

Théorème 3.3.5. Soit G un Ω−groupe de type fini. Alors les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) G est un (T N )#−groupe ;

(ii) G est torsion-par-nilpotent.
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Démonstration. Soit G un Ω−groupe de type fini. Puisque la classe T N est

stable par passage aux sous-groupes, donc si G est dans T N , alors G est un

classe (T N )#−groupe. Réciproquement, supposons que G est un (T N )#−groupe.

Soit n la longueur de la série de G. Montrons par récurrence sur n que G est

torsion-par-nilpotent. Si n = 1, alors G est abélien ou fini, et dans les deux

cas on obtient que G est torsion-par-nilpotent. Maintenant on suppose que

n > 1 et que tout Ω−groupe de type fini et est (T N )#−groupe de longueur

inférieure à n est torsion-par-nilpotent. Comme G est un Ω− groupe, alors

il existe un sous-groupe non-trivial normal N de G tel que N abélien ou

fini. Donc par hypothèse de récurrence, G/N est torsion-par-nilpotent. Si N

est fini, donc est de torsion. D’où G est torsion-par-nilpotent. Si N est abé-

lien, donc G est abélien-par-(torsion-par-nilpotent), et ainsi il est (abélien-

par-torsion)-par-nilpotent. Donc, par le Lemme 3.3.4, G est (torsion-par-

abélien)-par-nilpotent, par suite G est torsion-par-(abélien-par-nilpotent).

Par suite G admet un sous-groupe M , normal et de torsion tel que G/M

soit abélien-par-nilpotent. D’oú G/M est un (T N )#−groupe résolube de type

fini ; il s’ensuit, par le Théorème 3.2.3, que G/K est torsion-par-nilpotent.

Comme K est de torsion, alors G est torsion-par-nilpotent.

Maintenant, on va caractériser les (T N k)#−groupes dans les Ω−groupes.

Théorème 3.3.6. Soit k > 0 un entier et soit G un Ω−groupe de type fini . Si

G est un (T N k)#−groupe, alors il existe un entier c = c(k) tel que G soit dans

la classe T N c.

Démonstration. Soit G un Ω−groupe de type fini et supposons que G est

un (T N k)#−groupe. D’après le Théorème 3.3.5, G admet un sous-groupe

non-trivial normal et de torsion K tel que G/K est nilpotent. Soit T/K le

sous-groupe de torsion de G/K, comme G/K est nilpotent de type fini, alors
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T/K est fini et donc de torsion. On en déduit que T est de torsion car K est

de torsion. D’autre part, comme G/T est un (T N k)#−groupe sans-torsion il

est un (Nk)#−groupe. Comme les (Nk)#-groupes sont des E∗k+1−groupes, on

en déduit que G/T est un E∗k+1−groupe résoluble de type fini. Donc par [3,

Théorème 3], il existe un entier un entier c = c(k) tel que (G/T )/Zc(G/T ) soit

fini. On en déduit par un résultat de Baer [37] que γc+1(G/T ) = γc+1(G)T/T

est fini, donc il est de torsion ; comme T est de torsion on obtient que γc+1(G)

est de torsion. Comme G/γc+1(G) est dans la classe Nc, il en résulte que G

est dans la classe T N c.

Pour k = 1 et k = 2, on obtient les deux conséquences suivantes :

Corollaire 3.3.7. SoitG un Ω−groupe de type fini. SiG est un (T N 1)#−groupe,

alors G est dans la classe T N 2.

Démonstration. Soit G un Ω−groupe de type fini et supposons que G est

un (T N 1)#−groupe. D’après le Théorème 3.3.5, G admet un sous-groupe

non-trivial normal et de torsion K tel que G/K est nilpotent. Soit T/K le

sous-groupe de torsion de G/K, comme G/K est nilpotent de type fini, alors

T/K est fini et donc de torsion. On en déduit que T est de torsion car K

est de torsion. Comme G/T est un (T N 1)#−groupe sans-torsion il est un

(Nk)#−groupe. Comme les (N1)#-groupes sont des E∗2−groupes, on en dé-

duit que G/T est un E∗2−groupe résoluble de type fini. Donc par [1, Théo-

rème], (G/T )/Z2(G/T ) est fini. On en déduit par un résultat de Baer [37] que

γ3(G/T ) = γ3(G)T/T est fini, donc il est de torsion ; comme T est de torsion

on obtient que γ3(G) est de torsion. Puisque G/γ3(G) est dans la classe N2, il

en résulte que G est dans la classe T N 2.

Corollaire 3.3.8. SoitG un Ω−groupe de type fini. SiG est un (T N 2)#−groupe,

alors G est dans la classe T N (2)
3 .
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Démonstration. Soit G un Ω−groupe de type fini et supposons que G est

un (T N 2)#−groupe. D’après le Théorème 3.3.5, G admet un sous-groupe

non-trivial normal et de torsion K tel que G/K est nilpotent. Soit T/K le

sous-groupe de torsion de G/K, comme G/K est nilpotent de type fini, alors

T/K est fini et donc de torsion. On en déduit que T est de torsion car K

est de torsion. Comme G/T est un (T N 2)#−groupe sans-torsion il est un

(N2)#−groupe. Comme les (N2)#-groupes sont des E∗3−groupes, on en déduit

que G/T est un E∗3−groupe résoluble de type fini. Donc par [3, Théorème 1],

G/T est FN (2)
3 et donc T N (2)

3 ; par conséquent G est dans la classe T N (2)
3 .
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CHAPITRE 4

GROUPES AVEC UNE CONDITION

DE TπN SUR LES PARTIES

INFINIES

4.1 Introduction

Soit π un sous-ensemble de l’ensemble des nombres premiers. Dans ce

chapitre, on caractérisera les (TπN )∗−groupes, où Tπ et N désignent res-

pectivement la classe des groupes dont tout élément d’ordre un π − nombre

et la classe des groupes nilpotents. Plus précisément, on établira qu’un

(TπN )∗−groupe G résoluble de type fini alors G est une extension d’un

groupe de Tπ par un groupe fini-par-nilpotent. On établira aussi que si k > 0

est un entier positif et si G est un (TπN k)∗−groupe résoluble de type fini,

alors il existe un entier c = c(k) tel que G soit dans la classe Tπ(FN c), où Nk

désigne la classe des groupes nilpotents de classe au plus égale à k. Notons

que notre résultat est une amélioration du résultat de Lennox et Wiegold
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[48] affirmant qu’un groupe G résoluble de type fini est un N ∗−groupe si, et

seulement si, G est dans la classe FN .

Définition 4.1.1. Soit G un groupe et soit π un sous-ensemble de l’ensemble

des nombres premiers.

Soit n > 1 un entier, on dit que n est un π − nombre si et seulement si les

diviseurs premiers de n sont dans π.

Un élément x de G est dit un π− élément si son ordre est un π−nombre. (i.e :

o(x) est un π − nombre).

Si tout élément x de G est un π − élément, on dit que G est π−groupe (i.e.

G ∈ Tπ), c-à-d. G ∈ Tπ ⇔ ∀x ∈ G : o(x) est un π − nombre.

Si G n’admet aucun π − élément, on dit que G est π − free.

4.2 (TπN )∗−groupes et (TπNk)∗−groupes

Dans cette section, nous allons caractériser les (TπN )∗−groupes, où π est

un sous-ensemble de l’ensemble des nombres premiers. Plus précisément,

on va démontrer qu’un groupe G résoluble de type fini est un (TπN )∗−groupe,

alors G est une extension d’un groupe de Tπ par un groupe fini-par-nilpotent.

On établira aussi que si k > 0 est un entier positif et si G est un (TπN k)∗−groupe

résoluble de type fini, alors il existe un entier c = c(k) tel que G soit dans

Tπ(FN c), où Nk désigne la classe des groupes nilpotents de classe au plus

égale à k.

Pour démontrer notre résultat, établissons d’abord quelques résultats

préliménaires :

Lemme 4.2.1. Soit G un groupe engendré par les π − éléments. Si G est Loca-

lement (Tπ-par-nilpotent), alors G ∈ Tπ.

Démonstration. Soit G un groupe engendré par les π− éléments et supposons

que G est localement (Tπ-par-nilpotent). Comme tout groupe localement (Tπ)
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est un Tπ, alors on peut supposer que G ∈ Tπ-par-nilpotent). Soit N un sous-

groupe normal de G tel que N soit un π−groupe et G/N soit nilpotent. Donc,

on obtient que (G/N)/(G/N)′ est un groupe abélien engendré par les π −

éléments et donc est un π−groupe. Comme G/N est nilpotent, on en déduit,

par [47, 1.2.12], que G/N est un π−groupe. Par suite, G est un π−groupe.

Le Lemme suivant est une vesrion similaire du Lemme [67, Lemme 6.33].

Lemme 4.2.2. Soit c ≥ 0 et soit G un groupe localement nilpotent, π − free. Si

G ∈ NcTπ, alors G ∈ Nc

Démonstration. Soit G un groupe localement nilpotent et π − free et suppo-

sons que G ∈ NcTπ. Par récurrence sur c, montrons que G ∈ Nc. Si c = 0, alors

G ∈ N0Tπ, d’où G ∈ Tπ et comme G est π − free, alors G = 1, donc G ∈ N0.

Supposons maintenant que c > 0, Comme G ∈ NcTπ, alors il existe un sous-

groupe normal N de G, tel que N ∈ Nc et G/N ∈ Tπ. Soit g ∈ G, alors gN ∈ G/N

et comme G/N ∈ Tπ, alors il existe un π − nombre m > 0 tel que (gN)m = N ,

d’où gmN = N et donc gm ∈ N . Par suite, [a, gm] = 1 pour tout a ∈ Z(N). On

en déduit que gm ∈ Z(H),où H = 〈a, g〉 , Comme H est un sous-groupe de G,

on obtient que H est un groupe nilpotent de type fini et π − free. D’autre

part, Z(H) est π−free et donc, d’après [67, Théorème 2.25], l’hypercentre de

H/Z(H) est π − free. Or Z(H/Z(H)) = H/Z(H) puisque H/Z(H) est nilpotent.

Donc, on obtient que H/Z(H) est π − free. Puisque gm ∈ Z(H),nous donne

que (gZ(H))m = Z(H) ; et comme H/Z(H) est π − free, alors gZ(H) = Z(H) ;

donc g ∈ Z(H). Par suite [a, g] = 1, d’où a ∈ Z(G) et donc Z(N) ≤ Z(G). Par

suite G/Z(G) est un groupe localement nilpotent, π − free et dans Nc−1Tπ.

Donc, par hypothèse de récurrence, on obtient que G/Z(G) ∈ Nc−1 et donc

G ∈ Nc.
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Lemme 4.2.3. Soit G un (TπN )∗−groupe résoluble de type fini. Si G est une

extension finie d’un groupe nilpotent, alors G fini-par-nilpotent.

Démonstration. Soit G un (TπN )∗−groupe résoluble de type fini supposons

que G est admet un sous-groupe normal nilpotent tel que le quotient soit

fini. Supposons, pour avoir une contradiction, que G n’est pas fini-par-

nilpotent. Comme la classe des groupes (TπN )∗ est fermée par passage aux

quotients, et comme les groupes nilpotent-par finis de type fini vérifie la

condition maximale sur les sous-groupes, alors on peut supposer que toute

image homomorphe propre de G soit fini-par-nilpotent. Soit H un sous-

groupe normal de G nilpotent et d’indice fini. Donc H est un groupe nilpotent

de type fini et ainsi H est une extension finie d’un sous-groupe sans-torsion

[68, 5.4.15 (i)]. Par suite G admet un sous-groupe normal d’indice fini N , tel

que N soit nilpotent et sans-torsion. Posons K = Z(N) et soit 1 6= k un élé-

ment de K et g un élément de G. Donc l’ensemble {kig; i est un π − nombre}

est infini et comme G est un (TπN )∗−groupe, il existe deux entiers positifs

m et n tel que < kmg, kng >∈ TπN . Ainsi il existe un entier positif c et un

π − nombre positif d tels que [km−n,c kng]d = 1. Comme K est abélien et nor-

mal dans G, on a [km−n,c kng] = [km−n,c g], on en déduit que [km−n,c g]d = 1.

Puisque [km−n,c g]d = [k,c g](m−n)d, on a [k,c g](m−n)d = 1. Comme [k,c g] ∈ K et

K est sans-torsion, alors [k,c g] = 1. D’où 1 6= k ∈ R(G), où R(G) est l’en-

semble des éléments d’Engel à droite de G. Maintenant, comme G vérifie la

condition maximale sur les sous-groupes, R(G) coïncide avec l’hypercentre

de G qui est égal à Zi(G) pour un certain entier i [67, Théorème 7.21], qui

est donc non-trivial. Par suite, le centre de G, Z(G) est non-trivial, et donc

d’aprés l’hypothèse G/Z(G) est fini-par-nilpotent. On en déduit, par Hall

[37], que (G/Z(G))/Zi(G/Z(G)) est fini et donc G/Zi+1(G) est fini où i est un

certain entier positif. Il s’ensuit, par Baer [37, Théorème 1], que G est fini-

par-nilpotent ; ce qui est contradictoire et le Lemme suit.
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Passant maintenant à la démonstration de notre résultat

Théorème 4.2.4. SoitG un groupe résoluble de type fini. SiG est un (TπN )∗−groupe,

alors G est dans la classe Tπ(FN ).

Démonstration. Soit G un groupe résoluble de type fini et supposons que

G est un (TπN )∗−groupe. Soit Tπ(G) le π−sous-groupe normal maximal de

G, alors G/Tπ(G) n’admet aucun π−sous-groupe normal non-trivial. Donc

tout sous-groupe normal hypercentral de G/Tπ(G) est π−free. Montrons que

G/Tπ(G) est fini-par-nilpotent. Puisque Tπ(G) ∈ Tπ, donc il suffit montrer que

G est fini-par-nilpotent. Comme les groupes fini-par-nilpotents de type fini

sont de présentation finie et la classe (TπN )∗ est stable par passage aux quo-

tients donc, d’après [67, Lemme 6.17], on peut supposer que tout quotient

propre de G soit fini-par-nilpotent mais G lui même ne le soit pas. Soit d la

longuer dérivée de G. Si d = 1, alors G est abélien, d’où nilpotent et ainsi

fini-par-nilpotent, une contradiction. Supposons que d > 1, donc G admet

un sous-groupe non-trivial A(= G(d−1)) normal et abélien. Donc par hypo-

thèse G/A est fini-par-nilpotent. Si A est fini, alors on obtient que G est fini-

par-nilpotent, une contradiction. Supposons maintenant que A est infini, et

comme A est abélien alors il est π−free. Donc A est un (TπN )∗−groupe abé-

lien π−free. Donc il est un (N )∗−groupe. On en déduit, que G est nilpotent-

par-fini. D’où, d’après le Lemme 4.2.3, G est fini-par-nilpotent, une contra-

diction. et le Théorème suit.

Maintenant, passant à la caractérisation des (TπNk)∗−groupes. Pour cela,

établissons d’abord le Lemme suivant :

Lemme 4.2.5. SoitG un groupe résoluble de type fini. SiG est un (TπNk)∗−groupe,

alors G admet un sous-groupe normal T tel que T ∈ TπF et G/T est un

(Nk)∗−groupe.

54



Chapitre 4. Groupes avec une condition de TπN sur les parties infinies

Démonstration. Soit G un groupe résoluble de type fini et supposons que G

est un (TπNk)∗−groupe. D’après le Théorème 4.2.4, G est dans la classe

Tπ(FN ). Donc il existe un sous-groupe normal H de G tel que H ∈ Tπ

et G/H est fini-par-nilpotent. Soit T/H le sous-groupe de torsion de G/H.

Comme G/H est fini-par-nilpotent et de type fini, T/H est fini et donc T ∈

TπF . D’autre part on a G/T est un (TπNk)∗−groupe sans-torsion, donc il

(Nk)∗−groupe.

En combinant le résultat de [9], le Théorème 4.2.4 et le Lemme 4.2.5, on

a la caractérisation des (TπNk)∗−groupes.

Théorème 4.2.6. Soit k un entier positif et soit G un groupe résoluble de type

fini. Si G est un (TπNk)∗−groupe, alors G est dans la classe Tπ(FN (2)
k ).

Démonstration. Soit G un groupe résoluble de type fini et supposons que G

est un (TπNk)∗−groupe. D’après le Lemme 4.2.5, G admet un sous-groupe

normal T tel que T ∈ TπF et G/T est un (Nk)∗−groupe. On en déduit que G/T

est un (Nk)∗−groupe résoluble de type fini. D’où, d’après [9, Théorème], G/T

est dans la classe FN (2)
k . Comme T ∈ TπF , alors G ∈ Tπ(FN (2)

k ).

En combinant le résultat de [22], le Théorème 4.2.4 et le Lemme 4.2.5,

on a une autre caractérisation des (TπNk)∗−groupes.

Théorème 4.2.7. Soit k un entier positif et soit G un groupe résoluble de type

fini. Si G est un (TπNk)∗−groupe, alors il existe un entier c = c(k) tel que G est

dans la classe Tπ(FN c).

Démonstration. Soit G un groupe résoluble de type fini et supposons que G

est un (TπNk)∗−groupe. D’après le Lemme 4.2.5, G admet un sous-groupe

normal T tel que T ∈ TπF et G/T est un (Nk)∗−groupe. On en déduit que G/T

est un (Nk)∗−groupe résoluble de type fini. D’où, d’après [22, Théorème], il

existe un entier c dépend de k tel que (G/T )/Zc(G/T ) est fini. On en déduit
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par Baer [37], que γc+1(G/T ) est fini. Il s’ensuit, que G/T est dans la classe

FN c. Comme T ∈ TπF , alors G ∈ Tπ(FN c).

Pour k = 1, k = 2 et k = 3, on a les résultats suivants :

Corollaire 4.2.8. SoitG un groupe résoluble de type fini. SiG est un (TπA)∗−groupe,

alors G est dans la classe Tπ(FA).

Démonstration. Soit G un groupe résoluble de type fini et supposons que G

est un (TπA)∗−groupe. D’après le Lemme 4.2.5, G admet un sous-groupe

normal T tel que T ∈ TπF et G/T est un A∗−groupe. Donc G/T est un

A∗−groupe résoluble de type fini. D’où, d’après Neumann [60, Théorème],

(G/T )/Z(G/T ) est fini. On en déduit par Baer [37], que γ2(G/T ) est fini. Par

suite, G/T est dans la classe FA. Comme T ∈ TπF , donc G ∈ Tπ(FA).

Corollaire 4.2.9. SoitG un groupe résoluble de type fini. SiG est un (TπN2)∗−groupe,

alors G est dans la classe Tπ(FN 2).

Démonstration. Soit G un groupe résoluble de type fini et supposons que G

est un (TπN2)∗−groupe. D’après le Lemme 4.2.5, G admet un sous-groupe

normal T tel que T ∈ TπF et G/T est un (N2)∗−groupe. Par suite G/T est un

(N2)∗−groupe résoluble de type fini. Donc, d’après [19, Théorème], (G/T )/Z2(G/T )

est fini. On en déduit par Baer [37], que γ3(G/T ) est fini. Par suite, G/T est

dans la classe FN 2. Comme T ∈ TπF , alors G ∈ Tπ(FN 2).

Corollaire 4.2.10. SoitG un groupe résoluble de type fini. SiG est un (TπN3)∗−groupe,

alors G est dans la classe Tπ(FN (2)
3 ).

Démonstration. Soit G un groupe résoluble de type fini et supposons que

G est un (TπN3)∗−groupe. D’après le Lemme 4.2.5, G admet un sous-groupe

normal T tel que T ∈ TπF et G/T est un (N3)∗−groupe. Comme les (N3)∗−groupes

sont des E∗3−groupes, on en déduit que G/T est un E∗3−groupe résoluble de

type fini. D’où par [2, Théorème 1] G/T est dans la classe FN (2)
3 . Par suite,

G ∈ Tπ(FN (2)
3 ).
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