Table des matiéres

Notations
Introduction

1 Définitions et Propriétés
1.1 Imtroduction . . . . ... ... ... ... ...........
1.2 Groupeslibres . . .. ... ... ... L.

1.2.1 Groupeslibres . ... ... ... ... ........
1.2.2 Groupes n-libres . . . . ... ... ... ... ...,
1.3 Groupes abéliens . . . . . ... ... ...

1.4 Groupes n-abéliens . . ... ... ... ... L.
1.5 Groupes nilpotents . . . . .. ...

1.6 Groupesrésolubles. . . . . ... ... ... .........
1.7 Groupes métabéliens . . . ... ... ... ... .. ...,
1.8 Groupes d’Engel . . . . .. ... ... L.

1.81 Groupes n-Engel . . . . . . .. .. ...
1.8.2 Eléments 2—Engel a droite . . . . . . . .. ... ..
1.9 Groupesn-Bell . . . . ... ... o000
1.10 Groupes n-Levi . . . . . . . . ... ... ... ... ...,
1.11 n-centre d’un groupe . . . . . ... ... ... ... ....
1.12 Groupes n-centraux . . . . . . . . . ... ...
1.13 Groupes n-résolubles et n-nilpotents . . . . . . ... ..
1.13.1 Groupes n-résolubles . . . . . .. ... ... ... ..
1.13.2 Groupes n-nilpotents . . . . . . ... ... ... ..

2 Groupes n-Abéliens Généralisés
2.1 Imtroduction . ... .. ... .. ... ... .

10
11
15
20
21
22
22
23
27
27
30
32
35
35
36

37



2.2 Groupes n-abéliens généralisés . . . . . .. ... ... .. 38

2.3 Groupes 3-abéliens généralisés . . . . . .. .. ... ... 45
3 Caractérisation des Groupes 3-Abéliens Généralisés 52
3.1 Imtroduction . . . .. ... .. ... ... ... ... 52
3.2 Classe de nilpotence des Groupes 3-Abéliens Généralisés 53
3.3 Propriétés des Groupes 3-Abéliens Généralisés . . . . . 60
Bibliographie 63



Notations

Les notations utilisées sont standard. Le commutateur de n éléments
x1,To, ..., T, d'un groupe G est défini par récurrence comme suit :

[‘rl] = I, [Ilny] = Il_ll’g_lxlxg

et
[$la T 7$n—laxn] = Hxlf o axn—l] axn] (n Z 2)

Le n ™ terme de la suite centrale descendante est noté v,,(G) avec v, (G) =
G et 7,(G) = [1,_1(G),G] (n > 2).0n désigne par Z(G) le centre de G.

Le groupe dérivé de G est noté G'. On note Ry(G) le groupe des éléments
2-Engel a droite de G. Ry(G) ={g € G | [g, =, ] =1 pour tout = € G} .

By (G) = ({[z,y,9]; 7,y € G})

Z(G,m)={a € G| (ax)" = a™z™ and (xa)™ = x™a™ pour tout z € G}
désigne le m — centre de GG'; c’est un sous groupe caractéristique de G.

Sim est un entier > 1, la m-centrale serie ascendante Z;(G,m) est définie
par récurrence comme suit :

Zy(G,m)=1,Z1(G,m)=Z(G,m)et Z;11(G,m) /Z;,(G,m) =Z(G/Z;(G,m),m)
(i>1).

Nous avons la serie 1 = Z,(G,m) < Z,(G,m) < .... < Z,(Gym) <
Zi—f—l (G, m) S

Un groupe G est dit m—nilpotent de classe au plus k, si Z; (G,m) = G.

Pour tous z,y € GG, on définit le m—commutateur de x et y par

[z,9],, = (xy)"y "™

On appelle m—sous-groupe dérivé de G,le sous-groupe de G engendré par
I’ensemble des m—commutateurs ; c’est un sous-groupe caractéristique de G ;
il est noté |G, G|, .

7 : Ensemble de nombres premiers.

m—élément : Un élément d’ordre fini d’un groupe dont les diviseurs pre-
miers appartiennent a 7.

w—libre : Un groupe G est dit m—libre, s’il n’admet aucun 7—élément.

7, : ensemble des nombres premiers < n.

E(G)={n€Z; (zy)" = a"y" pour tous z,y € G}.

Eo={n€Z; net(G) et G" < Z(G)}.

L(G)={n€eZ; [x"y]=[z,y]" pour tous x,y € G}.

Lo(G)={neZ;, ne L(G) et G" < Ry (G)}.
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B(G)={n € Z;[z",y] = [z,y"] pour tous x,y € G}.
By={ne€Z;, ne B(G) et G" < Ry (G)}.
(z¢) = ({a9; g € G}) et a9 = g 'ag .



Introduction

Dans ce travail, on étudie la classe des groupes n-abéliens généralisés et
en particulier celle des groupes 3-abéliens généralisés. La notion de groupe
n-abélien généralisé a été introduite, en ’an 2000, par Gérard Endimioni et
Aliréza Abdollahi. Un groupe G est dit n-abélien si 'application z +— 2™ est
un endomorphisme de G ou ce qui revient au méme (xy)" = 2"y" pour tous
x,y € G. Il est dit n-abélien généralisé s’il existe n éléments ay,...,a, € G
tels que 'application x — z%...z%" soit un endomorphisme de G. Si les élé-
ments ay, ..., a, sont dans le centre de GG, on retrouve la notion de groupe
n-abélien ; donc la classe des groupes n-abéliens généralisés est une généra-
lisation de celle des groupes n-abéliens ; cependant, cette derniére classe est
une variété tandis que celle des groupes n-abéliens généralisés ne 'est pas
car elle n’est pas stable par passage aux sous-groupes; mais elle est stable
par image homomorphe et par produit cartésien fini.

Cette these comporte trois chapitres. Dans le chapitre 1, on étudie les
différentes classes de groupes (groupes abéliens, n-abéliens, nilpotents, ré-
solubles, n—FEngel, n—Bell. Les groupes 2-Engel jouent un réle important
dans les chapitres 2 et 3. En 1969, J. L. Alperin a classifié tous les groupes
n-abéliens. Un groupe G est dit n-Bell, (n-Levi) si [2™,y] = [z, y"] ([z",y] =
[z,y]" ) pour tous z,y € G. Les classes de groupes n-abéliens, n-Bell, n-
Levi sont des variétés définies respectivement par les lois (zy)" y "z™" =1
[z, y] [z, y”]fl =1, [2",y] [z,y]" = 1. Un groupe G est dit groupe d’Alperin
(de Bell, de Levi) s’il existe un entier n tel que G soit n-abélien (n-Bell, n-
Levi). On désigne par 2, (B, £) les classes de groupes d’Alperin (Bell, Levi).
Il est facile de vérifier que A C £ C 3. C. Delizia, P. Moravec et C. Nicotera
ont montré que £NG =B N G) ou G désigne la classe des groupes locale-
ment gradués. (Un groupe G est dit localement gradué si tout sous-groupe de
G non trivial de type fini admet un quotient fini non trivial) c’est a dire que
dans la classe des groupes localement gradués, les classes de groupes Levi et
Bell coincident. En 1953, Baer a introduit la notion de n-centre d’un groupe.
Le n-centre d'un groupe G est défini comme suit :

Z(G,n) = {a€G;ax)" =a"2" Vo € G}
= {a € G;(za)" =2"a" Vz € G}
C’est un sous- groupe caractéristique de G contenant le centre de G. En

1991, L. C. Kappe et M. N. Newel, [22], dans leur article : “ On the n- centre
of a group 7 ont donné des propriétés remarquables du n-centre d’un groupe ;



elles ont montré que
Z(G,4) C Rs(G) N Ls(G)

ou R5(G) et Ls(G) désignent respectivement les ensembles 5-Engel a droite
et 5-Engel & gauche de G. On définit le i™¢ n-centre Z;(G, m) par la relation
de récurrence suivante :

Zy(G,n)=1,Z1(G,n) =Z(G,n) et Z;,1(G,n) /Z;(G,n)=Z(G/Z;(G,n),n) (i >1)

Nous avons la serie 1 = Z,(G,n) < 2, (G,n) < .. < Z,(G,n) <
Zi—i—l (G, 7’L) S

Un groupe G est dit n-nilpotent de classe au plus k, si Z; (G,n) = G. Si
tel est le cas, la longueur de la plus courte suite

est appelée classe de n-nilpotence de G. En 1969, Karasev a introduit la
notion de m-sous-groupe dérivé d’un groupe. Pour un entier donné m >
2, deux éléments x,y de G, on definit le m-commutateur de x and y par
[z,y],, = (zy)" y~™xz~™. Le sous-groupe de G engendré par I’ensemble des
m-commutateurs de G est noté [G,G], . C’est un sous-groupe totalement
invariant de G. [G,G],, est appelé m- sous-groupe dérivé de G. Si H est
un sous-groupe normal de G, alors G/H est m-abelian si, et seulement si,
|G,G],, < H. On définit, par récurrence, le i m— sous-groupe dérivé de

G
Gq(‘g) =G, G%) = [G’ G] 7G7(7%) = [Gg)a G%)]m’ ) GSJB = [G%_l), G%_l)]m

Un %roupe G est dit m-résoluble s’il existe un entier positif r tel que
[G’(mr), Gn?]m = 1. Le plus petit entier r vérifiant 1’égalité précédente s’appelle
“longueur de m-résolubilité de G*. 1l est équivalent de dire qu'un groupe
G est m-résoluble s’il admet une suite finie sous-groupes 1 = Gy < G; <
Gy < GGy 1 Q Gy = G tels que le quotient Gyy1/G; soit m-abélien
pour tout i, 0 < 7 < s—1. La longueur de la plus courte suite de G est appelée
“longueur de m—résolubilité ou longueur m—dérivée de G “. On montre que
les deux longueurs de m—résolubilité définies précédemment sont égales.
On étudie aussi la m—liberté d’un groupe ; un groupe G est dit m—libre (7
étant un ensemble de nombres premiers) s’il n’admet aucun m—élément. Un
p-groupe fini G est dit extra-spécial si G’ et Z(G) coincident et sont d’ordre



p. [32, p. 145]. 1l est dit extra-spécial généralisé si Z(G) est cyclique et G’
d’ordre p. [32, Exercice 5.3.8]. On appelle H(q), L’ensemble des applications

f:GF(q) = GF(q) ©— f(z)=ax+b

ol aetbe GF(q) avec a # 0,. Cet ensemble, muni de la composition des
applications, est un groupe; on montre qu’il est isomorphe au groupe des

g 11) ou a,b sont dans le corps fini GF(q) avec
a # 0. ces deux derniers groupes ( extra-spécial généralisé et H(q)) seront
utilisés dans le chapitre 2.

Dans le chapitre 2, on démontre le théoreme suivant :

matrices de la forme

“ Tout groupe n-abélien généralisé, fini et m,-libre est abélien ”

(7, étant 'ensemble des nombres premiers< n). Pour démontrer ce théoréme,
on a utilisé les propriétés des groupes H(q), extra-spéciaux généralisés et le
célebre théoreme de Feit Thompson qui dit (que tout groupe fini d’ordre im-
pair est résoluble). Avec des résultats convenables, ce résultat peut s’étendre
a des groupes infinis (voir le corollaire 2 ). Cependant ce résultat ne se géné-
ralise pas & un groupe quelconque. En effet considérons le groupe :

G={ab] (1) =2 (e*)" =a?)
Il est sans torsion (donc infini) et 8—abélien généralisé car il vérifie I'identité
z? ($2)a (:1:2)b (xz)ab =1Vzxed.

Dans le chapitre 3, on étudie le cas particulier ot n = 3. En 2003, Alireza
Abdollahi a montré que tout groupe 3-abélien généralisé est nilpotent de
classe au plus 11; Gérard Endimioni a amélioré la borne a 10. En 2005, B.
Daoud, Meriem Hamitouche et Khalissa Merikhi ont montré que la classe de
nilpotence d’un tel groupe est inférieure ou égale a 7. Enfin, avec la méthode
du GAP, Alireza Abdollahi a abaissé la borne & 3 et c’est la meilleure borne.
En 1944, Levi a montré qu’un groupe est 3-abélien si, et seulement si, il est
2-Engel et 'exposant de G’ divise 3. On se propose de généraliser le résultat
de Levi a un groupe 3-abélien généralisé en donnant un résultat presque
analogue a celui de Levi. On termine le chapitre 3 en montrant qu’un groupe
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3-abélien généralisé est 9- abélien, 9—central 3—levi et 2—nilpotent de classe

au plus 2.
Signalons que pour introduire ces notions on a utilisé les excellents ou-

vrages [32], [33], ainsi que les articles [1], [4], [5], [7], [19], [20], [21], [22],
23],[29], [36].



Chapitre 1

Définitions et Propriétés

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner les définitions les plus importantes et
les propriétés dont nous avons besoin dans I’étude de notre sujet de recherche.

La plupart des définitions, propositions et théorémes ont été énoncés sans
démonstration. Le lecteur curieux peut consulter 'excellent ouvrage de D. J.
Robinson et les articles [1], [4], [5], [7], [19], [20], [21], [22], [23], [29], [36]
ou il trouve toutes les démonstrations détaillées.

1.2 Groupes libres

1.2.1 Groupes libres

Soit X un ensemble non vide ; notons X' = {z7'/x € X} ot z7! nlest
qu’un symbole.

Définition 1.2.1.1

Un mot écrit en alphabet X est une suite finie d’éléments de X UX 1noté
w=ai'2r?xs’ ... our € N o, € X, g, = =£1

r est la longuer du mot w; il est noté long(w).

Définition 1.2.1.2 (groupe libre )

Soit F' un groupe; on dit que F est un groupe libre sur l’ensemble non

vide X, s’il existe une application o

ocg: X —F



r — o (x)

vérifiant la propriété suivante : pour tout groupe G et toute application
a: X -G

1l existe un unique homomorphisme

B:F—G

tel que
b.0 = ai.

Théoréme 1.2.1.3
Soit X un ensemble non vide, alors il existe un groupe F et une applica-
tion o : X — F tel que (F,0) soit libre sur X et F'= (Imo).

1.2.2 Groupes 7-libres

Définition 1.2.2.1

Soit ™ un ensemble de nombres premiers non vide; un élément a d’un
group G est dit m-élément si son ordre est fini et si les diviseurs premiers
de son ordre appartiennent a 7. Un groupe est dit w-libre s’il n’admet aucun
m-élément.

Pour chaque entier n > 2, on note 7, ’ensemble des nombres premiers
inférieurs ou égaux & n. Remarquons qu’un groupe m,-libre n’admet aucun
élément non trivial d’ordre divisant n(n — 1).

Proposition 1.2.2.2

Soit ™ un ensemble de nombres premiers et soit G un groupe dont le
centre Z(G) est w-libre ; alors :

(i) Les groupes suivants :

G/Z/(Q), Z2i1(G)/Z/(G), Zi(G) (i € N) et Uhypercentre de G sont tous
w-libres.

(i) St H un sous-groupe normal périodique de G et si G est w-libre,
G/ H est aussi w-libre; en d’autres termes, la m—liberté est conservée quand
on quotiente par un sous-groupe normal périodique

1.3 Groupes abéliens

Proposition 1.3.1
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Soit G un grupe abélien ; I’ensemble des éléments de torsion de G est un
sous-groupe de G, noté T, et % est sans-torsion.

Proposition 1.3.2

Soient G un groupe abélien et p un nombre premier; l’ensemble des
p—éléments de G est un sous-groupe de T', noté T,,.

Théoréme 1.3.3

Un groupe abélien est fini si, et seulement si, il est somme directe d’un
nombre fini de groupes cycliques dont l’ordre de chacun est une puissance
d’un nombre premier.

Proposition 1.3.4

St un groupe abélien est de type fini, il satisfait la condition mazimale.

Théoréme 1.3.5

(1) Un groupe abélien de type fini est fini si et seulement si, il est de
torston.

(17) Un groupe abélien est de type fini si,et seulement si, il est somme
directe d’un nombre fini de groupes cycliques dont l’ordre de chacun est ou
bien infini ou bien fini d’ordre puissance d’un nombre premier.

1.4 Groupes n-abéliens

Définition 1.4.1
On dit qu’un groupe G est n-abélien (n € Z) si

(xy)" = 2™y™ pour tous z,y € G
La classe des groupes n-abéliens est une variété définie par la loi
(zy)"y "2 =1

Remarques 1.4.2

(1) Tout groupe est 0-abélien et 1-abélien.

(17) G est un groupe 2-abélien si, et seulement si, G est abélien.
(i7i) Un sous-groupe d’un groupe n-abélien est n-abélien.

(1v) L’image homomorphe d’un groupe n-abélien est n-abélienne.
(v) Le produit direct de groupes n-abéliens est n-abélien.
roposition 1.4.3

(i) Si G est un groupe n-abélien, alors G est (1-n)-abélien.

(

i1) Si G est un groupe n-abélien et m-abélien, alors G est (nm)-abélien.
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Proposition 1.4.4

(1) Tout groupe d’exposant fini divisant n est n-abélien.

(17) Tout groupe d’exposant fini divisant (n — 1) est n-abélien.

-En 1969, Alpérin ([4])a établi le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.5 ([4])

Un groupe G est n-abélien si, et seulement si, G est image homomor-
phisme d’un sous-groupe du produit direct d’un groupe d’exposant divisant n,
d’un groupe d’exposant divisant (n — 1) et d’un groupe abélien.

Dans le méme article, Alpérin a donné la remarque suivante : Si ’applica-
tion x — 2" est un automorphisme de G, alors G est image homomorphisme
d’un sous-groupe du produit direct d’un groupe d’exposant divisant (n — 1)
et d'un groupe abélien. [4] p. 1244.

Proposition 1.4.6 ([1])

St G est 3—abélien, alors

[a:,y’l} [y’z,:cfl} = 1.

Ce qui est équivalent &

[z,y] [y*, 27" =1
[xvy] = ['T_l?yz]'

Proposition 1.4.7

Soient G un groupe et n un entier tels que l’application © —— z™ soit
un endomorphisme de G. Alors

i) (zy)" " =y 12" pour tous x,y € G (on dit que G est anti (n —1)—
abélien ).

1) De plus, si cette application est un épimorphisme de G, lapplica-
tion x —— "' est un homomorphisme de G dans Z (G) c.a.d que G est
(n — 1) — abélien.

Proposition 1.4.8

Soit G un groupe n—abélien, soient x,y € G, alors

(1) [z, y]" = [2",y].

@) e,y = [y,0- ).

(3) [,y = 1.

(4) [w,y]"" 7V = 1.

Preuve

12



Y,
(3) On a
@y = @
= (v 'wy)"
= (y) ety
Alors
ynfll,n — xnynfl
(4)
o, y" Y = [y,27 V] (dapres (2) )
= [y"a” D] (dapres (1))
=1 ( d’apres (3) ).

Proposition 1.4.9

Si G est n-abélien et (n + 1)-abélien, alors G™ est abélien et contenu dans
Z(Q).

Théoréme 1.4.10

Soit G un groupe n — abélien, alors ’ensemble des éléments de torsion

T={xeG||z| <oo}

est un sous-groupe normal de G.
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Lemme 1.4.11

Soit l'endomorphisme ¢ : x — " du groupe G ; alors G est injectif si,
et seulement si, n est premier avec 'ordre de n’importe quel élément non
trivial de G.

Proposition 1.4.12

Soit l’endomorphisme ¢ : x — x" d’un groupe G. Alors ¢ est un auto-
morphisme de G s’il vérifie l'une des deux conditions suivantes :

(1) G est périodique et ¢ injectif.

(17) G est d’exposant fini et ¢ surjectif.

Preuve

(1) Prouvons que ¢ est surjectif

Soit y € G. Soit k = |y|, comme ¢ est injectif, d’apres le lemme précédent

(n,k)=1,
alors il existe u,v € Z tel que :
1 =nu+ ko,
donc
y nu-t+kv
= (") )"
= (y")";
Alors
cy") = ()"
= Yy
et

@ est surjectif

(17) Soit xg € ker ¢. z{ = 1, ¢ étant injectif, il existe a € G tel que :
a"=xzy (1)

et soit
k= |CL| )

14



alors

=1 (2

Soit
e = exp (G);
alors
eln,

il existe [ € N* tel que :

n=el (3)
et comme

la|=k=Fk]|e

alors il existe s € N* tel que :

e = sk (4)
(3) et (4) donnent
n=Isk (5)
et (1) et (5) donnent
To = a”
— lsk
_ (ak) ls
_ 1ls
=1
D’ou
ker o = {1}
et

¢ est injectif.

1.5 Groupes nilpotents

Définition 1.5.1
Un groupe G est dit nilpotent s’il admet une suite centrale finie, i.e une
suite normale finie 1 = Gy 9 G7 < ... < G, = G telle que Gi41/G; <

15



Z (G/G;) pour tout i, 0 < i < n — 1. La longueur de la plus courte suite
centrale de G est appelée “ classe de nilpotence de G 7.

Proposition 1.5.2

La suite 1 = Gy < Gy < ... < G, = G d’un groupe G est centrale si, et
seulement si, [Gi11, G] < G; pour tout 1,0 <i < n—1.

Proposition 1.5.3

Soit G un groupe.

(1) On note : v, (G) =G et 7,1 (G) =7, (G) ,G], Vi € N*. Alors :

— 7, (G) est totalement invariant dans G, ¥ i € N*.

— Y41 (G) <7, (G), Vi € N* s done G =7, (G) 2 7, (G) = 713(G) > ...

— Sl existe n € N* tel que v, (G) = 1, alors G = v, (G) > v, (G) >
..... > 7, (G) =1 est une suite centrale appelée “ suite centrale descendante
de G 7.

(2) Onnote : Zy (G) = 1,21 (G) = Z (G) et Z (G/Z; (G)) = Ziv1 (G) /1 Z; (G)

Vi € N*. Alors :

— Z; (G) est caractéristique dans G,V i € N*.

—Onal=27,(G)<7Z1(G) < Zy(G) < ......

— Sl existe m € N tel que Z,, (G) = G, alors 1 = Zy (G) < Z1 (G) <
. < 7 (G) = G est une suite centrale appelée “ suite centrale ascendante
de G 7.

Proposition 1.5.4

Soit G un groupe nilpotent et soit 1 = Gog < G < .... < G,, = G une suite
centrale de G. Alors G; < Z; (G) et v,,, (G) < G,—; pour tout i, 0 <i < n.

Corollaire 1.5.5

Soit G un groupe nilpotent de classe c, et soient les 2 suites centrales
ascendante et descendante alors v, (G) < Z,_iy1 pour i € {1,...,n}.

Théoréme 1.5.6

Soit G un groupe ; les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) G est un groupe nilpotent.

(i7) 3n € N tel que Z,, (G) =G

(i7) Im € N* tel que ~,, (G) =1

Proposition 1.5.7

(1) Un groupe G est nilpotent de classe < ¢ <= Z.(G) = G <=
Yer1 (G) = 1.

(2) Si G # 1 est nilpotent, alors Z (G) # 1.

(3) La classe de nilpotence d’un groupe nilpotent G est égale a
Inf{n|Z,(G) =G} =Inf{n| v, (G)=1}.
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Lemme 1.5.8
Soient G un groupe, x,vy, 2, X1, ..., Tn, Y1, ..., Yn € G. Alors, on a :

e )

@) ool = () et oy = (lgl” )

(iid) [z, ] (2%, 7]

(i) oy, 2] = 2,2’ [y, 2] = [, 2] [, 23] [y, =)

(v) [2,y2] = &, 2] [, y]" = [z, 2] [z, y] [, y. 2].

(vi) [z,y7 L, 2)" [y, 274, 2] [z, 271, 9] = 1.

(vid) [ac y, 2% [z, 2,97 [y, z, Y] = 1 (Identité de Hall-Witt).

(vidi) (X129, y) = [z, 9] (22, Y] o [T, Yy [0, Y]

(viddd) [z, y1y2--Yn] = [, Y] [2, Yn1]"" [2, Yo" 7" o [, 9]0 [, 9]

Proposition 1.5.9

Soit G un groupe, H < G et N < G. Si G est nilpotent, alors H et %
sont nilpotents.

Ce qui signifie que la nilpotence est stable par passage auxr sous-groupes
et quotients.

Proposition 1.5.10

Si G est un groupe nilpotent et 1 # N < G, alors NNZ(G) # 1.

Proposition 1.5.11

Soit A un sous-groupe normal abélien maximal d’un groupe nilpotent G,
alors

Ce (A) = A.

Proposition 1.5.12

Tout groupe nilpotent non abélien contient un sous-groupe maximal nor-
mal abélien.

Théoréme 1.5.13 (P.Hall).

Soit G un groupe. Si N < G tel que N et G/leoient nilpotents, alors
G est nilpotent.

Théoréme 1.5.14

Soit G est un groupe nilpotent de type fini; alors tout sous-groupe de G
est de type fini, c.a.d que tout groupe nilpotent de type fini verifie max.

Théoréme 1.5.15

St G est un groupe nilpotent de type fini; alors G posséde une suite
centrale dont les facteurs sont ou bien cycliques infinis ou bien finis d’ordre
une puissance d’un nombre premier.

Corollaire 1.5.16

Si G est un groupe nilpotent de type fini de torsion alors G est fini.
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Proposition 1.5.17
Soit G un groupe engendré par un ensemble S. Supposons que

[S1, 82, <oy Sey Ser1] = 1 pour tous sy, Sa, ..., Sy Ser1 € S

Alors G est nilpotent de classe au plus c.

Lemme 1.5.18 (d’Abdollahi)

Soint G un groupe engendré par deux éléments x,y vérifiant les deux
relations suivantes :

[z, y,yl =1et [y,z,z,2] =1
Alors,

G est nilpotent de classe au 3.

Preuve
Premieére étape :
On montre que
ly,z,x] € Z (G).

Puisque
{z,y} engendre G,

il suffit de montrer que
[y, z, x] commute avec x et y;

par hypothese, il commute avec z, prouvons qu’il commute avec y.
On utilise la premiére variante de I'identité de Hall-Witt aux éléments

ly, z], x et y.

1= Hy’ LE] ’xil’ y:|x [QZ, yilv [y7 ‘Tuy [yv [y7 x]_l ,«73} e

Posons
A = [ly.a],z7y]",

[x7y_1a [ya x]]y )
C = [ylya 2™

S
Il

18



= ([ﬂf,y]yl)_1
([ 9] [z,9.57"])
= [y,z] (car [z,y| commute avec y.

B = (ly 2,y =]
=1
Cc=1
A - Hy,l‘],l’_ 7y}
=1

[[ywr] ,l’_l,y] =1

Iy a),a)™) ™y

[[y,:c,:z:]_l ,y] (car [y,z,x] commute avec z)

Ce qui entraine que

ly,x,z,y] =1,

donc [y, z, z] commute avec les deux éléments x et y de la partie généra-
trice {z,y}, et par suite, il commute avec tous les éléments de G.

Deuxiéme étape :

ly,z,x] € Z (G).

Prouvons maintenant que

est nilpotent de classe au plus 2;
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Or

{Z,7} ={2Z (G) ,yZ (G)} est une partie génératrice de 7 (G);

d’apres la proposition (1.5.17), il suffit de montrer que

l’ensemble {Z,7} est nilpotent de classe au plus 2,

ie

z,7,9=1et [7,7,7] =1
donc

[z,y,y] et [y,x,2] € Z(G)
Or

[z,y,y] =1et [y,x,2] € Z(G)
D’ou
Z?G) est nilpotent de classe au plus 2

et

G est nilpotent de classe au plus 3.

1.6 Groupes résolubles

Définition 1.6.1
Un groupe G est dit résoluble s’il admet une suite finie abélienne, i.e une

suite finie de sous-groupes 1 = Gy < Gy < .... < G, = G tels que le quotient
Gi11/G; soit abélien pour tout i, 0 < i < n—1. La longueur de la plus courte
suite de G est appelée “longueur de résolubilité ou longueur dérivée .

Proposition 1.6.2

Soit G un groupe. On note : G = G, GV = [G,G] = G’ (G’ est appelé
le sous groupe dérivé de G) et GU) = GO = [GW, GV, V i € N* ( le sous
groupe GO s’appelle le i sous groupe dérivé de G). Alors :

(1) G est totalement invariant dans G,V i € N*,

(i1) G 9 GO et G /GO est abélien, ¥ i € N*.

Proposition 1.6.3

Soit G un groupe résoluble et soit 1 = Gog < G1 < .... < G, = G une suite
abélienne de G. Alors G < G ,_; pour tout i, 0 < i < n. En particulier
G =1.
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Théoréme 1.6.4

Soit G un groupe ; alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est un groupe résoluble.

(43) 3d € N tel que G = 1.

(43i) Im € N tel que G™ soit abélien .

Proposition 1.6.5

Soit G un groupe, H < G et N < G.

(1) Si G est résoluble, alors H est résoluble.

(2) Si G est résoluble, alors G/N est résoluble.

(3) Si N est résoluble et G/N est résoluble, alors G est résoluble.

(1), (2) et (3) signifient que la résolubilité est stable respectivement par
passage aux sous-groupes, par image homomorphe et par extension.

Théoréme 1.6.6

Tout groupe fini d’ordre p™, p"q, p*q?, pqr ot p,q,r sont des nombres pre-
miers est un groupe résoluble.

Théoréme 1.6.7

Tout groupe périodique résoluble de type fini est fini.

Définition 1.6.8

Un groupe G est dit localement résoluble si tout sous-groupe de type fini
est résoluble.

Proposition 1.6.9

Sotent G un groupe, H < G et N < G.

(1) Si G est localement résoluble, alors H et % sont localement résolubles

(2) Si N est localement résoluble et G/N est localement résoluble, alors
G est localement résoluble.

(1) et (2) signifient que la Tésolubilité locale est stable respectevement par
passage aux sous-groupes, par image homomorphe et par extension.

1.7 (Groupes métabéliens

Définition 1.7.1

Un groupe résoluble de longueur 2 est dit groupe métabélien donc G est
métabélien si, et seulement si, G est abélien.

Proposition 1.7.2

Sotent G un groupe métabélien, x,y € G et n > 1, alors :
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[, 9] (*)

s

[z, y"] =11

K3
Proposition 1.7.3
Si G est métabélien on a les formules ;
(1) V1,29, ..0sx) € G [11, X0, ooy | = [T2, 21, X3, ..., Tpe
(17) Pour toute permutation o de l’ensemble {1,2, ....,k}, pour tout a € G’
et pour tous x1, s, ...,z € G on a

I~

[aa$17$27 7‘7;16] = [ayxa(l)axa(Z)a --wxo‘(k)] .

En particulier si k =2 on a [a, 1, %] = [a, a9, x1].

Proposition 1.7.4 ([7])

Soit G un p— groupe métabélien satisfaisant Uidentité([z,,y) [y,, x])7 =1,
alors ([z,,y])"" = 1. (p est un nombre premier)

Proposition 1.7.5

St G est métabélien et x,y,z € G, alors lidentité de Hall-Witt devient

[,y 2] [z, 2, y] [y, 2, 2] = L.

Proposition 1.7.6

Dans un groupe métabélien, si a € G, alors [a",x] = [a,x]" pour tous
reGetnel.

Théoréme 1.7.7

Soit G un groupe. Si GV et ~,(G) désignent respectivement le i°™°-sous-
groupe dérivé et le terme général de la série centrale descendante, on a :
1) G(i) < ’72i(G>.
2) Si G est nilpotent de classe au plus 3, il est métabélien.

Proposition 1.7.8

Un groupe nilpotent de classe 4 et engendré par deux éléments est méta-
bélien.

1.8 Groupes d’Engel

1.8.1 Groupes n-Engel
Définition 1.8.1.1

22



(1) Un élément g de G est dit élément d’Engel o droite de G, si pour tout
x € G, il existe un entier positif n =n(g,x) tel que [g,, ] =1 (notons que
la variable x est a droite).

Si l’entier n peut etre choisi indépendamment de x, alors g est dit élément
n—FEngel a droite ou élément d’Engel borné a droite.

L’ensemble des éléments d’Engel o droite ( d’Engel borné a droite ) sera
noté R(G) (R(G)).

(17) Un élément g de G est dit élément d’Engel o gauche de G, si pour
tout x € G, il existe un entier positif n =n(g,x) tel que [x,, g] =1 (notons
que la variable x est a gauche).

St l’entier n peut etre choist indépendamment de x, alors g est dit élément
n—FEngel a gauche ou élément d’Engel borné a gauche.

L’ensemble des éléments d’Engel o gauche ( d’Engel borné o gauche ) sera

noté L(G) ( L(G)).
Définition 1.8.1.2
Un groupe G est dit groupe n—Engel si pour tous x,y € G ; [z,,y] = 1,
ca.d; si G=R(G)=L(G).
G est un groupe d’Engel s’il est un groupe n— Engel pour un certain n.
Théoréme 1.8.1.3 ([19))
Soit G un groupe ; Alors les trois proprietés suivantes sont équivalentes :
(i) G est un groupe 3— Engel.
(79) La cloture normale <xG> de x dans G est 2— Engel pour tout v € G.
(1ii) La cloture normale <mG> de x dans G est nilpotente de classe au
plus 2 pour tout x € G.

Lorsque 'entier n est plus grand ou égal & 3, un groupe n-Engel n’est
plus nilpotent ; cependant, en 1961, H. Heinken, a montré que tout tout
groupe 3—Engel est localement nilpotent [32] et [15] En 2005, Geoges Havas
et Vaughen-Lee [14] ont prouvé que tout groupe 4—Engel est aussi localement
nilpotent.

1.8.2 Eléments 2—Engel a droite

Théoréme 1.8.2.1 (Kappe).

L’ensemble des éléments 2— Engel a droite d’un groupe G, forme un sous-
groupe caractéristique dans G ; il est noté Ry (G). (preuve voir [32])

Proposition 1.8.2.2
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Soit G un groupe 2-Engel, si l’application

v : G—-G

z — "

avec n # 0,1 est un endomorphisme de G , alors

n(n—l).
2

exp (G') est fini et divise

Théoréme 1.8.2.3 ([32])

Soit G un groupe 2-Engel et soient x,y, z des éléments de G, alors :

(i) (x9) est abélien.

(it) [2,y,2] = [z,2,9] = [2,9,2]

(iti) [w,y,2]" =1 == (13(G))" = 1.

() [x,y,2,t] =1, done G est nilpotent de classe < 3 et métabélien.

- On peut généraliser le théoréme (1.7.2.83) pour un élément a de Ry (G) .
Lemme 1.8.2.4 ([32])

Soit a un élément 2-Engel o droite et soient x,y et z des éléments d’'un

groupe G, alors :

et

(1) la cloture normale a® de a dans G est abélienne.
(i1) la, z,y) = [ayy,x]*lé
(#4) la, [z, y]] = [a,z,y]"

(iv) [a, 2, y,2)* = 1.

(v) [a,[z,y],2] = 1.

Lemme 1.8.2.5

Soit G un groupe quelconque et soient y € G et a € Ry (G), alors :

n(n—1)

(ay)" = a"y" [y,a] >

Preuve

Soit G un groupe et soient y € G,a € Ry (G) donc

1) Si n > 0, on montre la propriété par récurence sur n;

Pour n = 0,1 la propriété est vraie. Supposons la propriété vraie pour n
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montrons la pour (n + 1) ;

(ay)"™ = (ay)"ay
n(n—1)

= a"y"ly,al T ay
non n(n—1)
= a"yaly,al” 7y
n(n—1)
= a"a Ty aly.a] 7y

n(n—1)

= a" (Y [y,a] Ty

= ) Ty

— gntlyn [ynja]y[y,a]"('gl) (car y commute avec [y, a))
- a"“y”[y,a]ny[yaa]w

= "y [y o

_ gy [M}W

Donc la propriété est vraie pour n > 0.
2) Sin < 0; posons m = —n > 0 donc

(ay)" = (ay)™

= (y'a)

—1\m [ _1\™m 1 1 =)
= ()" ()" [ay]
m.—m m(m—1)

= y "a " [a,y]
n,.n n(nt1)
= y"a"[a,y]
n(n+1)
— ana nynan ([y,&] ) 2
a™ _n(n+1)
= a"(y")" [y,a] 7
n_n n n _M
= a"y"[y",a"][y,a]” >
non n2 _ n(n+1)
= a"y"[y,a]" [y,a] 2
- 2 n(nt1)
= a"y"[y,q] 2
n(n—1)
= a"y"[y,a] ?

Donc la propriété est vraie aussi pour n < 0. [J
Proposition 1.8.2.6 ([32])
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Tout groupe 2— Engel sans éléments d’ordre 3 est nilpotent de classe au
plus 2.

Proposition 1.8.2.7

Un groupe d’exposant 3 est un groupe 2-Engel .

Théoréme 1.8.2.8 (Levi).

Un groupe G est 3-abélien si, et seulement si, G est 2-Engel et exp (G')
divise 3.

Preuve

- Soient G' un groupe 3-abélien et z,y € G, alors

[z, y,y] = [yaly [z,yly
= [y, z]y ey ey
= [y, a]az™y ey ey
= [ya]z(a7ly™) 2y
ly, 2] 2y~ 2 2zy?
= [y, 2] [z, 9]
= [y,z][x,y] (d’apres le lemme d’Abdollahi 1.4.7)
= 1L

Donc G est 2-Engel et d’apres le lemme 1.8.2.5 on a

3(3—1)

(2y)’ = 2y’ [y, 2] 2
D’ou
[z, y]3 =1.
- Si G est 2-Engel et exp (G/) divise 3 on a toujours

3(3—1)

(zy)’ = 2%’ [y, 2] >

et comme [z,]* = 1, alors

c.a.d G est 3-abélien. [J
Lemme 1.8.2.9 ([36])
Soit G un groupe et soient x,y,z € G, a € Ry (G), alors :
(i) [z, y]“" =[z,y] pour tout entier m.
(i) la,,y]" = [a,2,y][a, z, 2, y].
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1.9 Groupes n-Bell

Définition 1.9.1

Soit n un entier rationnel.Un groupe G est dit n-Bell si [2",y] = [z, y"]
pour tous z,y € GG; la classe des groupes n-Bell forme une varieté définie par
la loi [z", y] [y", x] = 1.

Proposition 1.9.2

Soit G un groupe ; posons B (G) = {n € Z; [z",y| = [x,y"] pour tous z,y € G}
alors :

(i) 0,1 € B(QG) et si n,m € B(G) alors nm € B (G).

(17) Si n € B(QG) alors (1 —n) € B(G).

(1ii) St n € B(G) alors n(1—n) € B(G).

Proposition 1.9.3

Soit G un groupe. Si n,(n+1) € B(G), alors G" < Ry (G)

Proposition 1.9.4

Soit n € B(G) alors;

(1) [y",z,x] =1 pour tout y € G est équivalent & z"™ € Z (<33G>)

(i1) [z",y, 27" = 1 pour tous x,y € G.

(i) 2" € Z ({(29)) .

Corollaire 1.9.5

Soit G un groupe. Si n € B (G) ; alors y"™™ € Ry (G) pour tout y € G.

Proposition 1.9.6 ([36])

Tout groupe n — Bell est aussi n(n — 1) — Bell .

Théoréme 1.9.7 ([36])

Si G est un groupe n-Bell, alors (G} Ry (G)) est d’exposant fini divisant
n(n—1).

Théoréme 1.9.8 ([36])

Si (3 est un groupe n-Bell, alors (G/Zy (G)) est d’exposant fini divisant
30 (n—1)

éorollaire 1.9.9 ([36])

Soit G un groupe n-Bell; si 4 ne divise pas n (n — 1), alors G/Zs (G) est
d’exposant fini divisant n(n —1) .

1.10 Groupes n-Levi

Définition 1.10.1
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Soit n un entier rationnel. Un groupe G est dit n-Levi si [x",y] = [z, y]"
pour tous x,y € G. La classe des groupes n-Levi forme aussi une varieté
définie par la loi [x™,y] [y, z]" = 1.

Proposition 1.10.2

Soit G un groupe ; posons L (G) = {n € Z;[z",y] = [z,y]" pour tous =,y € G}
alors :

(1) 0,1 € L(G) et si n,m € L(G) alors nm € L(G).

(i1) Si n € L(G) alors (1 —n) € L(G).

(i1i) Sin € L(G) alors n(1 —n) € L(G).

Proposition 1.10.3

Un groupe n-abélien est un groupe n-Levi .

Preuve
Soit G un groupe n-abélien, soient =,y € G
On a
[yl = (a") " (2")"
= ey
(ot
= [z,y]".

Alors G est un groupe n-Levi.

Proposition 1.10.4

Soit G un groupe; si n,(n+ 1) € L(G) alors G™ < Ry (G).

c.a.d pour tous x,y € G ;[y", x,x] = 1.

Proposition 1.10.5

Soit n € L(G) alors;

(1) [y",z,x] =1 pour tout y € G est équivalent & z™ € Z (<33G>)

(i1) [z",y, 217" = 1 pour tous x,y € G.

(i) 2" € Z ((%)).

Corollaire 1.10.6

Soit G un groupe.

Sin € L(G); alors y"*™) € Ry (G) pour tout y € G .

Proposition 1.10.7 ([36])

Tout groupe n-Levi est aussi n(n — 1)-Levi .

Théoréme 1.10.8

Si G est un groupe n-Levi alors (G/ Ry (G)) est d’exposant fini divisant
n(n—1).
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Théoréme 1.10.9

Tout groupe 2-FEngel est un groupe n-Levi.
Preuve

Soient G un groupe 2-Engel et z,y € G.
Montrons par récurrence sur n la relation

", y] = [2,y]"
-Pourn=1ona
[#',y] = [z, 9]".
- Supposons la relation vraie pour n et montrons la pour n + 1.

Par hypothése x commute avec [z, y| car G est 2-Engel.
Donc ™ commute avec [z, 3]

[z, y,2"] = 1.

Alors
(2", y] [z2", y]
= [z, 9" [+",y]
= [z,y][z,y,2"] [2",y]
= [z,y][2",y]
= [z, 9] [z, y]"
= [x,y]""

D’out G est un groupe n-Levi pour tout n € Z. [J

Théoréme 1.10.10 ([36))

Si G est un groupe n-Levi; alors (G/Zy (Q)) est d’exposant fini divisant
3n(n—1).

Corollaire 1.10.11 ([36])

Soit G un groupe n-Levi, alors G/Z3(G) est d’exposant fini divisant
n(n—1).

Théoréme 1.10.12

Tout groupe n-Levi est un groupe n-Bell .

Preuve
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Soient G un goupe n-Levi et x,y € GG , alors

n

2" y] = [z,y]

2"y = (fy)
v, 2" = [y,a]"
ly,2"] = [y" ]

Et comme x,y sont quelconques dans G, alors G est un goupe n-Bell. [J

Théoréme 1.10.13 ([20])

Soit G un groupe ; les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est 3-Engel satisfaisant Uidentité [x,y,y]> = 1 pour tous x,y € G .
(i1) La cléture normale (z“) de x dans G est 3-abélienne.

(i7i) G est 3-Levi.

(iv) G est 3-Bell.

1.11 n-centre d’un groupe

Définition 1.11.1

On appelle n— centre d’un groupe G l'ensemble {x € G ; (xy)" = 2™y", pour tout y € G},
il est noté Z (G,n).

Théoréme 1.11.2 ([22])

Soient G un groupe quelconque et n un entier, alors

Z(G,n) = {a€G;(ax)" =a"2" Yx € G}
= {a€G;(za)" =2"a" Vz € G}

Proposition 1.11.3 ([22])

Z (G,n) est un sous-groupe caractéristique de G.
Lemme 1.11.4 ([22])

Soit a E Z (G,n), alors

z)[ "] =1 pour tout x € G
ii) a € Z (G 1—mn)
i) [a", x] = [a,z]" = [a,2"] pour tout x € G
w) 1 = [a,2"0"] = [¢"0 2] = [a,z]""™™ = [a", 21" pour tout
re G

v)a" € Z(G,n—1)
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Preuve
i) Cela a été montré pour a € Sy (G, n) dans le théoréme 1.11.2

i1) D’aprés le théoréme 1.11.2, on a

(:m)nfl =g gt
Alors
(ma)l—n _ <($a)n—1)_1
_ (anflxnfl)*l
_ l,l—nal—n
donc
a€ Z(G,1—n)
i) On a
[ayx]n — (aflam)n
= [a", 2]

(a"z~") commute avec (ax '), depuis a"z ™™ = (ax™1)" .
Ainsi

+1 -1 n—1

z "az"x”
1

a,z"| z” = a""a”
= a"z "ax”
= ax la"z™"
= "o e e
n+1

[

n—1

n—1

a"a", x) T

Donc
la,z"] = [a", x]
iv) D’aprés (i), (ii) et (iii) on a

1 =



Et de méme

v) D’aprés (iv), a™ commute avec x"~

(a"z)"" = (a"z)" (")

)
= (a"z)"zta™"
n

2 1 —
:Cln[B 1an

an(n— 1) xn—l

Donc
"€ Z(G,n—-1).0

Théoréme 1.11.5 ([22])
Soit G un groupe, alors

Z(G,3)={ac Ry(G); a® € Z(G)} et Z(G,3) C Zs(G)

Proposition 1.11.6 (L.C. Kappe)
Soit G un groupe, alors

Z(G,4) C B5(G) N Ls (G)
ou R5(G) et L;(G) désignent respectivement les ensembles 5-Engel a
droite et 5-Engel & gauche de G.
1.12 Groupes n-centraux

Définition 1.12.1
On dit qu’un groupe G est n — central si

G" < Z(G)
i7.€

(2", y] = 1 pour tous x,y € G.
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Proposition 1.12.2
Un groupe G est n — central si, et seulement si,

(xzy)" = (yx)" pour tous x,y € G.

Preuve
Supposons que
G est n — central

et montrons que
(zy)" = (yx)" pour tous z,y € G

On a

n

(zy)

Supposons maintenant que
(xy)" = (yx)" pour tous x,y € G
et montrons que
G est n — central
on a

n

[:C 73/] =

Théoréme 1.12.3 ([21))
Soit G un groupe quelconque, les conditions suivantes sont équivalentes :
i) G est 2—central.
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i) [x,y]> = [x,y,y] = 1 pour tout =,y € G.

iii) (12 (G)) = 73 (G) = 1.

Proposition 1.12.4

Soit G un groupe métabélien, n— central. Alors 'exposant de G' divise n
et v5 (G) est d’exposant divisant n.

Proposition 1.12.5

Soit G un groupe n—abélien alors, G est (n — 1)—central si et seulement
si il est (n — 1)—abélien.

Preuve

Supposons G un groupe (n — 1) — central ;

Pour tous z,y € G

2

mn—lyn—l — anl'_lyn_l

— xnyn 1 —1

= a"y'y e

= (l’y)"( y)

= (ay)"
Réciproquement, supposons que G est un groupe (n — 1) — abélien ;
Pour montrer que G est (n — 1) — central, il suffit de montrer que

[x”_l,y] =1 pour tous z,y € G.
Soient x,y € G :

n—1 . —1
2"ty = 2Ty
[L’l n, 1-n, n—2_n—1

yy$y

(
= (zy) "y "y

Puisque G est (n — 1) — abélien alors il est anti — (n — 2) — abélien ;
Donc

2"yl = () " ()" Py
= (zy)” (zy)
=1
Par suite
[x”_l,y} =1 pour tous z,y € G
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D’ou
G est (n—1) — central.

Proposition 1. 12.6

Tout groupe n-abélien est n(n — 1) central.

Preuve

Soient x,y € G : D’apres les propriétés des groupes n—abéliens, on a :

0] = [ ) = )" = ] =1

En 1969, Narain Gupta et Akbar Remtullah ont répondu partiellement &
cette question en établissant le résultat suivant :

Théoréme 1.12.7

(1) Un groupe 2 — central est un groupe 4 — abélien.

(17) Un groupe 3 — central est un groupe 9 — abélien.

(1ii) Un groupe 4 — central est un groupe 32 — abélien.

En 2006, P. Moravec a amélioré les résultats de Gupta et Remtullah en
établissant les deux théorémes suivants :

Théoréme 1.12.8 ([29])

Un groupe 4 — central est un groupe 16 — abélien.

Théoréme 1.12.9 (]29])

Un groupe 6 — central est un groupe 36 — abélien.

Dans la proposition 1.12.6, on a montré que tout groupe n-abélien est
n(n — 1) central ; ce qui signifie que A C € ou A et € désignent respective-
ment les classes de groupes Alpérin et € celle des groupes GG pour lesquels il
existe n € N tel que G soit n—central. Réciproquement un groupe n—central
est il un groupe d’Alpérin? c.a.d existe-t-il m € N* tel que ce groupe soit
m—abélien 7 ou ce qui est équivalent, a-t-on € C A7 C. Delizia, P. Moravec
et C. Nicotera ont montré que dans la classe des groupes localement gradués
&, les deux classes A et € coincident c’est a dire

SNA=6NC.

1.13 Groupes n-résolubles et n-nilpotents

1.13.1 Groupes n-résolubles

Définition 1.13.1.1
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Un groupe G est dit n—résoluble s’il admet une suite finie n—abélienne,
i.e une suite finie de sous groupes 1 = Gg < G1 < .... < Gy = G telle que
Gi+1/G; soit n—abélien pour tout i, 0 <1i < k — 1.

la longueur de la plus courte suite précédente s’appelle longueur de n-
résolubilité de G.

Un groupe est résoluble si,et seulement si, il est 1-résoluble.

Théoréme 1.13.1.2 ([5])

St lordre d’un groupe n—résoluble G est produit de deur mombres pre-
miers h et k tels que n ou bien (1 —n) soit premier avec un des nombres h
et k, alors G est produit de deux sous-groupes d’ordre h et k respectivement.

Corollaire 1.12.1.3 ([5])

Si ordre d’un groupe n—résoluble G est produit de deuxr mombres pre-
miers h et k, et si n (1 —n) est premier avec h ou bien avec k, alors deux
sous-groupes de G quelconques d’ordre h sont conjugués.

Théoréme 1.13.1.4 ([36])

Soit G un groupe n-Bell, alors G /Ry (G) est un groupe n-abélien. En
particulier G est un groupe n-résoluble de longueur au plus 3.

1.13.2 Groupes n-nilpotents

Définition 1.13.2.1

Un groupe G est dit n-nilpotent s’il admet une suite finie n-centrale as-
cendante.

Proposition 1.13.2.2 ([5])

(1) un sous-groupe d’un groupe n—nilpotent est n—mnilpotent.

(17) L’image homomorphe d’un groupe n-nilpotent est n—nilpotente.

Proposition 1.13.2.3

Si G est un groupe n-Bell satisfaisant max —ab, alors G est n-nilpotent
du classe au plus (k+ 1) ot k est le plus petit entier vérifant

Ry (G) < Zy (G) (voir [33, Theorem 7.21] ).

Théoréme 1.13.2.4 ([36, Corollary 2.5])

Soit G un groupe n — Bell. Si 4 ne divise pas n(n— 1), alors G est
n — nilpotent de classe au plus 4.

Théoréme 1.13.2.5 ([36, Corollary 2.5])

Un groupe n — Levi est un groupe n — nilpotent de classe au plus 4.
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Chapitre 2

Groupes n-Abéliens Généralisés

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons donner la définition des groupes n-abéliens
généralisés et des résultats qui ont été précédemment cités dans les groupes
3-abéliens généralisés.

Dans ce chapitre, on démontre le théoréme suivant :

7 Tout groupe n-abélien généralisé, fini et m,-libre est abélien ”

(7, étant 'ensemble des nombres premiers< n). Pour démontrer ce théoréme,
on a utilisé les propriétés des groupes H(q), extra-spéciaux généralisés et le
célebre théoreme de Feit Thompson qui dit (que tout groupe fini d’ordre im-
pair est résoluble). Avec des résultats convenables, ce résultat peut s’étendre
a des groupes infinis voir le corollaire 2) . Cependant ce résultat ne se géné-
ralise pas & un groupe quelconque, En effet considérons le groupe :

G=(a,b] ()" =07 ()" =a™?)
I1 est sans torsion (donc infini) et 8—abélien généralisé car il vérifie I'identité
z? (2%)" (xQ)b ($2)ab =1Vzed.

Un autre exemple est donné par le groupe diédral infini G =< a,b | a® =
b?> =1 >, qui est 4—abélien généralisé puisque azr?az? = 1 quel que soit .
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2.2 Groupes n-abéliens généralisés

Soit n un entier > 2. On dit qu’un groupe G est n-abélien généralisé s’il
existe n éléments ay, as, ..., a, € G tels que l'application x — ™z ... x
soit un endomorphisme de G.

Définition 2.2.1

Soit h un entier rationnel. On dit qu’un groupe G vérifie la propriété
E(h)(M(h)) s’il existe r éléments ay, az, ..., a, € G et r entiers rationnels
hi, ha, ..., h, tels que Uapplication

.
YT — (;pal)m (Q;az)hz (xllr>hr _ th [xhi, CLz‘] [l‘hi, a, xh_(h1+"'+hi)]
=1

soit un endomorphisme (un monomorphisme) de G avec h = hy+ha+...+h,..
Proposition 2.2.2 ([2])
Soient G un groupe nilpotent et h un entier rationnel différent de 0 et 1.

h(h—1)
2

soient w l’ensemble des nombres premiers divisant et w1 celui des

nombres premiers divisant (h — 1).
Alors G est abélien si l'une des trois conditions suivantes est vérifiée :

1. G satisfait £ (—1) ou £ (2).

2. G satisfait & (h)et Z(G) est m-libre.

3. G satisfait M (h) et Z(G) est my-libre.
Preuve

1) et 2) Remarqons qu’en vertu de la proposition 1.2.2.2 (i), G est 7-libre.
Si ¢ désigne la classe de nilpotence de GG, supposons d’abord ¢ = 2. Puisque

le groupe G vérifie £ (h), il existe r éléments a1, ag, ..., a, € G et r entiers
rationnels hq, ho, ..., h, tels que 'application
T
Y — (m‘”)h1 (xaz)h2 (ma")hT = £hH [:Bhi, ai} [iﬂhi, a;, xh_(h1+"'+hi)}
i=1

soit un endomorphisme de G avec h = hy + ho + ... + h,..
Soient =, y € G ; de la relation ¢ (zy) = ¢ (x) ¢ (y) et en tenant compte
du fait que ¢ = 2, on peut écrire

[mhia ai] [yhiv ai] .

@) 1 [, @] ="' ]

r
=1
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(zy)" = 2"y
Donc G est abélien si h = —1 ou 2. D’autre part

h(h—1)

(zy)" ="y [y, 2] 7

Ce qui donne

yoal T =1

Et par suite G’ est trivial car G est w-libre. Si h est différent de —1 et 2
et si G est m-libre, G est trivial, G est aussi abélien; dans les deux cas on
arrive a une contradiction.

Supposons maintenant ¢ > 3. Le groupe quotient G = G/ Z,. »(G) est
nilpotent de classe 2 et vérifie £ (h). De plus, G étant m-libre, G 'est aussi;
(voir la proposition 1.2.2.2); donc G est abélien ce qui contredit le fait que
¢ > 3; donc nécessairement ¢ = 1.

3) Supposons Z(G) mq-libre et ’endomorphisme ¢ injectif ; supposons
qu’il existe un élément non trivial x, de Z(G) dont l'ordre est un diviseur
premier p de h; alors 7, = 1 or ¢(z,) = z,"; donc p(x,) = 1, ce qui contredit
le fait que ’endomorphisme ¢ est injectif et par suite Z(G) est w-libre et nous
sommes ramenés au deuxiéme cas.

Proposition 2.2.3
Soient G un groupe hypercentral, h un entier rationnel (h # 0, 1) ,

h(h —1)

premiers divisant (h—1). G est abélien si l'une des trois conditions suivantes
est satisfaite :

1. G vérifie £(—1) ou £(2).
2. Z(Q) est w-libre et G vérifie £ (h) .
3. G satisfait M (h)et Z(G) est my-libre.

m l’ensemble des nombres premiers divisant et w1 celui des nombres
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Corrollaire 2.2.4 ([2])
Soient G un groupe nilpotent de type fini et h un entier rationnel différent
de 0 et 1; Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. G satisfait € (h) (pour un certain h #0,1).
2. G est une extension finie de son centre.

3. G est m-abélien (pour un entier m > 2).

Proposition 2.2.5

Tout groupe 2-abélien généralisé et plus généralement tout groupe admet-
tant un endomorphisme qui est somme de deux épimorphismes est abélien.

Preuve

Soit ¢ : x 1— a(z)f(x) un endomorphisme de G ou « et [ sont deux
épimorphismes de G; et soient x et y € Gj il existe a et b dans G tels que
x = «a(b) et y = f(a); de la relation ¢(ab) = p(a)p(b) on en déduit zy = yz.
O

Définition 2.2.6

On dit qu’un p-groupe fini G est extra-spécial si G' et Z(G) coincident
et sont d’ordre p.

On dit qu’un p-groupe fini G est extra-spécial généralisé si Z(G) est cy-
clique et G' d’ordre p.

voir [32, p. 145] et [32, Exercice 5.3.8].

Remarque 2.2.7

Un groupe extra-spécial généralisé est nilpotent de classe < 2. Voir [32,
Exercice 5.3.8].

Definition 2.2.8

L’ensemble des applications f:GF(q) — GF(q)

i f(z)=ax+0b

ot a et b € GF(q) avec a # 0, muni de la composition des applications est
un groupe, il est noté H(q).

Proposition 2.2.9

. . b
Le groupe H(q) est isomorphe au groupe des matrice de la forme < g 1 )

ot a,b sont dans le corps fini GF(q) avec a # 0.

Preuve
Soient f:GF(q) — GF(q) et f': GF(q) — GF(q)
T f(r)=ar+b e fllz)=dxz+V

ol a,a #0et bt € GF(q).
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On a
vy = o((59) (60 1)
_ ¢(ag’ ab’1+b)
= (ad)x+ (ab' +b)
et
b(f)ev(f) = aldz+b)+0b
= (ad")z 4+ (ab' 4+ b)
alors

Y(ff)=v(f)o(f) et 1 est un homomorphisme.

Prouvons maintenant que 1 bijective

kery = {fEGtelque <g i):<(1) (1])}

= {feGtelquea=1etb=0}
= idg.

d’ou ¢ est injective.

Soit g : x — ax + b alors f = ( 8 11) > est un antécédent

d’ou ¢ est surjective; par suite ¢ est un isomorphisme. [
Théoréme 2.2.10
Tout groupe fini n—abélien généralisé et w,—libre est abélien.
Lemme 2.2.11
Soit G un groupe fini résoluble non abélien dont tous les quotients propres
sont abéliens, alors G est isomorphe soit & un groupe extra-spécial généralisé,
soit o un sous-groupe de H(q) (¢ > 2). ([32])
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Preuve de Théoréme 2.2.10

Supposons qu’il existe un groupe fini non abélien vérifiant les hypotéses
du théoréme.

Soit GG un tel groupe, choisi d’ordre minimal. Puisque G est d’ordre impair,
il est résoluble en vertu du théoréme de Feit-Thompson. De plus, tous les
quotients propres de G satisfont les hypothéses du théoréme. Ils sont donc
abéliens par minimalité. Alors, G est isomorphe soit & un groupe extra-spécial
généralisé, soit & un sous-groupe de H(q) (¢ > 2) (d’aprés lemme précédent).
Si G était isomorphe & un groupe extra-spécial généralisé, il serait abélien en
vertu de la proposition 4. Donc G est isomorphe & un sous-groupe de H(q).
Puisque G est n—abélien généralisé , il existe n éléments ¢y, ..., g, de G tels
que application ¢ : f — f9...f9 soit un endomorphisme de G. Posons

gi = (%Z Cj_Z ) , avec Ci,di EGF((]> et C’L%O

Le groupe G n’étant pas abélien, on peut toujours trouver un élément f =

/
(g ll)) € G et un élément f' = ((1) Zi) € G aveca # 0,1 et b #0.
Puisque I'application ¢ est un endomorphisme,on a

LI =L L)

=1 i=1 =1

A Taide de la relation

(2

n n n 1=j—1
a; bz . a; bl + Z( H (Ii)bj
0 1 /)= | =t j=2 =1
=1 0 1
On peut ecrire
- 11/ o ¢ tadi+ab +b—d)
Hl(ff’)g = H ( 0 . =

En posant

v=c; (ad, +ab +b—dy) + Zaj_lcj_l(adj +ab +b—d;).

i=2
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De méme,

Yad; + b — d))
1

i=1

) ( =) + 3 @ ady £ b= )
1

et

n . n 1 Z-_lb’
e - 100 %)

Il en résulte I'égalité

(Hf ) (Hf ) (55

w=a"(c; '+ ...+ ;Y + e (ady +b—dy) + Zaﬂ LerHad; + b — dj).

en posant

En égalisant les matrices (x) et (xx), et aprés simplification,on obtient la
relation

Pla) = '+alat ...+ a4 (gt — . —ct)a"
0.

Notons que P est un polyndéme non nul & coefficients dans GF(q) de degré
inférieur ou égal a n — 1.1’égalité

<g ?)k:(cg b(ak—1)1(a—1)1)

montre que l'ordre e de f dans G est égale a I'ordre de a dans le groupe
multiplicatif GF(q)\ {0} (rappelons que a est choisi distinct de 1). En empla-
cant successivement dans le calcul précédent f par f2,..., 1, on en déduit
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que les éléments a,a?, ...,a* ! sont des racines (distinctes) du polynome P;

notons aussi que P(1) = 0. De plus, on a e > n+ 1, puisque G est 7, —libre.
Le polynéme P doit donc étre de degré > n + 1,d’ott une contradiction. Il en
résulte que G ne peut pas étre isomorphe a un sous-groupe de H(q) , ce qui
achéve la démonstration du théoréme.

Remarque 2.2.12

St un groupe G admet un monomorphisme de la forme ¢ : x —— z* 2. 2%,
alors, il suffit que G soit m,_1-libre pour que G soit abélien.

En effet le groupe extra-spécial généralisé considéré précédemment (qui
est nilpotent de classe < 2) est alors abélien en vertu de la proposition 2.2.3.
Si maintenant G est isomorphe a H(q), on a vu que “m,_;-libre” implique
une contradiction.

Corollaire 2.2.13

Soit G un groupe admettant un endomorphisme de la forme ¢ : © —
xMx®. .z Alors G est abélien si ['une des quatre conditions suivantes est
satisfaite :

(i) G est un FC-groupe m,-libre.

(ii) La cloture normale de {ay, as, ...,a,} dans G est finie (c’est par
exemple le cas si l'ensemble {ai, as, ...,a,} est normal et les ordres des
éléments a; finis ) et G est m,-libre.

(iii) G est un FC-groupe m,_1-libre et ¢ bijectif.

(iv) La cloture normale de {ay, as, ...,a,} dans G est finie, ¢ bijectif et
G est m,_1-libre.

Preuve

(i) Supposons que G est un FC- groupe m,-libre. Soit u et v deux élé-
ments quelconques de G et soit H le sous-groupe de GG engendré par u,v,
ai, as, ...,a,; H étant un FC- groupe de type fini est central par fini et n-
abélien généralisé (il suffit de considérer la restriction de ¢ & H); donc le
groupe H/Z(H) est fini et n-abélien généralisé car la propriété “n-abélien
généralisé” est stable par passage au quotient ; de plus il est m,-libre en vertu
de la proposition 1.2.2.2 (i); le théoréme 2.2.10 entraine la commutativité
de H/Z(H); et par suite H est nilpotent ; comme il est 7,-libre et n-abélien
généralisé, il est abélien ; et par suite u commute avec v.

(ii) Notons F' la cloture normale de {ay, ag, ...,a,} dans G. Le sous-
groupe F' étant fini, le groupe quotient G F est m,-libre; de plus il est
n-abélien. Or tout groupe n-abélien ,-libre est abélien [4], Par suite G’ est
fini; donc G est un FC groupe m,-libre; et 'on est ramené au premier cas.(
Le fait que F' soit fini quand {a;, as, ...,a,} est un ensemble normal et les
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ordres de q; finis est bien entendu une conséquence du lemme de Dicman.[32,
14.5.7).

(iii) Dans (i) la restriction de ¢ & H est un automorphisme rationnel de
Hor ¢ induit sur le groupe quotient H/Z(H) un automorphisme rationnel ;
ce qui implique que H/Z(H) (qui est fini, n-abélien généralisé et m,_;-libre)
est abélien en vertu de la proposition 3.4.4 (iii) ; la suite de la démonstration
est la méme que celle dans (i).

(iv) La démonstration est la méme que celle dans (ii) et iii). Ce qui termine
la démonstration du corollaire 3.5.6.

2.3 Groupes 3-abéliens généralisés

On dit qu’un groupe G est 3—abélien généralisé s’ il existe cy,co,c3 € G
tels que

Uapplication x — XXX soit un endomorphisme de G.

La classe des groupes 3—abéliens généralisés est une généralisation de
celle des groupes 3—abéliens .

Lemme 2.3.1

Soit G un groupe quelconque et soient x;y € G et a € Ry (G), alors :

(i) a.y,a] = [a,y,071] = 1.

(i7) {[a,z],[a,z,y], |a, 2, y, 2]} C Ry (G).

(ii7) a® € Z3(G) et [a,2]" = [a*,z] pour tout k € Z.

(iv) Si a est d’ordre impair il apartient & Z3 (G) .

Preuve

Soit G un groupe et soient z;y € G,a € Ry (G) donc

(1) On a [a,y] = a 'a? € a¥ et a,a™ € a“ donc

[a™'a’,a] =1et [a'a’,a”'] =1 (car a“ est abélien).

D’ou
[CL, Y, a] = [aa Y, ail} =1L

(i) Ry (G) est un sous- groupe normal de G et a® est le plus petit sous-
groupe normal contenant a donc a® < Ry (G) (car a € Ry (G)).
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Et comme
[a,7] = a a” € a®

donc
la,z] € Ry (G)
la,z,y] = [a,x]_l [a,2]Y € a® < Ry (G)
et
la,z,y, 2] = [a,z,y] " [a,z,y]" € a® < Ry (G).
D’ou
{[a7x] ) [a,x,y] ) [a’vxvya Z]} - R2 (G) .
(i7i) On a;
[az,a:] = la,z]" [a, ]
= [a,z][a,z,a]|a,x]
= [a,2]® (Qapres (i) ; [a,2,a] =1).
Et
[0*,2,y] = [[a*2],y]
= [[a’ x]Z ) y}
= [a,az:,y}2 (car [a,z] € Ry (G)).
Donc
[a{x,y,z} = HCLZ,SC,y] ,z}
= [[a,x,y]z,z]
= [a,x,y,z]Q.

Mais d’aprés (iv) de lemme 1.8.2.4, on a [a, z,y, 2]* = 1.
Donc
[a%x,y,z} =1.
Et par suite a® € Z3 (G).
-Pour montrer la relation [a’“, m] = [a, 2] on raisonne par récurrence sur
k ; on supposant d’abord k£ > 0.
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*Pour k=1 on a [a', 2] = [a,z]".
+Supposons que [a, 41" = [¢*,] ot on montrons que [a, 7} = [+, 2]

= [aa x]k [CL, x]

[a*, 2] [a, 7]
a*rta ra e ax
= a "otz aPrr ax (car a® est abélien)

g~ (kD) =1 1,

[alﬁ—l, x} '

- Si k est négatif, posons | = —k

ahx] = [aa

Donc

k

]k = [a ,x} pour tout k € Z.

la, z

(iv) Soit (2n + 1) l'ordre de a , alors a®"*! =1
1=(a*)"a=a= (a?)" € Z3(G) (dapres (iii)). O

Rappelons le résultat établi dans la proposition 1.4.7 :

Sotent G un groupe et n un entier tels que ’application x — z" soit un
endomorphisme de G. Alors

(i) (zy)" ' =y a2 ! pour tous x,y € G (on dit que G est anti(n —
1) — abélien).
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(ii) De plus, si cette application est un épimorphisme de G, l'application
x — 2" ! est un homomorphisme de G dans Z(G) c.a.d. que G est (n — 1) —
abélien.

Théoréme 2.3.2 ([2])

Soit G un groupe 3-abélien généralisé c’est a dire admettant un endomor-
phisme de forme :

T — 22y

ol ¢y, ¢, c3 € G. Alors : G est nilpolent de classe au plus 10.

Preuve

(i) Soit G un groupe 3-abélien généralisé. Il existe donc 3 élément ¢y, ca, 3
de G tels que 'application ¢ : © —— 2?2 soit un endomorphisme de G.

Par conséquent, ¢ : x — x%r2® est aussi un endomorphisme de G, oil

a= 0102_1

et
b=csc;!
3Cy .

La relation
da) = (g(x))

nous donne

b

o(z) = 2%z2® = 2Pxa®

pour tout x dans G ; donc a et b jouent un réle symétrique, ce qui signifie que
toute propriété valable pour a est aussi valable pour b et réciproquement .
Pour chaque = € G, on a

o (7)o () o ().
ce qui implique ’égalité
2z’ 2% x = 2¥ 222 pour chaque z € G.
En substituant a,b a x dans cette derniére égalité , on obtient
aba = aa®
et
bb = bb“.
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Il en résulte que le commutateur ¢ = [a, b] commute avec a et b. A I'aide
de ce résultat, il est facile de voir que la relation

¢ (cya™") = d(c)(ya™")

(pour un y quelconque dans G) imlique la relation
C2 (&
y =y

Gréace a cette égalité et celle obtenue en remplacant y par y~!, on obtient
la relation

C2 (& (& 02
vy =yy .
Il en résulte que [c, y, y] = 1 pour tout y € G, d’ou ? € Z3 (G) d’aprés
(33, Teorem 7.13].
L’égalité 42 = y<"y¢ donne alors

y =y“mod Z3 (G)

ce qui prouve que
c=la,b) € Z4 (G)

Partant de la relation

¢ (a”'y) = d(a™")(y)

et grace au fait que
[a,b] = 1mod Z4 (G)

on montre facilement que
(l2 a
y* = y* y*mod Z4 (G)

En utilisant cette congruence et celle obtenue en remplacant y par y !,

on obtient
a (12 J— a2 a
y =y y*mod Z4 (G)

d’ou
[CL, Y, y] = lmod Z4 (G)

En appliquant & nouveau ([33, Teorem 7.13]) , on en déduit que

a’Zy (G) € Z3(G/¢4 (@)
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en d’autres termes, on a
a’ e Ly (G) .
De facon analogue, en partant de la relation

¢ (yb) = o(y)o(b)

on montre que ,
y? = 49" mod Z, (G)

et ensuite que
v’ € Z; (G).

Les congruences
(l2 a
y* = y* y*mod Z4 (G)

et
y? = """ mod Z, (G)

impliquent donc
y = y*mod Z; (G)

et
y =y’mod Z; (GQ)

ce qui montre que a et b sont dant Zg (G) .
Le groupe quotient G/Z; (G) est donc 3 — abélien puisque ¢ induit sur ce
quotient I’endomorphisme z — 3.

D’aprés un résultat de Levi[28] , cela implique que
G/Z; (G) est 2 — Engel.

Donc ce quotient est nilpotent de classe au plus 3 [32].
Il en résulte que

G est nilpotent de classe au plus 10. [J

Corrollaire 2.3.3 ([2])

Un groupe 3-abélien généralisé de type fini est une extension de son centre.

Preuve

Comme G est 3-abélien généralisé, il est nilpotent , G est nilpotent de
type fini et 3-abélien généralisé, d’ou GG est une extention finie de son centre
(d’apres le corollaire 2.2.4).

50



Corrollaire 2.3.4 ([2])
Soit G un groupe 3-abélien généralisé et soit

Y x— xtx2xs

I’ endomorphisme polynomial associé. Alors G est abélien si l'une des
deux conditions suivantes est vérifiée :

1. le centre de G n’admet aucun éléments d’ordre 3.

2. ¢ est un monomorphisme.

Preuve

D’aprés le théoréme précédent, G est nilpotent. Donc, si le centre de G
n’admet aucun élément d’odre 3, il est facile de voir que G est 3-libre.

La premiére partie du corollaire est ainsi une conséquence de la Proposi-
tion 2.3.2. Remarquons maintenant que tout élément d’ordre 3 dans le centre
de G appartient au noyau de . Il en résulte que si ce noyau est trivial,
le centre de G n’admet aucun élément d’ordre 3 et I'on est ramené au cas
précédent. [

Le dernier résultat caractérise les groupes possédant un automorphisme
polynomial positif de decré 3 (rappelons que par définition, si d est un entier
positif, un groupe abélien G est d-divisible si G = {¢? | g € G}).

Corrollaire 2.3.5 ([2])

Un groupe G admet un automorphisme polynomial positif de degré 3 si
et seulement st G est un groupe abélien 3-divisible sans éléments d’ordre 3.

Preuve

Il suffit de remarquer que d’apreés le corollaire précédent, un groupe ad-
mettant un automorphisme polynomial positif de degré 3 est nécessairement
abélien. Le reste de la démonstration est clair. [J
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Chapitre 3

Caractérisation des Groupes
3-Abéliens (Généralisés

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie le cas particulier ot n = 3.Nous allons prouver
que 3 est la meilleure borne de la classe de nilpotence d'un groupe 3-abélien
généralisé.

En 1965, Trotter a prouvé que G est abélien si I'application z — 2® est
un automorphisme de G.

En 2006, Abdollahi, Daoud et Endimioni ont montré qu’un groupe 3-
abélien généralisé de type fini est un groupe d’Alpérin ; on se propose d’amé-
liorer ce résultat.

Un groupe G est dit m-nilpotent de classe au plus k, si Zy (G,m) = G.
Karasev [24] a introduit la notion de m-sous-groupe dérivé d’'un group G
comme suit : Pour un entier donné m > 2 et deux éléments z,y de G, le
m-commutateur de z et y est défini par [z,y] = (xy)" y "z~ ™. Le m-
sous-groupe dérivé d'un group G , ([G, G|, ), est le sous-groupe engendré par
I’ensemble des m-commutateurs de G. Dans notre travail on montre qu'un
groupe 3-abélien généralisé est un groupe 3-nilpotent de classe au plus 2.

En 2003, Alireza Abdollahi, a montré que tout groupe 3-abélien généralisé
est nilpotent de classe au plus 11; Gérard Endimioni a amélioré la borne a
10. En 2005, B. Daoud, Meriem Hamitouche et Khalissa Merikhi ont montré
que la classe de nilpotence est inférieure ou égale & 7. Enfin, avec la méthode
de GAP, Alireza Abdollahi, (qui est mon co-encadreur) a abaissé la borne
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a 3.L'exemple suivant (qui nous a été donné par le referee) : <<Le groupe
libre F' engendré par 4 éléments et d’expopsant 3 est 3-abélien nilpotent de
classe 3>>, montre que 3 est la meilleure borne. On termine le chapitre 3 en
montrant qu'un groupe 3-abélien généralisé est 9- abélien, 9—central 3—levi
et 2—nilpotent de classe au plus 2.

3.2 Classe de nilpotence des Groupes 3-Abéliens
Généralisés

Théoréme 3.2.1

Soit G un groupe 3—abélien généralisés, c’est a dire admettant un endo-
morphisme de forme :

¢z — zza?

a,b € G. Alors :

i) si a,b € Zy(G), G est 3-abélien.

i1) G est nilpotent de class au plus 7.

Lemme 3.2.2

Soit G un groupe, alors Z (G,3) ={a € Ry (G) | a®> € Z(G)} et Z(G,3) <
Z3(G) [17, Theorem 4.3]

Lemme 3.2.3

Soit G un groupe, alors Z; (G,3) < Zs; (G) por tout i.

Preuve

On montre par récurrence sur i; pour ¢ = 1, d’aprés lemme 1 on a

Z(G,3) < Z3(G).

On suppose que la relation est vraie pour ¢ et on la montre pour ¢ + 1;

on a
Soit

a € Zi+1 (G, 3)
alors

[a,z]3 = 1mod Z; (G, 3) pour tout = € G.

Par hypothese

[a,z]3 = 1mod Z3; (G) pour tout z € G.
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Donc

aly (G) € Z((G/ 25 (G) ,3)

D’apres lemme 3.2.2

Z(G/25(G),3) < Z3(G/ 25 (Q)) = 2343 (G) / 23 (G)

Alors
aZs3; (G) € Z3341) (G)/ Z3:(G)
d’ou
a € Z3u41)(G).
Preuve de théoréme 3.2.1

i) w(x)p(y) = 2°Y°[x, creacs]ly, crcacs] et w(zy) = (2y)?[zy, crcacs], don
le résultat.
ii1) de la relation

on a

-1 -1
a2 x =2 2% pour tout x € G.

Nous substituons a & z, on obtient a’a = aa’, donc ¢ = [a, b] commute avec
a.
de la relation

p(z™h) = (p(x)™

on obtenons

plr) = ztxx

donc
¢ commute avec b.

Il est facile de voir que la relation

e(cya™) = p(c)p(ya™") pour y € G

implique la relation



En utilisant cette
obtient la relation

Il en résulte que

d’ou

On a

relation et celle obtenue, en remplacant y par y~!, on

[e,y,y] =1 pour tout y € G.

cE RQ(G)

p(a) = a*la,b], o(b) = B[b,a] et p(ab) = (ab)".

De la relation

On en déduit

Donc

ce qui implique

p(ab) = p(a) ©(b)
(ab)® = a® b,
(ba)(ba) = a®b*
1 = a ‘v 'a®Pa

_ a—1<ab)2(a—1)b—1

= [a7 b]3

car [a,b] commute avec a et b.
D’apres lemme 3.2.2, on a

De la relation

[a,b] € 25 (G, 3).

¢ (a7ty) = ela ey
[a,b] = 1mod Z;5 (G)

On peut facilement voir que

¥ = 4™y mod Z(G,3).
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1

En remplacant y par y~, on obtient

yy” = ¥y mod Z(@, 3)

Ce qui donne
yy* = y"ymod Z(G, 3)
D’ou
[a,y, y] =1 mod Z(G, 3) pour tout y € G

Par conséquent
aZ(G,3) € Ry (G/Z(G,3)).

De la relation

¢ (ay) = w(a)p(y)

et les congruences

la, b] =1 et yy* = y*y mod Z(G, 3)

ya® = a’*ymod Z(G, 3) pour tout y € G
D’ou
a*Z(G,3) € Z(G/23(Q))
Nous en déduisons
aZ(G,3) € Z(G/Z(G, 3),3).
Mais

Il s’ensuit que
a € ZQ(G, 3)

Alors
be ZQ(G, 3)
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En utilisant le lemme 3, on montre que a et b € Z5(G). Aussi ¢ Induit

dans G/Z4(G) 'endomorphisme 7 — 5% 3°; alors aZ4(G) et bZ4(G) ap-

partiennent & Z4(G)/Z4(G) lequel est égal au second centre de G/Z4(G).
D’apres i)

G/ Z4(G) est 3 — abelian, et G/Z4(G) est nilpotent de classe au plus 3

donc
G est nilpotent de classe au plus 7. [

Lemme 3.2.4 ([32])
Soit G un groupe nilpotent de classe ¢, alors on a la relation suivante

7 (G) £ Zeeiya1 (G)

Théoréme 3.2.5
Soit G un groupe 3—abélien généralisé , c’est a dire admettant un endo-
morphisme de forme :
©:x— 2tza’
a,b € G. Alors :
i) G est nilpotent de classe au plus 3.
it) [G,G]? < Z(G) et v5(G)? = 1.
iii) L’exposant de |G, G] divise 9.

Preuve
i) Soit G un groupe 3-abélien généralisé avec I’endomorphisme donné B
défini par
o(x) = 222’ pour tout = € G,

ou a,b € G sont fixes.
Pour montrer que que la classe nilpotence de G est < 3, il suffit de montrer
que
[915 925 933 4] = 1 pour tous g1, 92, 93,94 € G

Donc, soient g1, g2, 93, 94 € G et soit H le sous-groupe de G engendré par

g1, 92, 93, 94, @, b
H = <glu 92, 93, 94, Q, b>

la restriction de ¢ & H est un endomorphisme de H. Il suffit donc de mon-
trer que H est nilpotent de classe au plus 3. On va utiliser la méthode du
GAP. Cette méthode inventée par le mathématicien allemand s’applique
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uniquement aux groupes nilpotents de type fini; comme notre groupe G est
nilpotent [2, Théoréme 3.1], non nécessairement de type fini, la méthode du
GAP ne lui est pas applicable, mais, elle s’applique & H = (g1, g2, 93, g4, a, b)
qui est nilpotent de type fini

Note H est 3-abélien généralisé . Par [2, Théoréme 3.1|, H est nilpotent.

Maintenant on peut utiliser nq Paquets de Werner Nickel [31] mis en
ceuvre dans GAP [35] est MAGMA [6] pour trouver la classe de nilpotence
de H.

Le paquet nq a la capacité de calculer le plus grand quotient nilpotent

(s’il existe) d’'un groupe de type fini avec un nombre fini de relations iden-
tiques et de relations infiniment nombreuses.

Par exemple, si nous voulons construire le plus grand quotient nilpotent
d’un groupe G comme suit

(X1, xp | (21, ) = =1 (X1, 2) = Lw (T, . T, Y1, - k) = 1)
oury,..., , sont des relations 1y, ..., z, et w(xy, ..., Ty, y1,...,Yr) = 1 est
une relation identique dans le groupe (1, ..., z,), On peut appliquer le code

suivant pour utiliser le paquet nq dans GAP :

LoadPackage("nq") ; #nq package of Werner Nickel #

F :=FreeGroup(n+k) ;
L:=F/[r1(F.1,...,F.n),...,rm(F.1,...,F.n),w(F.1,...,F.n,F.(n+1),...,F.(n+k))] ;
H :=NilpotentQuotient (L, [F.(n+1),...,F.(n+k)]);

Il faut noter que nous devons construire le groupe libre de rang n + k
pace que, ainsi que les n générateurs pour GG, nous avons aussi une relation
identique avec k variables.

Il faut aussi noter que la fonction NilpotentQuotient(L) essaie de cal-
culer le plus grand quotient nilpotent de L et ce calcul ne se terminera que si
la fonction NilpotentQuotient(L) admet un plus grand quotient nilpotent.

Notre identité (zy)? = x%y? pour tous z,y € G, peut étre écrite de la
fagon suivante :

(29)" (zy) (2y)" = (¢"z2”) (y"yy")

ou
y* (wy) a® (z2ty'y) " =1

Donc, pour notre probléme, nous avons besoin du code suivant :
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LoadPackage("nq") ; #nq package of Werner Nickel #

F :=FreeGroup(8); x:=F.1;y: =F.2;a:=F.3;b: = F.4;

L:=F/[(F.2"F.3) * (F.1xF.2) x (F.1"F.4)%(F.1 +F.1"F.4«F.1«F.2"F.3«+F.2"F.4) -
1];

H :=NilpotentQuotient(L, [F.1,F.2]);

NilpotencyClassOfGroup(H) ; OJ

i1) ¢ Induit sur le groupe quotient G /v;(G) 'endomorphisme

T — T°72"

G /75 (G) est nilpotent de classe au plus 2; donc il est 3-abélien;
par le théoréeme de Levi

exp[G/73(G), G/73(G)] divise 3

[G/75(G), G/75(G)] ~ (G, Gl 15 (G)) /73 (G) 5
lequel est isomorphe a

G, G /73 (G) (car 7,3 (G) C G, GT;

alors
exp ([G, G| /75 (G)) divise 3.

Soient x,y € G,
(273 (G), 573 (G)) = 73 (@)

[z, Z/]g 73 (G) = 73 (G)

[2,9)° € 75 (G)
Donc
(G, G]? < v4(G).

Et d’apres le lemme 3.2.4
73 (G) < Z(G).

Maintenant, soient x,y, z € G,
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1= [[zyf

= [xJ y?z

d

alors
73(G>3 =L

i7i) On a vu dans ii) que

exp ([G, G| /75 (G)) divise 3

et
exp (75 (G)) divise 3
Alors
exp [G, G| divise (3 x 3).
Donc

exp [G, G| divise 9.00

3.3 Propriétés des Groupes 3-Abéliens Géné-
ralisés

En 2006, Abdollahi, Daoud et Endimioni ont montré qu’un groupe 3-
abélien généralisé de type fini est central par fini et par suite m—abélien ot
m est I'indice du centre Z(G) dans G. c’est a dire qu’ils ont montré qu’un
groupe 3-abélien généralisé de type fini est un groupe d’Alpérin .

Dans ce travail on se propose d’améliorer ce résultat en démontrant le
théoréme suivant :

Théoréme 3.3.1 :

Soit G un groupe 3—abélien généralisé, Alors : G est 9-abélien, 9— central
et 3— Levi.

Lemme 3.3.2 ([16]).

Soient G un groupe métabelien et x,y,z € G , alors

(i) [w,y"] = I [,:y)%).

1<i<n

(i) (zy ) =a" T [w,y, 2]y
1<i+j<n-1
Pour la preuve voir [16].
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Preuve de Théoréme 3.3.1

Rappelons que pour tout entier n différent de 0, un groupe G est ap-
pelé n—Levi, si [x,y"] = [z,y]™ pour tous z,y, € G. Il est appelé n-abélien
(n—central) si (zy)" = z™ y"(n > 1 et [z,y"] = 1) pour tous z,y, € G.

Soient z,y, € G,

Et

Et

0

3
.y’ = I eyl
= [z, 9Pz, y,9))°[z, v, 9, V]
= [z,y]?,
9 — 1)
[z, y”] 1§1}S9[5€7z Y]
9
= [, 9%z, y,9)* T [2,y]@)
3<i<9
— 1

9 O ), -
x H €X.: - T i+j+1
LS y

9

9 36 84 84 o1 Cii),, 9
i A e L A U R i

ajgy_g.

En 1965, Trotter[38] a prouvé que G est abélien si I'application x — 2
est un automorphisme de G. En réalité, ’hypotheése qu’il a utilisée est trop
forte ; il suffit simplement que cette application soit un épimorphisme ou un
monomorphisme de G. Mais on peut généraliser ce résultat dans le théoréme

suivant :

Théoréme 3.3.3 :
Soient G un groupe 3—abélien généralisé et o : x — x%xx® endomor-
phisme associé de G, Alors : G est abélien si [’endomorphisme @ est surjectif

ou injectif .
Preuve

11 suffit de prouver que le sous-groupe Im(p) est abélien.
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Soient x,y, € G; 1l est facile de voir que
p(z) = 2°X et p(y) =4’V
Ou

X = [z, d][z,a, 2*)[x,b][z,b,2°] et YV = [y, ally, a, ][y, b][y, b, ]

On a
[o(x), 0(y)] = [2°X, Y]
= ([2*,*YI)X, Y]
= (A)(B).
Ou
A = [ Y][2% 7] [2%, 7 Y][2®, y, X][2%, 7, X][2%, 7, Y, X]
= [, Y)x,y"x, y, Y]) 2, Y, X[z, y, X]°[2,°Y, X]?
—
Et
B = [X,Y][X,’][X,y’ Y]
= [X°9][X°,y,Y]
.
Alors

[p(z), 0(y)] = 1.0

Théoréme 3.3.4

Soit G un groupe 3—abélien généralisé et soit ¢ : x —— x%xx’ lendo-
morphisme associé de G, Alors :

i) G est 3—nilpotent de classe au plus 2.

ii) L’exposant de [G,G], divise 3.

Preuve
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G

i) Nous avons vu que G/Z(G) est 3—abélien, puis Fo3y (Qui est iso-
Z(0)
morphe 4 %) est aussi 3—abélien; est par suite la série 1< Z(G,3) < G

est 3-central.
i) Soient z,y € G; 1l est facile de voir que

2,9l = [y, 2]V [y el
= [y ally,z,y a2y 2y @y

alors

On termine ce chapitre par la question suivante : Un groupe nilpotent de
classe au plus 3 vérifiant [G, G]9 = 1, est-il un groupe 3-abélien généralisé 7.
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