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Introduction

Depuis la nuit des temps, les humains se sont intéressés aux problémes de contact entre deux
corps. Les problémes de contact avec ou sans frottement, entre corps déformables, ou
entre un corps et une fondation rigide, abondent en industrie et dans la vie de tous
les jours. Le contact du sabot de frein avec la roue, du train d’atterrissage avec le
sol, du piston avec la chemise, ’enfoncement progressif dans un pouf ou fauteuil lors
d’une posture assise, les frottement entre plaques tectoniques, ne sont que quelques

exemples quotidiens, parmi bien d’autres.

A cause de I'importance du phénomeéne, les études consacrées & ce vaste sujet qu’est
la mécanique de contact sont considérables. L’étendue de la littérature concerne
aussi bien la modélisation, ’analyse mathématique que 'approximation numérique
des problémes. Les premiéres études des problémes de contact avec frottement via
les inéquations variationnelles peuvent étre trouvées dans [4] . Une excellente référence
sur I’analyse et I’approximation numérique des problémes de contact des corps élas-
tiques est [19]. L’état récent de 'art de cette science, les aspects mathématiques et
mécaniques, ainsi que 1’analyse numeérique se trouvent dans les actes de congres [23],

ainsi que dans 1’édition spéciale [31].

Dans ce mémoire nous proposons certaines contributions a I’étude de quelque prob-
lémes aux limites en mécanique de contact. La modélisation des problémes de contact
d’un corps déformable avec une base dépend essentiellement des propriétés mécaniques
du matériau ainsi que des conditions aux limites de contact. Ici nous considérons des
lois de comportement non linéaires pour des matériaux élasto-viscoplastiques, dans

I’hypothése des petites transformations. Les conditions de contact sont réponse nor-
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male instantanée et frottement, ou compliance normale sans frottement. Chacun des
problémes est étudié selon le formalisme général suivant. Nous commencons par décrire
le probléme mécanique de départ, et aprés avoir précisé les hypothéses sur les données,
nous présentons une analyse variationnelle du probléme mécanique. Les méthodes que
nous utilisons relévent des équations d’évolutions du premier ordre avec des opérateurs

monotones, des inéquations du type parabolique et des arguments du point fixe.

Le mémoire se compose de trois chapitres que nous allons brievement décrire. Dans
le premier chapitre, le but est d’introduire les éléments nécessaires pour une bonne
compréhension de la suite des objets traités. Nous commencons par décrire les lois de
comportement, les conditions aux limites et puis la formulation mécanique des deux
problémes & étudier. Ensuite nous rappelons les espaces fonctionnels et principales
notations utilisées, puis nous décrivons le cadre physique des problémes de contact
étudiés. Ensuite nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse
fonctionnelle, enoncés de certains théoréeme. Enfin, nous terminons par rappeler les

lemmes de Gronwall.

Dans le second chapitre, on étudie notre probléme défini par le processus dynamique
des matériaux élasto-viscoplastiques ol I’endommagement interne du matériau est
pris en considération. Le contact est modélisé par une réponse normale instantanée
associée a une loi locale de frottement. On propose une formulation variationnelle.
Pour établir I’existence et 'unicité de la solution pour ce probléme, on utilise la théorie
des équations d’évolutions du premier ordre avec des opérateurs non linéaires, des
inéquations variationnelles du type parabolique et des arguments de point fixe de

Banach.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude mathématique d’un probléme de contact
sans frottement pour des matériaux élasto-viscoplastiques avec endommagement dans
un processus quasistatique. Le contact est modeélisé par une compliance normale.
On établit un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible en utilisant des
résultats sur les équations dépendant du temps, la théorie des inéquations du type

parabolique ainsi que des arguments de point fixe de Banach.



Notations

Notations

Si Q est un domaine de I R%(d = 1,2, 3), on note par.

0 I’adhérence de €2

r la frontiére de 2 supposée réguliére.

Iy (i=1.23) une partie mesurable de la frontiére I'

mes ' la mesure de Lebesgue (d = 1) dimensionnelle de I’y

v la normale unitare sortante a I

Uy, U les composantes normal et tangentiel du champ vectoriel v defini sur
C (ﬁ) I'espace des fonctions réelles continument différenciables sur Q

D (ﬁ) I’espace des fonctions réelles indéfiniment différenciables et &

support compact contenu dans {2
H Pespace L2 (€)*
H, lespace H; (Q)d

Pespace L2 (€2)

l'espace {1 € L? ()}

Hz () Pespace de Sobolev d’ordre Zsur T’

Hr Pespace Hz (')

Hz (I) Pespace dual de Hz (I)

H{ I'espace dual de Hr

~v:Hy — Hrp I’application trace pour les fonctions vectorielles

si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes
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Hd
ded
(‘7 )H

-
H/

(‘7 ')H’><H

Vi
2K
Ty — X
Ty, — T

£ (H)

Vespace {z = (z;) /v, € H}

Vespace {z; = (z4j) /zij = x5 € H}

le produits scalaire de H

la norme de H

I’espace dual de H

le produit dualité entre H' x H

la fonction indicatrice de k C H

I’ensemble de toutes les parties dek

la convergente forte de la suite (x,,) vers I’élément = dans H

la convergente faible de la suite (z,) vers 'élément x dans H

I’espace des applications linéaires et continues de H dans H

Si de plus [0; 7] est un intervalle de temps k € N et 1 < p < +00 on note par:

ceoT, 1)

I los
(0,1, H)

(W
Lr(0,T, H)

H : HO, p, H

WP (0,7, H)

I Ay p,

I'espace des fonctions continues de [0;7] dans H

la norme de C'( [0;7] , H)

I'espace des fonctions continument dérivable de [0; 7] dans H.
la norme de C*([0; 7], H)

I'espace des fonctions mesurables de [0; 7] dans H

la norme de L? (0,7, H) , telles que fOT | f (@) dt > +o0

avec les modifications usuelles si p = 400

I’espace de Sobolev de parameétres k et p.

la norme de W 57 (0, T, H)

Pour une fonctions f, on note

dom f

supp f
fof
Oif
Vf
e(f)
Divf
of

le domaine de f.

le support de f.

les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.
la dérivée partielle de f par rapport & la iéme composante x;.
le gradient de f.
la partie symétrique du gradient de f qui vaut % (V f+VEf )
la divergence de f

le sousdifférentiel (classique)de f.
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Si Hlet H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

£ (H', H?) Tespace des applications linéaires et continues de H' dans H?.

|- ||£(H17H2) la norme de £ (H', H?).



Chapitre 1
Requis et préliminaires

Afin de faciliter la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de présenter dans cette pre-
miére partie le cadre physique et fonctionnel dans lequel nous allons travailler. Nous allons
commencer par une description de la loi constitutive des matériaux élasto-viscoplastiques
avec endommagement, ensuite nous présentons les différents types de conditions aux lim-
ites avec réponse normale instantanée associée & une loi locale de frottement et un contact
sans frottement avec compliance normale. Nous continuons avec la formulation mathé-
matique des problémes étudiés. A la fin de ce chapitre nous passons en revue quelques
rappels d’analyse fonctionnelle non linéaire dans les espaces de Hilbert ainsi que les outils
mathématiques que nous utilisons pour la réalisation de ce travail, notamment des résultats
sur les espaces fonctionnels, les équations et les inéquations variationnelles elliptiques et
paraboliques, les lemmes de Gronwall qui seront utiles dans les démonstrations et quelques

théorémes classiques qui seront d’une grande utilité pour la réalisation de ce travail.



1.1. Formulation des problémes élastoviscoplastiques

1.1 Formulation des problémes élastoviscoplastiques

Dans cette partie on commence par décrire les deux lois de comportement élasto-viscoplastique,
puis on s’intéresse aux différentes conditions aux limites. Au début, on considére la loi de
contact avec réponse normale instantanée et frottement puis la loi de contact sans frotte-
ment avec compliance normale. Finalement, on donne la formulation mathématique des

problémes qui seront étudiés dans ce mémoire.



1.1. Formulation des problémes élastoviscoplastiques

1.1.1 lois de comportement

Notons la densité de la masse p : 2 — R, et la densité des forces volumiques fy : 2x[0,7] —

R?: I’évolution du corps est décrite par ’équation du mouvement
Divo + fy = pu dans Q x (0,7,

ou u représente l'accélération et u la vitesse du corps.

Les processus d’évolution modelés par I’équation précédente s’appellent processus dy-
namiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier: par exemple
dans le cas ou u = 0, il s’agit d’un probléme d’équilibre (processus statiques) , ou bien dans
le cas ot le champ des vitesse u varie trés lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que
le terme pu peut étre négligée (processus quasistatiques) . Dans ces deux cas ’équation du
mouvement devient

Divo + fo =0 dans Q2 x (0,7).

L’équation équivaut a d relation scalaires, et mathématiquement cette équation ne suffit
par a modéliser le probléme d’équilibre du corps car, par exemple les d composantes u; du
champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

Du point de vue physique, il faut remarquer que ’équation exprime une loi universelle
valable pour tous les matériaux. Si donc cette équation suffisait a déterminer tous les
paramétres, cela signifierait que, soumis a des conditions identiques, les divers milieux con-
tinus auraient des comportements identiques. Ceci est naturellement absurde.

L’équation est donc insuffisante, a elle seule, a décrire ’équilibre des corps matériels, elle
doit étre complétée par d’autres relations qui caractérisent le comportement de chaque type
de matériau et que I'on désigne sous le vocable général la loi de comportement qui est une
relation reliant le tenseur de contrainte o, le tenseur de déformation ¢ et leur dérivées.

On présente dans ce mémoire, les lois de comportement de deux catégories de matériau

¢lasto-viscoplastique.



1.1. Formulation des problémes élastoviscoplastiques

1.1.2 loi de comportement élasto-viscoplastique avec endommage-

ment

1. La premiére loi de comportement d’un matériau élasto-viscopiastique avec endom-

magement ol ce dernier est causé par des déformations élastiques est donnée par

o= Aec (u)+E€ (e (u) ,5)—!—/0 G(o(s)—Aec(u(s)),e(u(s)))ds

ou o représente le champ de contrainte, u représente le champ de déplacement et € (u)
est le champ de tenseur linéarisé. A et £ sont des fonctions de viscosité et élasticité non
linéaire, respectivememt, G représente le tenseur de viscoplasticité ot S est une variable
interne représentant ’endommagement du matériau causé par des déformations élastiques.

L’inclusion différentielle suivante sera utilisée pour décrire I’évolution du champ d’endommagement

B—kAB+dpk (B) 3 S (e (u),B)

L’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K défini par
K={¢c€H (Q) / 0<¢<1 dans Q},

k est un coefficient positif, 0y représente le sous-différentiel de la fonction indicatrice ¢, .
S est une fonction constitutive donnée qui représente la source d’endommagement dans le
systeéme.

Si G =0 on obtient la loi constutive viscoélastique du type Kelvin-voigt avec endom-

magement suivante

o= As(u)+ & (e (u), )

1. La seconde loi de comportement d’un matériau élasto-viscoplastique avec endommage-

ment ou ce dernier est causé par des déformations plastiques est donnée par

o= Ec(u)+G(o,e(u),p)
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ou &£ est un tenseur d’ordre quatre, G est une fonction constituve non linéaire et (3
représente le champ d’endommagement, 1’évolution du champ d’endommagement est décrite
par

B—kAB+ ok (B) > S (0,2 (u), B)

o k > 0, Opy est le sous-différentiel de la fonction indicatrice sur K défini précédent.

1.1.3 Conditions aux limites

Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I'. Le
corps est encastre a la partie I'yx (0,7, le champ des déplacements y est par conséquent
nul:

u=0surI'y x (0,7).

Une traction surfacique de densité fs agit sur la partie I';x (0,7"), et par conséquent le

vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait
ov = fysur 'y x (0,7).

Enfin, le corps est éventuellement en contact avec une fondation sur I'sx (0,7") . C’est ici
que commence toute la richesse des problémes et que réside notre intérét, car les conditions
sur la surface potentielle de contact I's peuvent étre diverses et donner ainsi lieu a une
variété de modeles de contact avec ou sans frottement. Nous nous limitons & citer deux
exemples de conditions aux limites.

Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I'. Le
corps est encastre a la partie I'yx (0,7), le champ des déplacements y est par conséquent
nul:

u=0surI'y x (0,7).

Une traction surfacique de densité fs agit sur la partie I';x (0,7"), et par conséquent le

vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait
ov = fysur 'y x (0,7).
Enfin, le corps est éventuellement en contact avec une fondation sur I'sx (0,7") . C’est ici

que commence toute la richesse des problémes et que réside notre intérét, car les conditions

10



1.1. Formulation des problémes élastoviscoplastiques

sur la surface potentielle de contact I's peuvent étre diverses et donner ainsi lieu & une
variété de modeles de contact avec ou sans frottement. Nous nous limitons & citer deux

exemples de conditions aux limites.

1.1.4 Condition de contact avec réponse normale instantanée et

frottement

La condition dite de réponse normale instantanée sur la surface potentiel de contact I's x
(0,T") s’écrit

—o, =p, (W) (I.1.1)
ou u, désigne la vitesse normale et p, est une fonction donnée telle que p, (r) = 0 pour
r < 0. Cette égalité traduit une dépendance générale de la contrainte normale par rapport
a la vitesse normale, elle peut representer le comportement d’une couche de lubrifiant sur

la surface de contact. Dans le cas ou
py (r) =kr Vr eR, (I.1.2)

avec k > 0 la résistance de la fondation a la pénétration est proportionnelle & la vitesse
normale. De tels exemple de contact a réponse normale instantanée peuvent etre trouvés

dans [33]. La loi de frottement associée est donnée par:

—0r = Dr (uT) ([ L. 3)

ol u, répresente la vitesse tangentielle sur la surface de contact. Cette seconde égalité dans
(I. 1. 3) est sans seuil et dit que le cisaillement tangentiel sur la surface de contact dépent

de la fonction de la vitesse tangentielle. Dans le cas ou
py (1) = pr Vr e R? (I.1.4)

montre que le cisaillement tangentiel est proportionnel & la vitesse tangentielle. Tel est le cas
quand la surface de contact est lubrifiée par une fine couche de fluide non newtonien, voir
par exemple [33]. Dans (1. 1. 4), u répresente le coefficient de frottement, supposé positif.

Nous pouvous également envisager d’autres exemples de fonctions de contact données par

pv(r) = k(ry)™ +po (I.1.5)
p-(r) = plr"'r (I. 1. 6)

11



1.1. Formulation des problémes élastoviscoplastiques

avec r =max{0, 1} et 0 < m < 1 est un coefficient fixe et py peut jouer le role de la pression
de I'huile qui est donnée et positive. Dans (/. 1. 5) si m = 1 la condition limite des (1. 1. 5 )

a été examiné en [25], ou la surface de contact potential I's était supposé étre la couverture.

1.1.5 Condition de contact sans frottement avec compliance nor-

male

Nous rappelons la condition dite de compliance normale sur la surface potentielle de contact:

Oy = —Dv (uu - g) (I L. 7)

ou u, représente le déplacement normale, p, est une fonction positive donnée. les expres-
sions générales de la forme (7. 1. 7) ont été utilisées dans [21, 8, 10, 20, 26] pour I’étude des
problémes dynamiques pour des matériaux élastiques linéaires.

Comme exemple de la fonction de compliance normale p, , nous pourrions considérer et

po (r) =y, (I.1.8)

ol ¢, est une constante positive et 7, = max {0,7}. Et la condition de non pénétration de

Signorini est obtenue quand ¢, — +00. Nous pouvons aussi considérer la fonction

iy f v se r1
c,asir > a,

ou « est un coefficient positive relatif & la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition de

contact (/. 1. 8) signifie que quand la pénétration est trop profond, i.e. quand elle dépasse

a, l'obstacle se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration. Finalement nous

supposons que le contact est sans frottement et ainsi la contrainte tangentielle sur la frontiére

s’annule durant le processus.

La condition de contact sans frottement est donnée par
Or = 07

cette équation traduit le fait que la force de frottement est nulle sur la surface de contact.

12



1.1. Formulation des problémes élastoviscoplastiques

1.1.6 Formulation mathématique des problémes élasto-viscoplastiques

Nous considérons un corps élasto-viscoplastique qui occupe un domaine borné Q C IR (d =
2, 3) avec une surface frontiere de Lipschitz I' partitionnée en trois parties mesurables I'y,
['s et I's, telle que mes I'y > 0. On note par v la normale unitaire sortante a I". Le corps est
encastré sur I'; dans une structure fixe. Sur I'; agissent des tractions surfaciques de densité
f2 et dans €2 agissent des forces volumiques de densité fy. On suppose que f, et fy varient
trés lentement par rapport au temps.

Soit 7" > 0 et [0,7] l'intervalle de temps en question. Nous étudions dans lintervalle
de temps [0, 7] I’évolution du corps matériel die a 'application de forces de volume et des
tractions de surface.

Nous notons par u : Q x [0,T] — I R? le champ de déplacement, o : Q x [0,T] — Sy le
champ des contraintes et ¢(u) représente le tenseur des déformations et 5: Q x [0,7] — R
le champ d’endommagement. Le corps est fixé sur I'; x (0,7"), le champ des déplacements y
est par conséquent nul. Une traction surfacique de densité f, agit sur I'; x (0,7"). Le corps
est éventuellement en contact avec une fondation rigide sur I's x (0,7"). Les conditions sur
la surface potentielle de contact I's peuvent étre diverses et donner lieu & une variété de
modeles de contact avec ou sans frottement.

Notre objectif est I’étude de deux problémes dynamique et quasistatique pour des matéri-
aux élasto-viscoplastiques. Le premier probléme est un probléme de contact avec réponse
normale instantanée et frottement, le second est un probléme de contact sans frottement
avec compliance normale.

L’étude variationnelle de ces problémes se fera dans le cadre physique défini ci-dessus.
Sous ces hypothéses, en notant par ugy le déplacement initial, vy la vitesse initiale et par
By I'endommagement initial nous arrivons a formuler les différents problémes de la maniere

suivante:

Probléme P, : (matériau élasto-viscoplastique, réponse normale instantanée et loi locale
de frottement)
Trouver le champ de déplacement u : Q x [0,7] — R? | le champ du tenseur des

contraintes o : Q x [0,7] — S, et le champ d’endommagement 3 : 2 x [0,7] — R tels que.

13



1.1. Formulation des problémes élastoviscoplastiques

a:Ag(u)+5(e(u),5)+f0tg(o—(s)—Ae(u(s)),g(u(s»)ds dans Q x (0,7)

B—kAB+ ok (8) 3 S(e (u),B) dans Q x (0,7)
Dive + fo = pu dans Q x (0,7)
u=20 sur I'y x (0,7)
ov = fo sur T’y x (0,7)
—0, =P, (u,,) , —O0r =Dr (iLT> sur T'3 x (0,7)
g—f =0 sur  I['x (0,7)
u (0) = ug,u (0) = vy, B(0) =0, dans Q

Probléme P; : (matériau élasto-viscoplastique, contact sans frottement avec compliance

normale).
Trouver le champ de déplacement v : 2x [0, 7] — R?, le champ du tenseur des contraintes

0:Qx[0,T] — Sy et le champ d’endommagement (5 : Q x [0,7] — R tels que.

og=2CEe(u)+G(o,e(u),p) dans € x (0,7)

B—kAB+ 00k (B) 38 (0,¢(u),p) dans Q x (0,7)
Divo + fo =0 dans Q x (0,7)
u=0 sur I’y x (0,7)
ov=fgq sur I’y x (0,7)
-0, =p, (U, —9g), 0, =0 sur '3 x (0,7)
% =0 sur  I'x (0,7)
u (0) = ug, o (0) =09, B(0) = p, dans Q

Les problémes que nous avons formulés ci-dessus seront étudiés aux deux chapitres de
ce mémoire. Nous utilisons des équations d’évolutions du premier ordre avec des opérateurs

monotones, des inéquations du type parabolique et des arguments du point fixe.

1.2 Rappels d’analyse

14



1.2. Rappels d’analyse

1.2.1 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilisés en mécanique du con-
tact, & savoir les espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et déformation, ainsi
que les espaces de fonctions & valeurs vectorielles. On présente en plus leurs principales
propriétés, notamment les théorémes de trace. On adopte ici la convention de I'indice muet
et on précise aussi que toutes les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans
mémoire sont introduits dans cette section. En outre, dans la rédaction de cette section
nous avons utilisé [9, 10]. Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev et les espaces de

distributions, on renvoit par exemple a [5].

1.2.2 Espaces de Hilbert associés aux opérateurs divergence et

déformation

Nous désignons par S; I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur IR? (d = 2, 3),

7. et | . | représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur I R?
et Sy Ainsi,
3 d
wv = ww;, |Jul=(vw)?2 Yu, veER
3 d
o1 = o0yTij, |o|=(0.0)2 Vo, T7€S

Dans toute la suite, Q@ C IR? est un domaine borné avec une surface frontiére réguliére de
Lipschitz notée I'.

Nous utilisons les espaces suivants.

H={ u=(w) Jwe L*(Q)/i=1,d} =L Q)
H={o=(0y) [oi=0€l?(Q)/i,j=1,d }=L*(Q)"
Hi={uecH Je(weH }={u=(w) | we€ H(Q),/i=1d}=H(Q)°
Hi={oeH /DivoecH }
oue: Hy — Het Div:H; — H sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis

par

1 . .
e (u) = (g4 (u)) €45 (u) = 5 (uij +uji), Dive = (0;) 1<i, j<d

15



1.2. Rappels d’analyse

ou la virgule représente la dérivée par rapport a la variable spatiale, c’est & dire que

N 0 u;
R
Ces espaces respectifs sont des espaces de Hilbert réels munis de leurs produits scalaires
suivants:
(w,v)y = [quvide  Yu, ve H
(0,T)y = JoOoiTijda Vo, 7€ H
(u,v) g, = (u,v) g + (e (u),e(v))y Vu, vEH
(0,7)y, = (0,7)y + (Div o, Div 1)y Vo, 7€ H;
Les normes sur les espaces H, ‘H, H; et H; sont notées respectivement par | . |g, | . |2,
| o ey et | |y -

Comme la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur u a la frontiére est
définie p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation u pour désigner
la trace v, de u sur I' et nous notons par u, et u, les composantes normale et tangentielle

de u sur la frontiére données par
Uy = UV, Uy =U— UV (I.2.1)

Pour le champ des contraintes ¢ nous notons par o, et o, les composantes normale et

tangentielle & la frontiére, a savoir :

o,=(ov).wv, o,=0v—o0,V (I.2.2)

Nous rappelons que 'application de trace v : H; — H 2 (F)d est linéaire continue, mais
n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par Hr, ce sous-espace
sinjecte continment dans L?(T')¢. Désignons par Hy le dual Hr, et (.,.) Hlxrp 1€ produit
de dualité entre Hy. et Hr.

Pour tout o € Hy, il existe un élément noté ov € H{q tel que
(JV,VU)H,FxHF = (0,e(v))y + (Div o,v),; Yv e H;

En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule

(ov,yv) = /ay.vda Yv € Hy
r
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1.2. Rappels d’analyse

donc, si o est assez régulier nous avons la formule suivante:

(0,6 (V) + (Div o,v)y = /Fal/.vda Vv € Hy () (I.2.3)

Nous introduisons a présent un sous espace fermé de H;, dont la définition est donnée

ci-apres

V:{UEHl(Q)d/ v=0 sur Fl}

puisque mes I'y > 0, 'inégalité de Korn s’applique sur V' : il existe une constante C, > 0

dépendant uniquement de 2 et I'; telle que
e (V)] = Ck |v] g, YoeV (I.2.4)

une preuve de cette inégalité peut étre trouvée dans[22, p.79].

Sur V nous considérons le produit scalaire donné par
(u,v)y, = (e (u),e(v)y Yu,veV (I.2.5)
et soit |.|;, la norme associée, c’est & dire
v, =le ()], YveV

par I'inégalité de korn, il vient que |.|;, et |.|;, sont des normes équivalentes sur V' et ainsi
(V. ].ly/) est un espace de Hilbert.
En outre, par le théoéme de trace de Sobolev, il existe constante Cy > 0 dépendant

uniquement de 2 , I'yet 'y telle que

[Vl pergye < Colvly, Vv eV (I.2.6)

1.2.3 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Soit H un espace de Hilbert. Soient k € IN et 1< p < 400 et T" > 0. On rappelle que
WHkP(0,T; H) est 'espace des distributions vectorielles u € D'(0, T; H) telles que Dju €
LP(0,T; H) pour j = 0, k, D; désignant la dérivée d’ordre j au sens des distributions.

17



1.2. Rappels d’analyse

Si1<p<+oo, WrkP(0,T; H) est un espace de Banach réel pour la norme définie par

1
| lwevo, 75 my= Z/ | Dju(z) |V dx)?

Yue WhP(0,T; H).

En particulier, W* 2(0,T; H) est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire défini

par
k T
(0, 0 2oz = 3 / (Dyu(t), Dyv(t)), dt
=0
Yu, ve W*20,T; H)

D’autre part, W5>(0,T; H) est un espace de Banach pour la norme définie par

k

|U|WkoooTH)—Zsup€SS|D( () |u
‘= o]

Yu e W >=(0,T; H)

Pour le cas particulier £ = 0, on remarque que
W0, T; H) = LP(0,T; H)

et on note alors la norme LP(0,T; H) par | . |pr(or;m) pour tout 1 < p < 400. On définit

aussi, pour tout k € IN, lespace C*(0,T; H) des fonctions u : [0,7] — H telles que pour
j

— u
tout 7 = 0, k les dérivées — existent et sont continues sur [0, 7] . On note, en particulier,

C%0,T; H) par C(0,T; H). L’espace C*(0,T; H) est un espace de Banach pour la norme

définie par
k

| |oror, m= Z T] dtJ () |u

Jj=

Yu € CF0,T; H).

En particulier, les normes sur les espaces C(0,7; H) et C'(0,T; H) sont données par

|U|00TH)—tIIﬁ§DT<]|U()|H Vue C0,T;H)

| u |cro,mm)= maX | u |y +max | u |y
tel0,T te[0,T]
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1.2. Rappels d’analyse

VueCH0,T;H)

On précise que le point au dessus d’une expression désigne la dérivée de cette expression

par rapport au temps, représentée par la variable ¢ € [0, T.

1.2.4 Fonctions convexes

On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeurs dans
|—00, +00]. Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale & ~+oo,

c’est a dire sl existe up € X tel que p(up) < +00. La fonction ¢ est dite convexe si
o(tu+ (1 —t)v) < te(u) + (1 —t)p(v) Vu, ve X, te]0,1].

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour tout u,
v € X tels que u # v. Pour toute fonction ¢ : X — |—00,+00], on définit le domaine et

I’épigraphe de ¢ respectivement par
dom(p) ={u e X / pu) < +oo}

epip ={(u,a) € X X IR | p(u) < a}.

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants
1) ¢ est propre si et seulement dom(p) # 0.
2) Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.

3) ¢ est convexe si et seulement si epi p est un ensemble convexe dans X x [R.

Soit maintenant H un espace de Hilbert, une fonction ¢ : H — |—00, +00] est dite semi-

continue inférieurement (s.c.i.) enug € H si

lim inf @(u) > p(up)

U—ug

Une fonction est s.c.i. sur K C H si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est dite s.c.i.
si elle est s.c.i. sur tout H.

La propriété de semi-continuité peut étre caractérisée de la fagon suivante:

19



1.2. Rappels d’analyse

Lemme. Soit ¢ : H — |—00,+00]. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes
1) ¢ est semi-continue inférieurement.
2) L’épigraphe de ¢ est fermé dans H x IR.
Puisque dans un espace vectoriel normé tout ensemble convexe est simultanément fermé

pour la topologie forte et la topologie faible, le lemme précédent conduit au résultat suivant:

Théoréme. Soit ¢ : H — |—00, +00| une fonction convexe et propre. Alors ¢ est semi-
continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue inférieurement par rapport

a la topologie faible de H.

Soit maintenant K un sous-ensemble de H. On appelle fonction indicatrice de K, la

fonction ¥g : H — ]—00, +00[ définie par

0 siue K
Ui (u) = .
+00 sinon.

En utilisant cette définition, on peut facilement prouver le résultat suivant:

Lemme. K est un ensemble convexe, fermé et non vide de H si et seulement si la
fonction indicatrice g est convexe, semi-continue inférieurement et propre.
On note & présent par 2 I’ensemble de toutes les parties de H. Une fonction ¢ : H —
|—00, +00] est dite Gateaux-différentiable au point u € H s’il existe un élément Vo(u) € H

tel que
i PLu+t0) — o(u)
t—0 t

= (Vp(u),v)y
Vo e H. L’élément Vo(u) s’appelle la différentielle au sens de Gateaux de ¢ en w.
La fonction ¢ est dite Gateaux-différentiable si elle est Gateaux-différentiable en tout

point de H. Dans ce cas opérateur u € H — Vp(u) € H s’appelle le gradient de .

La convexité des fonctions Gateaux-différentiables peut étre caractérisée de la fagon
suivante:
Lemme. Soit ¢ : H — IR une fonction Gateaux-différentiable. Alors ¢ est une fonction

convexe si et seulement si

p(v) —pu) = (Vo(u),v—u)y  Vu, veH
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L’inégalité précédente suggere une généralisation de la notion de gradient aux fonctions
convexes. On dit que la fonction ¢ : H — |—00,+00] est sous-différentiable en un point

u € H ¢'il existe f € H tel que

o) —pu) > (fflv—u)y  YveH.

L’élément f est alors appelé un sous-gradient de ¢ en u et ’ensemble des sous-gradients de

@ en u est appelé le sous-différentel de ¢ en u et est noté dp(u) :

Op(u) ={f € H [ p(v) = p(u) = (f, v—u)y Yve H}

On note par dom(0y) 'ensemble défini par

dom(0p) ={u € H | dp(u) # 0}

En utilisant définis ’ensembles 0p(u) et dom(0yp) ainsi que la définition du domaine d’une
fonction, il résulte

dom(0p) C dom .

L’opérateur multivoque u — 9p(u) : H — 2% s’appelle le sous-différentiel de . La
fonction ¢ est dite sous-différentiable si elle est sous-différentiable en tout point de H, c’est
a dire si dom(0p) = H.

En utilisant 1'inégalité, on obtient:

Lemme. Soit ¢ : H — ]—00, +00] une fonction sous-différentiable. Alors ¢ est convexe,
propre et semi-continue inférieurement.
Lemme. Soit ¢ : H — |—00, 00| une fonction convexe, propre et semi-continue in-

férieurement. Alors ¢ est sous-différentiable en tout point intérieur de son domaine dom .

Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre 'opérateur gradient et le sous-différentiel

est donné par

Lemme. Soit ¢ : H — ]—00,+00] une fonction convexe et Gateaux-différentiable.

Alors ¢ est sous-différentiable et dp(u) = {Vp(u)} pour tout u € H.
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1.2.5 Enoncés de certains théorémes

Nous considérons maintenant quelques théorémes importants qui sont utilisés le long de ce
mémoire.

Définition 1. L’inclusion de (V/|.|;,) dans (H, ||.||;;) est continue et V est dense dans
H. Nous notons par V' l'espace dual de V. V est identifi¢ avec H et avec son propre dual,

le triplet

VcHCV

s’appele le triplet de Gelfand.

Définition 2. On dit qu’ une forme bilinéaire a (u,v) : H x H — R est

1) Continue s'il existe une constante C' telle que
la(u,v)| < Clulylv|ly Yu, ve H (I.2.10)
2) Coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v)>alvy,  Vu, ve H. (I.2.11)

Théoréme . 2. 1. (conséquence de Minty — Browder). Soit A : H — H un opérateur non
linéaire, fortement monotone et de Lipschitz.

Alors pour tout f € H il existe u € H unique solution de I’équation Au = f.
Théoréme [. 2. 2. Soit V' C H C V ' un triplet de Gelfand. Soit K un fermé non vide, et
convexe de V.

Supposons que a (.,.) : V' xV — R une forme bilinéaire continue et symétrique satis-

faisant pour toutes constantes ( > 0 et ¢y, la condition de coercivite:

a(v,v)+ ¢ o]y > ¢l YweV.

Pour chaque uy € K et f € L?(0,T; H), il existe une fonction unique u € H' (0,7; H)N
L2(0,T;V) tels que u (0) = ug, u(t) € K pour tout ¢t € [ 0,7 ],

(@(t), v—ut)y oy +alu(t) , v—u®)2(f (), v-ult)), Wwek
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Théoréme I.2.3.Soit V C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A:V — V ' un opérateur

hemicontinu et monotone satisfaisant.

(Av,v) .y > wlols + X Yo eV, (I.2.12)

|Av|y < C(lvly, +1) YvelV, (I.2.13)
pour des constantes w > 0, C' > 0 et A € R. Etant donné ug € H et f € L* (O,T; V’) , il
existe une fonction unique u qui satisfait.

we L2(0,T;V)NC(0,T; H), i L? (o,T;V’),

w(t)+ Au(t) = f(t) pp. t €[0,T7],
u (0) = uo,

Théoréme de Banach. (point fixe). Soit X un espace de Banach, K est un ensemble
fermé et non vide de X. On suppose que A : K — K :

1- A est une contraction, i.e.,

|Au — Av|| < allu—v| Yu,v € K.

Avec a € [0,1) .
Donc il existe une solution unique u € K de ’équation Au = u, i.e. A a un point fixe
unique dans K.

2- A™ est une contraction pour m un entier positif, donc A a un point fixe unique dans

K.

1.2.6 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-
breux problémes de majoration, en particulier pour établir I'unicité de la solution. Nous
citons certains théorémes utilisés dans ce mémoire. Pour avoir plus de détails sur les rappels

figurant dans cette section, nous proposons par exemple [33].
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Lemmes de Gronwall

Lemme. Soient m, n € C(0,T;IR) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout ¢ € [0,7] et
soit a > 0. Si ¢ € C(0,T;IR) est une fonction telle que

o(t) <a+ /Otm(s)ds + /Otn(s)go(s)ds Vtel0,T]
alors . .
o(t) < (a—l—/o m(s)ds) exp(/o n(s)ds) Vtel0,T]

Pour le cas particulier m = 0, ce lemme devient:

Corollaire. Soit n € C(0,T;IR) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0,7] et soit a > 0.
Si ¢ € C(0,T;1R) est une fonction telle que

o(t) <a+ /Otn(s)w(s)ds Vtel0,T]
alors .
o(t) < aexp(/o n(s)ds) Vte|0,T]

Lemme. Soient m, n € C(0,T;IR) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 7]
et soit a > 0. Si ¢ € C(0,T;IR) est une fonction telle que

%@2(75) < %cﬂ —l—/o m(s)e(s)ds +/0 n(s)*(s)ds VYt €0,7]

alors

| o(t) |< (a+/0 m(s)ds) exp(/0 n(s)ds) Vtel0,T]

24



Chapitre 2

Probléme élasto-viscoplastique avec
réponse normale instantanée et

frottement

Le second chapitre est consacré a I’étude mathématique d’un probléme de contact avec frot-
tement pour des matériaux élasto-viscoplastiques ol ’endommagement interne du matériau
est pris en considération, dans un processus dynamique. Le contact avec une base rigide
est modélisé par une réponse normale instantanée associée a une loi locale de frottement.
Le probléme se formule comme un systéme qui comporte une équation variationnelle par
rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique par
rapport au champ d’endommagement.

Pour ce probléme, des résultats d’existence et d’unicité de la solution ont été considérés
en utilisant la théorie des équations d’évolutions du premier ordre avec des opérateurs non

linéaires, des inéquations variationnelles du type parabolique et des arguments de point fixe.
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2.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

2.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle

Probléme P,
Trouver le champ de déplacement v : 2x [0, 7] — R?, le champ du tenseur des contraintes

0:Qx[0,T] — Sy et le champ d’endommagement (5 : Q x [0,7] — R tels que.

o= Ae <u> +E((),B) + [1G (0 (s) — Az (it(s)) e (u(s)))ds dans Qx (0,7)  (II.
B—kAB+ 0ok (B) 3 S (e (u), ) dans Qx (0,7)  (II.

Divo + fo = pu dans Q x (0,7) (I1.

u=0 sur I'y x (0,7) ({1

ov = fy sur Ty x (0,7) (I1.

-0, =p, (W), —o;=p;(u,) sur I's x (0,7) (I

% =0 sur  I'x (0,7)  (II.

u (0) = ug, u(0) =vy, B(0) =7, dans Q (I1.

Ici, les relations (I7. 1. 1) représente la loi de comportement d’un matériau élasto-
viscoplastique avec endommagement, (1. 1. 2) représente une inclusion différentielle décrivant
I’évolution du champ d’endommagement o1 S est la fonction source d’endommagement, 9y
est le sous-différentiel de la fonction indicatrice de I’ensemble des fonctions d’endommagement
admissibles K. (I1. 1. 3) représente I’équations du mouvement pour le champ de déplace-
ment. Les relations (/1. 1. 4)-(I1. 1. 5) sont les conditions de déplacement-traction. (/1.
1. 6) représente les conditions de contact avec réponse normale instantanée et frottement.
(I1.1.7) représente la condition au limite de Neumann ou g—f est la dérivée normale 3. La
relation (/1. 1. 8) représente les conditions initiales du champ de déplacement ug, du champ
de vitesse vy et du champ d’endommagement f3,.

- Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme (/7. 1. 1)-(II. 1. 9), nous avons

le sous-espace fermé de H' ()%

V:{UEHl(Q)d / v=0 sur Fl}
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2.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

Comme mes (I'y) > 0, l'inégalité de Korn est verifiée, donc il existe une constante

Cy > 0, qui dépend uniquement de 2 et I'y, telle que:
le ()] =2 Cklvly, YveV.

La démonstration de 'inégalité de Korn peut étre trouvée dans [22, p. 79]. L’espace V'

muni du produit scalaire et de la norme associée donnée par:
(u,v)y, = (e(V),e(V)y » vy =le(W)|y Yu, veV (I1.1.10)

Il vient que | . [y et |. [, sont des normes équivalentes sur V' et par conséquent,
(V,]. ]y ) est un espace de Hilbert réel.
Pour I'étude du probléme (/1. 1. 1)-(11. 1. 9), on considére les hypothéses suivantes.

L’opérateur de viscosité A: Q x S; — S, satisfait

a) Il existe une constante L4 > 0 tel que

A(2,6) — A(x,&) | < La 6 — & VE€1,89 € Sy pp-x €S

b) Il existe une constante m4 > 0 tel que

(
|
(
(A(@,6) = A2,8)) . (6 —&) > ma |6 =& VE,6 €S0 ppz e
(
(

c) r — A(x,€) est Lebesgue mesurable sur (2.

d) L’application © — A (z,0) appartient & H.
(I1.1.11)

L’opérateur d’élasticité £ : Q x Sy x R — Sy satisfait (/1. 2. 15)

( (a) Il existe une constante Lg > 0 tel que

|5 <I7£1751) - & (%52752) | < Lg (|€1 - 52‘ + |ﬁ1 - 52|)7 V€, &9 € Sa
VB, By € R pp. x €

(b) Pour tout £ € Sy et f € R,

r — & (x,e,5) est Lebesgue mesurable sur (2.

(¢) L’application z — & (x,0,0) appartient a H.
(I1.1.12)
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La fonction source d’endommagement S: 2 x S; x R — R satisfait

( (a) 1l existe une constante Lgs > 0 tel que

‘ S (mvglaal) - S(vaZaCV?) | < LS (’51 - 52‘ + ‘al - 042|)
VE, € € Sqgaq ,a €R pp.x € Q.

(I1.1.13)
(b) Pour tout £ € Sy et a € R,
r — S (z,&,a) est Lebesgue mesurable sur €.
| (¢) L’application x — S (z,0,0) appartient & H .
L’opérateur visco-plastique G : Q2 x S; x S; — Sy satisfait
( (a) 1l existe une constante Lg > 0 tel que
|G (2,01,61) =G (2,02,85) [ < Lg (|§1 — &l + |on — 02)
V¢, &y,01, 02 €S p.p. x €S
(b) Pour tout &, 0 € Sy,
r — G (x,§,0) est Lebesgue mesurable sur €.
| (c) Lapplication + — G (z,0,0) appartient a H.
(I1.1.14)
La fonction de contact normal P, : I's x R — R satisfait
( (a) 1l existe une constante Cy,C¥ > 0 tel que
Ip, (z,7)| <CY|r|+CYy VreR pp. xels.
(b) (py(x,r1) —pu(x,79)) (r1 —12) >0  Vry,re € R pp.x €l
(¢) L’application x — p, (z,7) est Lebesgue mesurable sur I's, Vr € R.
| (d) L’application » — p, (x,7) est continue sur R, p.p. x € I's.
(I1.1.15)
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La fonction de contact tangentiel P, : I's x R? — R? satisfait

(

\

(a) Il existe une constante CT,C] > 0 tel que

Ipr (z,d)] < CT|d|+C; VdeR? pp. xeTs.

(b)

pr(2,dy) — pr (2,d2)) (dy —dy) >0 Vdy,dy € R pp. x € T3.

¢) L’application x — p, (x,d) est Lebesgue mesurable surl's,Vd € R.

(
(
(d) L’application d — p, (z,d) est continue sur R%, p.p. x € I's.
(

e)

pr(z,d) . v(x) =0Vd €R tel que dwv(zx)=0 p.p. zeTls.

(I1.1.16)

Nous supposons que la masse volumique, les forces volumiques et surfaciques satisfont

p € C*(Q), 3p*>0, tel que p(z) > p* pp.x €
fo € LXOTH),  frel? (0,712 (1))

Le champ de déplacement initial satisfait
up €V, vp e H
Le champ d’endommagement initial satisfait
By € K.

Nous définissons la forme bilinéaire a : H' () x H' () — R par

a(C,p) :k/QVC.Vgpdx.

Ensuite, on note par f : [0,7] — V' la fonction définie par

(f(t)7U)V’><V:/Qf0(t)'de+ A fot)vda YoeV, te|0,T].

Puis, la fonction de frottement j : V x V — R est définie par
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2.2. Existence et unicité de la solution

J (u,v) :/ (p (wy) vy +pr (ur) wr)da , Yu, veV . (I7.1.23)
I's

De (I1.1.15) et (I1.1.16), on remarque que les intégrales (/1. 1. 23) sont bien définies

et nous notons que les conditions (/7. 1. 18) indique
fel? (o,T; v’) . (II.1.24)

En utilisant des arguments standards nous obtenons la formulation variationnelle du
probléme mécanique (/1. 1. 1)-(11. 1. 9).

Probléme Py : Trouver le champ de déplacement w: [ 0,7 | — V/, le champ du tenseur
des contraintes ¢ : [ 0,7 ] — H et le champ d’endommagement 3 : [0,T ] — H' (Q)

tels que:

o=Ae (u (t)) +E(e(u(t),B8()+ fot G(o(s)—As(u(s)),e(u(s)))ds  (II.1.25)
p.p.Vte€[0,T],

B (t) € K, pour tout ¢t € [0,T],

(B).€=8®) , +a(B®).£=B1) 2 (SEW®),B1).E~ 81 Y€K

(II. 1. 26)

L2(Q)

(u(t) 7U>V/><V + (J (t) 76(”))7—{ +j <u<t) 7U> = (f (t) >U)V/><V Vu < ‘/7 p-p. te [07T ]
(I1.1.27)

u(0) = uo, u(0) =vo, B(0) =P, - (I1. 1. 28)
Nous notons que le probléme variationnel Py est formulé en termes de champ de déplace-

ment, champ du tenseur des contraintes et champ d’endommagement.

2.2 Existence et unicité de la solution

Théoréme []. 2. 1. Nous supposons que les hypothéses (/7. 1. 11) — (I1. 1. 20) sont sat-

isfaites .
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2.2. Existence et unicité de la solution

Alors, il existe une solution unique (u, o, 5) du probléme P, qui satisfait

w € HY0,T;V)NCY(0,T;H), i € L2 (O,T; V’) (I1.2.1)
o € L*(0,T;H), Divoe L <0,T; v’) , (II.2.2)
B e Wh(0,T;L%(Q) N L*(0,T; H' (Q)) . (II.2.3)

Les fonctions wu, o et [ qui satisfont (/7. 1. 25)-(/1. 1. 26) s’appellent une solu-

tion faible du probléme de contact. Nous concluons que sous les hypotheses (/7. 1. 10)-
(I1.1.20), le probléme mécanique (/1. 1. 1)-(11. 1. 9) a une solution faible unique de régu-
larité donnée par (/1. 2. 1)-(I1. 2. 3).

la démonstration du théoréme 1. 2. 1 se fait en plusieurs étapes. Nous supposons que
les hypothéses du théoréeme I17. 2. 1 sont verifiées, C' est une constante positive qui dépend
de Q. Ty ,T's, A,G, S, p,, pr et T mais ne dépend pas de ¢, ni du reste des données, dont
la valeur varie d’'une place a ’autre.

Soit n € L? (O.T ; V’) . Dans la premiére étape, on considere le probléme variationnel
suivant.

Probléme PV,. Trouver le champ de déplacement w, : [0,7 | — V' tel que :

(U (8) )y + (A (Uy(5)) € (V)g +7 (g (1), 0) + (0 (E), V) = (f (), V) v
YoeV, pp.tel0,T],
(I1.2.4)

Uy (0) = ug, u, (0) =1 . (I1.2.5)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme /1. 2. 1. Il existe une solution unique du probleme PV, qui satisfait la régularité
(I1.2.1).

Démonstration. En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, nous définissons

Popérateur A : V — V'

(Au,v)y, = (Ae (u) e (v))y + J (u,v), (I1.2.6)
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2.2. Existence et unicité de la solution

Pour tout u, v € V.t € [ 0, T'|. Solent uy, ups € V. En utilisant (/1. 2. 6) et la définition

de j donnée par (/1. 1. 23), nous trouvons:

(Auy — Aug,uy — ug) oy, = (As (ur) — As (u1) , € (U1 — u2))yy
[ tun) = (02) (1 ) do
3
n / (pr (u1r) = pr () - (w1, — uz,) da.
s
D’apres (1. 1. 11),(11. 1. 15), et (/1. 1. 21), nous obtenons
(Auy — Aug, uy — Ug)yr oy > Mg |ug — ug %, . (I1.2.7)
En utilisant (1. 2. 6) et (/1. 1. 23), il vient que

(Auy — Aug, v)yr o, = (Ae (u1) — Ae (u2) € (v))yy
4 / (9o (1) = Py (130)) vy da

n / (pr (u1r) — pr (uzy)) vrda.

Pour tout v € V', par (/. 1. 6) et (/1. 1. 11), nous déduisons que

|AU1 — AUQ’V/ S LA |U1 - U2|V +CO ’pzx (uly) — Py (uzy)|L2(1’\3) (II 2. 8)
+CO |p7' (ulT) — Dr <u27')|L2(1"3)d :

L’inégalité (/1. 2. 8) et les hypoteses (I1. 1. 15)-(11. 1. 16) imliquent que 'opérateur A :
V — V "est continu donc il est hemicontinu. L’inégalité (I1. 2. 7) indique que I'opérateur

A est fortement monotone sur V. Nous choisissons us = 0y dans (/1. 2. 7) nous obtenons

(Aulaul)v’xv > My |U1‘%/ - ’AOV|V' |U1|V

2[A0v |y Jurly, < JAOV |3 + [wily,

donc

]- 2 may 2
> Aoy =4
v’|va| 2 |AOv |5, 5 |usly,

—1A0
Vi
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2.2. Existence et unicité de la solution

nous trouvons

2 1 2 ma 2
(Aubul)v'xv > My ‘Ulyv - 2m—.A ’AOV’V' Ty ’u1’V
et donc
1 2 1 2
(Au, ur)yrey 2 gmy fualy = T |AOy [y Vuy € V.

- |A0V‘2/

Nous posons w = %A, A= V- donc A satisfait la condition (/. 2. 12), puis, nous

2m g

choisissons us = Oy dans (I1. 2. 8) et en utisant (/7, 1, 15) et (1, 1, 16), nous trouvons
|AU1‘V/ < C<|U1‘V + 1) Vul € V,

avec C' > 0, donc A satisfait la condition (/. 2. 13). Finalement, d’apres (I7. 1. 18) et
(I1.1.19), nous déduisons que

fonel? (o,T;V’),

’l]oEH.

Dong, il est clair d’aprées le théorémel. 2. 3 qu’il existe une fonction unique v, satisfait

vy € L2(0.T;V) N C (0.T; H) , b, € L2 (o.T; V’) , (I1.2.9)
v, (t) + Av, (1) +n(t) = f(t) p.p.te]0,T], (I1.2.10)
v, (0) = vy, (I1.2.11)

Soit u, : [0,7 ] — V' la fonction définie par
¢
un(t):/vn(s)ds +uyg Vte[0,T]. (I1.2.12)
0

Il vient de (/1.2.6) et (/1.2.9) — (/1. 2. 11) que u, est une solution du probléme
variationnel PV, et elle satisfait la régularité exprimée dans (/1. 2. 1). Ce qui conclut la
partie existence du lemme I7. 2. 1. L’unicité de la solution vient de I'unicité de la solution du

probléme (I1. 2. 10) —.(II. 2. 11) ,grace au théorémel. 2. 3.
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2.2. Existence et unicité de la solution

Deuxiéme étape, soit 6 € L? (0,T; L* (Q2)) donné, on considére le probléme variationnel

pour le champ d’endommagement suivant.

Probléme PVj. Trouver le champ d’endommagement 3, : [ 0,7 | — H' (Q) tel que

Bo(t) € K, (Bo (0.6 =By () | +al(By(t).§ =By (1)) (11. 2. 13)

L2(9)
2 (e(t) 75 - 69 (t))L2(Q)v€ € K b.p. te [ 07T ] )

B (0) = Bo. (I1.2.14)

Pour résoudre le probleme PVjy, on utilise un résultat standard sur les inégalités varia-
tionnelles paraboliques [32, p. 47].

Lemme [1. 2. 2. Le probléeme PV}, a une solution unique tel que

By € H (0,T;L*(Q)) N L*(0,T; H' (2)) . (I1.2.15)

Démonstration. L’inclusion de <H1 (), | .]H1(9)> dans <L2 (), | .]LQ(Q)) est continue
et H' (Q) est dense dans L?(Q). Nous notons par (H'(Q))" 'espace de duel de H' (Q).

H'(Q) est identifié avec L? () et avec son propre dual, nous pouvons écrire le triple de

Gelfand

H'(Q) C L*(Q) c (H' ().

Nous utilisons la notation (., .)( H1(Q)) xH1(q) POUT représenter le crochet de dualité entre

(H'(Q))" et H'(Q). Nous avons :

(5>5)(H1(Q))’XH1(Q) = (6>§)L2(Q) V6 e L? ), ¢ € H' (€).

Nous notons que K est un ensemble fermé, convexe dans H' (2). Puis, en utilisant la
définition (I1. 1. 21) de la forme bilinéaire et [, € K dans (I1. 1. 20), il est facile de voir
que le lemme I7. 2. 2 est une conséquence du théoreme /. 2. 2.

Dans la troisiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u, obtenu dans le
lemme//. 2. 1 et le champ d’endommagement 3, obtenu dans le lemmel//. 2. 2 pour con-

struire le probléeme de Cauchy associé de champ du tenseur des contraintes.
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2.2. Existence et unicité de la solution

Probléme PV,,y. Trouver le champ du tenseur des contrainte o,9 : [ 0,7 ] — H tel

que

an (t) = E (e (uy (1), By (1)) + /0 G (040 (s),e(uy(s)))ds Vt € [0,T7]. (I1.2.16)

Dans I’étude du probleme PV,» nous avons le résultat suivant.

Lemme /1. 2. 3. Il existe une solution unique du probléme PV, qui satisfait
ou €EWH2(0,T;H).

De plus, si 0, u; et 3; représentent les solutions des problemes PV, 4, PV,; et PVj,,
respectivement, pour (n;,0;) € L? (0,T;V") x L*(0,T;L*(R)), i = 1, 2, il existe C' > 0 tel

que

t
10 = a2 (@0 < € () = O + [ s () = w2 (9 ds+ 13, = il ) Vo€ 0,71,
(I1.2.17)
Démonstration. Soit A,y : L? (0.7;H) — L* (0.7;'H) est un opérateur défini par

t
Moo (1) = € (= 1y ()55 (D) + [ G (0(5). (e 5))) . ¥or € L2 (0T ) et 1 € (0.7,
’ (IT. 2. 18)
Pour 01, 05 € L*(0,T;H) en utilisant (I1. 2. 18) et (/1. 1. 14), nous obtenons

t
A1 (0= Aoz (Ol < L [ 11 (5) = o2 ()]s

Il résulte de cette inégatité que pour p assez grand, d’une puissanse de 'opérateur A, est
une contraction sur 'espace de Banach L? (0,7;H) et, par conséquent, il existe un élément
unique 0,9 € L?(0,T;H) tel que Anoong = 09 Aussi, 0, est unique solution du probléme
Ao, et en utilisant (/1. 2. 18) , la régularité de w,, 3, et les propriétés des opérateurs £ et G,
nous obtenons o, € W2 (0,T;H) . Nous considérons (1;,61), (,,62) € L* (0,T;V") x L?
(0,T; L* () pour u, = u;, o0, = 0; €t By = f;.

Nous avons

0i (1) = € (e (ui (1)), B; (1)) +/0 G (0i(s) e (ui(s))) ds vt € [0,T],
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2.2. Existence et unicité de la solution

et, en utilisant les propriétés (/7. 1. 12) et (/1. 1. 14) de £ et G, nous trouvons

o1 () = 02 (D)5, < Cllus (8) = uz (O + 151 (£) = Ba (1) 120

t t
+ [lor® = oa@fids + [ a0~ ua (o) ds), vee 0.7
0 0
Nous utilisons le lemme de Gronwall, nous trouvons (/7. 2. 17).
En considérant les propriétés de I'opérateur G, 'opérateur £ et la fonction S, ¢ € [0,7],
nous considérons lopérateur A : L* (0.7; V' x L*()) — L* (0.T; V' x L*(2)), V¥ (n,0) €
L* (0.7;V' x L?(Q)) lélément A (n,0) € L? (0.7; V' x L? (Q)) défini par

A, 0)(t) = (A (0,0) (t) ,A*(n,0) (t)) € V' x L* (), (I1.2.19)

défini par les égalités

(A (1,6) (1) ,v), = w<a%@»ﬂww»amm+(ﬂgwwwua%@»>wanﬁ

YoeV, tel0,T],
(I1. 2. 20)

A% (,0) (t) =S (e (uy (), B, (1)), t€[0,T]. (I1.2.21)

Pour tout (n,6) € L? (O.T; V' x L? (Q)) , Uy, B3, et g, représentent le champ de diplacement,
le champ d’endommagement et le champ du tenseur des contraintes obtenus les lemmes
(I1.2.1), (I1.2.2), (II. 2. 3) respectivement.
Nous avons le résultat suivant.
Lemme []. 2. 4. I'opérateur A a une point fixe unique (n*,6*) € L? (0,T; V' x L? ()
tel que A (n*,0%) = (n*,0%).
Démonstration. Soient (1, 6) € L2 (0, T ; V' x L2()), (ny, 1), (ns, 02) € L2 (0. T ; V' x L?(Q))
Nous utilisons les notations u,, = u;, ., = v,,, 0y.6, = 0; €t By, = B;, pour ¢ = 1, 2. En

utilisant (1. 2. 6). (/1. 1. 12), et (1. 1. 14). nous avons

AL (3, 01) (8) = A (m3,02) (D)3 < (L (e (a () = € (i (8)) | + |8y (1) = B2 (1)) +

Lg /0 (lo1 (s) = o2 ()] + Jus (5) — u2 (5)]) ds)?
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2.2. Existence et unicité de la solution

§C<Iul(t)—U2(t)l2v+|51(t) ()] 22() /Iffl — a2 (s)l,, d8+/0 [us (5) = ua (s)[ dS)

(I1. 2. 22)
D’aprés (I1. 2. 17) nous obtenons
|A1 (7717 81) (t) - Al (7727 92) (t) V! (I‘[ 2. 23:
¢
< (O —un@F + [ )= OF ds 18,0 =5 O + [ 18100 =52 Oy )
0
De la méme maniére, de (1. 2. 21) et (1. 1. 13) il vient que
A2 (1, 61) (£) = A (03, 0) (1) 12 (I1. 2. 24)
< € (Jun (@) = uz (O} +18, (8) = B ()30 ) -
En procédant de la fagon que pour établir (I1. 2. 23) et (/1. 2. 24), on obtient
A (171, 01) () = A (0, 62) (D[ 1200 (I1.2.25

< C (\ul (t) = us (D)5, +/0 Jur (1) = uz (H)[5 ds +/0 181 (8) = B (#)] 2y ds + |8y (1) = B (Wi?(n))

D’aprés (I1. 2. 4) nous obtenons

(7)17U1)V’><V + (Ag (Ul (t)) € (Ul (ﬂ))?—[ +j (Ul (t) 7U1) + (771 (t) 7U1)V'><V = (f (t> >'U1)V/><V

Vur €V, pp. t€[0,T],
(2.2.1)

et

(02,02) sy + (Ae (02 (1)) € (V2 (1))gy + 7 (02 (1) s 02) 4 (02 (8) ,02)yr sy = (F (1), 02)yr sy

Voe €V, pp. t €(0,T],
(2.2.2)

donc
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2.2. Existence et unicité de la solution

(V1 — Vg, 01 — V) iy + (Ae (V1) — € (v2) € (V1 — v2))gy + J (V1,01 — V2) — J (V2,01 — V2)

- (771 — T, V1 — U2>v’xv .
(I1.2.26)

En utilisant (/7. 1. 15), (/1. 1. 16) et (/1. 1. 23) nous déduisons que

j(’Ul ,’Ul—Ug)—j(’UQ ,’Ul—Ug) 20 ‘v’tE [O,T] (]I 2. 27)

Et d’aprés (I1. 2. 26) et (I1. 2. 27) on a

(v1 — V9,11 — UQ)v'XV + (As(v1 (1) — € (v2 (1)) e (1 — 712))7{ < —(m —m,v1 — UZ)V’xV .

En intégrant l'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions

initiales vy (0) = vy (0) = vy et la condition (/1. 1. 11) pour trouver.
t 5 t
ma [l =l ds < = [ o= 0 () =)y ds Ve .71,
0
< /Im Sy 1) = v (s)ly ds,

et donc

t t
%m/WrWﬁ%S—/me%wﬂﬂwWM—v®wd&
0 0

en utilisant 'inégalité 2ab < ;L—i + mab?, nous obtenons

/ |1)1 —7)2| ds < C/ |T]1 >|V, ds Vit € [0 T] (]I 2. 28)

D’autre part, de (/1. 2. 13) nous déduisons

<81 - 62a51 - 62)1:2(9) +a (81 — By, B1 — Ba)

< (01— 0,8, — B5) pp-t€[0,T]

£2(0)
En intégrant 'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions
g g

initiales 3, (0) = 5 (0) = S, et l'inégalité a (5, — By, 51 — B3) > 0. On a

<B1 - B2a61 - 52>L2(Q) 2dt |51 52&2(9)
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2.2. Existence et unicité de la solution

et donc

1 t t
310 = Bultay + [ @8- 525y — s < [ (60005 - 3y

LQ(Q)

Ce qui implique que

31010 = B O < [ (016 = 02(6).81(5) = 5 ()

donc

1By (1) = Ba (D12 < ; 101 (5) = 02 (5) 720 ds

cette inégalité combinée avec 'inégalité de Gronwall nous donnent

|81 (t) — Ba (t)ﬁz(sz) = /0 |61 (s) — 02 (S>|2L2(Q) ds  Vte[0,T]. (11.2.29)

On a uy (0) = ug (0) = ug, donc

|m@—w@nszhu@—w@m5

Nous utilisons I'inégalité précédente et (/1. 2. 25) pour obtenir

(A (171,601) (1) = A (m, 02) (D[ 2y < C(/ |01 () = v (8)[5, ds + 1By (1) = Ba (8)| 720y +

/wl 2 ()20 )

Il vient donc de I'inégalité précédente, des évaluations (I1. 2. 28) et (I1. 2. 29)

[A (n1,61) (1) = A (12, 02) (D[ 12y SC/O [(1,61) () = (2, 02) (5)[3 2y s -
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2.2. Existence et unicité de la solution

t
(A (01 01) () = A2 (15, 02) (D21 oy < C / A (73,02) () = A (73, 02) ()21, gy

t s
< 02/0 /0 (171, 01) (8) = (12, 02) (3)|%/’xL2(Q) ds ar
C2T2
2

< |(1,61) () — (02, 62) (5)[3 2 -

En réitérant cette inégalité m fois on obtient:

m m 2
|A™ (n1,01) — A <n2702)|L2(0,T;V><L2(Q))

m m 2
< Cmrl; |(7717 91) - (7727 92)|L2(0,T;V'><L2(Q))

pour m suffisant grand A™ est une contraction sur I’espace de Banach L? (0, TV x L? (Q)),
et donc A a un point fixe unique.
Maintenant, on a toutes les données qui preuvent la théoremel[l. 2. 1.
Démonstration. De l'existence. Soit (7*,60%) € L? (0,T;V x L*(€)) est un point fixe
de A défini par (I1.2.19) — (I1. 2. 21) et u = w,~, 5 = [y et 0,9 sont des solutions du
problemes PV,, PVy et PV, pour n =n* et 0 = 0.
Soit
o = As(u)+ o0
t
= As(u)+&(e(u(t), (1)) +/ G (oo (s) € (u(s)))ds
0

= «48(?!)+5(6(U(t)),5(t))+/0 G (0 (s) = Ac (u(s)) & (uy (5))) ds,

donc on trouve (11. 1. 25).
Et d’autre part

ce qui implique

et
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2.2. Existence et unicité de la solution

B+ solution de PVj, donc on a

<ﬁ(t)7€_6(t)) +a(ﬁ(t)7€_5(t)) 2 (9*(t)7£_6<t>>l/2(ﬂ)7v€€ K7 S [O’T]a

L2(Q)

Donc

(Bre-8®), +aB®.E-B®) = (SE@®),B1), €50,

V¢ € K, tel0,T],

L2(2)

et on trouve (/1. 1. 26). On a u,- la solution de PV, ¢’-a-d

(W), v)yrey + (Ae(u(s)),e(v)y +j (), v) +O ), V) = (f (), V)
Yo € V, pp.tel0,T],
u (0) = ug, u(0) = vp.
Et on a .
n*(t) =& (e(u(t)), (1) +/0 G(o(s) — Az (u(s)),e(u(s))) ds,

ce qui implique
(i) o)y + (A= (i (5)) 12 (0))g 4 i (8) 0) + (€ (& () B (6) o2 (), +
(/g () ds, <>>>,s<v>)=<f<t>,v>vfxv7

et on trouve(I1. 1. 27) et (I1. 1. 28). Et d’aprés les lemmes /7. 2. 1, I1.2. 2 et I1. 2. 3 on
a les régularités (1. 2. 1) — (1. 2. 3).

L’unicité. la solution unique est la conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur
A défini par (/1. 2. 19) — (/1. 2. 21) et l'unicité de la solution des problemes PV, PV, et
PV,po.
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Chapitre 3

Probléme élasto-viscoplastique sans

frottement avec compliance normale

Le troisieme chapitre du mémoire est consacré a I’étude mathématique d’un probleme de
contact sans frottement pour des matériaux élasto-viscoplastiques avec endommagement
dans un processus quasi-statique. Le probléme se formule comme un systéme formé par une
équation variationnelle par rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle
du type parabolique par rapport au champ d’endommagement. Des résultats d’existence
et d’unicité de la solution ont été considérés en utilisant la théorie des inéquations du type

parabolique, et des arguments de point fixe.

42



3.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

3.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle

Probléme P,
Trouver le champ de déplacement u : Q x [0,7] — R? le champ des contraintes

0:Qx[0,T] — Sy et le champ d’endommagement (5 : Q x [0,7] — R tels que.

o=~Ee(u)+G(o,e(u),s) dans Qx (0,7)  ([II.1.1)
B—kAB+ 0ok (B) 3 S (0,2 (u), ) dans Qx (0,7)  (II1.1.2)
Dive + fo=0 dans Qx (0,7)  (III.1.3)
u=20 sur I'y x (0,7) (III.1.4)

ov = fy sur 'y x (0,7) ({II.1.5)
—o,=p,(u,—g), 0, =0 sur T'3 x(0,7) (I1I.1.6)

% =0 sur  T'x (0,7)  (II1.1.7)

u (0) = ug, 0(0) =0g, 5(0) =0, dans Q (I11.1.8)

Ici, la relations (/1. 1. 1) représente la loi de comportement d’'un matériau élasto-
viscoplastique avec endommagement, (I71. 1. 3) représente 1'équation d’évolution du champ
d’endommagement qui est gouvernée par la fonction source d’endommagement S, dp - est
le sous-différentiel de la fonction indicatrice de I’ensemble des fonctions d’endommage ad-
missibles K, les relations (I71. 1. 3) représente 1'équation d’équilibres pour le champ de dé-
placement. Les relations (I71. 1. 4)-(I11. 1. 5) sont les conditions de déplacement-traction.
La relation (I11. 1. 6) représente la conditon de contact avec compliance normale sans frot-
tement. (//I. 1. 7) représente la condition aux limites de Neumann ou g—f est la dérivée
normale de 5. La relation (I/11. 1. 8) représente les conditions initiales du champ de dé-
placement ug, du champ des contraintes o et du champ d’endommagement f3,.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme (/71. 1. 1)-(I11. 1. 8), nous avons

le sous-espace fermé définit par:
V:{UGHl(Q)d / v=0 sur Fl},

Comme mes (I'1) > 0, l'inégalité de Korn est verifiée, donc il existe une constante

Cy > 0, qui dépend uniquement de €2 et I'y, telle que:

|€ (U)|’H Z C k |U|H1(Q)d Yu evV.
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3.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

La démonstration de I'inégalité de Korn peut étre trouvée dans [22, p.79]. L’espace

V' muni du produit scalaire et de la norme associée donnée par:
(w,v)y, = (e(u),e(v))y , vy =le@)|y Yu, veV (I11.1.9)

Il vient que | . | mioyd et | .|, sont des normes équivalentes sur V' et par conséquent,
(V,] .1y ) est un espace de Hilbert réel.
Dans I’étude du probleme (I11. 1. 1)-(/I1. 1. 8), on considére les hypothéses suivantes.

(& Qx5 — S,

(a) E ijkh € L (Q) .

(b) E o1 =0.E TVo, T €Sy, p.p. dans .
(

L (¢) £ 0.0 > alof’ Yo €Sy, pour a > 0.

(I11. 1. 10)

(G QxS xSyxR— Sy
(a) Il existe une constante Lg > 0 tel que
| G(2,61,81) =G (w,62,0,) | < Lg(lon — 02| + |61 — &2 + 51 = B,])
Vo1, 09, €1, €2 € Sq, VB4, B €R pp.z €.
(b) Pour tout o, ¢ € Sy et f € R,
r — G (z,0,¢,5) est Lebesgue mesurable sur (.

| (¢) L'application z — G (z,0,0,0) € H.

(I11.1.11)

E OxSyxSyxR— R,

(a) 1l existe une constante Ls > 0 tel que

| S(z,01,61,81) = S (@,02,€,85) | < Ls(lon — 02| + |61 — 2| + By — Bal)
Yoy, 09, €1, €2 € Sq 31,0, € R pp. x € Q.

(b) Pour tout o, £ € Sy et f € R,

r — S (x,0,¢,) est Lebesgue mesurable sur €.

| (c) L’application z — S (7,0,0,0) € H.

(I11.1.12)
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3.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

p

P,: T3 xR— R,

(a) Il existe une constante L, > 0 tel que

lpy (x,r1) — py (x,72)| < Ly |1y — 19| Y11, 72 € R, pp. x €T5.

(0) (py (z,71) —pu (xy72)) . (r1—12) >0 Vi, e R pp xels.
(c¢) Pour tout r € R,

r — p, (.,7) est Lebesgue mesurable sur I's.

| (@) Pour tout < 0, Pappliquation p, (.,r) = 0.
(III. 1. 13)

Nous supposons aussi que les forces volumiques et surfaciques satisfont la régularité
fo € WH2(0, T, H), fo € Wh2 (o,T; 2 (rg)d> . (I11.1.14)
La fonction ¢ satisfait
g€ L*(T3), g(z)>0pp. x €T3, (I11.1.15)
Le champ de déplacement initial satisfait
ug € V. (I11.1.16)
Le champ des contraintes initial satisfait
oo € H;. (I11.1.17)
Le champ d’endommagement initial satisfait
Bo€ H' (Q), 0< B, <By<1, pp.sur . (I11.1.18)

Nous définissons la forme bilinéaire a : H' (2) x H' (Q) — R par

a(¢, ) :k/QVC.V<p dr, V¢, o € H' (). (I11.1.19)

Ensuite, on note par f : [0, T] — V la fonction définie par
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3.1. Probléme mécanique et formulation variationnelle

(f(t),v)vz/ﬂfo(t).v dot [ fa0)wde YoeVite ). (II7. 1. 20)

Puis, la fonction 5 : V x V — R est définie par

J (u,v):/pl,(u,,—g)v,, da, Yv, weV. (IT1.1.21)
s
De (II1.1.13) et (/1. 1. 15), on remarque que les intégrales (/1. 1. 21) sont bien
définies et nous notons que la condition (I7. 1. 14) implique

fewh2(0,T;V). (II1.1.22)

Finalement, nous supposons la condition de compatibilité

(00,6 (V)3 + J (w0, v) = (f(0),v),, Vv e V. (I11.1.23)

En utilisant des arguments standards, nous obtenons la formulation variationnelle du
probléme mécanique (I71. 1. 1)-(I11. 1. 8)

Probléme Py : Trouvrer le champ de déplacement u : [ 0,7 ] — V, le champ de

contrainte o : [ 0,7 ] — H; et le champ d’endommagement 3 : [ 0,7 ] — H' (Q) tels

que
()= Ec(u(t)+G(o(t),e(u(t),B{) pp.te(0,T), (I11. 1. 24)
(0 (1), e (W) +J(u(t),v)=(ft),v), YEV, te(0,T) (I11. 1. 25)
p(t) € K, pp.t€10,T],
(B0).€=8®) ,, +a(B().6~5(1) (I11.1. 26)
> (S(0(8).2(@®) B (1).§ = B(1) 2 ¥ € K. pp. t € (0,T),
u (0) = ug, 0(0) =09, 5(0)=p, dans €. (I11.1.27)

Nous notons que le probléme variationnel Py, est formulé en termes de champ de déplace-

ment, champ de contrainte et champ d’endommagement.
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

3.2 L’existence et ’unicité de la solution

Théoréme [11.2.1. Nous supposons que les hypotheses (171. 1. 10)-([11. 1. 18) et (/1. 1. 23)

sont satisfaites.
Alors, il existe une solution unique {u, o, 8} du probléeme PV. De plus, la solution

satisfait

u e Wh2(0,T5V), o € Wh2(0,T5Hy). (111.2.1)
6 e WY(0.T;2° () NI (0,T; H' (). (I11.2.2)

la démonstration du théoréme I11. 2. 1 se fait en plusieurs étapes, elle trouve dans
9, 14].
Soient n = (n',n?) € L? (0, T; HxL?(2)). On a

o(t)= Ee(u(t)+G(o(t),e(u(t),s(t),
En intégrant 1’équation précédente par rapport au temps, on trouve

oy (t) —oo= Ee(uy,(t)) — Ec(up) +/0 n' (s) ds,

donc
o, (t) = Ee (u, (1)) — Ee (ug) + /Otnl (5)ds + og
on pose t
71 (t) = /0 0t (s) ds + o — E= (up)
donc

1 1,2 .
Z, € W->2(0,T;H)

Dans la premiére étape, nous considérons le probléme variationnel suivant.
Probléme PV,; : Trouver le champ de déplacement u,, : [0,7] — V et le champ de

contrainte o, : [0,7] — H tels que

oy (t) = Ee (u, (1)) + Z, (t), Yt € [0,T7, (II11.2.3)
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

(o (8) 18 () +J (uy () ,0) = (f (), 0)y (I11.2.4)

uy (0) = ug, 0, (0) =0y . (I11.2.5)

Dans I'é¢tude du probléme PV, nous avons le résultat suivant.

Lemme //]. 2. 1. Le probleme PV, a une solution faible unique, telle que

u, € WH2(0,T;V), 0, € W-2(0,T;H,) . (II1.2.6)
Démonstration. Soit a : V x V — R la forme bilinéaire donnée par
a(u,v) = (€& (u(t)),e(v))n, Yu,v € V.

De (I11.1.19) et (I11.1.10), nous obtenons que a (.,.) est continu et coercive sur V.

De la définition de la fonctionnelle j donnée par (/11. 1. 21), nous avons

j(ul,ul —Uz) —j(UQ,Ul —U2> > O, Vul, U € ‘/, (III 2. 7)
J(u1,v) = j (ug,v) < Clug —ugly, |v]y,, Yur, us € V. (I11.2.38)

De plus, 'utilisation du théoréme de représentation de Riesz, nous pouvons définir un opéra-

teur B:V — V et un élément f, (t) € V par
(Bu,v)y, = a(u,v) + j (u,v), (I11.2.9)

(fy (), v), = (f(t),v), — (Z; (t),g('u))H. (I11.2.10)

On a

(Buy — Bug,u; —ug)y, = a(ug —ug,ug — ug) + j (ug — ug, uy — us) (I11.2.11)

= a(up —ug,uy — ug) + j (ug,uy — ug) — j (uz, us — uy)
Nous savons que a est coercive et d’aprés (/11. 2. 7), nous trouvons

(Bu1 — BU27U1 — UQ)V Z Oé()| Uy — U2|%/, Vul, U € ‘/, (I[I 2. 12)
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3.2. L’existence et 'unicité de la solution

i,e., que B : V — V est un opérateur fortement monotone dans V.

En utilisant (171. 2. 8) et (/11. 2. 9), nous obtenons
(Buy — Bug,v),, < Clug — usly, |v]y,, Yv e V.
Donc
|BU1—BU2|VSC|U1—U2V (II] 2. 13)

Ce qui indique que B : V — V est de Lipschitz.
De (I11.2.12), (I111.2.13) et d’aprés le théoréme . 2. 1 il existe

u, € V, tel que Bu, (t) = f, (t),Vt € [0,T7].

On a Z, € Wh*(0,T;H) et f, € WH2(0,T;V) donc u, € Wh2(0,T;V) et o, €
Wh2(0,T;H,) .

Deuxieme étape, on considére le probléme variationnel pour le champ d’endommagement
suivant.

Probléme PV, : Trouver le champ d’endommagement 3, : [ 0,7 ] — H' () tel que

By (1) € K, (5,(0),6=8,()) ,  +a(8,(0).6 =5, (1) (I11. 2. 14)

> (1 (1), € = By (1) o) € € K pp. t €[0,T ],

B3, (0) = B, (II1.2.15)

Pour résoudre le probléme PV, on utilise un résultat standard sur les inégalités varia-
tionnelles paraboliques .

Lemme []]. 2. 2. Le probléme PV,, a une solution unique tel que
B, € WH2(0,T; L% (Q)) N L* (0, T; H (2)) . (I11. 2. 16)

Démonstration. L’inclusion de (Hl (Q), | .]H1(9)> dans <L2 (Q), | .]L2(9)> est continue
et H' (Q) est dense dans L?(Q). Nous notons par (H'(Q))" 'espace de duel de H' (Q).

H' (Q) est identifié avec L? (2) et avec son propre dual, nous pouvons écrire le triple de

Gelfand
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H'(Q) C L*(Q) C (H' ().
Nous utilisons la notation (., .)( H1(Q)) x H1() Pour représenter le crochet de dualité entre

(H'(Q))" et H'(Q). Nous avons :

(B, )y ) = (8:8)120) VB € L*(Q) , e H'(Q),

Nous notons que K est un ensemble fermé, convexe dans H' (2). Puis, en utilisant la
définition (/71. 1. 19) de la forme bilinéaire et [, € K dans (I11. 1. 18), il est facile de
voir que le lemme I71. 2. 2 est une conséquence du théoréme I. 2. 2.

Dans la troisieme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,, le champ des con-
traintes o, obtenus dans le lemme I/1. 2. 1 et le champ d’endommagement 3, obtenu dans
le lemme I71. 2. 2.

Nous considérons 'espace X = L? (0,T;H x L*(Q2)) avec ||, donnée par

|77|§( = /Ot (}771 (S)|2H + }772 (S)!i) ds,¥n = (n*,n?) € X.

Nous définissons l'opérateur A : X — X tel que

An) ()= (A (n) (1), A*(n) (1)) (I11.2.17)

Défini par les égalités
A () (t) =G (0 (t) & (uy (1)), B, () (I11.2.18)
A% (n) (t) = S(o, (), & (u, (1)) , B3, (1)) (I11.2.19)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme I]1. 2. 3. 'opérateur A a une point fixe unique n = (nl,n?) € L? (0, T; H x L*(Q))
tel que A (n3, n3) = (1.,73) -

Démonstration. Soient (ni,7n?) et (n3,n3) € L*(0,T;H x L?(2)) . Nous utilisons les
notations u,, = u;, 0,; = 0y et 3, = 3;, en utilisant (/1. 1. 10), (I11. 1. 11) et (/1. 2. 18),

nous avomns

Aty (1) = Ay (8)]5, < Lg (o1 (1) = 2 (8) | + un (8) —ua (8)y, + |81 (8) — B2 ()]) 4
(I11. 2. 20)
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et en utilisant (/7. 1. 10), (/11. 1. 12) et (I11. 2. 19), nous obtenons

A% (i) (8) = A% (3, 713) (B)] < L (Jon (8) — 02 (8) |y + [ua (1) — wa ()] + |1 (1) = By (1))

(I11.2.21)

On a
o (t) = Ee (u; (1)) + Z} (t), (I11.2.22)
(0i ()€ (v) +Jj(u; () ,v) = (f () ,v), Yo € V. ([11.2.23)

Il résulte de (I1. 1. 10) et (I11. 2. 22) que

o1 (8) = 02 (B) |3, < Clu () —up (W), + | 21 (t) — Z5 (1)|,,, Vur,up € V. (I11. 2. 24)

D’aprés ([11.2.22) et (I11.2.23), nous trouvons

(Ee (ur) — Ee (u2) e (ur) — & (ua))p+i (ur, us — uz)—j (up, ur — us) = (Z{ — Zy, e (uy) — ¢ (ug))H.
(II1.2.25)
de (I1I.2.25),(I1.1.10)et (I1I.2.7) nous obtenons

(€e (ur (1) — Ee (ua (1)) & (ur (1) — & (w2 (8)))y < |21 (8) = Zo ()] | ua (8) —ua (B)], -

(II1.2.26)
I'hypotheése (I11. 1. 10) et la relation (/1. 2. 26) on obtient
alu () —ug (O < |28 (1) = Zy (1)],, | wa (£) — w2 ()],
donc
| uy (t) —ua (B, < C|Z] (t) = Zy (1)), (I11.2.27)
S C |Zl - Z2|H><L2(Q)
On pose

2
/Bn:Zn’

o1



3.2. L’existence et 'unicité de la solution

donc
1By (8) = By ()] 2y = |28 (8) = Z5 (t)] 1, (II1.2.28)
On a
Ay () — An, (t)|7-{><L2(Q) - ‘A1771 (t) — A'ny (t)"}-t + ‘AQTh (t) — A’ny (t)|L2(Q) , (I11.2.29)

on utilise dans (I11. 2. 29), (I11. 2. 20), ([11.2.21),(I11.2.24),(I11.2.27),(II1.2.28)

on obtient

N
Q
N

[ Ay (t) — Any ()] HxL2(Q) (t) — Z2 (1) HxL2(Q)

O I () = 3 (5) | s+ / 102 (5) = 12 ()] 1o 49)

IN

IN

C [0 =13 5 [ () = 73 (5] o)

t
c / 171.(5) = 113 (5)lres oy 45,

IN

de plus, on a

[Any () — Ansy (t>‘27-{><L2(Q)

IN

t
c / 171 (5) = 11 (e zagey 45

2
< Ctlny(s) —n, (S)|H><L2(Q) ’

et
t
2
‘A27]1 (t) — A2772 (ﬂ! HXL2(Q) < C/o [ Ay (s) — Any (S)|3-t><L2(Q) ds

t s
< 02/0 /0 1 (r) =y (T)‘;XLQ(Q) drds

C?t?

2
< 5 71 () = 12 (8) 3 r2(0) »

En réitérant cette inégalité m fois on obtient:

m m 2
[A™n, — A 772|L2(0,T; HxL2(Q))

C’"LT'"L
—  m!

2
- 772|L2(0,T; HxL2(Q))
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ainsi, pour m suffisant grand A™ est une contraction sur lespace de Banach L? (0, T;H x L*(Q)),
donc A a un point fixe unique.

Maintenant, on a toutes les données qui preuvent la Théorémell1.2.1.

Démonstration. de 'existence. Soit (nl,7?) € L? (0,T;H x L*()) est un point fixe
de A défini par ([11. 2. 17)— (111. 2. 19) et u, o et 3 sont des solutions du problémes PV},
et PV, pour n = 7, respectivement i.e u = u, ,0 = o, et § = 3, . Nous savons que

(un*, on*) est une solution de PV, donc

o (t)=Ee(u(t)+ 2, (t), vVt €[0,T],

w(0) = g, 0 (0) = o
ce qui implique
G(t) = Ee(a(t))+2Z, (t), vte 0T
= Ee(u(t) +n. (1),

On pose

Et on trouve (/11. 1. 24).
Et d’autre part, [, est une solution de PV,3 pour n = 7,, donc

B(t) € K (B®),&=BW®)  +a(B(t),6=B)

12(2)
> (12(t),§ = B(t) oy EEK pp. t€[0,T],

B(0) =By
On pose
S(o(t),e(u(t),B(t) =ni(t)
et on trouve (I11. 1. 26) et (I11. 1. 27). Et d’aprés les lemmes I11. 2. 1, et I1. 2. 2 on
a les régularités ([11.2.1) — (11. 2. 2).

Unicité. la solution unique est la conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur A

défini par (/11. 2. 17) — ([11. 2. 19) et I'unicité de la solution des probleme PV,;, et PV,s.
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