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Introduction générale

La modélisation des problémes de contact entre deux corps déformables ou entre un corps
déformable et une base rigide, dépend essentiellement des propriétés mécaniques des matériaux
considérés ainsi que des conditions aux limites de contact. Parmi les différents types de problemes
considérés, on peut citer les problemes de contact unilatéral ou bilatéral, avec ou sans frottement
pour différents corps (élastiques, viscoélastiques, viscoplastiques, ...). La formulation des problemes
de contact unilatéral a été décrite par Signorini en 1933 [79]. Fichera [33] en 1964 et Duvaut et Lions
[26] en 1973 et Nécas, Jarusek et Haslinger [64] en 1980 ont montré 'existence et 1'unicité de la
solution pour une famille des problemes de contact unilatéral avec ou sans frottement pour des
matériaux ayant une loi de comportement élastique linéaire dans les deux cas unidimensionnel
et bidimensionnel. Des résultats d’existence et d’unicité ont été obtenus dans [21] dans le cas non
linéaire d’un probleme de contact quasistatique avec ou sans frottement entre un corps élastique et
une base rigide. Récemment, plusieurs auteurs, voir par exemple [8, 22, 23, 35, 39,40, 58, 81, 2], ont
étudié quelques problemes de contact des corps mécaniques appliqués dans un champ électrique
(matériaux électromécanique ou piézoélectriques). En 1989, Dhia [20] a appliqué la méthode de
pénalisation pour étudier un probleme de contact unilatéral avec frottement de Colomb pour des
matériaux ayant une loi de comportement élastique linéaire pour les modeles de Kirchhoff-love et
Mindlin-Reissner. Citons aussi les travaux de P.Hild et P.Laborde [45] en 2002, pour un probleme
de contact statique sans frottement entre deux corps déformables ayant une loi de comportement
élastique linéaire, en se basant sur la méthode des éléments finis de type quadratique.

Les travaux sur les matériaux dits actifs se sont considérablement multipliés au cours des dix
derniéres années ; ils se caractérisent par leurs capacités a fournir une action mécanique sous l'effet
d’un couplage, généralement réversible, de type électromécanique (matériaux piézoélectriques),
magnétoélastique (matériaux magnétostrictifs) ou bien encore thermoélastique (alliages a mémoire
de forme). L'intérét est en effet de développer des matériaux ou des structures dites intelligentes,
dans nombreuses branches de I'industrie.

Un phénomene tres important en ingénierie sera considéré dans cette thése, il s’agit du phéno-
meéne de contact avec adhésion entre deux corps déformables, ceci a lieu quand la colle est ajoutée
pour réduire ou ralentir le mouvement des surfaces. Les problemes de contact avec adhésion ont
été considérés par plusieurs auteurs, voir par exemple [2, 3, 13, 14, 22, 23, 34, 35, 39, 80, 83]. La
nouveauté dans tous ces articles est I'introduction d’une variable interne de surface, le champ
d’adhésion noté par 0 < f < 1 (voir [32, 33] ), décrivant 'intensité d’adhésion sur la surface de
contact, quand § = 1 au point de la surface de contact, I’adhésion est complete, quand g = 0iln’y
pas d’adhésion. Quand 0 < < 1 1’adhésion est partielle. Pour plus des détails, les lecteurs sont
invités consulter une bibliographie abondante sur le sujet dans [68, 71, 75, 76].

Cette thése représente une contribution a I'étude de l'existence, l'unicité et I’approximation nu-
mérique des solutions de quelques problemes de contact avec ou sans adhésion entre deux corps
déformables. Sous I'hypotheése des petites déformations, nous étudions des processus statiques,
quasistatiques et dynamiques pour des matériaux élastiques, électro-élastiques et électro-élasto-
viscoplastiques, respectivement. Les conditions aux limites sont du type de Signorini pour les cas
statiques ou de compliance normale avec adhésion pour les autre cas.



Cette these se compose de deux parties et une annexe :

La premiére partie est consacrée a 1’étude théorique et numérique d"un probléme statique de
contact unilatéral sans frottement entre deux corps déformables, cette partie se divise en deux
chapitres :

Dans le premier chapitre on considere le probleme mécanique de contact IP avec les conditions
aux limites de Signorini sans frottement dans un processus statique, ol les inconnues dans ce cas,
sont les champs des déplacements u et les champs des contraintes ¢*. On commence par considérer
un probleme statique pour des matériaux ayant une loi de comportement élastique non linéaire. En
utilisant la formule de Green, on propose deux formulations variationnelles IP; et I’;. Le probleme
IP; est la formulation variationnelle qui dépend uniquement de I'inconnue u¢, tandis que le pro-
bléme P, ne dépend que de of. En utilisant le théoréme de Stampachia concernant les inéquations
variationnelles elliptiques, ainsi que des hypotheses de régularité qu'on imposera par la suite, on
démontre que chacun des IP; et IP; posséde une solution unique. On termine par préciser le lien
entre, d'une part les solutions des problemes variationnels IP;, IP; et le probleme IP. Ensuite, en
particulier on considere le probleme de Signorini pour les équations de 1’élasticité linéaire décrites
par la loi de Hook. Pour ce dernier probléme on propose la formulation variationnelles mixte, notée
par IP,, o1 les inconnues dans ce cas, sont le champs de déplacement u et la fonction A qui n’est
autre que la composante normale de tenseur de contrainte ol sur la zone de contact I'; sachant
que la composante tangentielle de contrainte sur I's est nulle. En se basant sur le théoreme de
représentation de Riesz-Frechet, ainsi que le théoreme de Lax-Milgram, un résultat d’existence et
d’unicité est obtenu. Ces résultats ont fait 1’objet de deux publications [42, 43].

Dans le second chapitre, on s’intéresse a I’étude numériquement d’un probléme de contact sans
frottement entre deux corps déformables muni de la loi de Hook. Pour étudier numériquement ce
probléme, on suppose que Q!, Q? sont des polygones, en utilisant la méthode des éléments finis,
le probleme P, se transforme a un probléme variationnel approché, noté P,. Ceci nous permet
d’approcher la solution exacte (1, 1) par une solution approchée (uy, A,), on introduit les deux
ensembles V, et Mj, ot V), et M), désignent les sous espaces, de dimension finie qui approchent
V et M, respectivement. De plus, et comme dans le premier chapitre, nous examinons la question
d’existence et d"unicité d"une solution approchée du probleme discrétisé. Pour cela on aura besoin
de quelques techniques de I’analyse numérique telles que la méthode d’interpolation de Lagrange
linéaire ou quadratique et la méthode de point fixe. On termine ce chapitre par illustrer un algo-
rithme de point fixe sur les forces de contact (APFF). Les résultats d’approximation numérique
dans ce chapitre sont démontrés dans [44].

La deuxieme partie est dédiée aux problemes électromécaniques de contact avec les conditions
de compliance normale et I’adhésion entre deux corps électro-déformables, cette partie se décom-
pose en deux chapitres ( chapitres 3 et 4) :

Dans le troisieme chapitre, voir [38], on s’intéresse a I’étude variationnelle et numérique d'un
probléme de contact entre deux corps électro—€lastique dans un processus quasi-statique. On com-
mence par considérer un probleme quasi-statique de contact avec compliance normale et’adhésion,

ol les inconnues dans ce cas, sont les champs des déplacements ul, les champs des contraintes ot,
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les potentiels électriques ¢!, un champ d’adhésion § et les champs des déplacements électriques
D! avec la loi de comportement électro—élastiques non linéaire.

Dans le dernier chapitre, voir [39], on s’intéresse a 'étude variationnelle d'un probléeme de
contact entre deux corps électro-€élasto-viscoplastique dans un processus dynamique. On com-
mence par considérer un probléme de contact avec compliance normale et 1’adhésion, ou les
inconnues dans ce cas, sont les champs des déplacements u’, les champs des contraintes ¢/, les po-
tentiels électriques ¢!, un champ d’adhésion g et les champs des déplacements électriques D' avec
la loi de comportement électro—élasto—viscoplastique non linéaire. Ici le contact entre le deux corps
est modélisé par 'adhésion dont 1’évolution est décrite par une équation différentielle ordinaire du
premier ordre. En suivant les mémes démarches du chapitre précédent, on démontre 1’existence et
"unicité d"une solution.

Ce travail se termine par une annexe dans laquelle nous présentons un rappel sur quelques
notations générales de la mécaniques nécessaires pour une bonne compréhension de la suite des
problémes traités, puis nous rappelons les espaces fonctionnels et les principales notations utilisées.
Ensuite nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse non linéaire, concernant
les inéquations variationnelles, les équations d’évolution, les lemmes de Gronwall.
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Notations

Notations diverses

N Ensemble des entiers naturels,
R Ensemble des nombres réels,

c Constante réelle strictement positive,
ie. C’est a dire,
0 Ensemble vide,
0ij Symbole de Kronecker,
x = P(x) Application,
gb| K La restriction de I'application ¢ au sous-ensemble K,
Y Application réciproque de 1) si ¢ est injective,
. o x six>0
()+ Partie positive : (x)4 = 0 six<0,

X =Y L’ensemble X est contenu dans Y avec injection continue,
X ccY Lensemble X est contenu dans Y avec injection compact,

iy La dérivée partielle de ¢ par rapport a la i composante x; : d;ip = %’

Vy Gradient de I'application i : Vi) = (d1¢, ..., dg1)),

Divy Divergence de l'application, i : Divy = 19 + ... + dg1),

oy Sous-différentiel de 'application ¢,

(x,v) Paire d"un espace produit X x Y,

X" Espace de produit définie par, X" = {x =(x);x,€Xi=1, ...,N},

XSIXN Espace des matrices symetriques définie par X;VXN = {x =(x;);x,=x,€Xi,j=1,..,N },
4 Espace des tenseurs symetriques du seconde ordre sur R? : $¢ = lR:Xd,

04 Le zéro de RY et celui de $¢;

Produit scalaire sur RY ou $7;
La norme euclidienne sur R? ou $%;

-1y La norme sur 'espace X;
(odx Le produit scalaire sur 1'espace X;
K+ L'orthogonale de sous-ensemble K de X : K+ = {x eX;(x,y,=0,Vye K}

X, — X Convergence forte dans 1'espace X;
Xy — X Convergence faible dans 'espace X;

0y Le zéro de I'espace X;

L(X,Y)  L’espace des applications linéaires et continues de X dans Y;

L(X) L’espace des applications linéaires et continues dans X, i.e, L(X) = L(X, X);

X’ L'espace dual topologique de I'espace X, i.e, X" = L(X, R);

X L’espace des applications linéaires de X dans R( L'espace dual algébrique de X);
(D yrex Le produit dual entre X’ et X;

I, L'opérateur identité sur X;
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z)/
L(Q)
[N
L=(Q)
H™(QY)

Hm(Ql)

H™(QF)
HY(QY)

HT(Qf)

Presque partout;

Ouvert de RY, parfois domaine Lipchitzien;

L’adhérence de Qf;

La frontiere de Qf;

Les parties de frontiere I, (i = 1,2,3);

Mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de Ff;

Mesure superficielle sur Ff ;

Normale extérieure unitaire a T';

Les composantes normales et tangentielles du champ vectorielo’défini sur Q;
L’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur Qf;

L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support compact;
Espace des distributions sur Qf;

d
Lespace { ¢f = (¢0),...,; ¢* € DQF); Vi=1,..,d} = (DQ"));
L'espace D! x D?;
L'espace {fo = (D)
L'espace D’! x D'?;
Lespace (€ = (€),_,,.,; ¢ = &' € DQO), Vi, j=1,...,d} = (D@9
p - ij 1<i,j<d 7 ij - ji 7 I] — sy - s 7
L'espace D! X D?;
L'espace { @' = (@)1 jc; O = 0 € D'(QF), Vi, j=1,...,d} = (D'(Q)
L'espace D' x D7

ol e D/(QY); Vi=1,..,d) = (D'@Q))

1<i<d 7

)dXd

7

t

2
Espace des fonctions u‘ mesurables sur Q' telles que f 'u‘7| dx < +oo;

La norme de LX(Q))définie par [[u/],,, = ( f | de’) :

Espace des fonctions u’ mesurables sur thelles que dc > 0: |u‘7| <c, pp., sur QF

Espace de Sobolev d’ordre m € IN défini par :
H"(Q) = {uf € 2(Q); D*ul € [3(Q), Ya € N'et |a| <m}
La norme de H"(Q') définie par :

1
2
;

Ny = (Zigen D], )
I ||H"'<Qf> Ljajsm |1 12

La semi-norme définie sur H"(Qf) comme suite :

1
¢ ¢
1y = (T [0 )'
Espace de Sobolev d’'ordret e R;y\INsit=m+0OoumeNet0<O <lona
PR AIANER SV B4 2
HY(Q) = {u e H"Q); [ ml(xx)y#dx.dy <+oo, Ya e N'et || = m|
QfxQ -
La norme de HT(Qf ) définie par
|Da f( ) D%y é’(

Il €||HT(Q[) = (” I ) %dx dy)

alxal lx—y

NIl—

H’”(QZ) |a| m
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d
Ht L’espace {uf = (uf)lgsd; uf e L2(QYH, Vi=1, ...,d} = (LZ(Q‘))) ;

H L'espace H! X H?;
d
Hf L’espace {uf = (u )icica s u e H(QY, Vi=1,. d} = (Hl(Q‘))) ;
H, L’espace H1 X H2
dxd
H! Lespace {0 = (0)),.,.., / 0%, = of € [AQY), ¥i=1,..,d} = (12Q) “,
H Lespace H! x H?; 2,
. dxd

7’(f L'espace {af = (af;)lg,jsd /oﬁ = af; e H(QY, Vi=1, ...,d} = (Hl(Q")) ;

H; L'espace 7{11 X 7{12;

H, L'espace {o =(0!,0%) € 7-(1;0,17 = O% sur I's };

H? T Espace de Sobolev d’ordre % sur I'G;

d
Hpe L'espace (H %(Ff)) ;
1
-3(TY) L'espace dual de H” (T');
()1 y Le produit de dualité entre H™2 (1"‘7) et H’ (1"‘7)
X e 174 (1) desine par | et
. La norme de H “ (I'*) définie par =su T
e wdeinieprr ] <o
H < (I*) H2 (rf
d

HY, Espace dual de Hye ,ie, H., = (H"3(T));

vt Hf — H_, L'application surjective de trace définie sur HY;

R¢: H, — Hf L'inverse a droite de I'application y?;

Si de plus [0, T] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +o0, on note par

C(0,T; H) L’espace des fonctions continues de [0, T] dans H,
CY0,T; H) L’espace des fonctions contintiment dérévables sur [0, T] dans H,
LF(0,T;H) L’espace des fonctions mesurables sur [0, T] dans H,
IIllzr 0, 7:0) La norme de LP(0, T; H),
WEP(0, T; H) L’espace de Sobolev de paramétres k et p,
-l o,7;80) La norme de W*?(0, T; H).

Notations en élasticité

Qb, 2 Les domaines occupés par les corps déformables ;

It La frontiere de Qf : T = 9Q;

I’f, I’g, I's Les parties de ‘. 1t = I’f U I‘g UTs;

I's L’interface de contact entre les corps Q02

ut Vecteurs des déplacements dans le domaine Q¢, on écrit uf

Les composantes du vecteur dans la base canonique;

o’ Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u, on écrit ijles
composantes du tenseur dans la base canonique;

o’ Valeurs des potentiels électriques dans le domaine QF;

B Vecteurs d’adhésion sur la surface de contact I's;

D’ Vecteurs des déplacements électriques dans le domaine QF;



u, i
e(ub)

Les dérivées premiere et seconde de u’ par rapport au temps ,
— 1(9.¢ PPAR
;= 2(81u]. +dju; ),

Tenseur du quatrieme ordre ( lois des comportements linéaires), on écrit Af;pq

Tenseur linéarisé des déformations : (e(u"))

les composantes du tenseur dans la base canonique;

Produit tensoriel (matriciel) de u¢ par ol (ctul); = ofjuf;

Produit tensoriel de afpar A (A‘J.Og)i]‘ Af].p aﬁq;

trel = ofje?j;

Composante normale des contraintes a la frontiére du domaine : of = (¢v).v¢
ot 1! est la normale unitaire sortante sur le bord du domaine Qf;

Vecteur composante tangentielle des contraintes a la frontiere du domaine;

Produit sclaire de deux tenseurs, o

Composante normale du déplacement u’ sur le bord du domaine : uf = u‘1?;
Vecteur composante normale du déplacement u’ : (u{v?); = uﬁvf ;

(4

Vecteur composante tangentielle du déplacement u’ : uf = u¢ — ufv?.
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Premiere partie

ETUDE THEORIQUE ET NUMERIQUE D’UN PROBLEME STATIQUE
DE CONTACT ENTRE DEUX CORPS DEFORMABLES



Introduction

Cette partie est consacrée a I'étude théorique et numérique d'un probleme statique de contact
unilatéral sans frottement entre deux corps déformables. On commence, dans un premier chapitre,
par étudier théoriquement le probléme statique pour des matériaux ayant une loi de compor-
tement élastique non linéaire. En utilisant la formule de Green, on propose deux formulations
variationnelles, via le théoreme Stampachia un résultat d’existence et d'unicité est obtenu. Ensuite,
en particulier on considere le probleme de Signorini pour les équations de 1’élasticité linéaire dé-
crites par la loi de Hook. Pour ce dernier probleme on propose la formulation variationnelle mixte,
notée par I, ot les inconnues dans ce cas, sont le champs de déplacement u’ et la fonction A
qui n’est autre que la composante normale de tenseur de contrainte ¢/ sur la zone de contact I's,
sachant que la composante tangentielle de contrainte sur I's est nulle. En se basant sur le théoreme
de représentation de Riesz-Frechet, ainsi que le théoreme de Lax-Milgram, on démontre un résultat
d’existence et d’unicité d"une solution faible. Dans la deuxieme chapitre, on s’intéresse a I'étude
numériquement d’un probléme de contact sans frottement entre deux corps déformables muni de
la loi de Hook dans un domaine polygones. En utilisant la méthode des éléments finis, le probleme
IP,, se transforme a un probléme variationnel approché, noté par IP!,. Ceci nous permet d’approcher
la solution exacte (1, A) par une solution approchée (1, Aj,), on introduit les deux ensembles V), et
My, ou Vj, M), désignent les sous espaces, de dimension finie qui approchent V et M, respective-
ment. Pour cela on aura besoin de quelques techniques d’analyse numérique telles que la méthode
d’interpolation de Lagrange linéaire ou quadratique et la méthode de point fixe. On termine ce
chapitre par illustrer un algorithme de point fixe sur les forces de contact (APFF). Les résultats
d’approximation numérique dans ce chapitre sont démontrés dans [44].



1. ETUDE VARIATIONNELLE D’UN PROBLEME ELASTIQUE DE CONTACT

Résumé :

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude théorique d’un probléme statique de contact unilatéral
sans frottement entre deux corps déformables. En utilisant la formule de Green, on établit deux for-
mulations variationnelles du probléme considéré. Ensuite, en particulier on considere le probleme
de Signorini pour loi de l'élasticité linéaire. Pour ce dernier probléme on propose la formulation
variationnelles mixte, en utilisant le théoreme de représentation de Riesz-Frechet, ainsi que le théo-
réme de Stampachia, nous permettent d’analyser la question d’existence et d"unicité.

Contenu :

1. Formulation variationnelle classique :
1.1. Position du probleme non linéaire ;
1.2. Formulation variationnelle classique;
1.3. Résultats d’existence et d’unicité;
1.4. Résultats d’équivalence.

2. Formulation variationnelle mixte :
2.1. Position du probleme linéaire ;
2.2. Formulation variatonnelle mixte;

2.3. Résultats d’existence et d’unicité.
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1.1 Probléme mécanique et formulation variationnelle classique

Dans cette section, nous considérons le probléme statique, pour les équations d’élasticité avec
les conditions aux limites de contact unilatéral sans frottement entre deux corps déformables.

L/

\ / f 21
I} I *

L
(9} -«

= -

Fig. 1.1: Contact entre deux corps déformables.

Dans la suite nous désignerons par Q! et Q2 les domaines qu’occupent les deux corps défor-
mables dans RY(d = 2,3), on suppose que la frontiére de chacun des dommaines Q¢ est constituée
de trois parties disjointes dQ = ' = l"f V) l"g U Fg, on suppose que les parties l"f, l"g, Fg sont
mesurables au sens de Lebesgue, telles que mes(I’ f) >0et mes(I’g) > 0. On suppose que les champs
des déplacements s’annuls sur T¢, que des tractions superficielles ff s’appliquent sur Fg et que
des forces volumiques fog agissent dans Qf. Nous noterons par Fg l'interface de contact du corps
Qf(¢=1,2),ona: Ig = Fg, noté par I'z.

1.1.1 Position du probléme non linéaire

Dans ce paragraphe, on considere le probléme non linéaire suivant :

ProbléemelP : Trouver les champs des déplacements u = (u!,u?) avec u’ : QO — R et les champs

des contraintes 0 = (¢!, 62) avec of : Qf — $7, tels que :
q

o = Fle’)) dans Qf (1.1)
Dive’ + f(f =0 dans Qf (1.2)
ut=0 sur Ff (1.3)

ol = fzf sur Tg (1.4)
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@ ol=dl=0,
b)) [u,]1<0,0,<0,0,uy]=0, sur TIj. (1.5)

(c) ol=02=0
Pour étudier le probleme P, on aura besoin des hypothéses de régularité suivantes :
Lopérateur d’élasticité F* satisfait :

FL:Qf x§% — §7 est un oprateur satisfait
(a) Il existe mge > 0 tel que
(Flx, &) - Fix, &) - (&1 — &) = mgcl|&; — &l
V&, & es, ppoxeQl
(b) Il existe Lg¢ > 0 tel que
IF(x, &) — Flx, &Il < Ll — &l
VE&,& €S, pp.xeQl
(©) Fix,0)=0, pp.xe Q.
(d) L’application x > F(x, &) est Lebesgue mesurable dans QF,
pour chaque & € §°.

Nous supposons que les forces volumiques et les traction surfaciques ont la régularité

fo eH (1.7)

fle H'rg. (1.8)

Remarque 1.1: L'’hypothese (1.6) nous permet de considére 1'opérateur noté encore par ¥ ¢ défini

par:
{ FlH - HE  tels que

Fle(x) =Fl(x,e(x) VeeH! xeQf.

En effet, si ¢ € H’ (voir (B.68)), il résulte que x — &(x) est une fonction mesurable de Qf a valeurs
dans $ et d’apres (1.6.b) , il résulte :

f |7 e dx < L2, f le@)|? dx < +oo.
QE Ql

On a donc F(¢) € H'. On remarque également que d’apres (1.6.a.b), I'opérateur F¢ : H' — H’
est un opérateur fortement monotone et Lipchitz, car il satisfait aux inégalités :

(Fler) —Fler), 1 — &), 2 mller — €2||i[ Ve, &0 € HE (1.9)

IF (1) = F(e2)ll,,, < Lller — eall,,  Ver, e2 € HE. (1.10)

Remarque 1.2: Etant donnée que l'opérateur F¢ : H’ — H’ est fortement monotone et Lipchitz,

-1
l'opérateur 7 est donc inversible et (T 5) : H' — H' est également fortement monotone et Lipchitz
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Remarque 1.3: Les hypothéses (1.7), (1.8) sont des hypothéses de régularité sur les données fof'
fzf qui sont nécessaires pour que le probleme (1.3)—(1.5) ait une solution de la régularité u € Hj,
o € H,. En effet, puisque o¢ € H!, ¢ = 1.2 alors Divo’ € H et d’apres (1.2), il vient f(f € H'. De plus
alvl e HY, ce qui entraine que fzg € H’Fg en utilisant (1.4).

Pour I'étude du probléme IP, on considere le sous espace fermé V(QY) de Hf défini par :
V(Qf) = {vf eH' /v'=0 pp sur T! } (1.11)
Et on consideére 1'espace V défini par :
V = V(Q") x V(Q?). (1.12)
Sur cet espace, on définit I'opérateur bilinéaire comme suit :
(e VxV—R
{ (1.13)

<V/ a)>v = Z?:1<€(V€), €(w€)>fo ‘

Lemme 1.1: L'espace V muni du produit scalaire (., .), est un espace du Hilbert.

Démonstration. Il est clair que 1’opérateur (., .),, est une forme bilinéaire positive, symétrique. On
pose :

loll, = V<o, v),. (1.14)

Puisque mes(l”f) > 0, 'inégalité de Korn s’applique sur V(Q) (voir Théoréme B.33, page. 104) : il
existe une constante m’ > 0 dépendant uniquement de Q° et Ff telle que :

¢ AT ¢
lle(@ ) lge = m"|jv ”Hf Yo' e V.
Pour m = min(m!, m?), on a lloll, > m||v||H, Yo € V ce qui nous permet de conclure que si |[v]|, =0,
alors v = 0, d’out il résulte que (., .),, est un opérateur défini positif et par conséquent (., .), est un
produit scalaire sur V.

Il ne reste que de démontrer que V est complet. Ceci est clair en utilisant le fait que V est fermé
dans Hj, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 1.4: Les deux normes ||.||, et ||.|[4, sont équivalentes sur V.

Il est facile de voir que I'application :

ol f fo‘)v‘)dQ€+ f fz‘)v{dl"g
Qf r

est une forme linéaire continue sur V(QY), en appliquant le Théoréme de représentation du Riesz-
Fréchet, il résulte qu'il existe ¢’ € V(QF) tel que :

(@', v vy = f floldQl + f fiotdrl  vol e v(Q). (1.15)
Qf r
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On pose ¢ = (¢!, ¢?) . En outre on définit respectivement les ensembles des “déplacement admissible”
et ’ensemble des “contrainte admissible” suivants :

U.g = {v =@,v*) eV | [0y] < 0 sur Fg} (1.16)
g = {T = (t}, 1) e H, | (th, e )gn + (1%, e@)gpe = (@, 0) Vv e Uad} (1.17)

ou
H, = {T = (1}, 7%) e H, | 7l =12 surTs } (1.18)

1.1.2 Formulation variationnelle classique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la formulation variationnelle du probléme considéré
qui consiste dans une premiere formulation, notée P, a trouver les champs des déplacements
u = (u',u?), tandis que dansla seconde formulation, notée I, , on cherche les champs des contraintes
0 = (01, 02). Ces résultats sont basés sur le lemme suivant :

Lemme 1.2: Sile couple (1, 0) est une solution du Probléme IP alors :

uel,y o€l (119)
2
(0f,e@") — ey , > (p,v—u) Yovely (1.20)
Hl qo
=1
2
Z(Tﬁ -df, e(uf))H[ >0 V7€elXy (1.21)
=1

Deémonstration
u € U,y : L'appartenance u € U,y est clair en utilisant (1.3) et (1.5).
(1.20) : En appliquant la formule de Green, de (1.2), il vient :

(o', e@") —e"),, = (fg, 0" —u") , + f o @l — utptdrt.

¢
En utilisant (1.3), (1.4) et (1.15), il en résulte :
(o, e@’) - e(u"»(H[ = ((pf, of - u€>H[ + f Vi@l — ulwldrs. (1.22)
I3

Par sommation sur £, avec (1.5.a.c), il vient :

2
Y (0, e - ew)),, = (p,0—u), + f ay ([oy] = [uy]) dT5.
t=1

I3
Et du fait de (1.5.b), il en découle :

2

Y (6 e@) = e, = @o-w,+ [ o (oars

t=1 I3
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Et (1.16), on obtient alors :

2
Y (@', e) - e, = (p,0—u,.
=1

D’ou I'inégalité (1.20).
0 € Xy : Pourv=2ue Uy etpourv =0 ¢€ U,y dans (1.20), il résulte :

2
Y (ot e, = (@,u),. (123)
(=1
On a
2 2 2
Y (@' e@,, = Y (o' e@) - e(u)),, + ) (o' e,
(=1 =1 (=1

En utilisant (1.20) et (1.23), il en découle :

2
Z(of, (@), = (@, v~ ), +{p,u), Vo€ Uy,
=1

ou encore
2

Z(o‘), e(v‘))),H[ >(p,u), Yvely.
(=1

Ce qui implique que 0 € Xy4.
(1.21) : On a

2 2 2
Y (@l ot e, =Y (e, - Y (@ e,
t=1 t=1 t=1

De (1.17) et (1.23) , il en résulte :

2

Y (= ot e, = (@,u), —(p,uy, =0 VTe Ty
=1

D’ou I'inégalité (1.21).
Grace a la Remarquel.2, le lemme précédent nous permet de considérer les deux formulations

faibles associées au probleme IP.
Probléme IP; : Trouver les champs des déplacements u = (u!, u?) avec u’ : Qf — RY, tels que :

2

wely Y (F(e(uh)), e — e, 2 (p,0-u) Yo e Uy. (1.24)
=1

Probléme P, : Trouver les champs des contraintes ¢ = (¢!, 0?) avec o¢ : Qf — $4, tels que :

2
-1
o€ Ty Z@f —o',(F) (0", 20 YreLy. (1.25)
=1
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Remarque 1.5: Le lemmel.2, nous permet de conclure facilement que si (#,0) est une solution
réguliere du probleme IP alors u est une solution du probléeme IP; et o est une solution du probleme
P, .

Dans la suite nous allons préciser le lien entre les problémes variationnels qu’on a introduit et le
probleme IP. On commence par :

Théoreme 1.1: Si u = (u', u?) est une solution du probléme IPq, et on pose ol =7t (e(u[)) ,0=1,2
on a (1, 0) est une solution du probleme IP.
Démonstration.

(1.2) : Pour tout ®¢ € DY, on pose @ = (d!, d?) avec > = 0, en substituant v = u + ® € U,; dans
(1.24), on obtient :
(0", e(@)),, = (', @)

En utilisant la formule de Green ainsi que 1'inégalité (1.15), il en découle :

vQl)”

- f Divo‘®@‘dQf = f"qnfdgf Vol e D,
Q(
Ou encore :
Diva’ +f(f =0 sur QF

(1.4) : Soit v € U4, en appliquant la formule de Green, on obtient :

2 2
N @ —ut W, L+ Y (L -, =
=1 Tt e

Z(o‘ e(vg) e(u€)>ﬂ[ + Z(Dwo of — u€>H[ + Z(f ot —uf
Pour o = Fl(e(ul)), de I’équation d’équilibre (1.2), on conclut :
2 2
(0@ =W, L, Z< 00—y, = Y (Flew),e@) e,
=1 =1
Ce qui implique en utilisant (1.24)que
Z(afvf o uf)v€>H, oy + Z(f T we 2P, 0 —u).

Etde (1.15), on tire :

2 2
2 (0@ =y, Z<f o —uly, > Z(f o =+ Y@ =,
=1 =1 2

2

Ou encore :

2 2
Z@-"vf, (' — f)vf>H, i 2 Z( for @ =W, (1.26)
=1 =1 B
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Pour tout ! € Hf avec w’ = O sur l"{ UT'3, on pose w = (a)l, a)2) avec > (=0, par substitution

dev=u+we U, dans (1.26), il vient :
0,0 _fl 0L
(U V sV > F[XHF[ - <f2’a) v >H;E><HF['
22 2
D’ou la condition (1.4).
(1.5):
(1.5.c) : Pour tout w’ € Hf avec w’ = 0 sur Ff U F‘) et a)‘) = 0 sur I3, si on pose w = (w!, w?)
avec 0> { =0, par substltutlon dev=uz+wely dans (1.26), on obtient alors

(o, wlv )Hf3xHr3 =0.

C’est a dire :

l —
<GT,0) >H' XHrs - O

Et donc o¢ = 0 sur I's, d’oi1 la condition (1.5.c).

oﬁSO:Smta) eraveca) =Osurl"€Ul"€eta) =0, a)‘;<OsurF3,sionposea):(a)l,a)z)

avec > =0, en remplacant v = u + w € U,; dans (1.26), on trouve :

Et puisque a)ﬁ =0et a)ﬁ < 0surI}3, onaalors

>0

¢ ¢
<Gv,a)v)_llr >
2273

D’ot1 on déduit que 0% < 0 sur T.
(1.5.a) : Pour tout w = (0!, w?) € H; avec w’ = 0 sur l"f U l"g, ¢ =1,2et[w,] =0surTls3, et
= 0sur I3, et pour v = u + w € U,y dans (1.26), on obtient :

2

¢t
Z(awwv)_llr =0
=1 2:273

Ou encore en utilisant le fait que w;

= —w? sur T3, il en découle :
(o} -2, wf) =0.

D’ou I’égalité :

Ce qui donne la condition (1.5.a).

[u,] <0: L'appartenance u € U,; entraine que [u,] < 0 sur I'3.
oy[u,] =0 : Pour v = 2u € U,y et pour v = 0 € U,y dans (1.26), il résulte :

2
t 60
Z<GV uv H’ ,xH :Z<f2’uV>H’ xH
R T
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Et moyennant (1.4) avec ul =0 sur l"f, on a donc

2
Zf ol uttdr; = 0
=1 VI3

En utilisant (1.5.a) et (1.5.c), on obtient :

2

Z f oy (ul)dT3 = 0.

=1 VI3

f oy[u,]dl's = 0.
I3

Eto, <0et[u,] £0surls, douo,[u,] =0surl;s.

Ou encore :

Remarque 1.6: En utilisant le fait que 0 € U,y et (e((pl), e((pz)) € Y., alors U,; , X,4, sont deux

sous-ensembles convexes, fermés et non vides de V, H, respectivement.

Théoréme 1.2: Pour ¢! = 7*¢ (e(uf)) etu=ul,u?) eV,sio = (c!,0?%) est une solution du probléme

IP5, alors u est une solution du probleme IP;.

Démonstration. On suppose que o = (¢!, 62) est une solution de (1.25), on commence par démontrer
que u € U,y On suppose que u ¢ U,y et notons par u, = (ul,u?) la projection de u sur U,y qui est

caractérisée par :

(Ue — U, V) > (U — U, Uy > (U —u,uy Yo e Uy
ce qui nous permet de conclure I'existance d’un nombre o € R tel que
(Ue —u,0) >a>U. —u,uy Yo e Uy
on introduit la fonction 7. définie par :
7. = (1}, 1) = (e(ul — ul), e(u? — u?)) € H.
En utilisant le produit scalaire défini par (1.13) avec (1.23.c), on déduit :

2 2

Z(e(uf —ub, e(vf))(He > a > Z(e(uf —ub, e(uf))q{g, Yo e Uy
=1 =1

Etde (1.5.b),on a

2 2
Z@f, €@ )ge > a > Z@f, e!)ype Yo € Uy
=1 =1

En prenant v = 0 € U,y dans (1.30), il vient :

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)
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Il est aisé de verifier que
(1}, e(@))gp + (12, €(0*))g2 20 Vv € Uyy. (1.32)
En effet, on suppose qu’il existe v, = (v, v?) € Uy tel que :
(T2, €())gqr + (12, €(02))gp <0 (1.33)
puisque o, € Uy VB > 0, si on remplace v = fo. dans (1.30), il vient
B ((T},e(v}))«;{l + (Tf,e(vf))wz) >a VB>0.

Et en faisant tendre § vers +co avec (1.33), on déduit que @ < —c0, ce qui contre dit le fait que o est
un réel . D’ou (1.32).

Posons
£ = (e, €7) = (e(@), €(¢?) (1.34)
En utilisant (1.29)et (1.34), on obtient :
2 2
Y (@l el @ g = Y (2l e@)gie + (9, 0) 2 0+ (p,0), Vo € Uyg.
=1 =1

Donc 7. + €. € L.
En utilisant maintenant (1.25) pour 7 = 7. + €., on a alors

2

Z(Tf + el — ol e())ge = 0
=1

on a
2 2
Z(Tf, e"))ge > Z(Gf — ek, e(uh))ge
=1 =1

ce qui implique, grace aux (1.30) et (1.31, que

2
Y (0 = e ey < 0 (1.35)
=1

On vérifié que 20 — ¢, € L4y : On a

2 2
Z(Zof -, e(vf))ﬂ(e =2 Z(og, e(vf))ﬂz —{(p,v) Vv e Uy.
=1 =1

Par ailleurs, comme o € X 5, on a

2
Z(Zaf ¢ e(v‘)))w > 2@, v) —{p,v) ={p,v) Yve Uy.
£=1

C’est a dire 20 — €. € L.
A partir de (1.13), il vient

2

2
Z(af e €(u€)>¢([ > Z(Zaf & e(ug))(m —{p,u)
=1

=1
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Par ailleurs, comme 20 — ¢, € X4, on a

2
Y (0 = el ey 2 0. (1.36)
=1

Les relations (1.35) et (1.36) constituent une contradiction, on déduit alors que u € U,,;. Il ne reste
que de prouver I'inéquation donnée dans (1.24).
Pour 7 = &.. En tenant compte (1.25), il vient

2
Z(ef —-df, e(u€)>7{z > 0.
=1

Et de (1.13), (1.34) on tire :
2
Y (o ey < ).
=1

Comme o € X,y et u € Uy, on a alors

2
Y (o e g = (p, ).
=1
D’ou I'égalité :
2
Y (@ ey = (g, . (1.37)
=1

Moyennant (1.37) et 0 € L4, on a

2 2
Z(?g (e(ug)) ,e(vf) - E(l/lg))r]_{f = Z(af, e(v‘))w —(p,uy Vovely.
=1

=1
C’est a dire

2
Z(?’”f (e(u‘))),e(vf) - e(uf))wr >{(p,v—uy Yvely.
=1

Donc u est une solution du Probléeme P;.

Le Théoréme 1.1 et Théoréme 1.2, nous permettent de conclure le résultat suivant :

Corollaire 1.1: Pour ¢ = F¢ (e(uf)), u=u',u?) €V,sioc = (c',0%) est une solution du Probleme
IP, alors (u, 0) est une solution du probléme .

Aussi, le Théoreme 1.1 et la Remarque 1.5, nous permettent de déduire le résultat :

Corollaire 1.2: Siu = (u!, u?) est une solution du Probléeme IP;, et on pose ol =7t (e(uf)) ,0=1,2
on a o est une solution du Probléeme IP5.
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1.1.3 Résultats d’existence et d’unicité

Le but de ce paragraphe est de prouver quelques résultats d’existance et d"unicité des solutions
des problemes variationnels Py, IP», et de préciser le lien entre ces problemes.

Théoreme 1.3: Sous les hypotheses (1.6)—(1.8), le probleme variationnel IP; posséde une solution
unique .

Démonstration. Soit w € V, il est facile de vérifier que I'application :

vHZW @), €@,

est une forme linéaire continue sur V (pour w fixe), par conséquent le Théoréme représentation de
Riez-Fréchet nous permet de définir 1’opérateur

A:V—YV telque

2
(Aw,0) = Y (F (e(@))), €@, Vw,veV.

=1

Moyennant (1.6) et I'inégalité de Korn, on déduit que l'opérateur A est fortement monotone et Lip-
schitzien sur V. Par ailleurs, U,; est un convexe fermé non vide de V.

Grace au Théoreme du Stampachia ( voir Théoreme B.15, page 94), on obtient 'existence et l'unicité
d’une solution u € V telle que

2
ey, Y (F (), @) - ), = p,u—0v) Vv e Uy.

Théoreme 1.4: Sous les hypotheses (1.6)—(1.8), le probleme variationnel P, possede une solution
unique o € H;.

Démonstration. Soit = (5!, 52) un élément fixé dans H ; on peut vérifier facilement que 1'appli-
cation :

2
[ g— ;(Tf, (Tf)_l (65))(}{(

est une forme linéaire continue sur V ( pour ¢ fixe ), et par conséquent en appliquant le Théoréme
représentation de Riez-Fréchet, on peut de définir 1’opérateur

B:H— H tel que
2
(B3, ), = Y (7, (FY) @, VuoeH.
=1

Tenant compte du fait que X,; est convexe, fermé et non vide dans H.
Le théoreme de Stampachia, nous assure 1’existence et 1'unicité o € H tel que :

oeY,, Z<r L(F) (0, 2 0 Vi € B
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Il ne reste que de vérifier que o € H;.
Pour tout ® € DY, on pose @ = (P!, @?) o1 P3¢ = 0, par substitution de +® € U,; dans (1.17) avec
T = 0, on obtient :
¢ ¢ t ol
(o', e(@"),, = (¢!, @)

et compte tenu de (1.15), on a alors

v@Qt)

(o', e@")y,, = f flotdaal vo'eDf
Qf

il en résulte que Divo? + f(f = 0sur Q, puisque f(f € H! alors Diva’ € H', et par conséquent ¢¢ € 7-If .
Dans le paragraphe suivant on s’intéresse a la comparaison entre les solutions des problemes Py,
IP; et la solution du probleme IP.

1.1.4 Résultats d’équivalence

Lemme 1.3: Soit u la solution du probleme IP; donnée par le Théorémel.3, et soit ¢ la solution du
probléme P, donnée par Théoremel .4, alors ol = Ft (e(uf)) ,0=1,2.

Démonstration . On pose ol =t (e(uf)), alors d’apres le corollairel.2 , 0. = (o}, 0?) est une solution
du probleme IP,. Comme 'unicité est assurée dans le Théoreme 1.4, alors on déduit o = o..

Théoreme 1.5: Sous les hypotheses (1.6)—(1.8), soit u € V et soit ¢ € Hj, on considere les assertions
suivantes :

(i) : u est une solution du probléme IP; ;

(ii) : o est une solution du probleme IP; ;

(iii) : o et u vérifient ¢ = F¢ (e(u‘)) )
Alors la vérification de deux assertions parmi celles ci-dessus entraine la troisieme .

Démonstration. La démonstration du ce théoréme est un résultat de Lemme 1.3, le Corollaire 1.1
et le Corollaire 1.2.

1.2 Formulation variationnelle mixte

Le probleme qu’on va étudier dans cette section est un probleme de contact sans frottement
entre deux corps homogenes élastiques est isotropes occupants des domaines bornés de IRY. Nous
allons considérer des lois de comportements linéaires, c’est a dire  est considérée comme une
fonction linéaire de ¢, Plus précisement nous nous limitons au cas de 1’élasticité linéaire :

ol = Ale(ub) (of]. = Afmqu(u"))

ou Al = (Afqu) est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes Afqu s’appellent coefficients
d’élasticité qui sont indépendants du tenseur des déformations. Dans le cas non-homogene les
Af}pq dépendent de x € QF, et dans les cas contraire ils sont constantes. On suppose d’habitude que
A est un tenseur symétrique et elliptique :

<A€€1,€2> = (el,A‘;ez) Vx e Qf Yeq, 6 € Sd,

il existe m > 0 tel que (A’e,e) > mlel* Vx € QF Ve € §°.
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La codition de symétrique est équivalente aux égalités :

Al = Al = AC
1jpq pqtj 1gp

et elle réduit a 21 le nombre de coefficients d’élasticité qui définissent le tenseur A’ en chaque point
x € QF, 1a condition d’éllipticité entraine l'inversibilité du tenseur A® donc la loi de comportement
ol = Ale(ul), équivaut a :

(') = (AY) 1o
ott (AY)™! est I'inverse du tenseur AY, pour plus de details sur le cas linéaire, on peut se référer

[51]. Dans ce chapitre, on consideére le cas homogene et isotrope (c’est a dire toutes les directions
autour d’un point sont matériellement équivalents ) les coefficients Afqu sont donnés par :

¢
Ai]‘m

ol les scalaires Af, }1{ sont les coefficients de Lamé et 0;j est le symbole de Kronecker.

= ;\féijépq + F‘{)(éfpf’jq + 0igdjy)

En utilisant les coefficients de Lamé dans le loi de comportement et les composantes of]. du
tenseur des contraintes, il vient :
of = Ale(®) = Atr(ed))ly + 20ile(ub)) (1.38)
d’ot, par contraction
afj = ;\ff)ijspp(u{) + Zﬂgsi]-(uf), of;p = (3A + Zﬂg)epp(u[).
En conclusion, I'opérateur d’élasticité A’ : Qf x §7 — §7 satisfait :
(a) A! linéaire, continu;
(b) Af symétrique : (Aleq, e3) = (1, Aley) Yeq,er € 8% (1.39)
(c) Af elliptique : Im > 0, (Ale, €Y > mlle|? Ve € $°.

1.2.1 Position du probléme linéaire

On considere le probléme lineaire, noté par IP suivant :

ProblémelP : Trouver les champs des déplacements u = (u',u?) avec u’ : Qf — R et les champs

des contraintes o = (¢!, 0?) avec 0! : Qf — §%, tels que :

ol = Ale(u’) dans Q° (1.40)
Divo’ + ff =0 dans Q° (1.41)
ut=0 sur TY (1.42)
ol = fzf sur Fg (1.43)

@) oy=0;=0y
®) [uw]<0,0,<0, 0p[uy]=0 sur Tj. (1.44)
() op=07=0

Ce probleme n’est autre que le probleme considéré dans le premier chapitre en remplacant la
loi de comportement o¢ = F(e(u’)) par of = Ale(u?).
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1.2.2 Formulation variatonnelle mixte

Pour établir la formulation variationnelle mixte du probleme posé, on commencer par donner
quelques définitions qui seront utiles par la suite : On définit 'ensemble de A—admissible suivant :

M= {p € H2(T3)| f updTs > 0 Vip € Hi(T3), > 0 p.p sur r3}. (1.45)
I3

On définit les opérateurs suivants :

a:VxV— Rtelque
» NP Y (1.46)
a(u,v) = Y7, fg [ Alehe( )dQ
b:VxM— Rtelque
1.47
b(u, ) = [ pluy]dT5 447
L:V — R telque
(1.48)

L) = i [, S + £, fotar,
2

Remarque 1.7:

. . -1
e M est un sous-ensemble fermé, convexe, non vide dans H2(I'3).
e a(.,.) est une forme bilinéaire continue, coercive, symétrique.

e [(.) est une forme linéaire continue sur V.

Remarque 1.8: Sous les hypotheses (1.7), (1.8) et (1.39) alors le probleme IP; admet une solution

unique .
En effet, en tenant compte du fait que A’ est un opérateur maximal monotone et Lipschitzien. La
Remarquel.8 est une conséquence du Théoréme1.3, pour o = Ale(uf), € = 1,2.

Ceci nous permet de déduire le résultat :

Lemme 1.4: Pour ¢/ = Ale(u?), £ = 1,2, si u est une solution du Probleme IP;, alors :

011, = 012/(5 -A) sur I3 (1.49)
AeM (1.50)
a(u,v) +b(v,A) = L(v), YveV (1.51)
b(o,u—A)<0;, YueM (1.52)
Démonstration
(1._49) : En utilisant le résultat du Théorémel.1, on déduit que (u,0) est une solution de IP, donc

1_ .2
o, = 05,
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(1.50) : L'appartenance de u a H;, nous permet facilement de déduire que o, € H_%(I’3). D’autre
part, en tenant compte du fait que o, < 0 sur I's, d’apreés la condition (1.44.b), on déduit que

A>0surls, dousur Vi € H%(F3) ,P>0surl3 ona
Ay 12 0
2/273
d’ott A € M.

(1.51) : En utilisant (1.46), (1.47), o¢ = Ale(u®), £ = 1,2, avec (1.49), on a

2
a(u,v)+b(v,A):Z f ole(0')dQl - f o [0, ]dTs Voe V.
=1 %Y af r

3

En appliquant la formule de Green, avec (1.40), on tire :

2 2
a(u,v) +b(v, A) = Zf f(f.vfde + Zf olotdrt — f oy[v,]dl s.
=1 %Y af (=1 "%rt I3

De (1.44.¢), il vient

2 2
a(u,v)+b(v,A):Z f fg.vf’de+2 f oy oldrt - f [0, ]1dT3.
=1 Y af =1 %1t I3

En remarquant que o,[v,] = 0 sur I's de plus vl = 0sur Ff ,il en résulte :

2 2
a(u,v)+b(v,A):Z f fgv"dQMZ f o,0ldr?,
=1 Yol =1 rg

Ou encore en utilisant la condition o/ = fzf sur I"g ;€=1,2,0ona

2 2
a(u,v) +b(v,A) = Zf f(fvfdﬂf + Zf fzfvfjdl“g
t=1"af ¢=1%rf

D’ou I’égalité (1.51).
(1.52) : On a
YueM:bu,u—A)=>b(u,u+oa,)

Ce qui implique que :
b= = [ lwlars + [ ol e
I3 I3

Moyennant les conditions o, [u,] = 0 et [uv] < 0 sur I'; avec u € M, il découle :

b(u,p—A) = f plu,]dI'z < 0.

3

Do (1.52) .
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Le lemme précédent nous permet donc de donner la formulation variationnelle suivante :

ProblémelP,, : Trouver u € Vet A € M tels que :
a(u,v) +b(v,A) =L(v) YveV (1.53)
b(o,u—A)<0 YueM (1.54)

Remarque 1.9: Grace au lemme précédent, il est facile de remarquer que IP,, n’est autre qu'une
formulation mixte du probléme Py, ot si u est une solution du probleme P4, alors (1, —0,) est une
solution du probleme IP,.

Lemme 1.5: On définit I’application suivante :
L(,) :VxM—R
{ L(v,u) = 3a(v,0) — L(v) + b(o, p).
Si (4, A) € V X M est une solution du probleme IP,, alors :
L(u,u) < L(u,A) YueM (1.55)
L(u,A) < L(v,A) YoeV. (1.56)

Démonstration
(1.55) : Moyennant de (1.46) et (1.54), on a alors :

L(u, u)— L, A) =b(u, ) —b(u,A) =bu,u—A)<0 YueM.

(1.56) : A l’autre face

L(u,A)—L(v,A) = %a(u, u) — L(u) + b(u, A) — %a(v, v) + L(v) = b(v, A).

Et, (1.53) on a
L(u,A)—L(v,A) = %a(u, u) —a(u,u)) — %a(v, v) + a(u, v).

Ou encore , 1
L(M, A) - L(vl /\) = a(ul 7)) - Ea(u’ 1/[) - Ea(v/ 'U).
Ce qui implique que
£, 4) = L£6o,4) = 3 la(u, 1) ~ 2a(1,9) + a0, )].
On obtient

1
L(u,A)—L(v,A) = —Ea(u —-v,u—v)<0.
Le lemme 1.5, nous permet de réécrire IP,, comme suit :
ProblémelP,, : Trouver u € Vet A € M tels que :

L, p) < Lu,A) < Lv,A) YoeV YueM. (1.57)
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Théoreme 1.6: Soient u € V et A € M alors les deux hypotheses suivantes sont équivalentes :
(i) : (u, A) est une solution du probleme P,

(ii) : (u, A) est une solution du Probleme P,,.

Démonstration. L'implication (i) = (i) est évidente en tenant compte le Lemme 1.5.
Reste a démontrer 1'implication inverse (ii) = (i). Soit donc (#, A) une solution du probléme P, et
v € V, u € M, en utilisant 1'inégalité (1.55), il résulte :

%a(u, u) — L(u) + b(u, u) < %a(u, u) — L(u) + b(u, A).
C’est a dire que :
b(u, u) < b(u, A).

D’ou I'inégalité (1.54) suivante :
b(u,u—A) <0.

En appliquant le Théoreme de représentation de Riesz-Frechet sur la forme :
v L(v) —b(y, A).
On déduit qu’il existe un unique élément ¢, € V tel que :
L(v) = b(v,A) ={p,,v) YveV.

Et, (1.56) on a

%Q(I/l, M) - <(P/\/ M) < %u(vl U) - <§0A/ U) YoeV.

Ce qui n’est autre que le probleme de minimisation de I'énergie J(u) = Za(u, u) — (), u) qui est,
dans le cas ot a(., .) est symétrique, en utilisant le théoreme du Lax-Milgram (page 94), on conclut
que est une solution de :

a(u,v) ={p),vy YoeV.

D’ou (1.53).
Lemme 1.6: Si u est une solution du probleme IP; alors
u e Uy (1.58)
a(u,v—u) > Llv—u) Yove lUy. (1.59)

Démonstration. Il est clair que u € Uy, ( grace aux hypotheses (1.3)—(1.5) ). Alors il ne reste que de
prouver l'inégalité (1.59). Pour (4, —0,) solution du probleme P,,, on a :

L(u,-0,) < L(v,—0,) Yve Uy
ou bien:

%a(u, u) —L(u) + b(u, —o,) < %a(v, v) — L(v) + b(v,—0,) Yv e Uy. (1.60)

Et puisque o, [u,] = 0 sur I'3, il résulte :

b(u,—o,) = —f oy[u,]dl's = 0.

I3
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D’autre part Yo € Uy, on a alors [v,] < 0 ce qui nous permet en utilisant le Théoreme 1.1 et
l'inégalité (1.44.b) de conclure que o, < 0, et par conséquent b(v, —0,) < 0.
De (1.60), on tire :

%a(u, u) — L(u) < %a(v, v)— L(v) VYove Uy.
En appliquant le théoreme du Stampachia on a (1.59).

Remarque 1.10: Le lemmel.6, nous permet d'introduire une autre formulation variationnelle clas-
sique faible de la forme :

(1.61)

Trouver u € U,y telque :
a(u,v—u)>Llv—u) Yoely

Il est aisé de vérifier que le probleme (1.61) possede une solution unique, en utilisant le théoreme
de Stampachia.

1.2.3 Résultats d’existence et d’unicité

L'objectif principal dans ce paragraphe est d’obtenir un résultat d’existence et d'unicité de la
solution du probleme IP,.

Lemme 1.7: Le probléme IP,, admet une unique solution dans V x M.

Démonstration. En utilisant le Théoreme 1.3 et le Lemme 1.4, il résulte que IP,, admet aux moins
une solution de la forme (1, —0,) € V X M. Reste a vérifier que cette solution est unique, pour cela
on suppose que le probleme IP,, admet deux solutions (1, A1), (42, A2), on a alors :

a(uq,v) + b(v, A1) = L(v) = a(uz,v) + b(v,A2) YveV.
Et par conséquent
a(u1 —up,v) +b(v,A1 —A) =0 VYoeV. (1.62)
Pour v = uj — up € V dans (1.62), il résulte :
a(uy —up, uq —up) +b(ug —uz, A1 —A2) =0 (1.63)
Et comme a(., .) est positive et de plus
b(ur —uz, A — Ag) = = [b(u1, A2 — A1) + b(uz, A — A2)] 2 0.

Il vient
a(uy — up, uy — up) = b(ug —uz, Ay — A2) = 0.

Ce qui implique que
Uy = up. (1.64)
Moyennant (1.62) et (1.64), on a alors
b(v,A1 —A2)=0 VYveV

il en résulte donc que A1 = A,.
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Théoréme 1.7: Pour of = Afe(uf), t =1,2soientu € Vet € M, les hypotheses suivantes sont
équivalentes :

(i) : u est une solution du Probléme IP; avec A = —g,;

(ii) : (1, A) est une solution du Probleme IP,,.

Démonstration. L'implication (i) = (ii) est claire en utilisant le Lemme 1.4. Pour I'implication
inverse (ii) = (i) : Soit il = (iiy, i) une solution du probléme Py, pour & = Ale(i1%), ¢ = 1,2, grace
au Lemme 1.4, on conclut que (i, —G,) est une solution du probleme IP,,. Ceci nous permet de
conclure que u = i, en tenant compte du fait que la solution de P, est unique, donc u est une
solution du probléme IP;, avec A = —0,.



2. ETUDE NUMERIQUE D’UN PROBLEME ELASTIQUE LINEAIRE DE CONTACT

Résumé :

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude numérique d'un probleme de contact statique sans frot-

tement entre deux corps ayant une loi de comportement élastique linéaire. En se basant sur la

méthode des éléments finis linéaire et quadratique, on arrive a formuler le probleme, noté P!, qui

discrétise le probleme variationnel mixte IP,. En appliquant 1'inégalité des projections, le probléeme
discétisé se ramene a la recherche d’un point fixe. La méthode de point fixe sur les forces de contact
(APFF), nous permet d’illustrer un algorithme.

Contenu :

1. Espaces discrets ;

2. Probléme discret;

3. Formulation en point fixe ;

4. Formulations matricielles :
4.1. Formulation matricielle classique;
4.2. Formulation matricielle approché de point fixe sur les forces de contact;
4.3. Algorithme de point fixe sur les forces de contact (APFF) ;

4.3. Simulation numérique.
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2.1 Espaces discrets

Pour simplifier on suppose que Qf est un domaine polygones, et pour tout i, > 0, destiné
a tendre vers 0, on associe a h la triangulation 7‘]15 de Qf en triangles de taille maximale /;. La
triangulation 7',1‘7 est réguliere, c’est a dire qu’il existe une constante strictement positive o > 0
indépendante du parametre & telle que (voir [17]) :
PK
e 20 VK € Up,»077, 2.1)
ol pk le diametre de grand cycle fermée contenu dans K. Pour tous entier 4, on note aussi par
P,4(K) I'espace des polyndmes définies sur K de dégré inférieur ou égale a 4. L'ensemble des noeuds

l L £

0 X1 Xy T2 } . On définit les espaces
h+

dans I'3 de triangulation 7, est défini par Ci = {c1 =X

approchés comme suit :

Viy(QY = {vi € (c@f))2 / vi|, € (P1(K)? YKeT! of].,=0 } (2.2)
Vi = Vi(Qh) x Viy(©Y), (2.3)
WE(Ts) = {9 € CT3) / T, € Vu(Q") ofrv' =y pp surTs). (2.4)

Il est claire que les sous espaces Vj, Wg(l“g) sont des sous-espace fermés du dimension fini de V,

L*(T'3), respectivement.
On souhaite approximer le cone fermé convexe M par un sous ensemble de th (I'3), pour cela on

intoduit les ensembles Qf; (respectivement : Li ) des fonctions dans W]f(rg) non négatives sur I's (
respectivement : sur éi) c’est-a-dire :

Q) = {uf € WiT3)/ il 2 0 sur T3, (2.5)
L = {uf € WiT)/ pf(x) 2 0 Vx e &f}. (2.6)

On définit les cones polaires positives Qi’* (respectivement Li’*) de cone QI‘; (respectivement Li)
comme suit :

th*={u,§ew,f<r3> / fr u,‘;whdmzov@bheczi}/ 2.7)
Li’*={Hi€W£(F3) / f uiwhdrazowheki}- (28)
I3

Puisque Q° ¢ L{, on a alors LY ¢ Q. Le cone convexe QY dénote l'approximation de type
que &, < by h h I pp yp
quadratique de M, tandis que Lg’* dénote I'approximation de type linéaire de M.

2.2 Probléme discret

Dans ce paragraphe, on va utiliser tous les sous espaces des dimensions finies qu’on a construit
auparavant. On considére la formulation variationnelle discrétisée de IP,, qui sera notée par P, et
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elle est donnée par :
Probléme]P% : Trouver uy, € Vi, et Ay, € M, tels que :

a(up, vp) + b(op, Ay) = L(vy), Yo, € Vy, (2.9)
by, iy — ) <O Viap € My, (2.10)

avec M, = Qz’* ouM, = Lg’*.

On note par (uy, Ap) la solution du probleme discrétisé P, qui désigne aussi la solution appro-
chée de (u, A) solution du probléeme mixte IP,,.

2.3 Formulation en point fixe

Maintenant, grace a la projection sur un convexe fermé de My, on déduit I'existence d"une
projection notée par P,, de I'espace Wlf(Fg) sur Mj,. Définissons 'application Tj, comme suit :

Th . Wﬁ(rg,) e Mh
(2.11)
Ap = Tp(Ap) = By (Ap + rlup )
ou uy, € Vj, est un solution de :
a(uy, vp) + b(op, Ay) = L(vy) Yo, € Vy (2.12)

avec r > 0 est un paramétre d’augmentation arbitraire.

Remarque 2.1: Pour A € Wg(m) connu, l'égalité (2.12) admet solution unique u;, € V}, grace
Théoréme B.14 de Lax-Milgram ( page 94).

Proposition 2.1: Sile couple de fonctions (uy,, Aj) est une solution du Probléme discrétisé P" , alors
ona

A = By, (A + rlup]), (2.13)
c’est a dire A, = Tj,(Ap).
Démonstration. En utilisant (2.10), on a alors
2y — A, [um ) <0 Yy, € My,
Ce qui implique
2 ) 2 ’ 2
| een - /\h||Lz(r3) = 2rup = Ap, [u 1) + 7 ||[uhv]||Lz(r3) >r ||[uhv]||Lz(r3) Yy € My,

c’est a dire )
lean = o+ 1l Dl 2y = 128 = i+ 1T DIy Vi € My
D’oul’inégalité (2.13).
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La proposition 2.1, nous permet de réécrire le Probléme numérique P/, sous la formulation
suivante :
ProblémelPTF), : Trouver u;, € Vj, et A, € M, tels que :

a(up, vp) + b(vp, Ap) = L(vp) Yo, € Vy, (2.14)
Ap = By, (A + t{upy]), (2.15)

ouM, = Qg’* ouM, = Li’*.
Proposition 2.2: Soit u;, € V), et Aj, € My, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

) . . . Lt 2 ho.
(i) (up, Ap) est une solution du Probleme discrétisé P, ;

(ii) (uy, Ap) est une solution du Probléme en point fixe PIFj.

Démonstration. L'implication (i) = (ii) est evidente en tenant compte de la proposition précédente.
Pour montrer 'implication inverse, soit (1, A;) une solution du probléme (2.14)-(2.15), 'égalité
(2.14), donne

Ak = (A + 7[uhv])”iz(r3) <l = An + V[th])||iz(r3) Vup € Mp.
Comme M, est convexe, alors en choisissant pj, = Ay, + t(C, — Ay) € My, t €]0.1[ ¢ € My, on tire
P2,y < 6= A = [y, VEEIOAL YT, € My,
d’ot1 on déduit
Pl | < 2l = A" = 20K = A, L 1) + Al 1| V2 €101, VT, € M,

On obtient alors )
21(Chy = Aps [ 1) < #{|Ch = An||” VE €10.1[ VT, € M,

d’ot1 I'inégalité (2.10), lorsque t — 0.

En utilisant le fait que I'espace th (T'3) est fermé dans L2(I'3), on déduit ’existence d’une projec-
tion 71 : L*(I'3) — W{(I'3) telle que :

fr (mhy — ) uydls = 0 Vi € LA(T3) Vi € Wh(T3). (2.16)

La fonction Tli/\ désigne la projection de la fonction A sur 1'espace W’,f(I"g,).

Soient K}? et Kﬁ les deux sous ensembles de V}, définis par

K = {oy = (v], 0}) € Vy | 7l[v] < OsurTs}, (2.17)
KL= {vh = (v},v) € Vi, | o ](x) <0 Vx e g,ﬁ}. (2.18)

Définition 2.1: Soit X un cdne, on appelle cone positif de X, I'ensemble X* défini par :

X = {,Jh € Wi(T3) / fr uppdls >0 Yy, € X} (2.19)
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Lemme 2.1: Soit X est un cdne convexe fermé de WZ(Fg), alors
X' =X (2.20)

Démonstration. Pour yj, € X, on a fr3 Ypupdls =2 0 Yy, € X*. Ce qui implique que yy, € (X*),
d’ot l'inclusion X c (X*)". Reste a vérifier 'inclusion inverse ; Soit uj, ¢ X, d’apres le Théoréeme de
Hahn-Banach ( Théoréme B.3, page 90), il résulte qu’ils existent une forme linéaire Fj, et un nombre
a € R, tels que

Fa(un) < & < Fy(fn) Yy € X. (221)
En appliquant le Théoreme de représentation du Riez-Fréchet, (Théoreme B.4, page 90), alors il

existe @y, € Wg(l}) tel que :

Fn(p) = fr Dyyydls Vi, € WL (2.22)

Et, en prenant ¢, = 0 € X dans (2.21), il vient
a < 0. (2.23)

Vérifions par absurde que F;, > 0. On suppose a présent qu’il existe 1, € X tel que Fj,(1;) < 0,
puisque Y, € X VB > 0, si on remplace 1y, par ¢, dans (2.21), il vient

ﬁFh(lTDh) >q, Vﬁ > 0.

Et en faisant tendre  vers +oco, on déduit que @ < —oo ceci constitue une contradiction avec le fait
que a soit un réel. On déduit alors

Fn(n) = f OyYydl3 >0 Vyp € X
I3
C’est a dire
@y € X (2.24)

Moyennant (2.21)—(2.23), on a alors
f @hyhdl"g, <0

I3

Et, de (2.24), ona yy ¢ (X*)".
D’ot on tire (X*)* C X. Par ceci la démonstration est achevée.

On déduit que

Q) =Qf et (Li) =L (2.25)

Proposition 2.3: S’il existe une solution (uj, Aj) € V), X My, du Probleme discrétisé Ith, alors uy, est
une solution de I'inéquation variationnelle discrétisée classique suivante :

u, € Ky, aluy, vy —uy) = L(v, —uy) Yo, € K, (2.26)

ot K =K?siMy, =Q" et Ky =KLsiM,=L"
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Démonstration. Pour uj, = 0 € M, et uj, = 2A;, € M), dans (2.10), il résulte :
b(uh, /\h) =0. (227)

En utilisant (2.10), (2.16) et (2.27), il en découle

b(up, pn — Ap) = b(uy, puy) = f

v, 1dTs = f T [y 1dT3 <0 Yy, € M,
rs rs

ou encore
b(uy, pp —Ap) <0 Yu, € M.

Ce qui implique que
—1tl[up] € M, (2.28)
SiMy, = Q,” : En utilisant (2.20) et (2.28), on obtient
~mty ] € Q; (2.29)
ce qui implique que uy, € KI?. Et de (2.9), (2.27) on tire
a(uy, up) = L(uy,). (2.30)
Posons v, € KhQ et puisque A, € M, = Qi’*, on a alors

a(uy, o) — L(vy) = —b(op, Ap)

- - [ Atonlars
I3
=— f Apmet [0, )dT3 > 0 (2.31)
I3
on déduit que
a(uy, vp) > L(vy) Yoy € KO, (2.32)

Moyennant de (2.30) et (2.32), on a alors
a(uy, vy, —uy) > L(v, —uy) Yo, € KhQ
Donc uy, est une solution du Probleme discret classique (2.26) pour Kj, = Qh’*.
SiMj, = Li’* : Moyennant (2.20) et (2.28), on obtient :
—nt [up] € LY (2.33)
c’est a dire u, € Kﬁ et de (2.9), (2.27), on tire :

a(uy, up) = L(uy,). (2.34)
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Pour tout v, € KIS et puisque Ay, € M), = Li’*, on a alors
a(up, vp) — L(vp) = =b(on, Ap)
= - f Aplopy1dTs
I3
=— f Apmtt [0, )dT3 > 0 (2.35)
I3
on déduit que
a(up,vy) = L(vy) ; Yo, € K;LZ (2.36)

Moyennant de (2.34) et (2.36), on a alors

a(uy, vy —uy) > L(vy —uy) Vo, € Kﬁ

Donc uy, est une solution du Probleme discretisé classique (2.26) pour K}, = Li’*.

Remarque 2.2: Si les deux meches sont convenables (i.e :Ei = éi ), alors W; (T3) = Wi(l“g) et par
conséquent, pour tout v, = (U;l, vi) e Vyonaluy] € W; (I'3), la relation (2.26) peut s’écrire comme

suit :

a(uh, Uh) — L(Z)h) = —f Ah[l)hv]dr3 <0 Vl)h € Kh.

I's

Remarque 2.3: Comme K} est un convexe fermé non vide dans Vj, et puisque a(., .) est une forme
bilinéaire continue Vj-elliptique et L(.) est un forme linéaire continue sur V) alors l'inéquation
variationnelles (2.26) admet une unique solution u;, € Kj, (grace au Théoreme B.15 du Stampachia).

Proposition 2.4: Pour ai = Afe(ui), si uy, est une solution du Probléme discrétisé classique (2.26),

alors le couple (uy, 0y,) vérifie les hypotheses suivantes :

Divai + f(f =0 dans Q°
ui =0 sur Ff

00 _ gt ¢
o' = f, sur I

f ol 1y, ]dT3 = 0.

I3

Démonstration.

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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(2.37) : Pour tout ®¢ e D! (E D(Qf)z), on pose @ = (@, ®?) avec @3~ = 0; en substituant v, =

u, + ® € Kj, dans (2.26), on obtient

(Aleul), e(@")) = f flofaql.

En utilisant la formule de Green avec ai = Afe(ui), il découle :
~(Dival, @) , = (f§, @), Vo eD.

D’out I'hypotheses (2.37).
(2.38) : est évidente grace au fait que u;, € V.

(2.39) : Soit w! € Hf telle que w! =0 sur I"{ UI'setf{=1,2.5ionposew = (0!, w?) avec ¢ =0 et

pour v, = uy + w € Ky, de (2.26), alors on tire

(Aey), €@N), 0 = (oo @)y + (For @Dy i

En utilisant la formule de Green avec ai = A‘}e(ui), il en découle

.0 AN/ ¢ € 0t
(o', 0, ar, ~ Doy, @), ={fo, 0%, +{f o'y >H;€><Hr£
2

ou encore
14
=(fy,@

f
<Ghv w V H’ ><H e >H;€><HI,2("
2

D’out I'hypothese (2.39) ;
(2.40.a) : Soit @ = (w',w?) € Hj telle que w’ = 0 sur 1“5 U F" pour £ = 1,2 avec w} = w? = 0 et

w) = —w? sur I's. Pour v, = u;, + w € Kj,, de (2.26), on tire :
Z<Af euf), e(@)),, = Z<f0, W),
=1

En utilisant la formule de Green avec ai = Afe(ui), ona

2 2

2
(4 ARSI A _ £ 0
E (ohv V), i g - E (Divo,, w >Hf = E (fo,r @ )H,.
£=1

=1 =1
Et, de (2.37), il vient
Z(ahv o'ty g =0

on obtient ainsi

1,1
(ahv v . (ohv w'v >H’r3><Hr3'

D’out I'hypothese (2.40.a);
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(2.40.b) : Pour tout w! € H% telle que @' = 0 sur 1"% U 1"% et a)% =0, a),ll < 0 sur I3, et pour
v = up, + (0!, 0) € Ky, dans (2.26), on tire :

2

2
Y (Aleuf) e(@"),. = Y (%,
=1 =1
on obtient donc
<0}1Zv1,a)lvl)H,rlerl - (Diva}l,a)1>ﬂ1 > (fol,a)l)Hl.
Et, de (2.37) il vient
(aivl,w1v1>Hélerl >0

D’ou I'hypothese (2.40.b).
(2.41) : Pour v, = 0 € Kj, et pour v, = 2uy, € K, dans (2.26), on tire :

2 2 2
Y (A el = Y fuiy + Y [ st
=1 =1 =1 2

Moyennant ai = Age(ui) et la formule de Green, on obtient

2 2

2 2
4 4 T A4 £ L (R A
Y (6t = Y Divctyuh,y = Y (it + Y [ At
t=1 =1 "v"2

=1 =1
Et de (2.37)-(2.40) il vient
f o""[up,1dT3 = 0.

I3
C’est a dire (2.41).

Par ceci on termine la démonstration.

Nous utilisant la Proposition 2.4 pour obtenir le résultat d’éxistence et d"unicité suivant :

Théoréme 2.1: Si Mj, = Qi’* ouM, =LV =12 1le probleme P! possede une solution unique
(Llh, Ah) € Vh X Mh-
Démonstration.

Existence : Soit uy, € Kj, la solution du probleme (2.26) ( voir Remarque 2.3 ). On pose OZ = Afe(ui),

on a (2.40) et pour Ay, = -0 sur I'3, on vérifie que (uy, Ay) est une solution du probleme P

Par définition, on a

2
a(uun, ) + b(on, A) = Y| f Ale(ul).e(wh)dQ’ + f A[0p 4T3,
=1 Y af T

3

En utilisant la loi de comportement Gi = A‘)e(ui) avec Aj, = —d!, il découle :

2
a(uh,vh)+b(vh,/\h):2f ai.e(vi)dﬂg—fav[vhv]dl}
=1 Y af T

3
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En appliquant la formule de Green, on obtient

2
a(uy, vy) + b(op, Ay) = Zfohv‘) vi tart - Zf Divai.vidﬁg—fav[vhv]dl“g.
=1 =1 Y af r

3

En utilisant (2.37), (2.39) et (2.40.a), on obtient :

auy, vy) + b(op, Ay) = Z fvidQ( fo{v{ def

D’ot1 la condition (2.9).

Par définition de ’ensemble K}, on a —nz[uhv] € M;, donc
i o) ||, = f plmtli JdTs <0 Yyl € M, 4
I3

De (2.41) avec Aj, = —d”, on conclut

A, [th]>_%%r3 = —f ot lup 1dT3 = 0. (2.43)

3
Moyennant (2.42) et (2.43) , on obtient la condition (2.10).

Unicité : Soient (uy, Ay), (i, /N\h) deux solution du Probleme ]Pﬁw on a alors :
a(up, vp) + b(on, Ap) = L(vp) = a(uy, vp) + b(oy, Ap) Yo, € V.
Il vient
a(uy, — iy, vp) + boy, Ay, = Ap) =0 Vo, € V. (2.44)
En prend vy, = uy, — i, € V), d’ott par (2.44), on a
a(uy, — iy, wy, — i) + b(uy — iiy, A, — Ap) = 0. (2.45)
En utilisant (2.10), on a
by — i1, Ay = An) = = [b(utn, Ay = Aw) + (i, Ay = A)] 2 0 (2.46)
Moyennant (2.45), (2.46) et le fait que a(., .) est définie positive, on a alors :
a(up — iy, up — ) = 0
On a alors uy, — iy, = 0, c’est a dire uy, = iy,
En utilisant maintenant 1'égalité (2.44) avec uj, = i, on déduit que
by, Ap—A) =0 Vo, € V). (2.47)

Par définition de Wz(l“g), soit vi € V(QY) tel que v = A, — Ay surT3. En posant vy, = (0111, Ufl),

h —
3= = 0. Et, de (2.47), on obtient

avec ’()h

Ay = AT
I3

D’ou Ah = ;\h'



2. Etude numérique d’un probléme élastique linéaire de contact 33

2.4 Formulations matricielles

2.4.1 Formulation matricielle classique

Introduissant maintenant les notations matricielles suivantes :

n np 13

1_ 1,1 y,,.1 2 _ 2 2y, 2 _ ¢

u, = Z(”l,i’ uzri)wi, u, = Z(”l,z" uzli)wi, et A= Z Aigp;,
i=1 i=1 i—1

ol wf les fonctions de base volumique de Lagrange sur Q qui sont continues et prennent la valeur
1 au noeud i et 0 aux autres (voir figure 2.1), et (pf les fonctions de base surfacique de Lagrange sur
I's qui sont continues et prennent la valeur 1 au noeud xf € CI‘; et 0 aux autres noeuds (voir figure
2.2), ou ny, np désigne les nombres total de noeuds du maillage dans Q! 02 respectivement, et
n3 le nombre total de noeuds liés au contact. Les vecteurs (uf,i, ”g,i) et A; sont respectivement les
valeurs au noeud i des fonctions u’ = (u{, ug) et A. Avec cette construction des espaces V}, et Wg (T3)
les fonctions uy, = (u,11, uﬁ) € V), (resp Ay € Wg(l”g,)) sont caracterisées par leurs valeurs aux sommets
de la triangularisation (voir [17]).

Fig. 2.1: Fonction de base volumique du Lagrange wf. Fig. 2.2 :Fonction de base surfacique du Lagrange (pf.

On définit les matrices suivantes :

1 1 1 1 2 2 2 2
uy = (”1,1')19'91/ u, = (”2,1')1ggn11 uy = (”1,1')1ggn21 u; = (uZ,i)lsisrrz’ A= (/\i)lggn3

La condition (2.9), avec (1.38), (1.46), peut étre exprimée par la systeme :
L1t ul (A0 420 fy, sl 0swtdQl + it [ 9y 9wl |

ne 0 [5¢ ¢ 9.wldOl + at €5 atdll = [ £ wldOf ¢ olart.
+2..5 ”z,i[Az fo dyw; .8xw].dQ + i fQ[ W .8yw].dQ ] = fQ, o widQ" + frg PRGTUEY

St ul AL [ 0wl 2ywtdQl + gt [ 9wl dxatdQf| + T [(F + 208 [ 9! .9y wldQf

oy RN 00 T RPN ¢ e,
+0 fo I, .8xw].dQ ] + ZZ; Ak fl"a (pk.wjdf3 = sz fo,z'wde + frg lez.wjdfz,

j=1,.,ng5 €=1,2.
ou ff = (fgy fi) et f = (fi1, f1,)-
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La condition (2.9) peut s’écrire sous la formulation matricielle suivante :
1771 1771 — 1
Alul + Alul = F
Alul + Alul + BYA = F}
2 2 2 2 2 (2.48)
AU + AsU5 = Fy
21712 2172 2T _
AsUT + AJUS + B> A= F,
ou
(A‘]) = (A + Zyg)f O W; 8xw€dQ‘) + [ L{ 8wa.8wad(2€;
& _ 3 4 ., ~ £ 4 L.
(Az)i; =A f{ 8ywi .8xw].dQ + [l er OxW; .ayw].d() ;
(A ) = Agf 8xw 8yw€dQ€ ﬁ‘}f 8wa.8xwfd()€
Qf Qf
(A, = A" +21" f Iy’ ayw"dof + 0 f drw! axwf’dof
(B, = fr pjwin'dls;  (Fp), = f fowidQ + f fpewin'drs; k=1,2.
3
En introduisant les matrices suivantes :
Al Al . Ft ut
Al="1 "2), Bf=(0,B)emr>, F=( 1), u‘=( 1| =12
Ay Ay F, u;
Ceci nous permet de réécrire (2.48) comme suit :
1771 1TA — 1l
A2U2 + BZTA = FZ (2.49)
A“U“+B* A=F
Maintenant, la condition (2.10), peut étre expriméé par la formulation matricielle suivante :
M-ABU' + M-A)TB*U><0  YMe M, (2.50)
ot My, = {M = () € R™ | L%, il € My},
Le systeme (2.9)—(2.10) peut étre réécrit sous la forme :
ProblémelPM : Trouver U! € R?, U2 € R¥ et A € R'™ tels que:
AU +BYA = F! (2.51)
A2+ B2 A = P2 (2.52)
(M- A)TB'U + M- A)TB*U?> <0 YMe M,. (2.53)



2. Etude numérique d’un probléme élastique linéaire de contact 35

2.4.2 Formulation matricielle approché de point fixe sur les forces de contact
Lemme 2.2: Soit A € R, les deux hypotheses suivantes sont équivalentes :
(i) M—=A)TBU'+ (M- A)TB2U><0 YMe M,
(il) A =P, (A+r(BIU'+B2U?)) Vr>0

ou P, ~désigne la projection dans M,

Démonstration.
(i) = (i1) : L'inégalité (i), avec r > 0 donne
P|[B'U" + BAR| - 2r(M — AT (B U + B2U?) + M - A|* = 2B U + B2 VM e M,
on a ’ 2
IM = (A+rB'U + BU))|" 2 [|A - (A+rBU + B YMeM,
ce qui implique
A =P, (A+rB'U" +BUP))
(if) = (i) : L'égalité (ii), avec M € M;, donne
M~ (a+rB'U + BU))| 2 ||a - (A +rBU + B vr>0
on a 0y
—2r(M - A)T(B'U" + BPUP) + [M - A| >0 ¥r>0
on obtient
IM = AlIP

M- AT (BU + B2U?) - <0 V¥r>0

En passant alors a la limite r — +oco, on déduit (7).
Remarque 2.4: Lelemme 2.2 nous permet d’établir une autre formulation matricielle sous la forme::
Trouver U € R¥, U2 € R¥ et A € R'™ tels que:
AW +BUA=F!
A2U2 + BYA = P2
A =P, (A+r(BU' + B2U?)).

(2.54)

La formulation matricielle (2.54) sera facile a exploiter numériquement si I'ensemble M;" est
simple a exprimer. L’approximation de M}, la plus simple est :

13
My = {A=) Aigl | >0},
i=1
La formulation matricielle approchée pour r > 0, de (2.54) est la suivante :
Probléme]HMiZ : Trouver U! € R?4 ,U% e R?™ et A € R™ tels que:

AU +BYA =F! (2.55)
A2U2 +BY A = 2 (2.56)
Ai= (A +r(BU + BAUR)), i=1,.,ms. (2.57)
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Remarque 2.5: Les relations (2.51), (2.52) peuvent réécrire comme suit :

u' = (Al (F' - B A) 58

Grace au (2.53), (2.58) et Lemme 2.2, on obtient le probleme d’optimisation avec contraintes d"une
forme quadratique suivant :

Trouver A € M), tels que
(2.59)
OA) <OWM), VYMeM,
ou .
M) = EMTCM +DM
avec 1 T 1 T 1 1
C=BYA") (B') +B*A% (B, D=BY(A") F'+B*A% F~
Lemme 2.3: Si A est une solution de (2.59), alors
(CA+D)Y(A-M)<0 VM e M,. (2.60)

Démonstration. Soit M € M;,, comme M;, est un ensemble convexe on a alors
O(A +HM = A)) = O(tM + (1 - HA) 2 O(A) Vi €]0, 1]

ou encore
O(A + tM — 1)) - ©(A)

n >0 Vtelo, 1[.

En faisant tendre t — 0, on déduit que

ﬁ

VOA)M - A) > 0.
D’otu ( 2.60).

Remarque 2.6: Si A est une solution de (2.59) avec A € /\O/Ih, alors A est un minimun local de ©(.),

_)
c’est a dire A est un point critique de ©(.), alors VO(A) = 0, et par conséquent A est une solution
du systeme linéaire

CA = -D. (2.61)

Moyennant de (2.61) et (2.58), la formulation matricielle (2.51)- (2.53) devient

Trouver U' € R?™, U? € R et A € R™ satisfaisant

Alul — El
A2 = B2 (2.62)
CA=-D

El=F'+B'C'D, E2=F2+B*C'D
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2.4.3 Algorithme de point fixe sur les forces de contact (APFF)

On considere 1’algorithme de point fixe sur les forces de contact défini par (2.55)-(2.57) et qui
nous permet de construire des suites de (Ulfk, uzk, Ak) 150 dans R?" x R?"2 x R™ telles que

1- Initialisation: k=0
choix de AY = (A9, ... ,Ags) e (R*)®

2- Itération : k
Etant donné AF = (Alf, ,Aﬁ );
3

a)- calcul UV et UK solutions de

AUV + B AR = F!
{A2u2,k + BZTAk — FZ

b)- calcul A**! solution de :
At = (Af +r(B'UY + Bzuz'k)i)+ i=1,..n;.
3- Revenir a (2), on pose k = k + 1, jusqu’a ce que le critere d’arrét soit vérifié.

244 Simulation numérique

Pour fixer les idées, on s’intéresse dans cette section a ’algorithme de point fixe sur les forces
de contact, dans les cas suivants :

e (!, O? sont des rectangles dans le plan R?, tels que
Q'=[0,1]x[0, 1], Q*=10, 1]1x[-1, 0]
o Les Ff sont données par les segments :
IT =10, 1]x {1}, I3 =1{0,1} x [0, 1], T? = [0, 1] x {-1}, I3 ={0,1} x [-1, 0], T3 = [0, 1] x {0}
e Les forces volumiques f(f = ( f(f, ¥ f(i ,) { =12, sont définies comme suit :
fi: Q' 5> RE fi(x,y) =(0.5,-05);
fo: QP> R5 fix,y) =(05,0).
o Les forces surfaciques f; = (f;, f3,) ¢ = 1.2, sont définies comme suit :
fri T =R fy =(f o)

) _[3x102 si (xy)el}; =1{0}x[0,1]
faa&:y) ‘{ -10" s (xy)erl, ={1}x[0,1]

frol,y) =101 si (v, y) €T;.
£ oR; 2=, 1)

) ~ 5x 1072 si (x,y)eI"zl = {0} x [-1,0]
fm(x'y)‘{ -102 i (x,y)eléll:{l}x[—l,O]

fro(t,y) = =107 si (x,y) €T3
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e Les coefficients de Lamé A?, ﬂf, sont donés par :
Al =1500GP, @' = 1000GP, A? = 1000GP, i* = 800GP.

e Choisir le parametre d’augmentation arbitraire r = 10

e On s'intéresse la triangulation de Q! U Q% a 32 + 32 triangles K a sommets de la forme
ak(x,y), ak(x+h,y), af(x+h,y+h) oula forme af(x, y?, ag(x, y+ h), af(x+h, y+ h) avec le pas
de discrétisation i = 0.25, 45 noeuds associés : z;; = (ih, jh) ; i =0,1,2,3,4, j = +1,+2, 43, +4
(voir Fig. 2.2).

e En utilisant I’APFF, nous arrétons, les itérations sur j, lorsque l’erreur relative entre 1'ité-
ration j + 1 et l'itération j au sens de la norme uniforme satisfait le seuil de tolérence :

A7 = AT, <1074

r

1 1
A " o T,

T

Fig. 2.2: Triangulation des domaines Q!, Q%
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On a les solutions approchées :

L’approximation de A.

’ . . 1
L'approximation de u;.

’ . . 1
L'approximation de u;.

L’approximation de u

Fig. 2.4. Solutions approchées

ou les matrices approchées :

Ui =10"*x
0.1766
0.1720
0.1466
0.0964

-0.0747
0.1931
0.1452
0.1489
0.1565
0.1613
0.1758
0.1671
0.1513
0.1387
0.1120
0.1715
0.1566
0.1507
0.1371
0.1171
0.2160
0.1827
0.1416
0.0962
0.0416

U = 107*x
—0.1836
—0.1059
—0.0845
—0.0954
—-0.2556

0.0214
—0.0457
—-0.0421
—-0.0323

0.0314

0.0084
—0.0320
—0.0456
—0.0405

0.0104

0.0126
—-0.0444
—-0.0474
—0.0422

0.0251

0.0477
—0.0309
—0.0422
—0.0350

0.0196

uz =107*x
0.0537
0.1785
0.2217
0.2820
0.3126
0.2877
0.2313
0.2131
0.1796
0.1787
0.2653
0.2489
0.2317
0.2167
0.2175
0.2576
0.2176
0.2010
0.2078
0.2074
0.2979
0.2391
0.2245
0.1919
0.1432

2

1

’ . . 2
L'approximation de 3.

Us = 107*x
—-0.3221
—0.0780
—0.0616
—0.0856
—-0.2562

0.0113
0.0076
0.0294
—0.0064
—0.0892
—0.0033
0.0338
—0.0148
-0.0172
0.0314
—0.0120
—0.0161
—0.0009
0.0258
0.0303
-0.0334
—0.0452
—0.0006
—0.0013
—0.0380
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Introduction

Cette partie se compose de deux chapitres. Dans le premier, on s’intéresse a I'étude théorique et
numérique d’un probleme quasistatique de contact avec les conditions de compliance normale et
I’'adhésion entre deux corps piézoélectriques, pour des matériaux ayant une loi de comportement
électro-élastiques non linéaire de la forme :

o' = Ale(u) + (E') V!
D! = Ee(ul) - BVy'

t

ott u’, o', 6° et D! représente le champ des déplacements, le champs de contraintes, les potentiels
électriques et les champs des déplacements électriques, respectivement. Ce chapitre qui s’inspire
de l'article [38], contient deux sections. Dans la premieren, on considére un probleme quasistatique
avec compliance normale et ’adhésion. En se basant sur 1’analyse variationnelle nous démontrons
I'existence et 'unicité d’une solution faible. Dans la seconde section, en utilisant la méthode des
éléments finis nous décrivons la formulation du probleme discrétisé. Dans le seconde chapitre
on s’intéresse a I'étude variationnelle d’un probleme de contact entre deux corps piézoélectriques
dans un processus dynamique pour des matériaux ayant une loi de comportement électro-élasto-
viscoplastique non linéaire de la forme :

£
o = Aleit’) + G'e)+(E") Vo' + f F(0'(s) - Ale(r’(s)) - (E) Ve, e(u'(s)))ds
0
D = ' e(ul) - BVyL.

Dans ce chapitre, qui s’inspire de l’article [39], on considere un probléme de contact avec compliance
normale et 'adhésion. Pour ce probléeme le contact entre le deux corps est modélisé par I’adhésion
dont I’évolution est décrite par une équation différentielle ordinaire du premier ordre. En utilisant
la formule de Green, on propose une formulation variationnelle associée au probleme mécanique
puis nous démontrons I'existence et 1'unicité d’une solution faible.



3. ETUDE VARIATIONNELLE ET NUMERIQUE D’UN PROBLEME
ELECTRO-ELASTIQUE AVEC ADHESION.

Résumé :

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude variationnelle et numérique d"un probléme de contact
entre deux corps électro-élastiques dans un processus quasistatique. Dans la premiere section, en
se basant sur des arguments d’inéquations variationnelles dépendant du temps et la méthode de
point fixe, nous obtenons un résultat sur 1’existence et l'unicité de la solution. Tandis que dans la
deuxieéme section, en se basant sur la méthode des éléménts finis on établit la discrétisation complete
du probléme considéré. La convergence forte dans ce cas est établie sous certaines conditions de
régularité minimales.

Contenu :

1. Etude variationnelle d’'un probléme électro-élastique avec adhésion :
1.1. Position du probleme ;
1.2. Formulation variationnelle ;
1.3. Existence et Unicité de la solution;
1.4. Démonstration du Théoreme.

2. Approximation numérique d’un probléme électro-élastique avec adhésion :
2.1. La discrétisation complete ;
2.2. Formulation variationnelle approchée;

2.3. Estimation de l'erreur.
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3.1 Etude variationnelle d’un probléme électro—élastique avec adhésion.

Dans cette section, nous étudions un probléme électro-élastique en supposant que le com-
portement du matériau est modélisé par une loi constitutive électro-élastique non linéaire. Nous
supposons que le contact avec compliance normale et I’adhésion entre les deux corps. En se basant
sur des arguments d’inéquations variationnelles dépendant du temps, la méthode de point fixe
nous permet de démontrer un résultat d’existence et d"unicité d"une solution faible.

3.1.1 Position du probléme

Les deux corps considérés sont électro-élastiques, le contact est modélisé par les conditions de

compliance normale couplées avec 1'adhésion. Le modéle mécanique qu’on va considéré peut se
formuler de la maniere suivante :
Probléme P. Trouver les champs des déplacements ul : Qf x (0,T) — R4, les champs des
contraintes of : Qf x 0, T7) — 57 les potentiels électriques gof - Qf x (0,T) — R, un champ
d’adhésion g :T3x(0, T) — Retles champs des déplacements électriques D’ : Q/x (0, T) — R,
t=1,2tels que:

ol = Ale’) + EY Ve’  dans QFx(0,T), (3.1)
D! = &el) - BVop!  dans Qfx(0,T), (3.2)
Divel + f5=0 dans Qx(0,T), (3.3)
divD’—g5=0 dans Q'x(0,T), (3.4)
u'=0 sur T{x(0,7), (3.5)
ovi=f  sur TEx(0,T), (3.6)
0y =0, = 0y,

{o-v - D) 4y BRy o XOT) &7

ol =-6% =0y,
{|oi| Rl T O 9
B = (B0 RD? + v Re(w])?) — &), sur T3x(0,T), (39)
p!=0 sur T{x(0,T), (3.10)

D'v'=q5 sur T;x(0,T), (3.11)
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B(0) = Bo sur I7. (3.12)

Rappelons ici que les équations d’évolution (3.1) et (3.2) représentent la loi constitutive électro-
élastique. A’ est 'operateur de élasticité, ot1 £(u’) représente le tenseur des déformations linéarisé,
Ef(¢’) = —V¢' est le champ électrique, E’ représente le tenseur piézoélectrique du troisieme ordre,
(EY)* est son transposé et B¢ représente le tenseur de permitivite electrique. Ensuite, les équations
(3.3) et (3.4) sont les équations d’équilibre associées aux champs de contrainte et de déplacement
électrique, ot ” Div ” et ” div ” dénotent 'opérateur de divergence pour les tenseurs et les vecteurs,
respectivement. Les conditions (3.5) et (3.6) sont les conditions aux limites classiques déplacement-
traction tandis que (3.10) et (3.11) représentent les conditions électriques de frontieres. L'équation
(3.7) représente les conditions de compliance normale avec adhésion sur I's, ol1 ,, est le coefficient
d’adhésion et R, est un opérateur de troncation défini par :

L sis<-L,
Ry(s)=¢—s si —L<s<0,
0 sis>0.

ot L > 0 est la longueur caractéristique de la liaison, voir[583]. La condition (3.8) représente la
condition de contact avec adhésion sur le plan tangentiel, dans lequel p, est une fonction donnée
et R; dénote I'opérateur de troncation donné par :

R.(0) = {Ivl silo| <L,

L si|ol > L.

L’équation (3.9) décrit 1'évolution du champ d’adhésion avec les parametres physiques positifs
donnés y,, y; et ¢, et en effet, r. = max{r, 0}. Nous notons que le processus adhésif est irréversible ;
une fois que la "déliaison" se produit 'adhésion ne peut pas étre retablie, car f < 0. En outre, il est
facile de voir que si 0 < o < 1 p.p. surI3,alors0 < <1p.p surl3 pendant le processus. Enfin,
dans (3.12) on a la condition initiale dans laquelle By représente le champ initial d’adhésion.

3.1.2 Formulation variationnelle
Pour I'étude du probléeme IP. on considere sous espace fermé V¢ de Hf défini par :
vQ)={v'eH{/v'=0 pp sur T¢} (3.13)
Et on considere 'espace V défini par :
V = V(QY) x V(QP). (3.14)

L’espace V muni du produit scalaire et de la norme associée donnée par (Lemme 1.1, page 6) :

2
W,w), = ) (e('), e@),,- (3.15)
t=1

Par I'inégalité de Korn, il vient que ||.||g, et ||.|lv sont des normes équivalentes sur V et ainsi (V, ||.|lv)
est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théoreme de trace de Sobolev, il existe une constante
co > 0, dépendant uniquement de QF, Ff et I'; telle que

[0 2y < collolllvqey Yo' € V(Q). (3.16)
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De plus, pour le potentiel électrique et le champ de déplacement électrique nous utilisons les
espaces

W' = {gf e H(Q'); ¢* =0 sur T}, (3.17)
W{ = (D’ = (Df); D! € LAQ), divD’ € L*(Q")] (3.18)

respectivement. Puisque measI'{ > 0, l'inégalité de Friedrichs-Poincaré montre qu’il existe une
constante cl‘; > 0 dépendant uniquement de Q° et T telle que

IV N2y = el llenqey  Y9' € WE (3.19)

Sur I'espace W' nous considérons le produit scalaire donné par :

@4 = [ votylas

et soit ||./ly¢ la norme associée. En utilisant (3.19) on peut vérifier que [/l (qr) et ||/l sont deux
normes équivalentes sur WE. Tl en résulte que (WE, II.llyye) est un espace de Hilbert réel. Aussil’espace
’Wf est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire :

D', E') = | D'E‘dx+ | divD’ divEdx,
w
! Qf Qf
et la norme associée ||.|l4y¢. Et on considere les espaces de produit, définis par :
1

W =W!x W2, Wy = W] x W2, (3.20)

Les espaces W et ‘W, sont espaces de Hilbert réel munis des produits scalaires

2 2
@ 9w =Y (@ )we, (DB, = Y (D E)y
=1 =1

et leurs normes associées ||.||w et ||.|ly,, respectivement.

Pour 'étude du Probléme P, on considére les hypotheses suivantes :
L'opérateur d’élasticité A satisfait :

(a) A’ : Qf x 7 — 84,
(b) Il existe L4 > 0 tel que
A (x, &) = AL (x, E)II < Lgellr — &l
Vé&,& € s, pp-x€ Q.
(c) Il existe m 4 > 0 tel que
(A(x, &) — Al(x, &)) - (&1 — &) = maell&y — &7
V&, & € $1 ae xeQl
(d) L’application x — A’(x, &) est Lebesgue mesurable dans QF,
pour chaque & € §%.
(e) L’application x — A’(x, 0) € H.

(3.21)
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L'opérateur piézoélectrique E' satisfiat :

(@) & x% - RY.

(b) E(x, 1) = (el‘.}k(x)Tjk), VT = (15) € s, (3.22)
(c) efjk = efk]. eL¥(QY, 1<i,j,k<d.

L'opérateur de permittivité électrique B¢ satisfait :

(@) B : QA xR — R,
(mﬂmmzwpm)V&qmew,mquQ
(ng:b%bgewaﬂx 1<ij<d. (3.23)
(d) Il existe mge > 0 tel que B'E.E > mg|E

VE=(E) e RY, pp. xe Q.

La fonction de contact normale p, satisfait

(a)pvzl“gx]R—>]R+.

(b) Il exists L, > 0 tel que |p,(x,71) — pu(x, 12)| < Ly|r1 — 12|
V1’1,7’2 S ]R, a.e. x € 1“3.

(© (ol 71) = polx, 72))(r1 — 72) 2 0 (3.24)
Vr,rn€R, pp.xels.

(d) L'application x +— p,(x, 1) est Lebesgue mesurable sur I'3, Vr € R.

(e) pv(x,7) =0, pourtout r <0, p.p. x € I's.

La fonction de contact tangentielle p, satisfait :

(a)pT:F3><IR—>]R+.
(b) Il existe L. > 0 tel que [p-(x, d1) — p<(x, d2)| < Li|d1 — da|
le,dz S ]R, a.e. x € I’3.
(c) AM: > 0 such that |p.(x,d)| < M. Vd € R, ae. x €T3.
(d) L'applicationx — p.(x, d) est Lebesgue mesurable sur I3, ¥d € R.
(e) L'application x - p.(x,0) € L*(T’3).

(3.25)

{5

Rappelons que le tenseur transposé (E°)* est donné par (&) = (ef;f;) ou € = el‘;.j et 'égalité

suivante est satisfaite :
Elot =0t VYo,1e8, pp. x€ Q°. (3.26)

Nous supposons que les forces volumiques, la traction surfacique, et la densité des charges
électriques ont la régularité

f5e W0, T; L>(Q%Y), f5 € WY, T; LAT5H)?), 527
gh € W2(0, T; LX(Q")), g5 € WH(0, T; LA(T)).
On suppose que :

gb=0 sur T3x(0,T). (3.28)
Les coefficients d’adhesion y,, v et ¢, satisfont les conditions

Vv, Vi, € € LY([T3), Vv, V7, € 20, p.p. sur 3. (3.29)
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Finalement, le champ d’adhésion initial satisfait
BoeL¥(I3)et 0<Bo <1 p.p. x€eTls. (3.30)
Dans I’étude du probleme P on introduit I’ensemble
Z={0€L¥I3); 0<0<1 pp. sur I'3}.

Le théoréme de représentation de Riesz, entraine 'existence de f : [0,T] = Vetq:[0,T] > W
telles que :

2 2
)y = 6 -o'd St -o'da VoeV, 3.31
(f(6),0)v ;fmfom 0 x+;frzfz<t> olda Vv e (331)
2 2
,Ow = Lctdx - CHcda Ve W. 3.32
w00 =Y, [ o=} [ o vee 632)

On définit la fonctionnelle d’adhésion comme suit j,; : L*(I'3) X VXV — R par

fua B, 1,0) = fr (= 7BRu[D[0u] + pe(B)Re ([ D[oc]) da. (3.33)

En plus de la fonctionnelle (3.33), nous avons besoin de la fonctionnelle de compliance normale
jve : VXV = R donnée par

e, 0) = f po ([, [0y da. (3.34)

I's
Les conditions (3.27) entraine que les intégrales (3.31) et (3.32) sont bien définies. On note que les
conditions (3.27), (3.31) et (3.32) impliquent
feWV™(0,T;V), qeW"™(0,T;W). (3.35)

A T'aide des formules de Green on voit directement que si #, o et  sont des fonctions suffisam-
ment régulieres qui satisfont (3.3), (3.5), (3.7) et (3.8) avec (3.33), (3.34) pour tout ¢ € [0, T] on déduit
que

2
Y (@@, + jad(BE), u(t), 0) + uclu()), v) = (F(H), 0}y Yo e V,te(0,T). (3.36)
t=1
En moyennant de (3.1), (3.36), on a alors
2 2
Y (A (1), e@ Ny + Y (EY VO (1), €@ Ngee + jaa(BO), u(t), 0)
t=1 =1

Fve(u(t), v) = (_f(t), o)y YoeV,te(0,T) (3.37)

Maintenant, nous utilisons la formule de Green pour les inconnues électriques du probléme ainsi
que les conditions (3.4), (3.10), (3.11) et la définition (3.32), Il en résulte

(D, V) + (45, P)we =0, Vol e WY, (3.38)
et, compte tenu de (3.2), et par sommation sur £, nous obtenons

2 2
Y BV (B, Vo) = ) (E e 1), Ve = (1), )w YpeW,te O,T).  (339)
=1 =1

De (3.37) et (3.39), nous obtenons la formulation variationnelle du probléme électro-élastique P.
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Probléme PV. Trouver les champs des déplacements u = (', u?) : [0,T] = V, les potentiels
électriques ¢ = (gol, (pz) : [0, T] = W, un champ d’adhésion g :[0,T] — L*(I3) tels que:

2 2
Y (A 1), c@ e + Y (EY VP B, e Nre + jaa BB, u(t), )
=1 =1

+jve(u(t), v) = (f(t),v)v YoeV,te(0,1), (3.40)
2 2
Y BV (), Vo) = ) (E e 1), Vo = (1), hw YpeW,te (0,T),  (341)
=1 =1
B(t) = ~(BO(rv(Ro ([ (OD) + yeRe(me(OD)?) = &) ace. (0, T), (3.42)
B(0) = Bo- (3.43)

Remarque 3.1: Onnote que, dans le probleme variationnel PV nous n’avons pas besoin d'imposer
explicitement la restriction 0 < < 1. De I'équation (3.42) et (3.43) on obtient que B(x,t) < Bo(x)
et c’est pourquoi I'hypothese (3.30) montre que B(x,t) < 1 pour t > 0, p.p. x € I's. D’autre part, si
B(x, to) = 0 a I'instant ¢y, alors il s’ensuit de (3.42) et (3.43) que B(x, tp) = 0 pour tout t > t; et ainsi
B(x,to) = 0 pour tout t > ty, p.p. x € I's. Nous concluons que 0 < f(x,t) < 1 pour tout ¢t € [0, T], p.p.
x €I;.

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant les fonction-
nelles j,; et j,c qui seront utilisées dans les sections suivantes. Ci-dessous dans cette section f3, f1, 52
dénotent les éléments de L2(T'3) tel que 0 < B,B1,p2 < 1 p.p. x € I'3, ug, up et v représentent des
éléments de V et C > 0 est une constante positive générique qui peut dépendre de QF, T3, py, p-,
Vv, vz et L, dont sa valeur peut changer d"un endroit a I’autre. Pour la raison de simplicité, nous
supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur x € Q! U Q? U T5.

D’abord, nous faisons remarquer que les fonctionnelles j,; et j,, sont linéaires par rapport au
dernier argument et donc

jud(,B/ u, —'U) = _jad(,Bl u, 'U),

3.44
Jve(u, =v) = —=jyc(u,v). ( )

Ensuite, en utilisant (3.33), les propriétés des opérateurs R, et R; et les hypotheése (3.24) et (3.25)
des fonctions p., nous déduisons que

Jad(B1, w1, 42 — u1) + jog(Bo, vz, 1 —u2) < C | |B1 — Ballug — uslda,
I3

D’apres le théoréme de trace et quelques manipulations algébriques, nous obtenons

Jad(B1, 11, 2 — 1) + jaa(B2, 2, w1 — 1) < ClB1 — alra(ry)lun — uzlv. (3.45)

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs R,, R, et p; montrent
que:

ljaa (B, 11, 0) = jaa(B, 2, 0)| < Cllur — uzllvllollv. (3.46)
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En choisissant 1 = f2 =  dans (3.45), nous trouvons :

Jad(B1, w1, u2 — uq) + jaa(B2, uz, u1 —uz) < 0. (3.47)
Aussi, nous prenons #; = v et up = 0 dans (3.47) pour obtenir
jad(ﬁ/ (% 7]) Z O (348)

Maintenant, nous utilisons (3.34) pour voir que

|jvc(ulrv) + jvc(uZI Z))| < \fr |Pv([ulv]) - Pv([MZV])”[UV]lda/

ensuite (3.24.b) impliquent

jve(u1,0) + juc(t2,0)| < Cliuy — uzllvllolly- (3.49)

Nous utilisons encore une fois (3.34), pour obtenir

jvc(ulz u; — ul) + jvc(uZI u; — uZ) = _‘fI" (pv([ulv]) - Pv([ub]))([“lv] - [u2v])da/

et alors, (3.24)(c) implique
Jre(uy, uy — wy) + jue(uz, uy — u2) < 0. (3.50)
Aussi, nous prenons #; = v et up = 0 dans I'inégalité (3.24)(b) et (3.50) pour obtenir
Jve(v,0) 2 0. (3.51)

Nous énongons maintenant notre résultat principal concernant 'unique solvabilité du Probleme
PV dont la démonstration sera détaillée dans la section suivante :

3.1.3 Résultats d’existence et d’unicité

Notre intéret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d"unicité pour
le probléme variationnel P

Théoreme 3.1: Sous les hypotheses (3.22)—(3.30). Le probléme variationnel PV admet une solution
unique {u, @, B} ayant la régularité suivante :

ue Wv2(0,T; V), (3.52)
p € WH(0,T; W), (3.53)
B € WH(0, T; L(T3)). (3.54)

Un "quintuple" de fonction {u, ¢, 8, 0, D} qui satisfait (3.1), (3.2), (3.40)—(3.43) est appelé solution
faible du Probleme P. Nous concluons par le Théoreme 3.1 que, sous les hypotheses (3.21)—(3.30), le
probleme P. posséde une solution unique faible qui satisfait (3.52)—(3.54). Pour préciser la régularité
de la solution faible, nous notons que les relations constitutives (3.1) et (3.2), les hypotheses (3.21)—
(3.30) et les régularités (3.52)—(3.54), montrent que ¢ € W->(0, T; H?), D! € Wh(0, T; Wb; il
s’ensuit maintenant des régularités (3.27), (3.31) et (3.32) que Div ol(t)+ fg(t) =0, div D(t) - qg(t) =
0, Vte€[0,T], qui montre que :

o€ W0, T; H,), (3.55)
D € WY(0, T; W»). (3.56)

Nous concluons que la solution faible {u, ¢, , 6, D} du probléeme piézoélectrique de contact avec
adhésion P possede la régularité (3.52)—(3.56).
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3.1.4 Démonstration du Théoréme 3.1

La démonstration du Théoreme 3.1 sera effectuée en plusieurs étapes. A cet effet, nous assumons
dans la suite que (3.21)—(3.30) sont satisfaites ; ci-apres, C est une constante positive générique qui

eut dépendre de QF, T, T3, v, 92, Vv, V<, L et T, dont la valeur peut changer d’un endroit a ’autre.
p P 1 PviPo Vvr ¥V p g

Pour la simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions
surx € Q' UQ?UTs;.

Soit © I'ensemble fermé de 1’espace C(0, T; L%(I'3)) défini par
© = {0 € C(0,T;L*(T3)); O(t) € Z VYt €[0,T],000) = fo}- (3.57)

et soit f € © donné.
Dans la premiére étape, nous considérons le probléme intermédiaire suivant :

Problem P;;V . Trouver les champs des déplacements ug : [0, T] — V, et les potentiels électriques
¢p : [0, T] > W tels que :

2

2
Y (A e, e@ Ny + Y (EY VR, €@ Ngqe + fua BE), 1p(8), 0)
=1

=1
+jve(ug(t),v) = (f(t),v)v VYoeV,tel(,T], (3.58)

2 2
Y (BVLt), Vo = Y (E el(1), Vo = (a(t), o Vo € W, € [0, T]. (3.59)
=1 t=1

Pour étudier le probléme variationnel P, nous considérons l'espace produit X = V X W muni du
produit scalaire

X x=wo)v+(@dw Vx=we), y=(@¢) €X (3.60)

et la norme associée |.|x. Pour t € [0, T], nous définissons I'opérateur A; : X — X et1’élément F € X
par les égalités :

2 2
(A, y)x = ) (A ), @) Vg + Y _(BVO' 0,V )y
=1 =1
2 2
+ Z((&f)*v(p" (1), e(@")gye — 2(8" el (1), Vo©)pe
(=1 =1
+7ad(Bt), u,0) + juc(w,v)  Vx=(u,@),y=(v,0) €X, (3.61)
F=(fq€X (3.62)

Commencons par prouver le résultat d’équivalence suivant :

Lemme 3.1: Le couple (ug, ¢g) : [0, T] = V X W est une solution du probleme Pg’ si et seulement si

(Axs, y)x = (E(t), x Yy eX, te[0,T]. (3.63)
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Démonstration. Soit xg = (ug, ) € X une solution du Probleme Pg’ et soit y = (v,¢) € X, par
sommation les deux égalités (3.58), (3.59) et utilisons (3.60)—(3.62) pour trouver (3.63).

Réciproquement, nous supposons xz = (ug, @) € X une solution de I'égalité (3.63) et soit t € [0, T].
Nous prenons y = (v,0) € X dans (3.63) ot v est un élément arbitraire de V et on obtient (3.58).
Alors nous prenons y = (0, ¢) dans (3.63), ot ¢ est un élément arbitraire de W, on obtient ainsi (3.59).

Nous utilisant le Lemme 3.1 pour obtenir le résultat d’éxistence et d"unicité suivant :

Lemme 3.2: Le probleme P;;V admet une solution unique (ug, @g) qui satisfait

(uﬁ, (pﬁ) € C(O, T; V) x C(0, T; W).

Démonstration. Soit ¢ € [0; T], nous utilisons (3.15), (3.19), (3.21)-(3.23), (3.46), (3.48), (3.49) et (3.51)
de voir que A; est fortement monotone et de Lipschitz dans X, par des résultats standards des
inéquations variationnelles elliptiques, on conclut qu’il existe un élément unique (u4(t), pp(t)) € X
qui satisfait (3.58)-(3.59).

Pour t1,t; € [0,T], et notons par ug(t;) = u;, f(t;) = i, ppti) = @i, f(t:) = fi,q(t)) = qi et xp(t;) =
(up(ti), pp(ti)) = xi, 1 = 1,2, en utilisant des arguments basés sur (3.58) et (3.59) nous trouvons

2 2
D (A el = uh), el —ul)yee + Y (EV V@S = b, el — u))pe
=1 =1

= (f; = fo, 1 —u2)v + juc(u1, uo — u1) + jue(uz, uy — u2)

+jad(Br, w1, w2 — 1) + jaa(B2, w2, w1 — u2), (3.64)
2 2
Y BV - 09, V(g — P = ) (E el — ), V(@ — ph))ir
(=1 =1
= (1 — 92,91 — P2)w, (3.65)

et, en utilisant les hypotheses (3.21)—(3.23) des opérateurs A¢, B’ et &, les propriétés (3.45), (3.49)
des fonctionnelles j,4, j,c, nous trouvons les inégalités suivante

llur — uallv < C(If = follv + 91 — q2llw + 1181 = Balli2ry))s (3.66)
llpr — @allw < Cllluy — uzllv + llg1 — gallw)- (3.67)

Rappelons que f € WY*(0,T;V), g € WY>(0,T; W) et B € ©. Il s’ensuit maintenant, d’apres
(3.66) que l'application t +— ug(t) appertient a C(0, T; V). Notons aussi que g € WL, T; W) et
ug € C(0,T; V), nous concluons de (3.67), que ¢pp € C(O, T; W).

Dans la deuxieme étape nous utilisons le champ de déplacement ug obtenu dans le Lemme 3.2,
nous considérons le probleme suivant :

Probléme Ql;V. Trouver un champ d’adhesion 6 : [0, T] — L*(I'5) tel que :

05(t) = ~(0p()(yy Ru (s (OD) + v Re(luge (D)) = &), p-p- £ € (0, T), (3.68)
05(0) = fo. (3.69)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.
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Lemme 3.3: Il existe une solution unique du probléme Q;V et cela satisfait

0p € W(0,T;L=(I3) N Z).

Démonstration. Considérons la fonction de trace Fg : [0, T] X L*(I'3) — L*(I'3) définie par

Fy(t, 0) = ~(0(y» Ro(lugy (OD) + y2Re(lmge (D)) = €a) (3.70)

pourt € [0,T] et O € L*(I'3). D’apres les propriétés des opérateurs de troncation R, et R il résulte
que Fg est Lipschitz continue par rapport au deuxiéme argument, et cela uniformément dans le
temps. Dailleurs, pour n'importe quel 6 € L*(I'3), la trace t — Fg(t, 0) appartient a L>(0, T; L*(T’3)).
Ainsi, en utilisant le Théoreme du Cauchy-Lipschitz ( voir, ,[83, p.48]), nous constatons qu'il existe
une fonction unique 64 € WL*(0, T; L°(I'3)) solution du Probleme Q;/' Aussi, d’apres les arguments

utilisés dans la Remarque 3.1 nous déduisons que 0 < 64(t) < 1 pour tout t € [0, T], p.p. sur I's. Par
conséquent, a partir de la définition de ’ensemble Z, nous montrons que 04(t) € Z, ce qui donne
la preuve du lemme.

Il decoule de Lemme 3.3 que pour tout € © la solution 63 du Probleme Q/?/ appartient a ©,
voir (3.57). Nous considérons maintenant 'opérateur A : ® — © defini par
A =6, (3.71)
et nous prouvons qu’il admet un point fixe unique.

Lemme 3.4: Il existe un élément unique * € © tel que A" = f".

Démonstration. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m ieme de
I'opérateur A, notée A™, est une contraction dans ©. Soient 81 et > deux fonctions dans © et notons
par ug, = u;, et O, = 0; les fonctions obtenues dans les Lemmes 3.2 et 3.3, respectivement, pour
B =pii=1,2 Soit t € [0, T]. On utilise (3.58) et (3.59) et des arguments similaires a ceux utilisés
dans la preuve de (3.66) pour déduire que

llu1 (t) — w2(B)llv < ClIB1(E) = B2(B)llz2(rs) (3.72)

ce qui implique

t t
f ll1(s) — u2(s)llvds < Cf l1B1(s) — B2(s)llr2(r;)ds. (3.73)
0 0

D’autre part d’apres, le probléme de Cauchy (3.68)—(3.69), on trouve

+

t
6:(t)=Po— fo (6:9)(v Ry ([t (&) + Yo (Re([1ix(5)D)?) - £0)dls (3.74)
et puis
t
[CROREG] Fete f()ll@ﬂs)((&([ulv(sn)f— 02(5)((Ry (T2 ()DL, 85

t
+C fo 61 6)((Re([m1(6)D)? = O2(5)(Re (12 YD) 2, B
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Utilisant la définition de R, et R; et en écrivant 61 = 61 — 6, + 6, nous obtenons

t t
H&@—%@mwﬁﬁqthW%ﬁNme%+ﬁHm@—m@mmwﬁ) (3.75)

Maintenant, d’apres 1'inégalité de Gronwall, il s’ensuit que

t
161(£) = 2(1)ll2ry) < C f l1£1(5) = 2(5) |2 - (3.76)
0

En utilisant (3.71) et de I'estimation (3.76), ainsi que (3.16), on obtient

t
IM&M—MMMMWSCLHW@—MQW%. (3.77)

Combinant maintenant (3.73) et (3.77), on voit que

t
IAB1(E) = AB2(Dll2(ry) < Cfo 1B1(s) — B2(S)ll12(rs)ds- (3.78)
Réitérant cette inégalité m fois conduit a
cmTm
IA"B1 = A"Ballco, T2y < _ 181 — Ballco,T:2(05))- (3.79)
crTm
Comme limy,— 40 = 0, cela implique pour m assez grand, que 1'opérateur A : © — © est

une contraction sur C(O, T; L%(T'3)). Il existe donc un unique * € O tel que A" = " et " est aussi
I'unique point fixe de A.

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théoréme 3.1.
Démonstration du Théoréeme 3.1.

Existence. Soit f* € © le point fixe de A et soit (#*, ¢*) une solution du probléme Pg’ pour 5 = f7,

ie u' =ug, " = @p. En utilisant des arguments similaires a ceux de la démonstration du (3.66) on
obtient

' (t1) = w* (E)llv < C(llg(t1) - g(t2)llw
(3.80)
+If(t) = fE)llv + 1B (1) = B Elliery)) Yh k2 €10, T]

et

llp*(t2) = " (E)llw < C(llu" (1) — " ()llv + llg(t) — g(t)llw), Y, b2 €0, T (3.81)

Comme * = 6+, nous concluons par (3.58), (3.59), (3.68) et (3.69) que (u*, ¢*, ") est une solution
du probleme PV, par ailleurs, f* € WL>(0, T; L*(I'3)). Il découle maintenant de régularité (3.35), et
des estimations (3.80)—(3.81) il s’ensuit que u* € W-*(0, T; V) et ¢* € W-*(0, T; W). Ce qui montre
que les fonctions (1", ¢*, ) ont la régularité exprimée dans (3.52)—(3.54).
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Unicité. C’est une conséquence de 'unicité du point fixe de I'opérateur A donné par (3.71).
En effet, soit (1, ¢, f) une solution du probleme | qui satisfait (3.52)—(3.54). Il s’ensuit de (3.40)

et (3.41) que (u, ) est une solution du probleme P;V. Et par Lemme 3.2 ce probleme admet une

solution unique (ug, ¢g). On obtient
u=ug et ¢=q;s. (3.82)

On remplace u par ug dans (3.42) et on utilise la condition initiale (3.43) pour voir que 8 est une
solution du probleme Q(ﬁv. Comme d’apres le Lemme 3.3 ce dernier probléme possede une solution
unique 6g, nous trouvons

8= 0. (3.83)

Maintenant, on utilise (3.71) et (3.83) pour voir que Af = f3, i.e.  est un point fixe de 'opérateur A.
En utilisant le Lemme 3.4 on déduit que

B=p. (3.84)

L'unicité du Théoréme est maintenant une conséquence de (3.82), (3.83) et (3.84).

3.2 Approximation numérique d’un probléme électro-élastique avec adhésion.

Dans notre étude on considére I"approximation numérique d’un probleme quasistatiques de
contact avec compliance normale et adhésion entre deux corps electro—élastique. Nous utilisons une
méthode d’approximation variationnelle. Dans cette section on va présenter le probléeme approché,
ensuite donner et estimer l'erreur de la discrétisation complete du probléme approché et puis
on donne un résultat de convergence pour le schéma numérique. Le schéma de discrétisation
compléte est analysé a 1’aide de la méthode des éléments finis. En fait cette méthode est utilisée
pour discrétiser ’espace et le temps. La convergence forte dans ce cas est établie sous une régularité
minimale de la solution.

3.2.1 La discrétisation compléte

Nous introduisons maintenant une approximation complete du probleme variationnel PV par
la méthode des élément finis et nous donnons une estimation d’erreur de ce probléeme. La discré-
tisation du probléme (4.45)—(4.50) est donnée comme suit. Pour chaque paramétre /i, > 0, distiné
a tendre vers 0, on associe la triangulation 7';5 de Qf en triangles de taille maximale . Ensuite, les
dérivations de temps sont discrétisent par l'utilisation d"une partition uniforme de [0, T], notée par
0=ty <t <--- <ty =T Soit k un pas de temps, k = T/N, et pour une fonction continue f(t)
soit f, = f(t,). Finalement, pour une suite {wj, }2’:0, nous notons par éw, = (v, — w,-1)/k la diffé-
rence finie. Dans cette section, aucune addition n’est assumée sur un indice répété, et c dénote une
constante positive qui dépend des données du probléme, mais independante des parametres de
discrétisation & et k. Nous considérons une position générale des espaces arbitraires de dimension
finie V! ¢ V, W" ¢ W et B c L*(I'3), pour approcher les espaces V, W et L*(I'3), respectivement.

3.2.2 Formulation variationnelle approchée

La discrétisation compléte du probleme PV est basée sur un schéma progressif d’Euler et elle
est donnée sous la forme suivante :
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Probléme PV'*.  Trouver une discrétisation du champ des déplacements u'* = ("™ u hk)}

V", une discrétisation du potentiel électrique ¢"* = {(¢y Tk Ik )}N:1 C W et une discrétisation du

champ d’adhésion g™ = { hk}N_ c B tels que ﬁhk = 50 etpourtoutn=1,..,N

Z(ﬂfg(ut’hk g(vfh))q{[+z( ENVOL &)y

(3.85)
+ (B, ul®, o) + joe i, ") = (F, Oy VO e VI,
2 2
Z(gfv(pf;h", quffh)Hg—Z(a‘ @™, Vo = (g, ¢ Y € W, (3.86)
=1 =1
0B = ~(Bi (v Ru (1), D) + yeRe(ls_y) DY) = €4),, (3.87)

et ﬁg approche la condition initiale fp. Nous remarquons que la discrétisation complete du Probleme
PV peut étre vue comme un systéme d’une inéquation variationnelle, d"une équation variation-
nelle et d'une équation différentielle. Utilisant des résultats classiques des problemes variationnels
non linéaire (voir [54] ), nous obtenons que le Probleme PV/* admet une solution unique dans

Vi x Wh x B!

3.2.3 L’estimation d’erreur du probléme approché
Notre intéret dans cette section est de trouver 1’estimation d’erreur ||u,, — uﬁk llv, llon — (pﬁk [lw et
1Br — ﬁﬁk |l (r;)- Nous avons le résultat d’estimation d’erreur suivant :

Lemme 3.5: Sous les hypotheses (3.22)~(3.30). Soit {u, @, B} et {u!*, p*, ¥} les solutions des Pro-
bléemes PV et PV, respectivement. Alors, on a l'estimation d’erreur suivante :

h _ h N h h _ h N h
pour tout, v" = {]}]1CV et " = ]]1CW
k2 2
max {luy — 1, +lhpn = @I, + B0~ B2 e, |
h2 hy2
12’}13;](\]”un —oylly + fmax llpn — Pl
<c| +11o - bl + Zkllﬁ] 11 (3.88)
+k (||u||H2(0,T;V) + ||(P||H2(0,T;W) + ||5||H2(0,T;L2(F3)))'

Démonstration. D’abord, on commence par 1'obtention de I'estimation d’erreur pour le potentiel
électrique. On prend (3.43) en temps t = t, for ¢ = ¢ € W et on la soustrayant de (3.86), il s’ensuit
que:

2 2
Y (B9, Vo), = Y (E el - u™®), Vo), =0 V¢ e W
=1 =1
Donc, nous avons
2 2
Y (BV@h - 0, Vph = 0i™), = Y (E el = ™), Vol - 01) .
=1 =1
2 2
=Y (BV(@h - o), V(g = ™), = Y (8 et - ui™), V(ph - ™), " e W
=1 =1
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Nous combinons maintenant (3.22.b) et (3.23), on voit que
llow = @212y < c(lln — wl¥llvllgn — @2 llw + It — ¥ llvlin = ¢"llw
+Hlpn = @ lwllon = @"llw) Vo' € W
Nous appliquons 1'inégalité élémentaire suivante :
a.b < aa® + ﬁbz, a,b,aeR,a>0. (3.89)
Alors, nous trouvons
lpn = @I, < c(lln — w18 + llpn — @"IE;) Vo € W (3.90)

Puis, nous présentons 1'estimation d’erreur pour le champ des déplacements. Nous récrivons
I'équation variationnelle (3.40) en temps t = t, pour v = u, — u'¥ € V pour obtenir

Yt (A ey, ey = "+ i 1«af)*qun, el = 1"y 391)
+]ad(ﬁn; Uy, Uy — u )) + ]vc(unz Uy — u fn/ Uy — hk)V-
Ensuite, apres quelques manipulations algébriques, on aura
2
DA ™), ety — )y + Z(( &YV, eluy — e
(=
~Jaa (Bt 1 = ”‘) el 0, = 1)
2
< Y (A, e - u))ge +Z< EY VO™, e - ul)ye
=1 =1
+]ad(ﬁn Ll — )+ ]Vc(un S, —ul®), Vol e VI (3.92)
Nous additionnons (3.91) et (3.92) nous obtenons
2
Y (A e (™), el - ul? g + Z« —&) Ve, el — u™ g
=1
= Joa (B’ ' = 1) = ]vc(u — )
2
< Z (ALe@l™), e@ = ub)) gy + Z( &YV, e — ul)) g
=1
+ad (B, 0" — ) + el 0" = ) + (f,, —0" + ulF)y, Vo' e VI, (3.93)
Moyennant (3.91)—(3.93), on a alors
2
Y (Ae(ul—u™), el = g + jua (B — B, 00 — 1, 1, — )
=1

2
+ Y (EYVPY) = ™), e = ulNgqe + oty — i, w, — )
=1

Nl

< mee(uf;h"),e(v” )pe + Z( E)Y Vo™, e@"" = up)ge
=1

+]ud(ﬁ vh —u,) + ]VC(un ,vh - Uuy) (fn,v - qu)V Vo' e VI (3.94)
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Donc, nous avons
Lk £ hk . ik hk
Z(ﬂgf(uz —u, )r E(ui —Uu, ))‘Hf + ]ad(ﬁn - ﬁk, Uy — U, Uy — Uy, )

2
+ Y (€Y V(@h = ™), el = N + fuclu = w0,y — )

< Y (A —ul), @ — ul)pie + jua(Bo = B 1 =, 0" = 1))
+ Z«S‘B Vg™ = b), 0" = ul))gpqe + oWl = wn, 0" — )

+Z(uﬂ/ (Pi’l/ ,Bi’l/ vh - un) Vvh S Vh,

ol Z est le résiduel défini par

Z(un/ Dn, ﬁn/ un) Z(ﬂg 6(71 uf;))q.(f + ]'vc(un, Z)h - un)

2
+ Y (E Vel €@ = u))gre + jua(Br 0" = ) = (F,, 0" = wi)v
=1

D’apres les propriétés (3.45)—(3.50), nous avons

{ Jad B = Byt — w0, — ) < el — wi I NBn = B2y,

Joe(un — ¥,y — ul) < clluy, — ul¥|2
et
{ jad(Bn — P, wy — w0, — ul®) < clluy, — wFllvIl0" — wM 1By — BENl2rs),
Joe(ttn — uﬁ", v — u%) < clluy — My llo" — ully.

(3.95)

Utilisant I'inégalité (3.95) et les propriétés (3.21) et (3.89), apres des calculs simples, il s’ensuit que

k2 2 h 2
ot — 1 < o(llpn = QIR + 116 = BEFIZ, ) + 10" = el

+Z(un/(Pn/ﬁlfl/v _un)) V'v EVh.

Finalement, on fait I'estimation d’erreur pour le champ d’adhésion, on a

6,371 = (,Bn - ﬁn—l)/k
Rappelons que

== Y k(B (7Rl D + yeRelag1ye)P) = )
j=1
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en soustrayant (3.87), on obtient

n
1B —BH 1y <180 = By + ) KBt = B3I ) (3.96)
j=1

fo (B R OD + 72 Rl OD)?) - &), ds

= 3 k(B (R Latap D + 72 Rellargaye))?) - &) -
j=1

Alors, combinant (3.90), (3.95) et (3.96), nous trouvons

hk”2

hk2 h 2
st = w15, + llow — @Iy + 1Bn — B LZ(F < [lvy — ually

Flpn = 1+ 1o~ B3+ Y K11 — 5,1+
j=1

+Z(un/ (o ﬁn/ vh - un)- (3.97)

D’apres le Théoréme 3.1, nous avons u € H2(0, T; V) et de plus, on peut trouver simplement

dy, <k (||u||H2(0,T;V) + ||:3||H2(0,T;L2(T3)))‘

En appliquant une version de l'inégalité de Gronwall (voir [83]) pour plus de détails, alors nous
obtenons (3.88).

Soit les espaces de dimension finie Vi(QF), W,(QF) et Bi composés de fonctions continues et
affines par morceaux; qui sont alors définis par

VﬂQQ::&ﬁe[C@?ﬂ%zﬁhé[PﬁKﬂﬂVKE?f;%h{EOL
Wi(Q) = |} € CQY); fl, € P1(K), YK e T vl =0},
B, = {B1 € CWT2); Buleae € Prllxt, 2l D), Vi= 0, N= 1},

ot P1(K) désignel’ensemble des polyndmes de degré total inférieur ou égal a 1 sur K. Et on consideére
les espaces de produit, définis par :

Vi =V, QY x Vy(Q3), W= W, Q') x Wy(Q?),

1 ) ) (3.98)
HP = HP(QY) x HP(Q?), B" =B, t=T1or2.
Supposons que la condition initiale discrétisée ,83 est obtenue par
B = it Bo (3.99)

ou ii est I'operateur d’interpolation du Lagrange sur I's associé aux segments 7";) (voir [17]). Alors,
nous avons le théoreme suivant qui donne la convergence linéaire de ’algorithme sous les condi-
tions de la régularité.
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Théoréme 3.2: Sous les hypotheses (3.22)—(3.30). Soit {u, ¢, B} et {u'*, I, ¥} les solutions des
problémes PV et PV respectivement, et soit la discrétisation de la condition aux limites donnée
par (3.99). Sous les régularités suivantes :

u € C0, T;[H*M), ¢ € C(0, T; H2*™M), B € C1(0, T; H*(T3)),

oi1 0 < 1 < 3. De plus il existe une constante positive C > 0, independente des parametres de
discrétisation & et k, telle que

1
max {llun =1y +lkpn = 93 llw + 1w = Bz} < T +K). (3.100)

Démonstration. Nous avons les propriétés suivantes des espaces des éléments finis V" et W' (voir

[17] ou [44]),

. h 1
max inf |lu, — o}lv < ch2™||u
1Snst§§evh” n = allv | ”C(O,T;[H%*”]d)’

. h l+
max inf - < ch2™ .
ma, nf o= ol < gl g

De plus, d’apres la définition de 1’opérateur d’interpolation d’éléments finis i{, nous trouvons ( [17]

ou [44])

1Bo = Blllizqes) < chE MBI (3.101)

1
CY(0,T;H2*"(T3))

en combinant les derniéres estimations, (3.88) et (3.96), on déduit (3.100).



4. ETUDE VARIATIONNELLE D’UN PROBLEME
ELECTRO-ELASTO-VISCOPLASTIQUE AVEC ADHESION.

Résumé :

Dans ce chapitre, nous considérons un modele mathématique dans un processus dynamique
d’un probléme de contact avec compliance normale et adhésion entre deux corps électro-élasto-
viscoplastiques, ott les inconnues dans ce cas, sont les champs des déplacements u, les champs
des contraintes ¢¢, les potentiels électriques ¢!, un champ d’adhésion 3 et les champs des déplace-
ments électriques D' avec la loi de comportement électro-élasto-viscoplastique non linéaire. Pour
ce probleme le contact est modélisé par 'adhésion dont I’évolution est décrite par une équation dif-
térentielle ordinaire du premier ordre. En utilisant la formule de Green, on propose une formulation
variationnelle au probléme mécanique puis nous présentons un résultat d’existence et d"unicité
de la solution. Les démonstrations sont basées sur des arguments d’inéquations variationnelles
dépendant du temps du type parabolique, ainsi la théorie des équations d’évolutions du premier
ordre avec des opérateurs non linéaires, et de point fixe. L’analyse de ce probleme a fait I'objet de
la publication [39].

Contenu :
1. Formulation du probléme;
2. Formulation variationnelle;
3. Résultats d’existence et d"unicité;

4. Démonstration du Théoréme 4.1.
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4.1 Formulation du probléme

Les deux corps sont supposés électro-élasto-viscoplastiques, le contact est modélisé par les
conditions de compliance normale couplées avec 'adhésion. Sous ces considérations, le modele
mécanique que 'on étudie peut se formuler de la maniere suivante :

Probléme P. Pour ¢ = 1, 2, trouver les champs des déplacements ul : Qf x 0,7) — RY, les champs
des contraintes ¢ : Qf x (0, T) — $¢, les potentiels électriques ¢’ : Qf X (0,T) — R, un champ
d’adhésion B :T3x(0, T) — R etles champs des déplacements électriques D’ : Q/x (0, T) — RY,
tels que :

of = Ale(itl) + Ge()+(E) Vol+

| (ot - et ) -V, ) O PO &y
D' =&cl) - B Vo'  dans Q% (0,T), (4.2)
plii =Dive +f5  dans Q'x(0,7), (4.3)
divD'-gi=0 dans Qfx(0,7), (4.4)
u'=0 sur T{x(0,T), (4.5)
o'vi=f5  sur TIx(0,7), (4.6)

gy = 0, = 0y,
{av=—pv<[uvl>+yvﬁ2Rv<[uvl> ur Bax D 7
(o oy s TxoD 8
B = ~(BOn R D) +ye Re(wcDP) =), sur T3 x (0, ), (4.9)
‘=0 sur Tix(0,T), (4.10)
D'y =qf sur Tix(0,T), (4.11)
u'0)=ul, u’(0)=0v) sur QF (4.12)

B(0) = Bo sur TI3. (4.13)
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Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les égalités et les conditions aux
limites (4.1)—(4.13) et renvoyons a [76, 81] pour plus de détails sur les conditions (4.7)—(4.9) qui
décrivent le contact sans frottement avec adhésion.

Les équations (4.1) et (4.2) représentent la loi constitutive électro-élasto-viscoplastique dans
laquelle ¢(u’) représente le tenseur linéarisé de contrainte, E(¢p’) = —V¢! est le champ électrique,
Al et G sont respectivement les opérateurs de viscosité et d’élasticité non linéaire, respectivement,
F ' représente le tenseur de viscoplasticité, & représente le tenseur piézoélectrique du troisieme
ordre, (E')* est son transposé et B¢ représente le tenseur de permittivité électrique. Ensuite, les
équations (4.3) et (4.4) sont les équations de mouvement pour le champ de contrainte et les équa-
tions d’équilibre pour le champ de déplacement électrique, respectivement. Les conditions (4.5) et
(4.6) sont les conditions aux limites classiques de déplacement-traction tandis que (4.10) et (4.11)
représentent les conditions aux limites pour les variables électriques. L'équation (4.7) représente la
condition de compliance normale avec adhésion sur la surface de contact I's, dans laquelle y, est
le coefficient d’adhésion et R, est un opérateur de troncation défini par :

L sis<-L,
Ry(s)=9-s si —L<s<0,
0 sis>0,

ou L > 0 est la longueur caractéristique de la liaison, voir [13, 76]. La condition (4.8) représente la
condition de contact avec adhésion sur le plan tangentiel, dans lequel p; est une fonction donnée
et R; I'opérateur de troncation donné par :

R.(v) v if [o| <L,
)=
‘ LZ iflo|> L.

0]

L’équation (4.9) décrit ’évolution du champ d’adhésion avec les parametres physiques positifs
donnés y,, y; et ¢, et en effet, r. = max{r, 0}. Nous notons que le processus adhésif est irréversible ;
une fois que la "déliaison" se produit 'adhésion ne peut pas étre retablie, car f < 0. En outre, il est
facile de voir que si 0 < o < 1 p.p. surI3, alors0 < <1p.p sur I3 pendant le processus. Enfin,
(4.12) et (4.13) représente les conditions initiales.

4.2 Formulation variationnelle
Pour I'étude du probléme IP. on considere le sous espace fermé V¢ de Hf défini par :
V(QY = {vf € Hf /of=0 pp sur l"f } (4.14)
Et on considére 'espace V défini par :
V = V(Q) x V(Q?). (4.15)

L’espace V muni du produit scalaire et de la norme associée donnée par (voir Lemmel.1, page.6) :

2 2 2
o =Y (€0, e@)),. Ivlv= [Z ||e<v">||§,€] : (4.16)
=1 =1
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Par I'inégalité de Korn, il vient que ||.||g, et ||.|lv sont des normes équivalentes sur V et ainsi (V, ||.|lv)
est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théoreme de trace de Sobolev, il existe une constante
co > 0, dépendant uniquement de QF, l"f et I'; telle que

I|U€||L2(r3)d < C()”U[llv(Qf) V'Z)f € V(Qf) (417)

De plus, pour le potentiel électrique et le champ de déplacement électrique nous utilisons les
espaces

W' = {g’ e H{Q'); ¢* =0 sur T}, (4.18)
W! = (D’ = (Df); D! € LAQ), divD’ € L*(Q")] (4.19)

respectivement. Puisque measT{ > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré montre qu'il existe une
constante Cf; > 0 dépendant uniquement de QF et T telle que

IV o = cellp Ny V' € WY, (4.20)

Sur I'espace W' nous considérons le produit scalaire donné par

W= [ volylas

et soit ||./[y¢ la norme associée. En utilisant (4.20) on peut vérifier que ./l (qr) et ||/l sont deux

normes équivalentes sur WE Tl en résulte que (WE, |I.llye) estun espace de Hilbert réel. Aussil’espace
W f est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire

(DY, EN) gy = f D' Eldx + f div D’. div Efdx,
1 Qt Qf
et la norme associée ||.||(W{. Et on considére les espaces de produit, définis par :

W=W!x W2, Wy = W] x Wi (4.21)

Les espaces W et ‘W sont des espaces de Hilbert réels pour les produits scalaires

2 2
@ 9w =Y (@ we, (DB, = Y (D E)y
=1 =1

et leurs normes associées ||.|lw et ||.|ly,, respectivement,
Pour l.étude du probléeme P, on considére les hypothéses suivantes.
L'opérateur de viscosité A’ : QO x §7 — 7 satisfait

(a) Il existe Lz > 0 tel que
(AL (x, &) — AL(x, E)| < Lgel&; — &
V&, & eS, pp.oxeQl
(b) il existe m g > 0 tel que
(Al(x, &) — AL, &) - (& — &) = mge|&; — & (4.22)
V&, & €S, pp.xeQl
(c) L’application x — A’(x, &) est Lebesgue mesurable sur QF,
pour tout & € §%.
(d) L’application x +— A(x, 0) est continue sur $¢, p.p.x € QF.




4. Etude variationnelle d’un probléme électro-élasto-viscoplastique avec adhésion.

64

L'opérateur d’élasticite G* : Qf x §7 — & satisfait :

(a) Il existe Lge > 0 tel que
G (x, &) — G (x, &)| < Lgel&; — &
VE,E S, p.p-x € QL

(b) L’applicationx +— Gl(x, &) est Lebesgue mesurable sur Qf,
pour tout & € §7.

(c) L’application x +— Gi(x,0) belongs to HE.

L’ opérateur viscoplastique F¢: Qf x $¢ x §¢ — & satisfait :

(a) Il existe Lgc > 0 tel que
|7j£(xr nlr 61) - Tf(xr ’72/ 52)' < L'}‘f(lrll - 712' + |€1 - ‘52')
V1,,1,,&,& €S, pp.x QL.

(b) L’application x — F(x,1, &) est Lebesgue mesurable sur QF,
pour tout 1, & € §°.

(c) L’application x — F(x,0,0) appartient H’.

Le tenseur piézoélectrique &' : Qf x $¢ — R satisfait :

{ (a) & (x, T) = (ef].k(x)fjk), VT = (1)) €8 ae.x € Q.

(b) el = el € LV(QN), 1< jk<d.

Rappelons aussi que le tenseur transpose &’ est donné par (&) = (el]k) ol el]k =

suivante est satisfaite :

Elowv=0(EYv VYoe8!, YoeR.

(4.23)

(4.24)

(4.25)

i]. et I'égalité

Le tenseur de permittivité éléctrique B¢ = (bfj) : Qf x R — RY satisfait les propriétés suivantes :

(a) BY(x,E) = (b" (x)Ej)) VYE=(E)¢€ RY, p.p.xeQl.
(b) b" :b" bf eLw(Qf) 1<ij<d.
(c) Il ex1ste My Be >0 telle que BE.E > mg|E[?

= (E;) e RY, pp-x€ Qf.

La fonction de compliance normale p, : T's X R — R, satisfait :

(@) AL, > Otelle que |py(x,71) — pu(x, 12)| < Ly|r1 — 12|

Vr,n eR, pp.x€ls.
(b) L'application x + p,(x,7) est Lebesgue mesurable surI3, Vr € R.
(©) pv(x,7) =0, pour tout r <0, p.p. x € I's.

La fonction de compliance tangentielle p, : I's X R — R, satisfait :

(@) AL, > 0 tel que
Ip<(x,d1) — p2(x,d2)| < Le|dy — do
Vdi,dy €R, pp. x €l3.
(b) AM; > 0 tel que |p-(x,d)| <M VdeR, p.p. x€I3.
(c) L'application x + p.(x, d) est Lebesgue mesurable surI, Vd € R.
(d) L’application x - p.(x,0) € L*(T3).

(4.26)

(4.27)

(4.28)
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Nous supposons que la masse volumique p satisfait :
pl € L¥(QY) et existe pp > 0tels que p(x) > po pp.x€Qf, £=1,2. (4.29)

Dans ce paragraphe, nous supposons que les forces volumiques f{, les tractions f%, et les charges
électriques volumiques qg et surfaciques qg ont les régularités

f5e %0, T, L2(QYY), f5eL*0,T; LTS,

(4.30)
g5 € C(0, T;LX(QY), g5 € C(0, T;LX(T})),
g5(H) =0 sur T3 Vt€[0,TI. (4.31)
Les coefficients d’adhesion y,, . et la borne limite ¢, satisfont les conditions
Vv, Y €LY([3), € € Lz(I'3), Vv, Vo, €a 20, p.p. sur I, (4.32)
Finalement, les conditions initiales satisfont
uyeV, voeH, Ppo€ L[XT3), 0< Bo <1, p.p.surls. (4.33)
On considere sur H le produit scalaire (, ) défini par
2
(o) =) (p'u’, o)y, VuveH. (4.34)
£=1

Soit |.]Jg une norme associée, i.e.

1
lolu = (v,0);, YveH.

En utilisant I'hypothese (4.29) il vient que |.|y et ||.||z sont des normes equivalentes sur H. De
plus l'inclusion de la trace de (V,||.llv) dans (H,|.]q) est continue et dense. Nous notons par V’
'espace dual de V. En identifient H avec son propre dual nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

VcHcCV.

Nous utilisons la notation (., .)y«y pour la dualite entre V' et V. On a
(w,v)y'xv = (w,9)n, YueHVveV. (4.35)

On note egalement par ||.|ly» la norme du dual sur 1’espace V’. Le théoreme de représentation
de Riesz entraine I’existence de deux fonctions f : [0,T] = V' etq: [0, T] = W telles que

2 2
s XV = ¢ . [d ¢ . Ed Y , .
(FB, D)y ;fmfo(o o x+;fr2fz(t) olda Voev (436

2 2
Ow = St dx - S)cfda VCeW. 437
@ Ow =2, fQ A0 fr O e Ve e (437)
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Nous définissons la fonctionnelle d’adhésion j,; : L(I'3) X VXV — R par

joa(B, 4, 0) = fr (= 7o R D)lov] + pe (PR ([uDvc]) da, (4.38)

et, la fonctionnelle de compliance normale j,. : V X V — R est définie par

Jue(u,v) = fr pv([uDlvy]da. (4.39)

Compte tenu de 'hypoyhese (4.27)—-(4.28) et les definitions des operateurs R, et Ry, il resulte
que les integrales figurant dans (4.38) et (4.39) sont bien definies. On remarque que les conditions
(4.30) impliquent que

fel?0,T;V'), qeC0,T;W). (4.40)

Soit Z un sous-ensemble fermé de 'espace L°°(0, T;L2 (Fg)) défini par

Z={0eL(0,T;L*(5)); 0<6(t) <1 Yt [0,T], ae. onTsf,
A T'aide des formules de Green on voit directement que si u, o et  sont des fonctions suffisam-

ment régulieres qui satisfont (4.3), (4.5), (4.7) et (4.8) avec (4.38), (4.39) pour tout t € [0, T] on déduit
que

2 2
Y (it 0 e + Y (0, €@ e + jaaB(E), (), ) + uclu(t), 0)
=1 =1

(4.41)
= (f(t),v)yxy YO €V,
En moyennant de (4.34), (4.35) et (4.41), on a alors
2
(i1, )y + ;wﬁ e@Ngqe + Jaa (B(E), 1), 0) + juc(u(t), 0) w42

= (f(t),9)yxv Yo €V,

Maintenant, nous utilisons la formule de Green pour les inconnues électriques du probleme ainsi
que les conditions (4.4), (4.11) et la définition (4.37), Il en résulte

(D', Vo )y + (g, o )we =0, Vol e WE, (4.43)
et, compte tenu de (4.2), et par sommation sur £, nous obtenons

2
E e@ (1), VP ) = (@), P)w VP e Wte (0,T).  (444)
=1

2
Y (B (5, Vo ) -
t=1

De (4.1), (4.2), (4.42) et (4.44), nous obtenons la formulation variationnelle du probleme électro-
élastique P.
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Probléme PV. Trouver les champs des déplacements u : [0,T] — V, les champs des contraintes
0 :[0,T] — ‘H, les potentiels électriques ¢ : [0, T] = W, un champ d’adhésion g :[0,T] — L*(I'3)
et les champs des déplacements électriques D : [0, T] — W tels que :

ol = Ale(i’) + Gle(u)+(E ) Vel+

t Qf .
f F(0'(s) - Ale(r'(5)) - (E) Vo, e(u’ (s))) ds sur € x(0,T), (4.45)
0

D! = eml) - BVp' sur Q' x(0,T), (4.46)

2
(i, 00wy + Y (07, €@ e + jaa BlE), u(t), ) + je(u(t),v)

=1 (4.47)
= (f(), 0)yxv Yo eV, te(0,T),
Z(B%"(t» Vq>f>Hf—Z<8%<uf<t», VO ) = (qt), p)w Yo e W, te(0,T),  (448)
B(t) = ~(BO) (R ([t OD) + y< IRe([(ODF ) = &), p-p- (0,T), (4.49)
u(0) = up, (0) =y, P0) = o. (4.50)

Remarque 4.1: Onnote que, dans le probleme variationnel PV nousn’avons pas besoin d’imposer
explicitement la restriction 0 < f < 1. De I'équation (4.49) on obtient que f(x,t) < Bo(x) et c’est
pourquoi ’hypothese (4.33) montre que (x, t) < 1 pour t > 0, p.p. x € I'3. D’autre part, si f(x, to) = 0
a l'instant ¢y, alors il s’ensuit de (4.49) que f(x,t) = 0 pour tout t > t; et ainsi f(x,t) = 0 pour tout
t > to, p.p. x € I's. Nous concluons que 0 < f(x,t) < 1 pour tout t € [0, T], p.p. x €T73.

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant les fonction-
nelles j,; et j, qui seront utilisées dans les sections suivantes. Ci-dessous dans cette section §, 1, 2
dénotent les éléments de L*(I'3) tels que 0 < B,B1,B2 < 1 p.p. x € I'3, ug, up et v représentent
des éléments de V et C > 0 est une constante positive générique qui peut dépendre de QF, T3,
Pv, Pt Vv, Vr et L, dont sa valeur peut changer d’un endroit a 1’autre. Pour la raison de simplicité,
nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur x € Q'UQ2UT ;.

D’abord, nous faisons remarquer que les fonctionnelles j,; et j,, sont linéaires par rapport au
dernier argument et donc

jﬂd(,BI u, —'U) = _jad(ﬁ/ u, 'U),

4.51
jVC(uI _7)) = —jw(u, 7)). ( )

Ensuite, en utilisant (4.38), les propriétés des opérateurs R, et R; et les hypothese (4.28) des
fonctions p., nous déduisons que

Jad(B1, 1, 2 — 1) + jag(Bo, up, w1 —u2) < C | |B1 — Ballun — uzlda,
I3
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D’apres le théoreme de trace et quelques manipulations algébriques, nous obtenons

Jad(B1, 11, 2 — 1) + jaa(B2, 2, w1 — u2) < ClB1 — Palra(ry)lun — uzly. (4.52)

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs R,, R et p; montrent
que:

ljaa (B, 1, ) = jaa(B, 12, 0)| < Cllur — uzllvllolly. (4.53)

En choisissant 1 = f, =  dans (4.52), nous trouvons :

Jad(B1, w1, U2 — u1) + Jaa(B2, w2, w1 — u2) < 0. (4.54)

Aussi, nous prenons u#; = v et up = 0 dans (4.53) pour obtenir

Jad(B,0,0) 2 0. (4.55)

Maintenant, nous utilisons (4.39) pour voir que

Jue(tt1,0) + juc(uz, v) < : py([u1v]) = pu(lu2 Dli[ov ]1da,

ensuite (4.27.b) et (4.17) impliquent

|jve(u1,0) + jue(u2,0)| < Cllug — uzlvllolly. (4.56)

Nous utilisons encore une fois (4.39), pour obtenir

Jue(u, uz — up)+joc(uz, uy — up) = —ﬁ(Pv([Mlv]) = po([u2e D)) ([u1y — uzy])da
et alors, (4.27)(c) implique

jvc(ulz uy —up) + jvc(uZI uy —up) < 0. (4.57)

Aussi, nous prenons u; = v et up = 0 dans 'inégalité (4.27)(e) et (4.57) pour obtenir

Jve(0,v) 2 0. (4.58)

Nous énongons maintenant notre résultat principal concernant 'unique solvabilité du Probléme
PV dont la démonstration sera détaillée dans la section suivante.
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4.2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Notre intéret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour
le probleme variationnel PV.

Théoreme 4.1: Sous les hypotheses (4.23)—(4.33). le probleme variationnel PV admet une solution
unique {u, o, ¢, B, D} ayant la régularité suivante :

u e HY0,T; V)N CY0, T; H), ii € L>(0, T; V"), (4.59)
@ € C(0,T; W), (4.60)
B e WH(0,T; L3(T3)) N Z. (4.61)

Un "quintuple" de fonction {u, ¢, , 6, D} qui satisfait (4.45)-(4.50) est appelé solution faible du Pro-
bleme P. Sous les hypotheses (4.22)- (4.33), le probleme (4.1)-(4.13) a une unique solution faible.
Pour préciser la régularité de la solution faible nous notons que les relations constitutives (4.1) et
(4.2), les hypotheses (4.22)—(4.26) et les régularités (4.59)—(4.61), montrent que

6 €L*0,T;H), DeCO,T;W).

Il s’ensuit maintenant des régularités (4.30) et (4.59) que Div ol(t)+ fg(t) = pfiif(t), div DY(t) - qg(t) =
0, Vte]0,T], ce qui montre que:

o € L20, T; H,), (4.62)
D € C(0, T; W»). (4.63)

Nous concluons que la solution faible {u, ¢, , 6, D} du probléeme piézoélectrique de contact avec
adhésion P possede la régularité (4.59)—(4.63).

4.3 Démonstration du Théoréme 4.1

Nous nous occupons maintenant de la preuve du Théoreme 4.1 qui est basée sur des résul-
tats classiques d’équations non linéaires avec opérateurs monotones et équations différentielles
ordinaires, combinées avec un argument de point fixe. Cela est réalisé en plusieurs étapes. Nous
supposons dans la suite que les hypotheses (4.22)—(4.33) sont vérifiées. En outre, partout dans cette
section, C représentera une constante strictement positive générique qui peut dépendre de QF, l"f,
I's, pv, P, Vv, Yz et L, dont la valeur peut changer d"un endroit a 1’autre.

Dans la premiere étape nous considérons le probleme auxiliaire suivant pour le champ de
déplacement, dans lequel n € L?(0,T; V') est donne.

Probleme PVj. Trouver les champs des déplacements u;, : [0, T] — V tels que:

2
(it (£), O)vrey + Y (ACeCl(B), e@)gee + (10, D)y
=1

= (f(H),0)yxv YoeV,pp.te(0,T),

(4.64)

u’Z(O) = ué, itf;(O) = v'g sur QF, (4.65)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.
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Lemme 4.1: Il existe une solution unique du probléeme PV} qui satisfait (4.59).

Démonstration. On definit 'operateur A : V. — V’ par

2
(An, v)yriy = ) (A'e(’), e@ g VuveV. (4.66)
=1

En utilisant maintenant (4.66) et (4.22)(a), il s’ensuit que

2
lAu — Avl|?, < Z A e(u’) = Ae@OI,, < Cllu—lf;, (4.67)
=1

ce qui implique que A : V — V'’ est continu. Maintenant, par (4.66) et (4.22)(b), on obtient

(Au — Av,u — v)yxy = mllu — vll%, Yu,v eV, (4.68)

ot m = min{m g, mg}, i.e. A : V — V' est un operateur monotone. On prend v = 0 dans (4.68) et
on obtient

2 2
(Aw, u)yrxy 2 mlfully, — [|Aolly, |lullv
1

lAo|>, YueV,
2m

1 2
> Sljulf} -

Ainsi A satisfait la condition (B.21) avec w = 7 et A = —ﬁHAoH2 ,. De plus a l'aide de (4.67) nous
déduisons que

lAully: < CYully + C> YueV.

Cette inégalité implique que I'opérateur A satisfait la condition (B.22). Finalement, nous rappelons
que par (4.30) et (4.33) nous avons f —n € L%(0, T; V') et v € H.
Il vient du Théoréme B.18 qu’il existe une unique fonction v, qui satisfait

v, € L*(0,T; V) N C(0, T;H), v, € L*0,T; V'), (4.69)
oy(t) + Avy(t) + n(t) = £(t), pp.t€[0,T] (4.70)
v,(0) = vo. (4.71)

Soit u;, : [0, T] — V une fonction définie par

t
up(t) = ](; vy(s)ds +ug  Vte[0,T]. 4.72)

On déduit de (4.66) et (4.69)-(4.72) que uy, est la solution unique du probleme PVy tel que (4.59) est
vérifiée. Ceci conclut la partie d’existence du Lemme 4.1. La partie unicité découle de 1'unicité de
la solution du probléme (4.69)—(4.71), guarantie par le Théoreme B.18.

Dans la deuxiéme étape nous utilisons le champ de déplacement u,, obtenu dans le Lemme 4.1
pour construire le probléme de Cauchy associé au champ du tenseur des contraintes suivant.



4. Etude variationnelle d’un probléme électro-élasto-viscoplastique avec adhésion. 71

Problem PV%. Trouver un champ des contraintes o, = (0}7, 0%7) 1[0, T] — H tels que :

t
ol(t) = G'e(ul () + fo F(0h(s), (b)) ds, €=1,2, te[0,T]. (4.73)

Pour résoudre le Probléme PVf], nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.2: Il existe une solution unique du Probleme PV} qui satisfait
o € W20, T; H).

De plus, si o; et u; représentent les solutions des problemes PV} et PV, respectivement, pour
1, € L?(0,T; V'), i = 1,2, alors il existe ¢ > 0 telle que

lor(t) = a2(B)lg¢ < c (lua(8) = By + fo @ -l ), VEDTL @7
Démonstration. Soit A, = (AL, A%) : 120, T; H) — L0, T; H) est un opérateur définie par
Ajo(t) = Gle(u’y () + fo t F(o'(s), eul(s))ds, €=1,2, te[0,TI. (4.75)
Pour 61, 05 € L?(0, T; H) en utilisant (4.75) et (4.24), nous obtenons
IA, 01(t) = Ay 02(D)llgy < max(Lg1, Ly) f: llo1(s) — 02(s)ll¢¢ ds
Il résulte de cette inégatité que pour p assez grand, I'opérateur Af] est une contraction sur l'espace
de Banach L%(0,T; V) et, par conséquent, il existe un élément unique o, € L2(0, T; H) tel que

Ao, = 0y. Aussi, 0, est I'unique solution du probléeme PV, et en utilisant (4.73), la régularité de

u, et les propriétés des opérateurs G’ et ¥¢, nous obtenons o, € W'2(0, T; H). Nous considérons
n,1, € L2(0,T; V"), pouri = 1,2, et notons par u,;, = u;, oy, = 6;. Nous avons

t
ol =Gl wy+ [ Flole, el (=12 relo)
0

et, en utilisant les propriétés (4.23) et (4.24) de G’ et ¢, nous trouvons

t
lov(6) = 02l < € (ln®) =0l + | hon() = o2l
t
— d Y 0,T].
« [ e -l as) Ve

Nous utilisons le lemme de Gronwall, nous trouvons (4.74), ce qui acheve la preuve du lemme.

Dans la troisieme étape, nous utilisons aussi le champ de déplacement u; obtenu dans le lemme
4.1 pour construire le probléme variationnel suivant :
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Probléeme PV;’;. Trouver le potentiel électrique ¢, : [0, T] — W tel que :

2 2
Y BVl (t), Vo iy — Y (E el(B), Vo e = @(t), 9w, Vo €W, te[0,T]. (4.76)
=1 =1

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 4.3: Le probleme PV(,? possede une solution unique qui satisfait la régularité (4.60).

Démonstration. Soit b(.,.) : W X W — R la forme bilinéaire donnée par

2

b, ®) = ) (BVe Vo ) Vo, pe W, (4.77)
=1

Nous utilisons (4.77), (4.20) et (4.26) pour déduire que b(., .) est continue, symétrique et coercive. En
outre, nous appliquons le théoréme de représentation de Riesz pour définir la fonction g, : [0, T] —
W tel que

2 2
@, Phw = Y @O, e + Y (Eeh(®), Vo ) V€ Wt e (0,T).
=1 =1

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram on obtient I'existence et 1'unicité ¢, (t) € W tel que
by, P) = (@5(), P)w VP € W. (4.78)

Nous concluons que ¢;(t) est une solution du Probleme Pﬁ. Pour t1,t, € [0,T], en utilisant des
arguments basés sur (4.76) nous trouvons

llpn(t) — @yE)llw < C(“ur](tl) —uy(t)llv + llg(tr) — q(fz)llw)- (4.79)
Comme u; € CY(0, T; H) et g € C(0, T; W) nous déduisons de l'inégalité (4.79) que ¢y € C(O, T; W).
Dans la prochaine étape, nous utilisons encore la solution u;,, obtenue dans le Lemme 4.1;

notons par u, et u,; ses composantes normales et tangentielles, respectivement, et construisons le
probléeme de Cauchy suivant pour le champ d’adhésion.

Problem PVg. Trouver le champ d’adhésion B, : [0, T] — L*(I'3) tel que

Ba(® = (B O RulttgOD)? + ye [Rellatge O] ) = €a) , pop- t€ 0, T), (4.80)
Bn(0) = Bo. (4.81)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemme 4.4: Il existe une solution unique du Probleme PVE] et cela satisfait

By € W(0,T; LA(T3) N Z)-
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La démonstration du Lemme 4.4 est similaire a celle du Lemme 3.3. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur a voir la preuve (page 52).

Maintenant, pour chaque n € L?(0, T; V'), nous notons par u, la solution du probléme PV}
fournie dans le Lemme 4.1, par o, la solution du probleme PV% fournie dans le Lemme 4.2, par

¢y la solution du probléeme PV‘,? fournie dans le Lemme 4.3 et par 8, la solution du probleme PVE]
fournie dans le Lemme 4.4. En outre, nous appliquons le théoreme de représentation de Riesz pour
définir la fonction A : L2(0, T; V') — L*(0, T; V') par

2

2
(AM®, vy = Y (Gel®), e@),, + Y (EY Vel e@)),, (4.82)
=1

=1

2
+Z;(f Tf a,],E(un(S))) ds, s(pf)) + Jad(By (1), un(f), )
+jve(uy(t),v), Yo e V.

Pour tout n € L%(0, T; V"), u,, 0y, ¢y et B, représentent le champ de diplacement, le champ du
tenseur des contraintes, le potentiel électrique et le champ d’endommagement obtenus les lemmes
4.1,4.2,4.3 et 4.4 respectivement. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.5: L'opérateur A a un point fixe unique 1* € L2(0, T; V’).

Démonstration. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m iéme de
I'opérateur A, notée A", est une contraction dans L2(0,T; V’). Soient m,m2 € L%(0,T; V') et par
simplicité, nous utilisons les notations u,, = u;, i, = v;, 6y, = 0, ¢y, = p; et f, = pipouri =1,2.
En utilisant (4.23), (4.25), (4.27), (4.28) et (4.24), nous obtenons

2
IAGI)® = AR, < ) IG e (1) - G ewb O,
(=1

+Z f |7 (% (5), eu( )))—?f(ag(s),e(ug(s)))z

e ds

2
+ ) IEY Vi) - E) Vs DI,
(=1

+Clipu ([ (B = pott2r DI,
+CIIBTORy ([ ()] = B3 OR[t2s (DD,

+C||P1(ﬁl(t))RT( u(t)]) - PI(ﬁZ(t)) ([ uZT(t)])HLz(rS)-
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et en utilisant la définition de R, et R;, on a
IAGI)® ~ AR, < C(ln(®) - wa(®lF; + fo (9 = IR (4.83)
' fo 101(9) ~ 02D, 85 + lp1(5) — o2 (Al + 1(5) — B0,
Et de (4.74), on tire
1AG)O = AOIR, < C(ln) - w20 (4.84)
' fo r(9) ~ 2D s + 1 6) — 920Ny + 1816 — B0 )

Moyennant (4.64), on a

2
(01 = 02,01 = V)yry + ) _(Ae(0h) = Ae(0h), (0] — 080
=1

+(m — 2,01 —v2)yxv = 0.

Nous intégrons par rapport au temps cette relation et, en utilisant les conditions initiales, v1(0) =
v2(0) = vg et de (4.22), nou trouvons

t t
m f [01(s) = v2(5))I}, ds < — f (Mm(s) — n2(s), v1(s) — v2(s))vxv ds, Vte|[0,T].
0 0
En utilisant 1'inégalité 2ab < %2 + mb?, il en découle

t t
fo lo1(s) — o2 ds < C fo I - mEIR, ds Vi e [0,T]. (4.85)

Nous intégrons maintenant (4.80) avec 1'état initial (4.81) pour obtenir

t
Bi(t) = o~ fo (BO Roluin(&)D)* + o IRe([ie(s)DP ) = eq)ds.
Alors,
t
B1®~2(!)|[ 2 < C ‘ﬁ|ﬁ1(S)Rv([ulv(5)])2—ﬁ2(5)Rv([uzv(S)])2|'LZ(FB)dS

t
#C [ 1) IR Qe ODF = o9 R (D 1,5

En utilisant la définition des opérateurs de troncation R, et R; et en écrivant quep; = f1 — 2 + 2,
apres quelques calculs élémentaires nous trouvons

t t
810~ B0l oy = €[ 1616 = Mo + [ 9= o). 459
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I s’ensuit maintenant d’un argument de type Gronwall que

t
1B1(8) - Balizqeyy < C fo 02 (5) — 10232y s

et, en utilisant (4.17), nous obtenons

t
IB1(8) = B>,y < C f s (5) — w2 G)IF ds. (4.87)
0
En utilisant maintenant (4.76), (4.20), (4.25) et (4.26), il en découle

lp1(t) = P2(B)IIFy < Cllua (£) = ua (B, (4.88)

En substituant (4.87) et (4.88) dans (4.84) il vient
t
IAM)(®) = Am)BI, < C(Ilul(t) —w(I + fo lls1(s) — w2 (s)II3, dS)
t
<C [ ) - v . (489)
0

Nous combinons les inégalités (4.85) et (4.89) pour obtenir

t
IAM® - A OIR, < C fo Im(s) = )R, ds.

En réitérant m fois I'inégalité on obtient

I 1) = A" < s = el (4.90)

m M2 0,mpvy = 0 M= M2l 0,107y :
T

Comme limy,— +c0 — 0, cela implique pour m assez grand, ’opérateur A™ est une contraction

sur l'espace de Banach L*(0, T; V’). 1l existe donc un unique n* € L2(0, T; V') tel que A™n* = n* et n*
est aussi 'unique point fixe de A.

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théoreme 3.1.

Démonstration du Théoréme 4.1.
Existence. Soit n* € L2(0,T; V') est un point fixe de A, et soit u,+, 6y, @y et B+ les solutions des

problémes PVZ“ PV;}, PV:?,‘ et PV,ﬁ]*, respectivement pour n = n*. Nous utilisons les notations
suivantes :

U = Uy, Qs = Ppp, B: = :BTI*' (4.91)
ol = Ale(l) + (E) Vol + 0l Yt e[0,T], (4.92)

D! = Eeul) - B'Vo!, Vtelo,T] (4.93)
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En utilisant (4.64) pour n = 1%, ainsi que (4.91), on obtient
2
(i1 (8), D)y + ) (AL, e@ g + ('O, Dy (4.94)
=1
= (f(t)/ v)V’XV Yo € V/ te [0/ T]
Par ailleurs, comme An* = 1", ona
2 2
' (), D)y = Y (Gre@l (), e@),, + Y (EY VoL, e@h),, (4.95)
=1 =1
2
- Z f F(04() = ACe(il(5)) (€Y V', e (5)) ds, £(2)),,
=1
+]ad(B+(t), u.(t), ©) + juc(u.(t),v), Yo € V.
En utilisant (4.95) dans (4.94), on déduit
2 2
(it (), )y + Y (AL, e@Ngee + ) (GLe@l(®), e@)),,,
=1 =1
2
+ Y (E)Vel, @),
=1
v Z f T (0(5) - ACelil(5)) ~ (') Vo', e(ul(s))) ds, e(0")),
+]ad(ﬁ*(t)r u*(t)/ 'U) + jVC(u*(t)/ 7]) = (f(t)/ U)V'XV/ V'U € V (496)
En utilisant maintenant (4.76) pour uy = u,, et ¢, = ., on tire
2 2
Y (BVELt), Vo e - Y (E el (1), Vo ) = (a(t), d)w Vo € W, Vit € [0, T]. (4.97)
(=1 t=1
D’autre part d’apres (4.80), pour u; = u,, et ;, = ., on trouve
Be(t) = ~(BD (1o Rulltar D + y IRe(latecODP ) = €0) , pp-t € (O, T). (4.98)

Nous concluons par (4.91), (4.92), (4.96), (4.97) et (4.98) que (u., 0., ¢+, B+, D.) est une solution du
probléme (4.45)—(4.50). Et d’aprés les lemmes 4.1, 4.3 et 4.4 on a les régularités (4.59)—(4.61). D’aprés

(4.59)-(4.61), (4.92) et lemme 4.2 pour 0, = 0, on a le régularité

0. € L2(0, T; H).

(4.99)

Pour tout o' € D(QY), on pose v = (v!,0?) avec v*~¢ = 0 dans (4.96), ainsi que (4.91) et (4.36), on

obtient

pliil =Divel + f5, Vte[0,T], £=1,2.
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En utilisant maintenant (4.29), (4.30) et (4.99), on a alors
(Div ¢}, Div 6?) € L*(0, T; V')
Pour 1,1, € [0, T], et de (4.25), (4.26), (4.20) et (4.93), on tire
ID«(t1) = Du(E2)lly; < C(llp(tr) = u(t)llw + [laa(t1) — w(E2)llv) -
En rappelant les régularités pour u. et ¢. dans (4.59) et (4.60), on a
D. € C(0,T; H).
En prenant ¢ = (¢!, $?) ot1 ¢ € D(Q) et ¢3¢ = 0 dans (4.97) et de (4.37) il vient
divD!(t) = qi(t) Vte[0,T], £=1,2.
Et de (4.30), (4.100), on tire

D. € C(0, T;'W).

(4.100)

Nous concluons que (., 6., ¢+, B, D.) est une solution du Probleme PV qui satisfait les régularités

(4.59)(4.63).

Unicité. L'unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur A

donné par (4.82).
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Annexe

Résumé :

Afin de rendre aisée la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de rappeler des notations
générales de la mécaniques nécessaires pour une bonne compréhension de la suite des problemes
traités, puis nous rappelons les espaces fonctionnels et les principales notations utilisées. Ensuite
nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse non linéaire, concernant les
inéquations variationnelles, les équations d’évolution, les lemmes de Gronwall. C’est 1’objet de
cette annexe qui est divisée en deux sections : La premier section représente un bref rappel de la
mécanique des milieux continus ot nous allons introduire les cadres physiques utilisés dans cette
thése; il est destiné a rappeler 1’équation de mouvement de Cauchy, a décrire les lois de compor-
tement élastiques, électro-€élastiques et électro-élasto-viscoplastique. Par ailleurs, nous précisons
dans ce section les conditions aux limites de contact de Signorini ou de contact avec compliance
normale et adhésion. La second section est consacrée a des rappels sur les espaces de Hilbert de
plus a quelques éléments d’analyse non linéaire et particuliérement des résultats d’existence et
d’unicité concernant les inéquations variationnelles elliptiques. Nous commengons par présenter
les espaces fonctionnels. on y introduit des espaces de type distributions et de type Sobolev associés
a l'opérateur déformation et a I'opérateur divergence et on présente leurs principales propriétés,
et particulierement des résultats d’injections continue et d’injection compact, notamment les théo-
rémes de trace, puis nous rappelons les espaces des fonctions a valeurs vectorielles.

Contenu :
A. Modélisation :
A.1. Cadre physique;
A.2. Lois de comportement ;
A.3. Conditions aux limites de contact.
B. Outils Mathématiques :
B.1. Rappels sur les espaces de Hilbert;
B.2. Inéquations variationnelles elliptiques ;

B.3. Espaces fonctionnels.



A. MODELISATION

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ott nous allons
introduire les cadres physiques utilisés dans cette these; il est déstiné a rappeler 1'équation de
mouvement de Cauchy, a décrire les lois de comportement élastiques, électro-élastiques et électro-
élasto-viscoplastique. Par ailleurs, nous précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de
contact sans frottement, avec ou sans adhésion.

A.1 Cadre physique

Les phénomeénes de contact considérés dans ce mémoire sont décrits par les deux cadres phy-
siques suivants :

Cadre physique n° 1. (Probleme mécanique). Soit deux corps materiels qui occupe des domaines
bornes Qf ¢ RY, £ = 1,2 (4 = 2,3) avec des surfaces frontiere réguliere It = 9Q)¢, subdivisée en
trois parties mesurables T, Fg et Fg telles que mes(l“{) > 0. Nous notons par v’ la normale unitaire
sortante a T'’. Le corps Q° est encastre sur Ff dans une structure fixe, sur Fg agissent des tractions
surfaciques de densite fg et agissent des forces volumiques de densite fg (voir figure. 1.1). Nous
supposons que fg et fg indépendantes de temps et par consequent le processus est statique. Soit le
contact sans frottement sans adhésion entre deux corps sur la partie F; = F§ = I'3. Nous prenons en
consideration les proprietes mecaniques des corps sous I'hypothese des petites transformations.

Cadre physique n° 2. (Probleme électro-mécanique avec adhésion). Soit deux corps matériels qui oc-
cupe des domaine borné QicRY, ¢=1,2 (4 =2,3), avec une surface frontiere réguliere It =90,
subdivisée en trois parties mesurables T¢, T g et Fg d’une part et de deux parties mesurables T
et Fi d’autre part telles que mes(l”f) > 0 et mes(TY) > 0. Nous notons par v la normale unitaire
sortante a I'¢, le corps Qf est encastré sur Ff dans une structure fixe. Sur l"g agissent des tractions

surfaciques de densité fg et dans agissent des forces volumiques de densité fg. Soit T > 0 et soit
[0, T] l'intervalle de temps en question. Nous supposons également que le potentiel électrique
s’annule sur T' et une charge électrique de surface de densité qg est imposée sur Fi. Les conditions
sur la surface potentielle de contact I's peuvent étre tres diverses et donner lieu a une variété de
modeles de contact avec adhésion. Nous prenons en considération les propriétés mécanique des
corps. Notre objectif sera d’étudier I’évolution de ces propriétés dans le temps, sous '’hypothese
des petites transformations.

Avant d’obtenir les modeles mathématiques qui correspondent au cadre physique presenté,
voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette theése.
Nous désignons par $7 (d = 2,3) I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R; (, ) et ||
représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur RY et $¢. Ainsi, nous



Annexe A. Modélisation 81

avons

of = ul! lof]| = (vf.vf)%, Yul,of e RY,

u .0
i’

1
0.T= 0jjTij, Izl = (t.7)2, Vo, tes,

avec la convention de I'indice muet. Pour un vecteur v, nous utilisons la notation v pour désigner
la trace yv de v sur I'. Nous notons par v, et v; les composantes normale et tangentielle de v sur la
frontiere données par

£,

R vﬁzv"

vl =0 -0l

Nous désignons par ol = of(x, 1) le champ des contraintes, par ul = ul(x,t) le champ des déplace-
ments sur Qf et par ¢(u’) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les notations,

nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapporta x € Qf et t € [0, T1.
Pour un champ des contraintes o nous dénotons par o, et 6£ les composantes normale et tangentielle
a la frontiere donnés par
ol =o't ol =l - ol

En outre, les points au-dessus d"une fonction représentent la dérivation par rapport au temps,

par exemple
al = d_uf il = iuf
dt dt?

ot 71 désigne le champ des vitesses et i’ désigne le champ des accélérations. Pour le champ des
vitesses 7’ les notations 7! et 11 représentent respectivement les vitesses normale et tangentielle a

a frontiere, c’est a dire
la front ‘estad

C_ ol L v
L =00V, v

11 £ .0

-0, V.

% e =0
Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans ’hypothese des petites transfor-
mations

1

1
85 - (gf],), gﬁ], = 5(8]111{ + 811/!5)

Notons qu’ici et tout au long de la these, un indice qui suit une virgule indique une dérivation
partielle par rapport a la composante correspondante a la variable spatiale.

Passons maintenant a la description des modéles mathématiques associées aux cadres physiques
ci-dessus.

Modeéle mathématique n°1. Le premier modéle mathématique étudié dans ce mémoire, décrit
’évolution du corps dans le cadre physique °1. Les fonctions inconnues du probleme sont le champ
des déplacements u’ - Q% (0,T) — R etles champs des contraintes ol 1 Qfx(0,T) — 8¢, ¢=1,2.
On sait qu’en général, I’évolution d'un corps matériel est décrite par 1'équation de mouvement de
Cauchy.

plii =Divel + £  dans Q'x(0,7), (A.1)
ot p’ : QY - R, désigne la densité de masse; ici "Div" représente l'opérateur divergence pour les
tenseurs, Div 0! = (ij,j)' Le processus d’évolution défini par (A.1) s’appelle processus dynamique.
Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier : par exemple, dans le cas ou

le champ des vitesses nulle (i’ = 0), il s’agit d"un probléme d’équilibre, le processus d’évolution
défini par (A.1) s’appelle processus statiques et I’équation du mouvement devient

Div ¢! +fg =0 dans Qf (A.2)
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Nous utiliserons 1’équation de mouvement de Cauchy (A.2) dans les chapitres 1 et 2 de cette these.
Dans le cas ot le champ des accélérations nulle @i’ = 0),le processus d’évolution définie par (A.1)
s’appelle processus quasistatiques et '’équation du mouvement devient

Divo’ + f5=0 dans Q'x(0,T). (A.3)
Nous utiliserons 1’équation de mouvement de Cauchy (A.3) dans les chapitres 3 et utilise I'équation
de mouvement de Cauchy général (A.1) dans les chapitres 4 de cette these.

Puisque le corps QF est encastré sur Ff, le champ des déplacements s’annule
u'=0 sur T{x(0,7), (A.4)
La condition aux limites en tractions est
o'vi = f) sur TLx(0,7). (A.5)

Nous allons compléter ultérieurement le modele mathématique (A.1)-(A.5) par les conditions de
contact sur la partie I'; de la frontiere.

Modele mathématique n°2. Ce modéle mathématique décrit 1’évolution du corps dans le cadre
physique n°2. C’est un modeéle électro-mécanique. Les inconnues mécaniques du probleme sont les
champs des déplacements u et les champs des contraintes o satisfaisant les égalités (A.4) - (A.5).
A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probleme, a savoir le champ de déplacement
électrique les potentiels électriques ¢’ : Q/x(0, T) — R et les champs des déplacements électriques
D’ : Qf x (0, T) — R?. L'évolution du corps piézoélectrique est décrite par I’équation d’équilibre
pour le champ de déplacements électriques.

divD’ ¢ =0 dans Q'x(0,7), (A.6)

ott "div" est I'opérateur de divergence pour les vecteurs, div D’ = (Df/l.), et qg représente la densité

des charges électriques volumiques sur QF. Rappelons que dans les cadres physiques, le potentiel
électrique s’annule sur la partie I', de la frontiere

‘=0 sur Tix(0,T), (A7)
tandis que sur I'), une charge électrique de densité g5 est préscrite,
D'v'=¢q5  sur TLx(0,T). (A.8)

Ce modele piézoélectrique (A.1)-(A.8) sera complété ultérieurement par les conditions aux limites
sur la surface de contact I's.

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire le mouvement du corps
matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme, c’est I’objet
des lois de comportement que nous décrirons dans le deuxieme paragraphe de ce chapitre.

A.2 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour
établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimensionnels
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constituent le point de départ dans 1’établissement des lois de comportement. Voici quatre exemples
classiques d’essais sur les solides : essais de chargement monotone, essais de charge-décharge, es-
sais de fluage et essais de relaxation.

Dans la description des phénomenes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi consti-
tutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes ¢/, le tenseur
des déformations infinitésimales &’ et leurs dérivées temporelles 6¢ et &. Cette définition se modi-
fie légerement dans la description des phénomenes électro-mécaniques, car ici nous devons aussi
prendre en considération le champ de déplacement électrique D’ = (Df) ainsi que le champ élec-
trique Ef = —Vg' = —((pi.). Nous présentons par la suite les lois de comportement de matériau :
matériaux élastiques, matériaux électro-élastiques et matériaux électro-élasto-viscoplastique.
Dans le cas unidimensionnel, on dit qu'un matériau est élastique si, lors des essais de charge-
décharge les courbes o/ = of(¢’) coincident; dans le cas contraire il est plastique (anéplastique) et
apres décharge complete il subsiste une déformation résiduelle. Enfin, on dit quun matériau est
viscoélastique s’il peut décrire le phénomene de relaxation ou de fluage. En conclusion, 1’analyse
des données expérimentales permet d’établir ce qui est propre au matériau lui méme et conduit a
I’établissement de la forme des lois de comportement.

Lois de comportement des matériaux élastiques.

Nous considérons ici une catégorie de matériau pour lesquels la loi de comportement s’écrit sous
la forme suivante

ol =Ft (e(u{)) dans Q. (A9)

Ici le tenseur des contraintes est une fonction (linéaire ou non linéaire) du tenseur des déformation
infinitésimales e’ = ¢(u’) ; ceci correspond aux matériaux élastiques et la loi de comportement (A.9)
s’appelle loi de comportement élastique. Dans le cas unidimensionnel la loi (A.9) peut modéliser
certaines propriétés mises en évidence par les expériences de chargement monotones : la linéairité
de la courbe o¢ = o/(£%) (selon F¢ est linéaire ou non linéaire), le durcissement ou I’adoucissement
de la courbe of = of(e’) (selon F¢ est monotone ou non monotone).

Nous donnons maintenant un exemple de la loi de comportement linéaires , c’est a dire ¥ est une
fonction linéaire de ¢, alors les lois des comportements élastiques, donnée par :

ol =F e  (0f = Filpeng)),

ou F¢ = (ﬁqu) est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes ﬁqu s’appellent coefficients
d’élasticité et sont indépendants du tenseur des déformations. Dans le cas non-homogene les
composantes ?;qu dépendents des poits x € QF, et dans les cas homogene les composantes ?;qu
sont des constantes, si F¢ est un tenseur symétrique et elliptique, la codition de symétrique est

équivalente aux égalités ﬁqu = Tp Zl’]’ = Tlfqp, et elle réduit a 21 le nombre de coefficients d’élasticité

indépendants qui définissent le tenseur ¢ en chaque point x € Qf, 1a condition d’éllipticité entraine
l'inversibilité du tenseur F¢ donc la loi de comportement ¢/ = Fle(u), équivaut a :

ew) = (F) o,

ott (F¥)™! est I'inverse du tenseur F¢, pour plus de details sur le cas linéaire, on peut se référer
[60]. De plus, le cas homogene et isotrope (c’est a dire toutes les directions autour d’un point sont
matériellement équivalents ) on trouve la loi de Hook suivante :

o = Fle(u’) = Atr(e(u Dy + 20 e () (A.10)



Annexe A. Modélisation 84

ou encore les composantes, donnée par :

Fiipq = A 0ijdpq + B (Djpdjq + digdyp)

ot A%, i’ sont les coefficients de Lamé et d;j est les symboles de Kronecker.
En utilisant les composantes af]. du tenseur des contraintes, il vient

¢ _ 5t ¢ <6 ¢ ¢ 3¢ <6 ¢
0jj = A"Ojjepp(u”) + 27 €5(u”), Opp = (BA™ + 2[1%)epp(u”)
de sorte que les relations inverses, sont

e_ L o A’ (s
i T 2l T 2l BAC + 206y P

on pose fréquemment

¢ 3AC+2pf Eg_gf(3i\f+2gf) A

* 3 7 At V_2(7\4’+pf)

les nombres «¢, Ef et v’ s’appellent respectivementle module de compressibilité, le module de Young
et le coefficient de Poisson, on obtient

1+v0 1 v Al
EC2ut T OEC 2pf(BA+2ph)
donc les déformations sf]. devient :
1+¢ pt 1+¢ vl
¢ _ ¢ ¢ s ¢ _ ¢V ¢
€jj = Taif - ﬁoppél] ( = o E[(tm My )

On peut "limiter" les valeurs possibles pour les constantes de Lamé de tout matériau élastique ho-
mogene isotrope "réel". Ainsi en imaginant trois expériances "idéales " on peut prouver que A¢ >0,
et {i’ > 0 et d’apres l'inégalité précédent, il vient x* > 0, E¢ > 0et 1 > v/ > 0.

Pour plus de détails sur les lois de comportement (A.10), nous renvoyons le lecteur a voir par
exemple [16].

Nous utiliserons les lois des comportements (A.9) et (A.10) dans les chapitres 1 et 2 de cette these.

Lois de comportement des matériaux électro-élastiques.

Les matériaux piézoélectrique sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et élec-
triques. Nous considérons ici une catégorie de matériaux ot le tenseur des contraintes o et le
vecteur des déplacements électriques D sont reliés par la loi de comportement

ol = Ale(u’) + (&' Vg,

A1l
D' = &¢(’) - B'Vy!, (AID

ot Al est I'opérateur d’élasticité, non forcément linéaire, a champ électrique nul, &l = (ef].k) est
le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation a champ
constant ou nul; B¢ = (bf].) est le tenseur de la permittivité électrique a déformation nulle qui
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constitue un tenseur symétrique défini positif et E/(pf) = —¢! représente le champ électrique. Par
ailleur (&%)* = (ef;f;) dénote le transposé du tenseur &L, tel que

Eov=0.EYv Voe8, veR (A.12)

Pour plus de détails sur les lois de comportement (A.11), nous renvoyons le lecteur a voir par
exemple [7, 8].
Nous utiliserons le loi de comportement (A.11) dans le chapitre 3 de cette these.

Lois de comportement des matériaux électro-élasto-viscoplastique.

Une loi de comportement d"un matériau élasto-viscoplastique peut étre écrite sous la forme

¢
ol (t) = Ale( (1)) + Glel(t)) + f F(0'(s) - Ale(it'(5)), e(u’(s))) ds, (A.13)

0
ou les opérateurs AL et G sont des tenseur d’ordre quatre et non linéaires ; leurs composantes af].kl

et gfjkl s’appellent coefficients de viscosité et élasticité respectivement et 7 ¢ représente une fonction
constitutive non linéaire qui décrit le comportement viscoplastique du matériau.

Un matériau piézoélectrique dont les propriétés mécaniques sont élasto-viscoplastique est ap-
pelé matériau électro-élasto-viscoplastique et pour la contrainte on a o/ = ¢/ + ¢/, ot1 6"*¥
et 6/ sont respectivement les parties élasto-viscoplastique et électrique de la contrainte, telles
que ol définie par (A.13) et ol = (85)*Vq0€. A partir de la loi (A.13), nous obtenons une loi de
comportement électro-élasto-viscoplastique comme suit

o' (t) = Ale(ul (1) + G e (1) +(E') Vo' (H)+

t
f 7 (0'(s) = Ale(it'(5)) = (&Y Vo' s), eu'(s))) s, (A14)
0
D' = Ee(ul) - B'Vo'.

Nous utiliserons la loi de comportement (A.14) dans le chapitre 4 de cette theése.
Lorsque F¢ = 0, (A.14) se réduit & une loi de comportement de matériau électro-viscoélastique

o' (t) = A'e(@’ (1) + G e’ (1) +(E" ) V' (1),
D = ' e(ul) - BVyL.

Finalement, afin de compléter le modéle mathématique qui décrit I’évolution du corps, il faut
préciser les conditions aux limites surI's, c’est]’objet des conditions de contact et lois sans frottement
que nous décrirons dans le section suivant.

A.3 Conditions aux limites de contact

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites a la fois en direction de la
normale et dans le plan tangent, ces dernieres étant appelées condition de frottement. En direction
de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral (lorsqu’il ne peut y’avoir d’interpé-
nétration entre les deux corps ), bilatéral (lorsqu’il n'y a pas de séparation entre les deux corps
), de compliance normale(lorsque surface de contact est déformable) ou bien de réponse normale
instantanée (lorsque la surface de contact est lubrifiée). A part le cas limite lorsque la contrainte
tangentielle est nulle (le cas sans frottement), le frottement peut étre a seuil (quand le glissement
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se produit que lorsque la force de frottement atteint une valeur critique) ou sans seuil (lorsque le
glissement se produit pour nimporte quelle force de frottement). Parmi les lois de frottement a
seuil, les plus utilisées dans la littérature sont celles de Coulomb et de Tresca ; elles modélisent un
frottement sec, alors que les lois de frottement sans seuil modélisent un frottement lubrifié.

A.3.1 Conditions aux limites de contact de Signorini.

On définit le déplacement normal relatif d"un corps par rapport a l'autre sur la zone de contact
I's par [u,] = ul +u2, ot vl est la normale unitaire extérieure a QF.
La continuité des contraintes sur l'interfaces I's se traduit par :

oy, 0% = —0% =0, sur I3 (A.15)

1_ 2

O‘V - GV

La condition de contact non-pénétration entre les deux corps est exprimée par la relation suivante :
[u,] £0 sur Ts. (A.16)

Aux point de I's tels que [u,] < 0, il y” a séparation entre les deux corps. Les contraintes normales
y sont alors nulles. Par conséquent, on a :

[uy] <0=>0,=0 sur Ij. (A.17)

Aux point de I's tels que [u,] = 0, le contact est maintenu et chaque corps exerce une réaction
normale orienté vers ’autre corps et donc nous pouvons écrire

[uy] =0= 0, <0 sur TIjs. (A.18)

On dit que le contact entre les deux corps sans frottement si les mouvements tangentiels sont libres,
ce qui traduit par :

2 =0 sur Ts. (A.19)

Pour résumer, les conditions de contact (A.15)-(A.19) s’écrivent d’une maniére combinée de la
facon suivante : suivante :

@: ol=02"%g,
b): [u,1<0,0,<0, [uy]Jo, =0 sur Is. (A.20)
(©: ol=062=0

Les conditions aux limites de la forme (A.20) sont aussi appelés "conditions de contact unilatéral" ou
bien "conditions de contact de Signorini".
Nous utiliserons les conditions aux limites de contact (A.20) dans les chapitres 1 et 2 de cette these.

A.3.2 Condition de contact avec compliance normale et adhésion.

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur I's X (0, T), on
introduit une variable interne d’état  définie sur I's X (0, T), qui représente l'intensité d’adhésion
sur la surface de contact, telle que 0 < f < 1. Quand = 1 & un point x € I's, 'adhésion est complete
et tous les liens sont actifs, quand = 0 tous les liens sont désactivés et il n’ya pas d’adhésion;
et quand 0 < f < 1 c’est le cas d’une adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus
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détails sur ce section, on renvoit par exemple [35]. On suppose que la contrainte normale satisfait
la condition de compliance normale avec adhésion

oy = =pu([]) + 7o Ro([ws]) sur T3 x(0,T), (A.21)

ol o, est le déplacement normal, y, est un coefficient positif, p, : I's X R — R, est une fonction
donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R, : R — IR, est 'opérateur de
troncature donné par
L si s<-L,
Ry(s)={ —s si —L<s<0, (A.22)
0 si O<s.

Ici L > 0 est longeur caractéristique des liens (voir figure A.1).

R,(5)

Fig. A.1: Représentation graphique de 'opérateur de troncation R,

La condition (A.21) indique que chaque corps exerce une action sur l’autre corps en fonction de sa
pénétration [u,], ot le deuxieme terme de 1'égalité est la contribution de ’adhésion g a la tension
de surface. Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (A.21) a été déja utilisée
dans [33, 83, 93].

Quand le champ d’adhésion g est nul, (A.21) devient

-0, = pu([uy]) sur TI3x(0,T), (A.23)

ce qui représente la condition de compliance normale sans adhésion. Des expressions générales de
la forme (A.23) ont été utilisées dans [54, 56, 60, 66].
Comme exemple de fonction de compliance normale, nous pouvons considérer

pu(r) = cvry,

ol ¢, est une constante positive et 7, = max {0, r}.

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites comme
étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures différentes. Pour modéliser les
phénomenes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la description du
contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme

B = (B Ru()) + ye(Re([uc))) = &), sur T3x(0,T), (A.24)
p(0) =po sur I3, (A.25)
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ol )y, Y« et &, sont coefficients d’adhérence positifs, et [u.] = u} — u2 le déplacement tangent relatif

de corps Q! par rapport I’autre corps 2 sur la zone de contact, et Bo I’adhésion initiale, tel que
0<pop<1, pp-xels (A.26)
et la fonction R, : R? — RY est I'opérateur de troncation donné par

v si |[o|| <L,
R+(0) ‘{ L sifoll > L. (A.27)

Sous les conditions (A.24)—(A.26), on a la remarque suivante :

Remarque A.1: Nous remarquons que le champ d’adhésion vérifie la restriction 0 < g < 1. En
effet, puisque B < 0donc B < By < 1.Enoutre, si p = 0 quand t = to donc B = 0 pour tout t > to, et
d’ou p = 0 pour tout t > to, p.p. x € I's. Alors nous concluons que 0 < <1 pour tout t € [0,T],
pp- x€TIs.

Condition dans le plan tangent.
Aux points de I'3, la rigidité tangentielle générée par la colle est supposée dépendante de ’adhésion
p et des déplacements tangentiels,

—0¢ = pr(B)Re([1c]) sur I'3x(0,T) (A.28)

ol pr : I's X R — R, est une fonction de contact tangentielle, R, est un opérateur de troncation
défini par la relation (A.27). Alors, p.(B) agit comme une constante de ressort, qui croit avec f8; la
traction est en direction opposé au déplacement. Le module maximum de la traction tangentielle
dans (A.28) est p;(1)L. La traction de frottement tangentielle est supposée étre beaucoup plus petite
que I’adhesion et donc elle est omise. Quand elle n’est pas négligeable on doit ajouter la traction
de frottement comme cela a été fait en [68].



B. OUTILS MATHEMATIQUES

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques préliminaires mathématiques qui seront utilisés
partout dans cette these, il nous est paru utile de rappeler des espaces de Hilbert de plus a quelques
éléments d’analyse non linéaire et particulierement des résultats d’existence et d"unicité concernant
les inéquations variationnelles elliptiques. Nous commengons par présenter les espaces fonction-
nels, on y introduit des espaces de type distributions et de type Sobolev associés a 'opérateur
déformation et a 'opérateur divergence et on présente leurs principales propriétés, et particuliere-
ment des résultats d'injections continue et d’injection compact, notamment les théorémes de trace,
puis nous rappelons les espaces des fonctions a valeurs vectorielles.

B.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (., .),, un produit scalaire sur H c’esta dire (.,.), : HXH — R
est une application bilinéaire symétrique et définie positive. On note par ||.||;, I'application de H
dans R définie par :

llll,, = <u, udy, (B.1)

et on rappelle que ||.||,, est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz
w0y <llullyllolly  Yu,v € H (B.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par (B.1). Soit H’ 'espace
dual de H c’est a dire 'espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H muni de la norme
(G0,
e, = sup ——=== (B.3)
veH—-{0} ”v”H

oud,.) représente la dualité entre H' et H.

H’xH

Définition B.1 (Hyperplan): Soit H un espace de Hilbert, un hyperplan (affine) de H est un en-
semble de la forme K = {x € H; f(x) = a} ou f et un forme linéaire sur H, non identiquement nulle
et @ € R. On dit que H est I'hyperplan d’équation [f = a].

Définition B.2 (Hyperplan sépare): Soit H un espace de Hilbert, f € H — {0},a € R et soient A, B
deux ensembles non vide d'un espace de Hilbert H.

1. On dit que I'hyperplan K d’équation [f = a] sépare A et B au sens large sil'on a
fx)<a<f(y) Vxe€eA, VyeB.

2. On dit que I'hyperplan K d’équation [f = a] sépare A et B au sens strict s'il existe ¢ > 0 tel
que :
fx)y<a—¢ VxeA, et a+e<f(y) YyeB.
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Théoreme B.1 (Hahn-Banach, forme analytique): Soient H est un espaces de Hilbert, G un sous-
espace vectoriel de H et soit ¢ : G — R une forme linéaire et continue. Alors il existe f € H’ qui

prolonge g et tel que ||f|| = |Ig]l.

Théoréme B.2 (Hahn-Banach, premiere forme géométrique): Soient H est un espaces de Hilbert,
soient A C H et B C H deux ensembles convexes, non vides et disjoints, on suppose que A est
ouvert. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Théoréme B.3 (Hahn-Banach, deuxiéme forme géométrique): Soient H est un espaces de Hilbert,
soient A C H et B C H deux ensembles convexes, non vides et disjoints, on suppose que A est fermé
et que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict.

Théoreme B.4 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet): Soit H un espace de Hilbert et soit
H'’ son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H unique tel que

(o, VxH = (f,o)n YveH.

De plus
Pl = 11/l

L'importance de ce théoreme est que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter
a l'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme isométrique qui permet
d’identifier H et H’.

Soit maintenant V et H des espaces de Hilbert réel tels que V est dense dans H et l'injection
V C H est continue. On identifie H et H'. Soit V' le dual de V. On peut alors prolonger H dans V’
grdice au procédé suivant : étant donné f € H, l'application v € V - (f, v)g est une forme linéaire
continue sur H et a fortiori sur V; on la note Tf € V' de sorte que

(Tf, U)V’XV = (f, Z)), Vf S H, YoeV.

On vérifie que T : H — V' possede les propriétés suivantes :

L ATfllv <Clifllu Yf €H,
2. T est injective,

3. T(H) est dense dans V’.

En général T n’est pas surjective de H sur V’. A l'aide de T on prolonge H dans V' et on a le
schéma
VcH=H cV (B.4)

ol les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé Triplet de Gelfand, on dit
que H est 1’'espace pivots.

Définition B.3 (converge faible): On dit que la suite (1,),>0 dans H est faiblement convergente vers
I’élément u € H et on note u,, — u si

(un,v),, — (w,v), VYveH.

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de (u,,).
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En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte que si u,, — u dans H alors u, — u dans H.

Théoréeme B.5: Soit (1,,) une suite borné de H. Alors il existe un élément u € H et une sous-suite de
(1) encore notée par (1) telle que u, — u.

Un élément u € H qui est la limite faible d"une sous-suite de la suite (u,) s’appelle point faiblement
adhérent de la suite (1,). On prouve que :

Théoreme B.6: Si la suite (u,) C H faiblement convergente vers 1’élément u € H, alors le suite (||uyl|,,)
est borné, de plus [[ul|,, < liminf |[u,]|, .

Théoréme B.7: Si la suite (u,) C H posséde un unique point faiblement adhérent u € H, alors
Uy — U

Autrement dit, le théoreme précédent affirme que si toutes le sous-suites faiblement convergentes
d’une suites (u,) ont la méme limite faible u, alors la suite (1) converge faiblement vers u.

Définition B.4: On dit que deux éléments 1, v € H sont orthogonaux et onnote ulv si (u,v), = 0.
Soit M un sous-espace vectoriel de H , on pose

Mt ={ueH/viu; Yve M)
On dit que M+ est I'orthogonal de M dans H.

Théoréme B.8: Soit M un sous-espace fermé de H. Alors M est un supplémentaire topologique
de M c’est a dire

1. M* est un sous-espace fermé de H ;
2. MNM* ={0}etM +M*+ =H.

Théoréme B.9 (Théoréme de projection): Soit K C H est un convexe fermé non vide. Alors pour
tout u € H il existe unique u* € K tel que :

e = 1l = inf 1 =l (B.5)

De plus, u* est caractérisé par le propriété
weK W,o-u),>Wuo-u’), Yo € K. (B.6)

Etant donné K un convexe fermé non vide, le théoreme précédent nous permet d’associer a chaque
élément u € H I’élément u* défini par (B.5), on note par u* = Pxu.

On a mis ainsi en évidence 1'opérateur Px : H — K qui s’appelle opérateur de projection sur K. En
utilisant (B.6), il résulte :

Théoréme B.10: Soit K ¢ H un convexe fermé, non vide. Alors

IPxu — Pxoll, < llu—oll, Yu, v € H; (B.7)
(u — Pxu,v—Pxu), < 0 YueH YveKk; (B.8)
(u—v,Pxu—-v), < 0 YueH YvekK (B.9)

Remarque B.1: Si K sous-espace vectorielle de H, on a

(u—Pxu,v), =0 Yue H Yvek
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B.2 Inéquations variationnelles elliptiques

Soient A : H — H un opérateur non linéaire, dite que :

1. 'opérateur A monotone si :
(Au—-Av,u—v), 20 VuveH
2. Vopérateur A fortement monotone s'il existe un réel m > 0 tel que :
(Au—Av,u—v), >2m|lu— vlli Yu,v € H.

3. 'opérateur A hemicontinu si pour toute suite numérique (u,) tel que u,, — ulorsque n — +oo
ona:
(A(u + pyo), wyg — (A(u + po), w)y, n — +oo Yu,v,w € H.

4. V'opérateur A Lipschitzienne s’il existe un réel M > 0 tel que :
lAu — Avll, < Mlju—ol|, VYu,veH.

5. Posons que l'opérateur A est linéaire : 'opérateur A est dit continue s’il existe un réel C > 0
tel que :
lAull, < Cllull, VYueH.

6. Posons aussi que l'opérateur A est linéaire : 'opérateur A est dit positivement défini s’il existe
un réel m > 0 tel que :
(Au,uy, >mlul’  YueH.

Soit maintenant 2 : H X H — R une forme bilinéaire, dite que :

1. le forme a(.,.) symetrique si:
a(u,v) =a(v,u); VYu,veH.
2. le forme a(.,.) continue s’il existe un réel M > 0 tel que :
a(u,v) < Mlull, l0ll, VYu,ve€H.
3. le forme a(., .) est dit H-elliptique s’il existe un réel a > 0 tel que :
a(u,u) > a ||u||i Yu € H.

Remarque B.2: Soient A : H — H un opérateur et 4 : H X H — R la forme définie par :
a(u,v) = (Au,v),.Ona:

1. a(.,.) est bilinéaire si et seulement si A linéaire .
2. a(.,.) est continue si et seulement si A continue.

3. a(.,.) est H-elliptique si et seulement si A est défini positif.

On considere maintenant une fonction ¢ : H —] — o0, +]. On a:

1. le fonction ¢ est dite propre si ¢ # +oo, c’est a dire s’il existe u € H tel que ¢(u) < +oco.
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2. le fonction ¢ est dite convexe si
e(tu+ (1 -tw) <tpu)+ (1 -t)ev) VYuoveH Vte]0,1].
3. le fonction ¢ est dite strictement convexe si
e(tu+ (1 —-tw) <tpu)+(1-tep) VYu+veH Vte]0,1].
4. le fonction ¢ est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en ug si
lilfr_l)}gf(p(u) > @(up).
5. le fonction @ est dite s.c.i sur H si s.c.i pour tout point de H.
6. le fonction @ est dite Gateaux-différentiable en u s’il existe un élément Vu € H tel que :

fim 20 tvt) —P) _ vy, voeH (B.10)

t—0

I'élément Vu s’appelle la différentielle au sens de Gateaux de ¢ en u.

7. le fonction ¢ est dite Gateaux-différentiable, si elle Gateaux-différentiable en tout point de H;
l'opérateur u — V¢ : H — H s’appelle le gradient de ¢.

8. le fonction ¢ est dite sous-différentiable en point u s’il existe f € H tel que :
() — () >2(f,o—u), VYveH, (B.11)

I'élément f s’appelle la sous-gradient de ¢ en u.

9. I'ensemble des sous-gradients de fonction ¢ en point u est appelé sous-différentiable de ¢ en
point u et est noté dp(u) :

dp(u)={feH [ p@) - p(u) 2 (f,o-u), VoeH]. (B.12)

Lemme B.1: Soit ¢ : H —] — o0, +o0] une fonction Gateaux-différentiable. ¢ est alors une fonction
convexe si seulement si

@) — p(u) > (Vo(u),v—-u), VYveH. (B.13)

Lemme B.2: Soit ¢ : H —] — 00, +0] une fonction sous-différentiable . Alors ¢ est une fonction
convexe, propre , s.c.i.

Lemme B.3: Soit ¢ : H —] — o0, +00] une fonction convexe Gateaux-différentiable. ¢ est alors une
fonction sous-différentiable et dp(u) = {Vo(u)} pour tout u € H.

Lemme B.4: Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Lemme B.5: Soit A : H — H est un opérateur fortement monotone et Lipchitz, alors A est inversible,
de plus 'opérateur A™! est également fortement monotone et Lipschitz.

Théoreme B.11 (Théoréme du point fixe de Banach): Soit K une partie non vide et fermé de 'espace
de Banach X et soit A : K — K une contractante, i.e, dk €]0, 1[ tel que

IA() = A@)lIx < kllu—ollx  Yu,veK

Alors il exists un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, A posséde un point fixe unique dans K.



Annexe B. Outils Mathématiques 94

Nous allons ainsi utiliser une version du théoréme de point fixe de Banach que nous présentons
ci-dessus.
Pour cela, nous rappelons que les puissances de I'opérateur A sont définies récursivement par

A" = A(A"1) pourn > 2.

Théoreme B.12: . Sous les mémes conditions du Théoreme B.11, on suppose que A" est une
contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fixe unique dans K.

Théoreme B.13 (Théoreme du point fixe de Brower): Toute application continue d"un convexe com-
pact de R¥ dans lui-méme admet au moins un point fixe.

Théoreme B.14 (Théoréme du Lax-Milgram): Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et elliptique,
Alors pour tout f € H, il existe u € H unique tel que :

a(u,v) =(f,v), YveH (B.14)

De plus, sia(.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété
1 1
Ea(u, u) —u,u), < Ea(v, v) —(v,v),, Vv € H. (B.15)

Théoréme B.15 (Théoreme du Stampachia): Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et elliptique. Soit
K C H un convexe fermé et non vide. Alors pour tout f € H, il existe u € K unique tel que :

ueK a(w,v-u)>(f,v-u) VYvek (B.16)

De plus, sia(.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :
1 1
uek Ea(u, u) —(u,uy, < Ea(v, v)—(v,v), Yvek (B.17)

Soit maintenant A : H — H est un opérateur non linéaire ¢ : H —] — o0, +o0] une fonction
propre (p # +o0) et f € H. Unnombre de problemes aux limites en équations aux dérivées partielles
ainsi qu’en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problémes mathématiques de
la forme suivante : Trouver u tel que

ueH (Au,v—u), + @) — @) >(f,v—u), VYve€H. (B.18)

Le probleme (B.18) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espece sur H. D’autre
probleme rencontrés en mécanique ont un rapport avec des problemes mathématiques similaires
de la forme suivantes : Trouver u tel que

uek (Au,v —uy, >(f,v—uy, VvekK (B.19)

ot K est un sous-ensemble non vide de H. Le probléme (B.19) est appelé inéquation variationnelle
elliptique de premiere espéce sur H.

Remarquons que si ¢ = 0 (resp. K = H ), alors (B.18) (resp. (B.19) ) est équivalente au probleme
suivant :

Trouver u tel que

ueH (Au,v), =(f,v), VYveH. (B.20)
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Théoreme B.16: Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et K est un convexe fermé
non vide de I'espace H, alors I'inéquation variationnelle elliptique (B.19) admet une solution unique.

Théoreme B.17: Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et ¢ est un fonction propre
convexe et semi-continue inférieurement, alors 'inéquation variationnelle elliptique (B.18) admet une
solution unique.

Théoreme B.18: Soit V. C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : V. — V' un opérateur hemicontinu et
monotone qui satisfait :

(Av,v)yxy 2 Wllll;, + A Yo eV, (B.21)
lAvlly: < C(llolly +1) Vo e V. (B.22)

Pour des constantes w > 0, C > 0 et A € R. Etant donnée up € Het f € L2(0, T; V"), alors il existe
une fonction unique u satisfait

uel?0,T;V)NnCY0,T;H), 1eL*0,T;V"),
u(t) + Au(t) = f(t) pp- t € (0, T),
u(0) = up.

Théoreme B.19 (Théoréme de Cauchy- Lipschitz): Soit (X, || - |[x) est un véritable espace de Banach
et soit F(t,-) : X — X un opérateur défini p.p. sur (0, T) qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) il existe Ly > 0 tel que ||F(t,x) — F(t, y)llx < Lrllx = yllx, Vx,y € X, p.p.t € (0, T),
(if) il existe 1 < p < oo tel que F(-,x) € LP(0,T; X), Vxe X

Alors, pour tout xg € X, il existe une fonction unique, x € W(0, T; X) tel que

x(t) = F(t,x(t)) p.p-t€(0,7),
x(0) = xp.

Le Théoreme B.19 sera utilisé pour prouver la solvabilité unique du probleme intermédiaire impli-
quant le champ d’adhésion.

B.3 Espaces fonctionnels

Onintroduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilisés en mécanique et associés aux
opérateurs divergence et déformation. On présente de plus leurs principales propriétés, notamment
les théoremes de trace. On adopte ici la convention de I'indice muet et on précise aussi que toutes
les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans cette thése sont introduits dans cette
section. En outre, dans la rédaction de cette section nous avons suivi [15, 24]. Pour plus de détails
sur les espaces de Sobolev et les espaces de distributions, on renvoi par exemple a [5, 26, 52].

B.3.1 Espaces de distributions

Soit Q!, Q2 des ouverts bornés de R¥ de frontieres I, T? respectivement. Nous supposons que
Q', O? sont des domaines lipschitzienne. On note par D(Q), (€ = 1,2) I'espace des fonctions réelles
définie sur Qf, indéfiniment dérivables et a support compact inclus dans Qf, et note par 9 QY

l'espace des formes linéaire continue sur D(Q) (onaZ)’(Qf) ’espace dual de’espace D(Qf)). Le
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produit de dualité entre D'(QF) et D(QF) sera noté par {.,.). Nous introduisons également les
espaces suivantes :

D’ = {qs"’ = (¢!)_, /6l eD@) i= 1,_d} - DEQYy (B.23)
D={p=(¢"¢*) /¢ eD’; =12} =D'xD? (B.24)

Df = {9" = (fo)i,j:l,d /05 =05eDQ) ij= L_d} = D(QH)P (B.25)
D={0=(6"06?) /6" D; =12} = D' x D (B.26)

D = {w =(v) ¥ eD@);i= L_d} - Q) (B.27)

D' ={y=(¢,y?) /¢ eD’ £=1,2)=D"xD? (B.28)

= {s" = (efj)iw Jel=eieDQY;ij= 1,_01} = D'(QYydx (B.29)
D ={e=(e',&?) /el e D 0=1,2} =D x D7 (B.30)

Les dualités entre les espaces D’ et D, D’ et D seront notées respectivement par (., .),, , et{.,.),, ,.
Plus précisément on a :

d

(v:0),,,= 2,

2
(=1 i=

f i prdQ)f (B.31)
1V

2 d
_ { nt ¢
(£,0),,, = Z Z fQ ey (B.32)

=1 1i,j=1

Considérons maintenant 1'opérateur défini pour les fonctions et pour les distributions d; = %_,
i= 1,_d On a

(9:6°, 1) = = (0, 9,9") ; Vo' e DV(QF) VY’ € D) (B.33)

généralement pour multi-indice & € IN? de dérivation, on a

(D0’ y") = (1) (0, D*y") Vo' e D'(Q") V' e DQ') (B.34)
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avec la notation |a| = a1 + ... + a,.
On introduit également les opérateurs différentiels du premier ordre définis par :

e: DI — Df B.35
ul - (ei]‘(u{))i’jzl,—d (B:35)
ou €1']'(Ll[) = % (811/[? + quf)
Div: D! — D¢
ol - Divet = (8iafj) _ (B.36)
i=1d

on va utiliser les mémes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les espaces des
distributions :

e: D — pt ( )
¢ (Tt B.37
T+ (es(T ))i,]_zll_d
ou 61‘]'(T€) = %(ale + 8ij)
Div: D' — D
' > Div®' = (ai@f.) _ (B.38)
")i=14d
En utilisant (B.33), on obtient facilement
(e, 0")  =—(y',Divo") vyl e D¢ Vol € D (B.39)
D’K,Dé) D'f,Df
(Div(e"),¢) = —(d,e(¢") Vol e D'° Vol e D (B.40)
p’t,pt ot

L'opérateur € défini par (B.35) pour les fonctions et par (B.37) pour les distributions s’appelle
opérateur déformation, I'opérateur Div défini par (B.36) pour les fonctions et par (B.38) pour les
distributions s’appelle opérateur divergence.

Lemme B.6: Soit Qf est un ouvert borné dans R, et soit Yl e D'(QF) tel que:

f PloldQ =0 Vol e DQY
Qt

¢ _ ¢
onay‘=0 p.psurQ°.

B.3.2 Espaces de Sobolev

Dans tout ce paragraphe, Soient Q un ouvert borné de R? de frontiere I'', nous supposans
que Qf est un dommaine lipschitziens, c’est a dire I'* est représentable localement comme le graphe
d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert de R1, Qf étant situé localement d’un seul coté de T'¢
(pour la définition explicité d’'un dommaine lipschitzien voir par exemple [77] ). On va utilise les
espaces suivant :
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1. Vespace L2(Qf):
On désigne par L2(QY) I'espace des (classes de) fonctions réelles u® de carré sommable sur Qf
,i.e, mesurables et telles que

1
2
||u‘f||L2(QE) = ( fQ , Juf|? de) < +o0. (B.41)

On posera souvent L2(QY = HO(QY).
Comme il est classique, L?(Qf) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

<u€, v€> = f ul 2dQ’. (B.42)
12Qf) Qf

2. I'espace H"(QY) ott m € IN : En bref, I'espace de Sobolev H™(QY) d’ordre m sur Qf est défini
par

H"(Q') = {u’ e 2(Q) / D*u’ € IX(Q) Va, |al < m}. (B.43)

aal +.“+£Yd
0 [}
8x(1¥1 ...8xdd ’

les dérivées D*u’ sont prises au sens des distributions sur Qf. On munit H"(Q) de la norme

[ D =i
Hm(Qf) LZ(Q[)

la|<m

Ousia = (ay,...,a4),onaD* =

1
2

(B.44)

etl’'onale

Théoréme B.20: L'espace H"(Q) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire étant donné
par:

<ug, v[> = f D*u‘D*'dQ)’. (B.45)
H™@h) la|l<m QF

Et (B.44) la norme associée.

Remarque B.3: L'application suivante :

My H"(Q) — Re 1 -
ut o |“[|Hm(g,) = (Zm:m ||Da”€||;m)2 : |
Est un semi-norme sur 1'espace H™(QY).
Théoreme B.21: L'espace D(ﬁf) est dense dans H™ (Q‘;).
Ou
D@) = {u'l,, /u’ € DERY). (B.47)

Théoréme B.22: Posons que la domaine Qf est un ouvert convexe dans RY, et soit v/ €

H™1(Q) tel que : D%’ = 0 sur Qf pour tout multi-indice a tel que |a| = m + 1, on a
¢ 1

' € Pp(Q°).
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3. I'espace H*(QY) ot1 5 > 0 : Soit maintenant s = m + 0 avecm € Net0 < 0 < 1 I'espace de
Sobolev H3(Q¢) d’ordre s sur Qf est défini par:

A _ Ny, L 2
mmwzwdmdﬂﬂ‘pum P

axat |lx — y||d+20 dxdy < +co Va, || <m. (B.48)
X

Théoréme B.23: 'espace H*(Q') est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire suivant :

(Whof) =)
HS(Qf)

Hm@l)
(D) - D*u'(y) (D' () - D" (y)
Ll

I3t llx — y||4+20

dxdy. (B.49)

lor|=m

La norme associée est :

| =]l
H(Qf)

Remarque B.4: L'application suivante :

I

1
2 2
> |D"‘u€(x) - D"‘u"(y)|
dxdy| . .

1
Jaf=m VX0

|'|H5(Q{) . HS(QZ) — R+

1
Dul (x)-D%ul (y)|* 2 (B.51)
ity = (Zlal:m £exgzwwﬂd9€dy)

est un semi-norme sur I'espace H*(QY).

Théoréme B.24: L'espace D(ﬁg) dense de H3(QYY) .

4. V'espace HS(Q‘)) :
L’espace de Sobolev HS(Q‘)) est I'adhérence de I'espace D(Q’) dans I'espace H*(Q).

Théoréme B.25: Soit s > %, alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

ut e H3(Q) (B.52)
ul e H3(QY) 5
%%:0 0<i<s—13 (B.53)

. ol P . . L oL
ou 8’—7'; = dérivée normale d’ordre i sur I'‘-orientée vers 'intérieur de Qf. On a :
1

31‘1/[( _ 0,
8171-

H(Q) = {uf e Q") | 0<i<s-— %} (B.54)

Théoréme B.26: L'application |.|HS(Q) définie par (B.51) est une norme sur l'espace Hj(Q))

14
équivalente la norme ||.||HS(Q€) .
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Théoréme B.27: Si s < 3, ona H3(QY) = H(Q).

5. I'espace H(Q%) ot1s > 0: L’espace de Sobolev H5(QF) est un dual de I'espace H(S)(Qf) .On
a la définition :

H=(QF) = (Hy(Q)) - (B.55)
On munit H5(Q¢) de la norme dualité :
Mf, lp{’
||uf|| = sup < > . (B.56)
H-s(Qf) lPEH(S)(Q[) HLP”H::(QZ)
Remarque B.5: Puisque D(QY) est dense dans HS(Q‘)) ( par définition ) , on a
H3(QY c 9/(QH). (B.57)
Théoréme B.28 (Théoréme du d’injection continue de Sobolev ):
1.si s<r: ona H'(Qf) — HQY);
c’est a dire qu'il existe un réel C > 0 tel que :
]| < c|uf] vu' e H'(QF) (B.58)
HS(Qf) Hr(Qf)
) ¢
2.si s>4; ona HY(Q)—>C)(Q) VjeN;
c’est a dire qu’il existe un réel C > 0 tel que :
| =<Cluf vul e H*Y(Q). (B.59)
CL(@K

Hs+j(Q[)

Théoréme B.29 (Théoreme du d’injection compact de Rellich):

1.si s<r; ona H(Qf ccH(QY);
c’est a dire toute suite bornée de H'(QY) admet une sous-suite convergente dans H(QY).

. —
2.si s>%; ona HW(Q)ccC(Q) VjeN;

P —t
c’est a dire toute suite bornée de H*(Q¢) admet une sous-suite convergente dans C{](Q ).

1
6. Les espaces liés a I'opérateur de trace sur H'(Q); (H 2 T, H > T'3), HSO(Fg)) : On suppose que
I’ est une frontiére de Qf

Théoréme B.30: (Théoreéme de trace ) Il existe une application linéaire et continue y¢ définie
sur 'espace H'(QY) a valeurs dans l'espace L*(TY) telle que :

(@) Yol e C! (ﬁé)) on ait : y‘of = of |rf
(b) Ker)/f = H(l)(Qf)

(c) l'application )¢ n’est pas surjective ( en général ), mais son image noté par H %(Ff), est
un sous espace dense dans L?(T).



Annexe B. Outils Mathématiques 101

o
c@)={v, [vec'®)). (B.60)

L application v’ s’appelle application de trace sur H'(Qf), ona:

"yl est defmle comme le prolongement par densité de ’application v’ — v | définie pour
ol e C! (Q )"

Hi () = [y /o' e HYQH)) = ¢ (HI(Q)) (B.61)

vy HYQ) - H %(1“{) est une application linéaire continue et surjective (B.62)

Il existe une application linaire et continue B.63

R¢: H%(F‘)) — HY(QY) telle que y¢ (R‘)y‘)) =ul, Yule H%(Ff) (B.63)

Hy(Q") = {u’ e H(Q") | y'u’ = 0}. (B.64)

C’est a dire H(l)(Qf) le noyau de l’opératelir de trace y* .
De plus, on définie les espaces H 2 (T3) HgO(Fg) comme suivant :
HE(T5) = {uf],, /uf e HATY);0=1,2] (B.65)

1
HZ\(T3) = {uf],, /e H2(M) ety = Osurl’—Ts, £=1,2}. (B.66)

B.3.3 EspacesH et H

Soient Q! , Q? deux ouvert borné lipschitziens de RY de frontiere I't, I'2 respectivement , On va
utilise aussi les espaces suivant :

1. Les espaces H' et H! : On utilise les notations :

HY = {u’ = (uf)lsisd uf € LX(Q) Vi=1,d) = L2Q) (B.67)
t_ )t _(~f t 20l -2 _ 1 g\ _ 12/00ydxd
HC = {o = (1), o [0 € 12Q0) Vi = 1,d} — 12(Qf)™. (B.68)
Les espaces H’ et H! sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques :
d
= Z f utofdQt vul,of e HY (B.69)
p Qt
Z f ol tdQl Vol e HY. (B.70)
= Jo i

Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respectivement par ||.||¢ et ||.||4«
définie par :

d
el = (X [ dofJ w7
1
d
ol = [Z
i=1

eI

2
of]| Q! (B.72)
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2. Les espaces H et H : On utilise aussi les notations :

H={u=(u',u?) /u' eH ; £=1,2} = H' x H (B.73)
H=o=(c",0%) /o' e H'; £=1,2 = H' x H*. (B.74)

Les espaces H et H sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques :

2 2 d

(U, 0ypge = Z(u" vf>H = ZZ f utoldQf (B.75)
=1 =1 i=1 Y
2 2 4

(0, )y = Z (0{, Tf>7{[ = Z Z f 0;;T de (B.76)
=1 t=11,j=1

Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respectivement par ||.||; et ||.[l4
définie par :

2 ) P (2 d ) 2
||u||H:[Z ||uf||Hf] =(ZZLE |u!] de) (B.77)
=1

=1 i=1
1 1
2 2 d 2
ol = (Z o ||W] :[ | 4! (B.78)
=1
3. Les espaces Hf et ?{f : On utilise les notations :
HY ={u’ = (u ")1<<d Juf € HNQ') ; Vi=1,d} = H\(Q") (B.79)
e _ | 6 _ (. _ 1O i i — _ 7l(Of\dxd
H] = {of = (0, g 1% = 0 € HIQ) Vi j = Ld} = @) (B.80)

Les espaces H f et 7-(f sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques:

('), =) f Dul.DdQ’ 'l e Hy (B.81)
a1 Ve
06\ _ ¢ ¢ a0 bt qqt
<G )T >"Hf = |Z|: f;zf D“aij.D“Tide Vo', € H,. (B.82)
al<1

Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respectivement par ||.||;;c et ||.[l¢.
1 1
définie par :

||uf||H[_[Z f D | (B.83)
la|<1
1
2
ol —[Zf Do f‘ day’ (B.84)
la|<1




Annexe B. Outils Mathématiques 103

4. Les espaces Hj et H; : On utilise aussi les notations :

Hy ={u=(u',u?) [u' e H £=1,2} = H} x H} (B.85)
H, = {o* = (01,02) /05 eHl = 1,2} = H] x H?. (B.86)
Les espaces Hj et H; sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques :
2 2 d
o, = Y (ul0f) =Y Y Y f Dul D! dQ)’ (B.87)
= U ja= =1 Y
2 2 d
(0, Ty, = Z (o', T%{g - Z Z Z f ZD“GS}.DO‘TZ-CZQ[. (B.88)
=1 U3 fal<t =1 YO

Les normes associées a ces produits scalaires seront notées respectivement par |||, et [[.||#,
définie par :

1
2

2 3 2 d
||u||H1=[Z ||uf||i[] :[ZZZ f D df (B.89)
= ! =1 <1 i=1 Y
2 , 3 2 d X 3
||G||74=[Z ||a"’||w) :[ZZZ f Dol | dert (B.90)
= ! =1 ja<1i,=1 Y

5. Les espaces liés a 'opérateur déformation : Pour 'opérateur déformation défini par (B.37),
il est naturel d’introduire 1'espace

HY = {u’ e H /e(u) € H'}. (B.91)
Sur ]Hf on considere le produit scalaire :
0\ _ (o ¢ ¢
<u ,0 >H[ = <u ,0 >H€ + (e(u ), €(v )>w[ . (B.92)

1
Et la norme associée définie par :

1

Il = (1, ew ) 99
On obtient ainsi :
W, <l v e B
1
||e(u€)||ﬂ[ < ||u£HH[ vul e IHf. (B.95)
1

Théoreme B.31: On a 'égalité algébrique ]Hf = Hf et (B.83), (B.93) sont des normes équiva-
lentes. On a

H{ = {u’ € H / e(u’) € H'}. (B.96)
De plus, il existe une constante C > 0 qui dépend en général de Q, telle que :

[, + et = ||uf||; vul € HL. (B.97)
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Les inégalités (B.94), (B.95) donne impliques que 1'opérateur d'njection H: f C H' et lopérateur
déformation € : Hf — H' sont des opérateurs continues.
De méme, compte tenu de 1'identification de Hf et (Hf a deux sous-espaces de D’¢ et D¢ :
(e, ¢y +(u,Divg’) =0 vu'eH’, V¢’ e D (B.98)
'txpl H
(e(u, cpf)H[ +(u,Divg’) =0 vu'eH', V¢’ e D . (B.99)

Ht
Décrivant maintenant le noyaut de 'opérateur déformation € : Hf — H’. Pour cela, soit R
le sous-ensemble de H! défini par :

R ={u’ e H{ /30" e R¥etB € §', B = -B ;u’(x) =a’ + B'x| (B.100)

oit $¢ ensemble des matrices carrées d’ordre d et BT la transposée de martice B. On appelle
R’ I'ensemble des déplacements rigides sur Q.

Théoréme B.32: Soit u’ € Hf. Alors e(u’) = 0 si seulement si u’ € R’ i.e
RE = {uf’ eH'/ew’) =0 } . (B.101)
Théoréme B.33 (inégalité de Korn ): Soit V! un sous-espace fermé de Hf tel que :
YVEnR =0}, (B.102)

alors I'inégalité de Korn est vérifiée sur V', c’est a dire existe C > 0 ne dépendant que Q° et V¢
tel que

ey = Cllullye vt €V (B.103)

Pour plus de détails sur ce théoréme on peut renvoyer le lecteur par exemple a [65, p.79].

Exemple: Toutau long de la theése, dans les parties mécaniques, le frontiére I'” est subdivisée en

trois parties mesurables disjointes Ff, Fg, et Fg, tels que mes (Ff) > 0. Nous aurons constamment

besoin de 1’espace des déplacements admissibles V¢ défini par

V={ofeH{/v =0 pp. sur T} (B.104)
Puisque mes(l"f) > 0, il vient V N R’ = {0}, d’ot1 I'inégalité de Korn s’applique sur V¢; alors, il
existe une constante Cx > 0 dépendant uniquement de Q° et Ff telle que

le@)llge = Cillollly Vo' € V', (B.105)

Nous considérons sur 'espace V' le produit scalaire donné par :
(1, )y = (e(ub), e@))gee  Yub, 0’ € V! (B.106)
et soit || - ||« la norme associée, i.e.
10°1lye = Nle@*)llgge o € VE. (B.107)
Par I'inégalité de Korn, il vient que || - IIH{ et||- || sont des normes équivalentes sur V¢ et ainsi

(Vf, Il - [ly¢) est un espace de Hilbert. En outre, par le Théoreme de trace de Sobolev il existe
une constante Cp dépendant uniquement de Qf, I’f et I's telle que :

[0z, < Collollye  Vof € V. (B.108)
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6. Les espaces liés a ’opérateur divergence : Comme dans le cas de 1'opérateur déformation, il
est naturel d’introduire 'espace H f lié a I’opérateur divergence et défini par :

H! =o' e H' | Divo’ € H'Y. (B.109)

Sur lequel on considere le produit scalaire

(o', 7" >H§ = (o', 1), + (Diva’, Divt’) . (B.110)
Et la norme associée définie par :
Jol, = (1o + oo ) )
On obtient ainsi
lo°]%, < ||a€||H{ Vo € HY (B112)
|Divo’ [}, < [lo* ||H§ Vol e H.. (B.113)

Donc l'opérateur d’injection Hf c H' et I'opérateur divergence Div : H{ — H' sont des
opérateurs continues. De plus, compte tenu de I'identification de H’ et H a des sous-espaces
de D’ et D¢, en utilisant (B.40) , il résulte :

(Diva", (p")H{ +{o,e(@")) =0 Vo' eH, ¢’ D’ (B.114)

Hl

(Diva’,¢") . o, + (0" e(@)) =0 Vo' eH!, ¢ €D (B.115)

Hl

Théoréme B.34: L'espace H{ muni du produit sclaire (B.110) est un espace de Hilbert .

7. Les espaces liés a I’opérateur de trace sur Hf : On utilise les notations :

. — 1 d
Hpe = {¢ = (Pir<iea / i € HX(TY) Vi = 1,d} = (H2(T))". (B.116)
En utilisant propriété d’espace de produit, on obtient
Il existe une application linaire et continue notée encore
.t 276y}’ 0yl — b ¢ e clQly (B.117)
y :Hl—>(L (T)) telle que y'u" =u |r€ Yut e CHQH".

Lapplication y¢ s’appelle application de trace sur H/, on a:

"y¢ est définie comme le prolongement par densité de l’application v + vf |ré, définie pour

— \d
o’ e (Cl@h)) .
Hpe =y’ /o’ e H{} = ! (HY) (B.118)
v Hf — Hpv est une application linéaire continue et surjective (B.119)
Il existe une application linaire et continue B.120
R’ Hpe — H{ telle que ¢ (’R"t/)‘)) =y!, Vil e Hy (B.120)
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De plus Hé(Qf)d le noyau de l'opérateur de trace y* ,i.e
HyQ) = {u’ e Hf [ y'u’ =0}. (B.121)

En notant par 1’ = (Uf)lsisd la normale sortante unitaire a ¢, on définit pour tout &¢ € Hy les
composantes normales et tangentielle de £ respectivement par :
1
gn=&n"eH (") et & =&"-&n'eH! (B.122)

ott H! est un sous-espace fermé de Hy: définie par :
HE={& € Hpe [ E5=0 ppsurT’ ). (B.123)

On peut prouver de plus que l'application & +— (&£, &L) est un isomorphisme de Hpr dans
Hz(I%) x HL.

Dans la section suivante on va utiliser le dual de I'espace Hy noté H{,, on a
d

HY, = (Hp) = (H™3(%) (B.124)

La norme sur H}, ainsi que le produit de dualité entre H}, et Hyc seront notés par ||, et
Tt

SR
Pour tout u‘ € HY,, les composantes normale et tengentielle de 1 sont respectivement définies
par:

€ ¢l C ¢l € 4 4
(un €. N (& )H;[XHF[ vel e HTO) (B.125)

¢ €>
<”T’ ¢ HY xH¢

ott HY I'espace dual de l'espace H¢.

(u &), W HY. (B.126)
Tt T

L'application p‘ (yf}, (%) est un isomorphisme de H, dans H2(I) x HY et compte tenu
(B.123) et (B.126), il résulte :

{ Vu‘ e H;, V&'eHp

<”K’ 56>H'F[XHF( - <”g’ 5£>H*%(rf)xH%(rf) * <”£’ gﬁ>H£’><H$ ’ (B127)

Pour tout u € Hf I'élément y‘u’ s’appelle la trace de u’ sur Y. Parfoit, par simplicité, on va
noter u’ |+ ou simplement u¢ au lieu de y‘u’ et les notations uf}, ul au lieu de (yut),, (y‘u’),.

La continuité de y* donnée par (B.118) équivaut a l'existance d’une constante C > 0 qui
dépend de Qf telle que :

||7/u£||HF€ < Clu’ ||H[ vu' e H' (B.128)
1

ou par ||| u, Ona noté la norme sur 'espace Hp:. L'application R’ définie par (B.120) est un

inverse a droite pour 1’application de trace sur H{ . Sa continuité équivaut a I'existence d'une
constante C > 0 qui également dépend de Q° telle que :

||R€¢€||H{ <clefl,, v’ eHr (B.129)
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c LN 1k A , —{ dx
8. Les espaces liés a I'opérateur de trace sur 7—(f : On peut prouver que l'espace C!(Q )f " est
dense dans HY, ou

—C _dx —f —_—
cl@y” = {o—f = (o)) /ol =, eC'@) ij= 1,d} (B.130)
— ™
de plus, pour tout ol e CHQ )j " on note par o‘n’ le vecteur de composantes (O—fjnf)lgisd ou

nt’ = (17;_’ )1<j<d est la norme extérieure unitaire a I'Y. comme dans le cas de I'espace Hf, on peut
définir une application de trace sur I'espace 7—(f al'aide de résultat suivant :

Théoreme B.35: 1l existe une application linéaire, continue et surjective notée encore y* : 7-{f -
HY, telle que :

- f olnl.gldrt ol e CL@)" Vel e Hy. (B.131)
rf

et

. . . . o, . . -t ’
De plus, il existe une application linéaire et continue R : H, — Wf telle que :
(Rt = 0t sy
yIR@)|=¢" Vy"eH. (B.132)

Compte tenu de ce résultat, on définit pour tout o/ € HY, les éléments : yf}af e H1(I') et
ytol € HY par:

)/f;of =lohnl e H_%(I’f) , Yol =ylet - ygognf e HY. (B.133)

L'application y* : H! — H, mise en evidence par théoréeme précédent s’appelle application
de trace sur I'espace 7—(f . Pour tout 0! € Wf l'élément y/o! € Hi, s’appelle la trace de o sur .

Afin de simplifier les notations nous utiliseront dans la suite la notation o5’ au lieu de y¢c?,
donc devient la double égalité suivante :

€l 1,6 L _ i ¢ .t
('), = opg) )l
¢t H 2@)xH 2 (¢ Hy xHz (B‘134)
= <of, e(u{)>ﬂ€ + <Divo‘f, u€>H[
pour tout o’ € Wf etul € Hf.
La seconde formule de (B.134) dite formule de Green.

Remarque B.6: On suppose la partition de I'* ala forme T = T UT! ot T NTE = P et soit o’ € 7—(f .
On introduit les définitions suivantes :

(a{nf =0 sur l"f;) =3 <G€T]€, y€u€>H,[XHr[ =0 Vu'e Hf tel que u’ =0 sur Fg]
(ag =0 sur Tﬁ) o <G€nt’, y€u€>H’r[XHﬂ 0 viule Hf tol que{ Zé zg ?1111; ?g )
(ag <0 sur l"f;) & <G€77€/ V€M€>H;€XHF[ >0 Vule Hf tel que{ Zé i g lel; ll:g ]
(og =0 sur l"f;) = <a€n€, y€u€>H’€XHF{ =0 Vule Hf tel que{ Z% z 8 Z?li 11:%2 ]
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Supposons maintenant que I' = l"f U l"g U l"g , l"f N 1"5 = (sii # jest une partition de I' oi1
1"; = I% = I'; partie de contact entre Qlet 2, etsoitol € 7—lf . On introduit les définitions suivantes :

,leurl“g) <:)<oln1,y1u1>
H’ . xH_4
T Hr

— <02772/ yzu

1_
(Gn =0 >
ut =0 sur l"fUFf
Yu = (u',u?) € H; tel que ug =0 sur It Yi=1,2
0 sur I's
(a% = o2 sur Fg) & <01171,7/1u1>

— 2.2 2,2 .
B G e B
H’  xXH 4 H’  xH.

rnr 2”2
u? =0 sur rt
Yu = (ul,uz) € Hy telqued u; =0 sur Ff U Ff ;V0=1,2
ul=u2 sur Ts.

B.3.4 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Soit 0 < T < oo et soit (X, || - ||x) un espace de Banach réel. Nous notons par C.(0, T; X) I'ensemble
des fonctions continues a support compact dans (0, T) a valeurs dans X.

Définition B.3.1: Une fonction f : [0, T] — Xest dite mesurables’il existe un sous ensemble E C [0, T]
de mesure nulle et une suite (f,,),en de fonctions appartenanta C.(0, T; X) telle que||f.(t)— f(H)llx — 0
quand n — oo, pour tout t € [0, T]/E.

Définition B.3.2: Une fonction f : [0, T] — X est dite fortement dérivable dans ¢y € (0, T) s’il existe
un élément 'Zl—j;(to) € X appelé la dérivée forte de f dans fo, tel que

d
%iﬂg”%(f(to +h) = f(to)) - d—{(m)llX =0. (B.135)

Définition B.3.3: Une fonction f : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite (f,)nen de
fonctions appartenant a C.(0, T; X) telle que

t
Lim fo [(fa®) = £t = 0. (B.136)

n—+oo

Théoreme B.36 (Bochner): Une fonction f : [0, T] — X mesurable est intégrable si et seulement si
x = |If(0)llx : [0, T] = R est intégrable. Dans ce cas,

T T
I [ ral= [ il 1)

Soit1 < p < oo l’espace de Lebesgue L7(0, T; X) est 'ensemble des classes de fonctions f : (0,T) — X
mesurables telles que l'application t — [|f(t)l|x appartient a LP(0, T). On sait que L”(0, T; X) est un
espace vectoriel normé avec la norme

||f||LP(O,T;X) = (foT ”f(t)“;;(dt)%' sil<p<eo, (B.138)
Il om0 = iNF{C >0 = [f®lly <C ppte©D ) sip=co. (B.139)

Par ailleurs, on a les résultats suivants.
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Proposition B.1: (1) LP(0, T; X) (1 <p < o0) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-, -)x alors L%(0, T; X) est aussi un espace
de Hilbert avec le produit scalaire

T
(1, 90m0 = [ 00, 00N

(3) L"(0, T; X) c L(0, T; X) avec injection continue 1 < g < r < oo.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

PO, T;X) cL10,T;X) sil<p,g<oo, =+

< =
Q|
Il
—_
N

LY0,T; X)’ c L=(0,T; X),
ou L7P(0, T; X)' représente le dual de I'espace LP(0,T; X) ,1 < p < oo.

Définition B.3.4: Soit u,v € L'(0, T; X). La fonction v s’appelle la dérivée généralisée d’ordre n de
usur (0,T)si

T T
f PP (tu(t)dt = (-1)" f p(o(t)dt, Ve e C>(0,T). (B.140)
0 0

C°(0, T) étant I'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support compact dans (0, T).
Nous écrivons v = it pour n = 1 et v = u™ pour n > 2.

Soit 1 < p < co. Lespace de Sobolev W#(0, T; X) est I'espace des fonctions u : [0, T] — X telles que
ueLP0,T;X) et € LP(0, T; X) et WP(0, T; X) est un espace de Banach muni de la norme

lllwiro,1;%) = Iullero,1;%) + l1ullLro,1,%)-

Définition B.3.5: Une fonction f : [0, T] — X est dite absolument continue si quelque soit ¢ > 0, il
existe 6 = 6(¢) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a jr b j) disjoints, inclus dans [0, T], tels que

Y.(bj—aj) <dona Llf(b)) - f(alx < e.
J j

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les fonctions de
'espace W0, T; X).

Théoreme B.37: Soit 1 < p < oo un espace de Banach reflexif et soit u € LF(0, T; X). Les propriétés
suivantes sont equivalentes :

1. u e W(0,T; X).

2. uadmet un représentant absolument continu presque partout dérivable ayant la derivée forte

dans L7(0, T; X).

3. Il existe ug € X et g € LP(0, T; X) telles que u(t) = ug + fot g(s)ds Vte[0,T].
Il découle de la démonstration du Théoreme B.37 que, si X est un espace réflexif, alors toute fonction
u € W(0, T; X) est fortement dérivable p.p sur (0, T) et it = 2 p.p sur (0, T) par ailleurs W'1(0, T; X)

coincide avec I'ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0, T] — X.
Etant donné un entier k > 2 et un réel 1 < p < co on définit par récurrence l'espace

Wh(0, T; X) = {u € W20, T;X) | 1t € WF2(0, T; X))
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on vérifie aisément que u € WKP(0, T; X) si et seulement s'il existe k fonctions Q1,8 € L0, T; X)
telles que

iy uOpP(bdt = (1) [ gi(hpt)dt Yo € C),¥j =1,2,....k

ot ') désigne la dérivée d’ordre j de @. On peut donc considérer les dérivée successives it = g

U2 = 82/ s u® = gk. L'espase WEP(0, T; X) est un espase de Banach muni de la norme

a=k
el 0,13 = Mo + Y Il 0.

a=1
Nous dénotons aussi par C([0, T]; X) et C([0, T]; X) les espaces des fonctions continues et continti-
ment différentiables sur [0, T] a valeurs dans X, respectivement, avec les normes
X xy = Max||x(H)||x,
lIxllcqo,11:) te[(mll Bllx

llxllcr qo,r1,) = tle\/[fg%llx(f)llx + tel\/[fobfjﬁglllx(t)llx-

(B.141)

Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par
exemple a [10, 12].

Lemme B.7 (Lemmes de Gronwall): Soient m,n € C([0, T]; R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour
tout t € [0, T], a > 0 une constante, et ¢ € C([0, T]; R) :

(1) Si
t t
o) <a+ L m(s)ds + L n(s)p(s)ds vVt e[0,T],
alors , ,
() < (a+ fo m(s)ds) exp ( fo n(s)ds) vt e [0, .
(2) Si
t
o(t) < m(t) +af ¢(s)ds Vtel0,T],
0
alors

t t
f P(s)ds < T f m(s)ds Vte[0,T],
0 0

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient

Corollaire B.1: Soient n € C([0, T];R) tel que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soita > 0. 5i ¢ €
C([0, T]; R) est une fonction telle que

t
P(t) <a+ f n(sep(s)ds Vte[0,T],
0

alors

t
Q(t) <aexp (f n(s)ds) Yt e[0,T].
0
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Le corollaire B.1 est souvent utilisé pour montrer 'unicité de la solution, de la fagon suivante.
On suppose deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence entre ces solutions, on essaie
ensuite de majorer ¢ sous la forme

t
P(t) < j(; n(s)p(s)ds, Yt el[0,T],

avec une certaine fonction n > 0. En appliquant corollaire B.1 donne immédiatement la nullité de

¢.
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Résumé : L'objet de cette these est 'étude théorique et numérique de quelques problemes de
contact avec ou sans adhésion entre deux corps déformables. La these se compose de deux par-
ties et annexe. La premiére partie est consacrée a 1’étude théorique et numérique d’un probleme
statique de contact unilatéral sans frottement entre deux corps élastiques. La deuxieme partie est
dédiée aux problemes électromécaniques de contact. Cette partie se décompose en deux chapitres,
dans le premier on s’intéresse a 1’étude théorique et I'approximation numérique d’un probleme
quasistatiques de contact avec conditions de compliance normale et I’adhésion entre deux corps
électro-élastiques. Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a I'étude théorique d’un probleme
dynamique de contact avec conditions de compliance normale et 'adhésion entre deux corps
électro-élasto-viscoplastiques.

Mots-Clés : Adhésion, Compliance normale, Contact unilatéral, Elastiques, Electro-élastiques,
Electro-élasto-viscoplastiques, Eléments finis, Point fixe, Inéquation d’évolution.

Abstract : The purpose of this thesis is the theoretical and numerical study of some contact pro-
blems with or without adhesion between two deformable bodies. The thesis consists of two parts
and annex. The first part is dedicated to the theoretical and numerical study of a static problem
of unilateral frictionless contact between two elastic bodies. In the second part, we study two pie-
zoelectric problems, first, we are interested in the theoretical study and numerical approximation
of a quasistatic problem of contact with normal compliance of conditions and the adhesion bet-
ween two electro-elastic bodies, the second one is interested in the theoretical study of a dynamic
contact problem with normal compliance of conditions and the adhesion between two electro-
elastic-viscoplastic bodies.

Key-words : Adherence, Normal compliance, Unilateral contact, Elastic, Electro-elastic, Electro-
elastic-viscoplastic, Finite elements, Fixed point, Inequality of evolution.
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