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Introduction générale

La modélisation des problèmes de contact entre deux corps déformables ou entre un corps
déformable et une base rigide, dépend essentiellement des propriétés mécaniques des matériaux
considérés ainsi que des conditions aux limites de contact. Parmi les différents types de problèmes
considérés, on peut citer les problèmes de contact unilatéral ou bilatéral, avec ou sans frottement
pour différents corps (élastiques, viscoélastiques, viscoplastiques, ...). La formulation des problèmes
de contact unilatéral a été décrite par Signorini en 1933 [79]. Fichera [33] en 1964 et Duvaut et Lions
[26] en 1973 et Néčas, Jarušek et Haslinger [64] en 1980 ont montré l’existence et l’unicité de la
solution pour une famille des problèmes de contact unilatéral avec ou sans frottement pour des
matériaux ayant une loi de comportement élastique linéaire dans les deux cas unidimensionnel
et bidimensionnel. Des résultats d’existence et d’unicité ont été obtenus dans [21] dans le cas non
linéaire d’un problème de contact quasistatique avec ou sans frottement entre un corps élastique et
une base rigide. Récemment, plusieurs auteurs, voir par exemple [8, 22, 23, 38, 39, 40, 58, 81, 82], ont
étudié quelques problèmes de contact des corps mécaniques appliqués dans un champ électrique
(matériaux électromécanique ou piézoélectriques). En 1989, Dhia [20] a appliqué la méthode de
pénalisation pour étudier un problème de contact unilatéral avec frottement de Colomb pour des
matériaux ayant une loi de comportement élastique linéaire pour les modèles de Kirchhoff-love et
Mindlin-Reissner. Citons aussi les travaux de P.Hild et P.Laborde [45] en 2002, pour un problème
de contact statique sans frottement entre deux corps déformables ayant une loi de comportement
élastique linéaire, en se basant sur la méthode des éléments finis de type quadratique.

Les travaux sur les matériaux dits actifs se sont considérablement multipliés au cours des dix
dernières années ; ils se caractérisent par leurs capacités à fournir une action mécanique sous l’effet
d’un couplage, généralement réversible, de type électromécanique (matériaux piézoélectriques),
magnétoélastique (matériaux magnétostrictifs) ou bien encore thermoélastique (alliages à mémoire
de forme). L’intérêt est en effet de développer des matériaux ou des structures dites intelligentes,
dans nombreuses branches de l’industrie.

Un phénomène très important en ingénierie sera considéré dans cette thése, il s’agit du phéno-
mène de contact avec adhésion entre deux corps déformables, ceci a lieu quand la colle est ajoutée
pour réduire ou ralentir le mouvement des surfaces. Les problèmes de contact avec adhésion ont
été considérés par plusieurs auteurs, voir par exemple [2, 3, 13, 14, 22, 23, 34, 35, 39, 80, 83]. La
nouveauté dans tous ces articles est l’introduction d’une variable interne de surface, le champ
d’adhésion noté par 0 ≤ β ≤ 1 (voir [32, 33] ), décrivant l’intensité d’adhésion sur la surface de
contact, quand β = 1 au point de la surface de contact, l’adhésion est complète, quand β = 0 il n’y
pas d’adhésion. Quand 0 < β < 1 l’adhésion est partielle. Pour plus des détails, les lecteurs sont
invités consulter une bibliographie abondante sur le sujet dans [68, 71, 75, 76].

Cette thèse représente une contribution à l’étude de l’existence, l’unicité et l’approximation nu-
mérique des solutions de quelques problèmes de contact avec ou sans adhésion entre deux corps
déformables. Sous l’hypothèse des petites déformations, nous étudions des processus statiques,
quasistatiques et dynamiques pour des matériaux élastiques, électro-élastiques et électro-élasto-
viscoplastiques, respectivement. Les conditions aux limites sont du type de Signorini pour les cas
statiques ou de compliance normale avec adhésion pour les autre cas.
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Cette thèse se compose de deux parties et une annexe :

La première partie est consacrée à l’étude théorique et numérique d’un problème statique de
contact unilatéral sans frottement entre deux corps déformables, cette partie se divise en deux
chapitres :

Dans le premier chapitre on considère le problème mécanique de contact P avec les conditions
aux limites de Signorini sans frottement dans un processus statique, où les inconnues dans ce cas,
sont les champs des déplacements u` et les champs des contraintes σ`.On commence par considérer
un problème statique pour des matériaux ayant une loi de comportement élastique non linéaire. En
utilisant la formule de Green, on propose deux formulations variationnelles P1 et P2. Le problème
P1 est la formulation variationnelle qui dépend uniquement de l’inconnue u`, tandis que le pro-
blème P2 ne dépend que de σ`. En utilisant le théorème de Stampachia concernant les inéquations
variationnelles elliptiques, ainsi que des hypothèses de régularité qu’on imposera par la suite, on
démontre que chacun des P1 et P2 possède une solution unique. On termine par préciser le lien
entre, d’une part les solutions des problèmes variationnels P1, P2 et le problème P. Ensuite, en
particulier on considère le problème de Signorini pour les équations de l’élasticité linéaire décrites
par la loi de Hook. Pour ce dernier problème on propose la formulation variationnelles mixte, notée
par Pm où les inconnues dans ce cas, sont le champs de déplacement u` et la fonction λ qui n’est
autre que la composante normale de tenseur de contrainte σ` sur la zone de contact Γ3 sachant
que la composante tangentielle de contrainte sur Γ3 est nulle. En se basant sur le théorème de
représentation de Riesz-Frechet, ainsi que le théorème de Lax-Milgram, un résultat d’existence et
d’unicité est obtenu. Ces résultats ont fait l’objet de deux publications [42, 43].

Dans le second chapitre, on s’intéresse à l’étude numériquement d’un problème de contact sans
frottement entre deux corps déformables muni de la loi de Hook. Pour étudier numériquement ce
problème, on suppose que Ω1, Ω2 sont des polygones, en utilisant la méthode des éléments finis,
le problème Pm se transforme à un problème variationnel approché, noté Ph

m. Ceci nous permet
d’approcher la solution exacte (u, λ) par une solution approchée (uh, λh), on introduit les deux
ensembles Vh et Mh, où Vh et Mh désignent les sous espaces, de dimension finie qui approchent
V et M, respectivement. De plus, et comme dans le premier chapitre, nous examinons la question
d’existence et d’unicité d’une solution approchée du problème discrétisé. Pour cela on aura besoin
de quelques techniques de l’analyse numérique telles que la méthode d’interpolation de Lagrange
linéaire ou quadratique et la méthode de point fixe. On termine ce chapitre par illustrer un algo-
rithme de point fixe sur les forces de contact (APFF). Les résultats d’approximation numérique
dans ce chapitre sont démontrés dans [44].

La deuxième partie est dédiée aux problèmes électromécaniques de contact avec les conditions
de compliance normale et l’adhésion entre deux corps électro-déformables, cette partie se décom-
pose en deux chapitres ( chapitres 3 et 4) :

Dans le troisième chapitre, voir [38], on s’intéresse à l’étude variationnelle et numérique d’un
problème de contact entre deux corps électro–élastique dans un processus quasi–statique. On com-
mence par considérer un problème quasi-statique de contact avec compliance normale et l’adhésion,
où les inconnues dans ce cas, sont les champs des déplacements u`, les champs des contraintes σ`,
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les potentiels électriques ϕ`, un champ d’adhésion β et les champs des déplacements électriques
D` avec la loi de comportement électro–élastiques non linéaire.

Dans le dernier chapitre, voir [39], on s’intéresse à l’étude variationnelle d’un problème de
contact entre deux corps électro-élasto-viscoplastique dans un processus dynamique. On com-
mence par considérer un problème de contact avec compliance normale et l’adhésion, où les
inconnues dans ce cas, sont les champs des déplacements u`, les champs des contraintes σ`, les po-
tentiels électriques ϕ`, un champ d’adhésion β et les champs des déplacements électriques D` avec
la loi de comportement électro–élasto–viscoplastique non linéaire. Ici le contact entre le deux corps
est modélisé par l’adhésion dont l’évolution est décrite par une équation différentielle ordinaire du
premier ordre. En suivant les mêmes démarches du chapitre précédent, on démontre l’existence et
l’unicité d’une solution.

Ce travail se termine par une annexe dans laquelle nous présentons un rappel sur quelques
notations générales de la mécaniques nécessaires pour une bonne compréhension de la suite des
problèmes traités, puis nous rappelons les espaces fonctionnels et les principales notations utilisées.
Ensuite nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse non linéaire, concernant
les inéquations variationnelles, les équations d’évolution, les lemmes de Gronwall.

vii



Notations

Notations diverses

N Ensemble des entiers naturels,
R Ensemble des nombres réels,
c Constante réelle strictement positive,
i.e. C’est à dire,
∅ Ensemble vide,
δi j Symbole de Kronecker,
x 7→ ψ(x) Application,
ψ
∣∣∣
K La restriction de l’application ψ au sous-ensemble K,

ψ−1 Application réciproque de ψ si ψ est injective,

(.)+ Partie positive : (x)+ =

{
x si x ≥ 0
0 si x < 0,

X ↪→ Y L’ensemble X est contenu dans Y avec injection continue,
X ⊂⊂ Y L’ensemble X est contenu dans Y avec injection compact,
∂iψ La dérivée partielle de ψ par rapport à la ieme composante xi : ∂iψ =

∂ψ
∂xi
,

∇ψ Gradient de l’application ψ : ∇ψ = (∂1ψ, ..., ∂dψ),
Divψ Divergence de l’application, ψ : Divψ = ∂1ψ + ... + ∂dψ,
∂ψ Sous-différentiel de l’application ψ,
(x, y) Paire d’un espace produit X × Y,
X

N
Espace de produit définie par, X

N
=

{
x = (xi) ; xi ∈ X, i = 1, ...,N

}
,

X
N×N

s Espace des matrices symetriques définie par X
N×N

s =
{

x = (xi j) ; x ji = xi j ∈ X, i, j = 1, ...,N
}
,

Sd Espace des tenseurs symetriques du seconde ordre sur Rd : Sd = R
d×d

s ,
0d Le zéro de Rd et celui de Sd;
. Produit scalaire sur Rd ou Sd;
| . | La norme euclidienne sur Rd ou Sd;
‖ . ‖X La norme sur l’espace X;
〈 ., . 〉X Le produit scalaire sur l’espace X;
K⊥ L’orthogonale de sous-ensemble K de X : K⊥ =

{
x ∈ X ; 〈x, y〉X = 0 ,∀y ∈ K

}
xn → x Convergence forte dans l’espace X;
xn ⇀ x Convergence faible dans l’espace X;
0X Le zéro de l’espace X;
L(X,Y) L’espace des applications linéaires et continues de X dans Y;
L(X) L’espace des applications linéaires et continues dans X, i.e,L(X) = L(X,X);
X′ L’espace dual topologique de l’espace X, i.e, X′ = L(X,R);
X∗ L’espace des applications linéaires de X dans R( L’espace dual algébrique de X);
〈 . 〉X′×X Le produit dual entre X′ et X;
IX L’opérateur identité sur X;
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p.p. Presque partout;
Ω` Ouvert de Rd, parfois domaine Lipchitzien;
Ω` L’adhérence de Ω`;
Γ` La frontière de Ω`;
Γ`i Les parties de frontière Γ`, (i = 1, 2, 3);
mes(Γ`i ) Mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de Γ`i ;
dΓ`i Mesure superficielle sur Γ`i ;
η` Normale extérieure unitaire à Γ`;
v`η, v`τ Les composantes normales et tangentielles du champ vectorielv`défini sur Ω`;
C1(Ω`) L’espace des fonctions réelles continûment différentiables sur Ω`;
D(Ω`) L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et à support compact;
D′(Ω`) Espace des distributions sur Ω`;

D` L’espace
{
φ` = (φ`

i
)1≤i≤d ; φ`

i
∈ D(Ω`) ; ∀i = 1, ..., d

}
=

(
D(Ω`)

)d
;

D L’espace D1
×D2;

D′` L’espace
{
Φ` = (Φ`

i
)1≤i≤d ; Φ`

i
∈ D′(Ω`) ; ∀i = 1, ..., d

}
=

(
D′(Ω`)

)d
;

D′ L’espace D′1 ×D′2;

D
` L’espace

{
ε` = (ε`

i j
)1≤i, j≤d ; φ`

i j
= φ`

ji
∈ D(Ω`) , ∀i, j = 1, ..., d

}
=

(
D(Ω`)

)d×d

s
;

D L’espaceD1
×D

2;

D
′` L’espace

{
Θ` = (Θ`

i j
)1≤i, j≤d ; Θ`

i j
= Θ`

ji
∈ D′(Ω`) , ∀i, j = 1, ..., d

}
=

(
D′(Ω`)

)d×d

s
;

D
′ L’espaceD′1 ×D′2;

L2(Ω`) Espace des fonctions u` mesurables sur Ω` telles que
∫

Ω`

∣∣∣u`∣∣∣2dx < +∞;

‖ . ‖
L2(Ω`)

La norme de L2(Ω`)définie par ‖u`‖
L2(Ω`)

=
( ∫

Ω`
|u`|

2
dΩ`

) 1
2

;

L∞(Ω`) Espace des fonctions u` mesurables sur Ω`telles que ∃c > 0 :
∣∣∣u`∣∣∣ < c, p.p., sur Ω`;

Hm(Ω`) Espace de Sobolev d’ordre m ∈ N défini par :
Hm(Ω`) =

{
u` ∈ L2(Ω`) ; Dαu` ∈ L2(Ω`) , ∀α ∈ N

d
et |α| ≤ m

}
‖ . ‖

Hm(Ω`)
La norme de Hm(Ω`) définie par :

‖u`‖
Hm(Ω`)

=
(∑
|α|≤m

∥∥∥Dαu`
∥∥∥2

L2(Ω`)

) 1
2

;

| . |
Hm(Ω`)

La semi-norme définie sur Hm(Ω`) comme suite :

|u`|
Hm(Ω`)

=
(∑
|α|=m

∥∥∥Dαu`
∥∥∥2

L2(Ω`)

) 1
2

;

Hτ(Ω`) Espace de Sobolev d’ordre τ ∈ R+\N si τ = m + θ où m ∈ N et 0 < θ < 1 on a

Hτ(Ω`) =
{

u` ∈ Hm(Ω`) ;
∫∫

Ω`×Ω`

|Dαu`(x)−Dαu`(y)|
2

|x−y|d+2θ dx.dy < +∞ , ∀α ∈ N
d

et |α| = m
}

‖ . ‖
Hτ(Ω`)

La norme de Hτ(Ω`) définie par

‖u`‖
Hτ(Ω`)

=
( ∥∥∥u`

∥∥∥2

Hm(Ω`)
+

∑
|α|=m

∫∫
Ω`×Ω`

|Dαu`(x)−Dαu`(y)|
2

|x−y|d+2θ dx.dy
) 1

2
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{

u` = (u`
i
)1≤i≤d ; u`

i
∈ L2(Ω`) , ∀i = 1, ..., d

}
=

(
L2(Ω`)

)d
;

H L’espace H1
×H2;

H`
1 L’espace

{
u` = (u`

i
)1≤i≤d ; u`

i
∈ H1(Ω`) , ∀i = 1, ..., d

}
=

(
H1(Ω`)

)d
;

H1 L’espace H1
1 ×H2

1;

H
` L’espace

{
σ` = (σ`

i j
)1≤i, j≤d / σ

`
ji

= σ`
i j
∈ L2(Ω`) , ∀i = 1, ..., d

}
=

(
L2(Ω`)

)d×d

s
;

H L’espaceH1
×H

2;

H
`
1 L’espace

{
σ` = (σ`

i j
)1≤i, j≤d / σ

`
ji

= σ`
i j
∈ H1(Ω`) , ∀i = 1, ..., d

}
=

(
H1(Ω`)

)d×d

s
;

H1 L’espaceH1
1 ×H

2
1 ;

H1 L’espace
{
σ = (σ1, σ2) ∈ H1; σ1

η = σ2
η sur Γ3

}
;

H
1
2 (Γ`) Espace de Sobolev d’ordre 1

2 sur Γ`;

HΓ` L’espace
(
H

1
2 (Γ`)

)d
;

H−
1
2 (Γ`) L’espace dual de H

1
2 (Γ`);

〈., .〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ

`
Le produit de dualité entre H−

1
2 (Γ`) et H

1
2 (Γ`);

‖ . ‖
H−

1
2 (Γ`)

La norme de H
−

1
2 (Γ`) définie par

∥∥∥ψ∥∥∥
H
−

1
2 (Γ`)

= sup
φ∈H

1
2 (Γ`)

〈ψ,φ〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ

`∥∥∥φ∥∥∥
H

1
2 (Γ`)

;

H′
Γ`

Espace dual de HΓ` , i.e, H′
Γ`

=
(
H−

1
2 (Γ`)

)d
;

γ` : H`
1 → H

Γ`
L’application surjective de trace définie sur H`

1;
R` : H

Γ`
→ H`

1 L’inverse à droite de l’application γ`;

Si de plus [0,T] un intervalle de temps, k ∈N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par

C(0,T; H) L’espace des fonctions continues de [0,T] dans H,
C1(0,T; H) L’espace des fonctions continûment dérévables sur [0,T] dans H,
Lp(0,T; H) L’espace des fonctions mesurables sur [0,T] dans H,
‖.‖Lp(0,T;H) La norme de Lp(0,T; H),
Wk,p(0,T; H) L’espace de Sobolev de paramètres k et p,
‖.‖Wk,p(0,T;H) La norme de Wk,p(0,T; H).

Notations en élasticité

Ω1, Ω2 Les domaines occupés par les corps déformables ;
Γ` La frontière de Ω` : Γ` = ∂Ω`;

Γ`1,Γ
`
2,Γ3 Les parties de Γ` : Γ` = Γ`1 ∪ Γ`2 ∪ Γ3;

Γ3 L’interface de contact entre les corps Ω1,Ω2.
u` Vecteurs des déplacements dans le domaine Ω`, on écrit u`i

Les composantes du vecteur dans la base canonique ;
σ` Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u`, on écrit σ`i jles

composantes du tenseur dans la base canonique ;
ϕ` Valeurs des potentiels électriques dans le domaine Ω`;
β Vecteurs d’adhésion sur la surface de contact Γ3;
D` Vecteurs des déplacements électriques dans le domaine Ω`;

x



u̇`, ü` Les dérivées première et seconde de u` par rapport au temps ,
ε(u`) Tenseur linéarisé des déformations :

(
ε(u`)

)
i j

= 1
2

(
∂iu`j + ∂ ju`i

)
;

A` Tenseur du quatrième ordre ( lois des comportements linéaires), on écrit A`
i jpq

les composantes du tenseur dans la base canonique ;
σ .̀u` Produit tensoriel (matriciel) de u` par σ` : (σ .̀u`)i = σ`i ju

`
j ;

A .̀σ` Produit tensoriel de σ`par A` : (A .̀σ`)i j = A`
i jpqσ

`
pq;

σ` : ε` Produit sclaire de deux tenseurs, σ` : ε` = σ`i jε
`
i j;

σ`ν Composante normale des contraintes à la frontière du domaine : σ`ν = (σ`ν`).ν`

où ν` est la normale unitaire sortante sur le bord du domaine Ω`;
σ`τ Vecteur composante tangentielle des contraintes à la frontière du domaine ;
u`ν Composante normale du déplacement u` sur le bord du domaine : u`ν = u`.ν`;
u`νν` Vecteur composante normale du déplacement u` : (u`νν`)i = u`νν`i ;
u`τ Vecteur composante tangentielle du déplacement u` : u`τ = u` − u`νν`.
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ETUDE THÉORIQUE ET NUMÉRIQUE D’UN PROBLÈME STATIQUE
DE CONTACT ENTRE DEUX CORPS DÉFORMABLES
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Introduction

Cette partie est consacrée à l’étude théorique et numérique d’un problème statique de contact
unilatéral sans frottement entre deux corps déformables. On commence, dans un premier chapitre,
par étudier théoriquement le problème statique pour des matériaux ayant une loi de compor-
tement élastique non linéaire. En utilisant la formule de Green, on propose deux formulations
variationnelles, via le théorème Stampachia un résultat d’existence et d’unicité est obtenu. Ensuite,
en particulier on considère le problème de Signorini pour les équations de l’élasticité linéaire dé-
crites par la loi de Hook. Pour ce dernier problème on propose la formulation variationnelle mixte,
notée par Pm où les inconnues dans ce cas, sont le champs de déplacement u` et la fonction λ
qui n’est autre que la composante normale de tenseur de contrainte σ` sur la zone de contact Γ3,
sachant que la composante tangentielle de contrainte sur Γ3 est nulle. En se basant sur le théorème
de représentation de Riesz-Frechet, ainsi que le théorème de Lax-Milgram, on démontre un résultat
d’existence et d’unicité d’une solution faible. Dans la deuxième chapitre, on s’intéresse à l’étude
numériquement d’un problème de contact sans frottement entre deux corps déformables muni de
la loi de Hook dans un domaine polygones. En utilisant la méthode des éléments finis, le problème
Pm se transforme à un problème variationnel approché, noté parPh

m.Ceci nous permet d’approcher
la solution exacte (u, λ) par une solution approchée (uh, λh), on introduit les deux ensembles Vh et
Mh, où Vh, Mh désignent les sous espaces, de dimension finie qui approchent V et M, respective-
ment. Pour cela on aura besoin de quelques techniques d’analyse numérique telles que la méthode
d’interpolation de Lagrange linéaire ou quadratique et la méthode de point fixe. On termine ce
chapitre par illustrer un algorithme de point fixe sur les forces de contact (APFF). Les résultats
d’approximation numérique dans ce chapitre sont démontrés dans [44].



1. ETUDE VARIATIONNELLE D’UN PROBLÈME ÉLASTIQUE DE CONTACT

Résumé :

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude théorique d’un problème statique de contact unilatéral
sans frottement entre deux corps déformables. En utilisant la formule de Green, on établit deux for-
mulations variationnelles du problème considéré. Ensuite, en particulier on considère le problème
de Signorini pour loi de l’élasticité linéaire. Pour ce dernier problème on propose la formulation
variationnelles mixte, en utilisant le théorème de représentation de Riesz-Frechet, ainsi que le théo-
rème de Stampachia, nous permettent d’analyser la question d’existence et d’unicité.

Contenu :
1. Formulation variationnelle classique :

1.1. Position du problème non linéaire ;

1.2. Formulation variationnelle classique ;

1.3. Résultats d’existence et d’unicité ;

1.4. Résultats d’équivalence.

2. Formulation variationnelle mixte :

2.1. Position du problème linéaire ;

2.2. Formulation variatonnelle mixte ;

2.3. Résultats d’existence et d’unicité.
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1.1 Problème mécanique et formulation variationnelle classique

Dans cette section, nous considérons le problème statique, pour les équations d’élasticité avec
les conditions aux limites de contact unilatéral sans frottement entre deux corps déformables.

Fig. 1.1: Contact entre deux corps déformables.

Dans la suite nous désignerons par Ω1 et Ω2 les domaines qu’occupent les deux corps défor-
mables dans Rd(d = 2, 3), on suppose que la frontière de chacun des dommaines Ω` est constituée
de trois parties disjointes ∂Ω` = Γ` = Γ`1 ∪ Γ`2 ∪ Γ`3, on suppose que les parties Γ`1, Γ`2, Γ`3 sont
mesurables au sens de Lebesgue, telles que mes(Γ`1) > 0 et mes(Γ`3) > 0. On suppose que les champs
des déplacements s’annuls sur Γ`1, que des tractions superficielles f `2 s’appliquent sur Γ`2 et que
des forces volumiques f `0 agissent dans Ω`. Nous noterons par Γ`3 l’interface de contact du corps
Ω`, (` = 1, 2), on a : Γ1

3 = Γ2
3, noté par Γ3.

1.1.1 Position du problème non linéaire

Dans ce paragraphe, on considère le problème non linéaire suivant :
ProblèmeP : Trouver les champs des déplacements u = (u1,u2) avec u` : Ω`

−→ Rd et les champs
des contraintes σ = (σ1, σ2) avec σ` : Ω`

−→ Sd, tels que :

σ` = F `(ε(u`)) dans Ω` (1.1)

Divσ` + f `0 = 0 dans Ω` (1.2)

u` = 0 sur Γ`1 (1.3)

σ`ν` = f `2 sur Γ`2 (1.4)
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(a) σ1

ν = σ2
ν ≡ σν,

(b) [uν] ≤ 0 , σν ≤ 0, σν[uν] = 0,

(c) σ1
τ = σ2

τ = 0

sur Γ3. (1.5)

Pour étudier le problème P, on aura besoin des hypothéses de régularité suivantes :
L’opérateur d’élasticité F ` satisfait :

F
` : Ω`

× Sd
→ Sd est un oprateur satisfait :

(a) Il existe mF ` > 0 tel que
(F `(x, ξ1) − F `(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mF `‖ξ1 − ξ2‖

2

∀ ξ1, ξ2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω`.

(b) Il existe LF ` > 0 tel que
‖F

`(x, ξ1) − F `(x, ξ2)‖ ≤ LF `‖ξ1 − ξ2‖

∀ ξ1, ξ2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω`.

(c) F `(x, 0) = 0, p.p. x ∈ Ω`.
(d) L′application x 7→ F `(x, ξ) est Lebesgue mesurable dans Ω`,

pour chaque ξ ∈ Sd.

(1.6)

Nous supposons que les forces volumiques et les traction surfaciques ont la régularité

f `0 ∈ H` (1.7)

f `2 ∈ H′
Γ`2
. (1.8)

Remarque 1.1: L’hypothèse (1.6) nous permet de considére l’opérateur noté encore par F ` défini
par :  F

` : H`
→H

` tels que

F
`ε(x) = F ` (x, ε(x)) ∀ε ∈ H` x ∈ Ω`.

En effet, si ε ∈ H` (voir (B.68)), il résulte que x→ ε(x) est une fonction mesurable de Ω` à valeurs
dans Sd et d’après (1.6.b) , il résulte :∫

Ω`

∥∥∥F `ε(x)
∥∥∥2

dx ≤ L2
F `

∫
Ω`
‖ε(x)‖2 dx < +∞.

On a donc F `(ε) ∈ H`. On remarque également que d’après (1.6.a.b), l’opérateur F ` : H`
→ H

`

est un opérateur fortement monotone et Lipchitz, car il satisfait aux inégalités :

〈F
`(ε1) − F `(ε2), ε1 − ε2〉

H`
≥ m‖ε1 − ε2‖

2
H`
∀ε1, ε2 ∈ H

` (1.9)

‖F
`(ε1) − F `(ε2)‖

H`
≤ L‖ε1 − ε2‖

H`
∀ε1, ε2 ∈ H

`. (1.10)

Remarque 1.2: Etant donnée que l’opérateur F ` : H`
→ H

` est fortement monotone et Lipchitz,

l’opérateur F ` est donc inversible et
(
F
`
)−1

: H`
→H

` est également fortement monotone et Lipchitz
.
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Remarque 1.3: Les hypothéses (1.7), (1.8) sont des hypothéses de régularité sur les données f `0 ,
f `2 qui sont nécessaires pour que le problème (1.3)–(1.5) ait une solution de la régularité u ∈ H1,
σ ∈ H1. En effet, puisque σ` ∈ H`

1 , ` = 1.2 alors Divσ` ∈ H` et d’après (1.2), il vient f `0 ∈ H`. De plus
σ`ν` ∈ H′

Γ`
ce qui entraine que f `2 ∈ H′

Γ`2
en utilisant (1.4).

Pour l’étude du problème P, on considère le sous espace fermé V(Ω`) de H`
1 défini par :

V(Ω`) =
{

v` ∈ H`
1 / v` = 0 p.p sur Γ`1

}
. (1.11)

Et on considère l’espace V défini par :

V = V(Ω1) × V(Ω2). (1.12)

Sur cet espace, on définit l’opérateur bilinéaire comme suit : 〈., .〉V : V × V −→ R

〈ν, ω〉V =
∑2
`=1〈ε(ν

`), ε(ω`)〉
H`
.

(1.13)

Lemme 1.1: L’espace V muni du produit scalaire 〈., .〉V est un espace du Hilbert.

Démonstration. Il est clair que l’opérateur 〈., .〉V est une forme bilinéaire positive, symétrique. On
pose :

‖v‖V =
√
〈v, v〉V . (1.14)

Puisque mes(Γ`1) > 0, l’inégalité de Korn s’applique sur V(Ω`) (voir Théorème B.33, page. 104) : il
existe une constante m` > 0 dépendant uniquement de Ω` et Γ`1 telle que :

‖ε(v`)‖H` ≥ m`
‖v`‖H`

1
∀v` ∈ V .

Pour m = min(m1,m2), on a ‖v‖V ≥ m‖v‖H1 ∀v ∈ V ce qui nous permet de conclure que si ‖v‖V = 0,
alors v = 0, d’où il résulte que 〈., .〉V est un opérateur défini positif et par conséquent 〈., .〉V est un
produit scalaire sur V.
Il ne reste que de démontrer que V est complet. Ceci est clair en utilisant le fait que V est fermé
dans H1, ce qui achève la démonstration.

Remarque 1.4: Les deux normes ‖.‖V et ‖.‖H1 sont équivalentes sur V .

Il est facile de voir que l’application :

v` 7→
∫

Ω`
f `0 v`dΩ` +

∫
Γ`2

f `2 v`dΓ`2

est une forme linéaire continue sur V(Ω`), en appliquant le Théorème de représentation du Riesz-
Fréchet, il résulte qu’il existe ϕ` ∈ V(Ω`) tel que :

〈ϕ`, v`〉V(Ω`) =

∫
Ω`

f `0 v`dΩ` +

∫
Γ`2

f `2 v`dΓ`2 ∀v` ∈ V(Ω`). (1.15)
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On poseϕ = (ϕ1, ϕ2) . En outre on définit respectivement les ensembles des “déplacement admissible”
et l’ensemble des “contrainte admissible” suivants :

Uad =
{
v = (v1, v2) ∈ V

∣∣∣ [vν] ≤ 0 sur Γ3

}
(1.16)

Σad =
{
τ = (τ1, τ2) ∈ H1

∣∣∣ 〈τ1, ε(ν1)〉H1 + 〈τ2, ε(v2)〉H2 ≥ 〈ϕ, v〉 ∀ν ∈ Uad

}
(1.17)

où

H1 =
{
τ = (τ1, τ2) ∈ H1

∣∣∣ τ1
ν = τ2

ν sur Γ3

}
. (1.18)

1.1.2 Formulation variationnelle classique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la formulation variationnelle du problème considéré
qui consiste dans une première formulation, notée P1, à trouver les champs des déplacements
u = (u1,u2), tandis que dans la seconde formulation, notéeP2 , on cherche les champs des contraintes
σ = (σ1, σ2). Ces résultats sont basés sur le lemme suivant :

Lemme 1.2: Si le couple (u, σ) est une solution du Problème P alors :

u ∈ Uad σ ∈ Σad (1.19)
2∑
`=1

〈σ`, ε(v`) − ε(u`)〉
H`
≥ 〈ϕ, v − u〉 ∀v ∈ Uad (1.20)

2∑
`=1

〈τ` − σ`, ε(u`)〉
H`
≥ 0 ∀τ ∈ Σad. (1.21)

Dèmonstration

u ∈ Uad : L’appartenance u ∈ Uad est clair en utilisant (1.3) et (1.5).

(1.20) : En appliquant la formule de Green, de (1.2), il vient :

〈σ`, ε(v`) − ε(u`)〉
H`

= 〈 f `0 , v
`
− u`〉

H`
+

∫
Γ`

σ`ν`(v` − u`)ν`dΓ`.

En utilisant (1.3), (1.4) et (1.15), il en résulte :

〈σ`, ε(v`) − ε(u`)〉
H`

= 〈ϕ`, v` − u`〉
H`

+

∫
Γ3

σ`ν`(v` − u`)ν`dΓ3. (1.22)

Par sommation sur `, avec (1.5.a.c), il vient :

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`) − ε(u`)〉
H`

= 〈ϕ, v − u〉H +

∫
Γ3

σν ([vν] − [uν]) dΓ3.

Et du fait de (1.5.b), il en découle :

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`) − ε(u`)〉
H`

= 〈ϕ, v − u〉H +

∫
Γ3

σν ([vν]) dΓ3.
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Et (1.16), on obtient alors :

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`) − ε(u`)〉
H`
≥ 〈ϕ, v − u〉H .

D’où l’inégalité (1.20).

σ ∈ Σad : Pour v = 2u ∈ Uad et pour v = 0 ∈ Uad dans (1.20), il résulte :

2∑
`=1

〈σ`, ε(u`)〉
H`

= 〈ϕ,u〉H . (1.23)

On a
2∑
`=1

〈σ`, ε(v`)〉
H`

=

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`) − ε(u`)〉
H`

+

2∑
`=1

〈σ`, ε(u`)〉
H`
.

En utilisant (1.20) et (1.23), il en découle :

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`)〉
H`
≥ 〈ϕ, v − u〉H + 〈ϕ,u〉H ∀v ∈ Uad,

ou encore
2∑
`=1

〈σ`, ε(v`)〉
H`
≥ 〈ϕ,u〉H ∀v ∈ Uad.

Ce qui implique que σ ∈ Σad.

(1.21) : On a
2∑
`=1

〈τ` − σ`, ε(u`)〉
H`

=

2∑
`=1

〈τ`, ε(u`)〉
H`
−

2∑
`=1

〈σ`, ε(u`)〉
H`

De (1.17) et (1.23) , il en résulte :

2∑
`=1

〈τ` − σ`, ε(u`)〉
H`
≥ 〈ϕ,u〉H − 〈ϕ,u〉H = 0 ∀τ ∈ Σad.

D’où l’inégalité (1.21).

Grâce à la Remarque1.2, le lemme précédent nous permet de considérer les deux formulations
faibles associées au problème P.
Problème P1 : Trouver les champs des déplacements u = (u1,u2) avec u` : Ω`

−→ Rd, tels que :

u ∈ Uad

2∑
`=1

〈F
`
(
ε(u`)

)
, ε(v`) − ε(u`)〉

H`
≥ 〈ϕ, v − u〉 ∀v ∈ Uad. (1.24)

Problème P2 : Trouver les champs des contraintes σ = (σ1, σ2) avec σ` : Ω`
−→ Sd, tels que :

σ ∈ Σad

2∑
`=1

〈τ` − σ`,
(
F
`
)−1

(σ`)〉
H`
≥ 0 ∀τ ∈ Σad. (1.25)



1. Etude variationnelle d’un problème élastique de contact 9

Remarque 1.5: Le lemme1.2, nous permet de conclure facilement que si (u, σ) est une solution
régulière du problème P alors u est une solution du problème P1 et σ est une solution du problème
P2 .

Dans la suite nous allons préciser le lien entre les problèmes variationnels qu’on a introduit et le
problème P. On commence par :

Théorème 1.1: Si u = (u1,u2) est une solution du problème P1, et on pose σ` = F `
(
ε(u`)

)
, ` = 1, 2

on a (u, σ) est une solution du problème P.

Démonstration.

(1.2) : Pour tout Φ`
∈ D`, on pose Φ = (Φ1,Φ2) avec Φ3−` = 0, en substituant v = u ± Φ ∈ Uad dans

(1.24), on obtient :
〈σ`, ε(Φ`)〉

H`
= 〈ϕ`,Φ`

〉
V(Ω`)

.

En utilisant la formule de Green ainsi que l’inégalité (1.15), il en découle :

−

∫
Ω`

Divσ`Φ`dΩ` =

∫
Ω`

f `0 Φ`dΩ`
∀Φ`
∈ D`.

Ou encore :
Divσ` + f `0 = 0 sur Ω`.

(1.4) : Soit v ∈ Uad, en appliquant la formule de Green, on obtient :

2∑
`=1

〈σ`ν`, (v` − u`)ν`〉
H′

Γ`
×H

Γ`
+

2∑
`=1

〈 f `0 , v
`
− u`〉

H`
=

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`) − ε(u`)〉
H`

+

2∑
`=1

〈Divσ`, v` − u`〉
H`

+

2∑
`=1

〈 f `0 , v
`
− u`〉

H`

Pour σ` = F `(ε(u`)), de l’équation d’équilibre (1.2), on conclut :

2∑
`=1

〈σ`ν`, (v` − u`)ν`〉
H′

Γ`
×H

Γ`
+

2∑
`=1

〈 f `0 , v
`
− u`〉

H`
=

2∑
`=1

〈F
`(ε(u`)), ε(v`) − ε(u`)〉

H`

Ce qui implique en utilisant (1.24)que

2∑
`=1

〈σ`ν`, (v` − u`)ν`〉
H′

Γ`
×H

Γ`
+

2∑
`=1

〈 f `0 , v
`
− u`〉

H`
≥ 〈ϕ, v − u〉.

Et de (1.15), on tire :

2∑
`=1

〈σ`ν`, (v` − u`)ν`〉
H′

Γ`
×H

Γ`
+

2∑
`=1

〈 f `0 , v
`
− u`〉

H`
≥

2∑
`=1

〈 f `0 , v
`
− u`〉

H`
+

2∑
`=1

〈 f `2 , (v
`
− u`)ν`〉

H′
Γ`2
×H

Γ`2

.

Ou encore :

2∑
`=1

〈σ`ν`, (v` − u`)ν`〉
H′

Γ`
×H

Γ`
≥

2∑
`=1

〈 f `2 , (v
`
− u`)ν`〉

H′
Γ`2
×H

Γ`2

. (1.26)
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Pour toutω` ∈ H`
1 avecω` = 0 sur Γ`1∪Γ3, on poseω = (ω1, ω2) avecω3−` = 0, par substitution

de v = u ± ω ∈ Uad dans (1.26), il vient :

〈σ`ν`, ω`ν`〉
H′

Γ`2
×H

Γ`2

= 〈 f `2 , ω
`ν`〉

H′
Γ`2
×H

Γ`2

.

D’où la condition (1.4).

(1.5) :

(1.5.c) : Pour tout ω` ∈ H`
1 avec ω` = 0 sur Γ`1 ∪ Γ`2,et ω`η = 0 sur Γ3, si on pose ω = (ω1, ω2)

avec ω3−` = 0, par substitution de v = u ± ω ∈ Uad dans (1.26), on obtient alors

〈σ`ν`, ω`ν`〉
H′

Γ3
×HΓ3

= 0.

C’est à dire :
〈σ`τ, ω

`
τ〉H′

Γ3
×HΓ3

= 0

Et donc σ`τ = 0 sur Γ3, d’où la condition (1.5.c).

σ`ν ≤ 0 : Soit ω` ∈ H`
1 avec ω` = 0 sur Γ`1 ∪ Γ`2 et ω`τ = 0, ω`ν ≤ 0 sur Γ3, si on pose ω = (ω1, ω2)

avec ω3−` = 0, en remplaçant v = u ± ω ∈ Uad dans (1.26), on trouve :

〈σ`ν`, ω`ν`〉
H′

Γ3
×HΓ3
≥ 0.

Et puisque ω`τ = 0 et ω`ν ≤ 0 sur Γ3, on a alors

〈σ`ν, ω
`
ν〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ3
≥ 0

D’où on déduit que σ`ν ≤ 0 sur Γ3.

(1.5.a) : Pour tout ω = (ω1, ω2) ∈ H1 avec ω` = 0 sur Γ`1 ∪ Γ`2, ` = 1, 2 et [ων] = 0 sur Γ3, et
ω`τ = 0 sur Γ3, et pour v = u ± ω ∈ Uad dans (1.26), on obtient :

2∑
`=1

〈σ`ν, ω
`
ν〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ3

= 0.

Ou encore en utilisant le fait que ω1
ν = −ω2

ν sur Γ3, il en découle :

〈σ1
ν − σ

2
ν, ω

`
ν〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ3

= 0.

D’où l’égalité :
〈σ1
ν, ω

`
ν〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ3

= 〈σ2
ν, ω

`
ν〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ3
.

Ce qui donne la condition (1.5.a).

[uν] ≤ 0 : L’appartenance u ∈ Uad entraîne que [uν] ≤ 0 sur Γ3.

σν[uν] = 0 : Pour v = 2u ∈ Uad et pour v = 0 ∈ Uad dans (1.26), il résulte :

2∑
`=1

〈σ`ν`,u`ν`〉
H′

Γ`
×H

Γ`
=

2∑
`=1

〈 f `2 ,u
`ν`〉

H′
Γ`2
×H

Γ`2
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Et moyennant (1.4) avec u` = 0 sur Γ`1, on a donc

2∑
`=1

∫
Γ3

σ`ν`.u`ν`dΓ3 = 0

En utilisant (1.5.a) et (1.5.c), on obtient :

2∑
`=1

∫
Γ3

σν(u`ν)dΓ3 = 0.

Ou encore : ∫
Γ3

σν[uν]dΓ3 = 0.

Et σν ≤ 0 et [uν] ≤ 0 sur Γ3, d’où σν[uν] = 0 sur Γ3.

Remarque 1.6: En utilisant le fait que 0 ∈ Uad et
(
ε(ϕ1), ε(ϕ2)

)
∈ Σad, alors Uad , Σad, sont deux

sous-ensembles convexes, fermés et non vides de V ,H , respectivement.

Théorème 1.2: Pour σ` = F `
(
ε(u`)

)
et u = (u1,u2) ∈ V , si σ = (σ1, σ2) est une solution du problème

P2, alors u est une solution du problème P1.

Démonstration. On suppose que σ = (σ1, σ2) est une solution de (1.25), on commence par démontrer
que u ∈ Uad. On suppose que u < Uad et notons par u∗ = (u1

∗ ,u2
∗ ) la projection de u sur Uad qui est

caractérisée par :

〈u∗ − u, v〉 ≥ 〈u∗ − u,u∗〉 > 〈u∗ − u,u〉 ∀v ∈ Uad (1.27)

ce qui nous permet de conclure l’existance d’un nombre α ∈ R tel que

〈u∗ − u, v〉 > α > 〈u∗ − u,u〉 ∀v ∈ Uad (1.28)

on introduit la fonction τ∗ définie par :

τ∗ = (τ1
∗ , τ

2
∗ ) = (ε(u1

∗ − u1), ε(u2
∗ − u2)) ∈ H . (1.29)

En utilisant le produit scalaire défini par (1.13) avec (1.23.c), on déduit :

2∑
`=1

〈ε(u`∗ − u`), ε(v`)〉H` > α >
2∑
`=1

〈ε(u`∗ − u`), ε(u`)〉H` , ∀v ∈ Uad

Et de (1.5.b), on a

2∑
`=1

〈τ`∗ , ε(v
`)〉H` > α >

2∑
`=1

〈τ`∗ , ε(u
`)〉H` ∀v ∈ Uad. (1.30)

En prenant v = 0 ∈ Uad dans (1.30), il vient :

α < 0. (1.31)
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Il est aisé de verifier que

〈τ1
∗ , ε(v

1)〉H1 + 〈τ2
∗ , ε(v

2)〉H2 ≥ 0 ∀v ∈ Uad. (1.32)

En effet, on suppose qu’il existe v∗ = (v1
∗ , v2
∗ ) ∈ Uad tel que :

〈τ1
∗ , ε(v

1
∗ )〉H1 + 〈τ2

∗ , ε(v
2
∗ )〉H2 < 0 (1.33)

puisque βv∗ ∈ Uad ∀β > 0, si on remplace v = βv∗ dans (1.30), il vient

β
(
〈τ1
∗ , ε(v

1
∗ )〉H1 + 〈τ2

∗ , ε(v
2
∗ )〉H2

)
> α ∀β > 0.

Et en faisant tendre β vers +∞ avec (1.33), on déduit que α ≤ −∞ , ce qui contre dit le fait que α est
un réel . D’où (1.32).
Posons

ε∗ = (ε1
∗ , ε

2
∗ ) = (ε(ϕ1), ε(ϕ2)) (1.34)

En utilisant (1.29)et (1.34), on obtient :

2∑
`=1

〈τ`∗ + ε`∗ , ε(v
`)〉H` =

2∑
`=1

〈τ`∗ , ε(v
`)〉H` + 〈ϕ, v〉 ≥ 0 + 〈ϕ, v〉, ∀v ∈ Uad.

Donc τ∗ + ε∗ ∈ Σad.
En utilisant maintenant (1.25) pour τ = τ∗ + ε∗, on a alors

2∑
`=1

〈τ`∗ + ε`∗ − σ
`, ε(u`)〉H` ≥ 0

on a
2∑
`=1

〈τ`∗ , ε(u
`)〉H` ≥

2∑
`=1

〈σ` − ε`∗ , ε(u
`)〉H`

ce qui implique, grace aux (1.30) et (1.31, que

2∑
`=1

〈σ` − ε`∗ , ε(u
`)〉H` < 0 (1.35)

On vérifié que 2σ − ε∗ ∈ Σad : On a

2∑
`=1

〈2σ` − ε`∗ , ε(v
`)〉H` = 2

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`)〉H` − 〈ϕ, v〉 ∀v ∈ Uad.

Par ailleurs, comme σ ∈ Σad, on a

2∑
`=1

〈2σ` − ε`∗ , ε(v
`)〉H` ≥ 2〈ϕ, v〉 − 〈ϕ, v〉 = 〈ϕ, v〉 ∀v ∈ Uad.

C’est à dire 2σ − ε∗ ∈ Σad.
A partir de (1.13), il vient

2∑
`=1

〈σ` − ε`∗ , ε(u
`)〉H` ≥

2∑
`=1

〈2σ` − ε`∗ , ε(u
`)〉H` − 〈ϕ,u〉
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Par ailleurs, comme 2σ − ε∗ ∈ Σad, on a

2∑
`=1

〈σ` − ε`∗ , ε(u
`)〉H` ≥ 0. (1.36)

Les relations (1.35) et (1.36) constituent une contradiction, on déduit alors que u ∈ Uad. Il ne reste
que de prouver l’inéquation donnée dans (1.24).
Pour τ = ε∗. En tenant compte (1.25), il vient

2∑
`=1

〈ε`∗ − σ
`, ε(u`)〉H` ≥ 0.

Et de (1.13), (1.34) on tire :
2∑
`=1

〈σ`, ε(u`)〉H` ≤ 〈ϕ,u〉.

Comme σ ∈ Σad et u ∈ Uad, on a alors

2∑
`=1

〈σ`, ε(u`)〉H` ≥ 〈ϕ,u〉.

D’où l’égalité :

2∑
`=1

〈σ`, ε(u`)〉H` = 〈ϕ,u〉. (1.37)

Moyennant (1.37) et σ ∈ Σad, on a

2∑
`=1

〈F
`
(
ε(u`)

)
, ε(v`) − ε(u`)〉H` =

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`)〉H` − 〈ϕ,u〉 ∀v ∈ Uad.

C’est à dire
2∑
`=1

〈F
`
(
ε(u`)

)
, ε(v`) − ε(u`)〉H` ≥ 〈ϕ, v − u〉 ∀v ∈ Uad.

Donc u est une solution du Problème P1.

Le Théorème 1.1 et Théorème 1.2, nous permettent de conclure le résultat suivant :

Corollaire 1.1: Pour σ` = F `
(
ε(u`)

)
, u = (u1,u2) ∈ V , si σ = (σ1, σ2) est une solution du Problème

P2, alors (u, σ) est une solution du problème P.

Aussi, le Théorème 1.1 et la Remarque 1.5, nous permettent de déduire le résultat :

Corollaire 1.2: Si u = (u1,u2) est une solution du Problème P1, et on pose σ` = F `
(
ε(u`)

)
, ` = 1, 2

on a σ est une solution du Problème P2.
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1.1.3 Résultats d’existence et d’unicité

Le but de ce paragraphe est de prouver quelques résultats d’existance et d’unicité des solutions
des problèmes variationnels P1, P2, et de préciser le lien entre ces problèmes.

Théorème 1.3: Sous les hypothèses (1.6)–(1.8), le problème variationnel P1 possède une solution
unique .

Démonstration. Soit ω ∈ V , il est facile de vérifier que l’application :

v 7−→
2∑
`=1

〈F
`
(
ε(ω`)

)
, ε(v`)〉

H`

est une forme linéaire continue sur V (pour ω fixe), par conséquent le Théorème représentation de
Riez-Fréchet nous permet de définir l’opérateur

A : V −→ V tel que

〈Aω, v〉 =

2∑
`=1

〈F
`
(
ε(ω`)

)
, ε(v`)〉

H`
∀ω, v ∈ V .

Moyennant (1.6) et l’inégalité de Korn, on déduit que l’opérateur A est fortement monotone et Lip-
schitzien sur V . Par ailleurs, Uad est un convexe fermé non vide de V .
Grâce au Théorème du Stampachia ( voir Théorème B.15, page 94), on obtient l’existence et l’unicité
d’une solution u ∈ V telle que

u ∈ Uad,
2∑
`=1

〈F
`
(
ε(u`)

)
, ε(v`) − ε(u`)〉

H`
≥ 〈ϕ,u − v〉 ∀v ∈ Uad.

Théorème 1.4: Sous les hypothèses (1.6)–(1.8), le problème variationnel P2 possède une solution
unique σ ∈ H1.

Démonstration. Soit σ̃ = (σ̃1, σ̃2) un élément fixé dansH ; on peut vérifier facilement que l’appli-
cation :

τ 7−→
2∑
`=1

〈τ`,
(
F
`
)−1

(σ̃`)〉
H`

est une forme linéaire continue sur V ( pour σ̃ fixe ), et par conséquent en appliquant le Théorème
représentation de Riez-Fréchet, on peut de définir l’opérateur

B : H −→ H tel que

〈Bσ̃, τ〉
H

=

2∑
`=1

〈τ`,
(
F
`
)−1

(σ̃`)〉
H`
∀τ, σ̃ ∈ H .

Tenant compte du fait que Σad est convexe, fermé et non vide dansH .
Le théorème de Stampachia, nous assure l’existence et l’unicité σ ∈ H tel que :

σ ∈ Σad

2∑
`=1

〈τ` − σ`,
(
F
`
)−1

(σ`)〉
H`
≥ 0 ∀τ ∈ Σad.
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Il ne reste que de vérifier que σ ∈ H1.
Pour tout Φ`

∈ D`, on pose Φ = (Φ1,Φ2) où Φ3−` = 0, par substitution de ±Φ ∈ Uad dans (1.17) avec
τ = σ, on obtient :

〈σ`, ε(Φ`)〉
H`

= 〈ϕ`,Φ`
〉

V(Ω`)

et compte tenu de (1.15), on a alors

〈σ`, ε(Φ`)〉
H`

=

∫
Ω`

f `0 Φ`dΩ`
∀Φ`
∈ D`

il en résulte que Divσ`+ f `0 = 0 sur Ω`, puisque f `0 ∈ H` alors Divσ` ∈ H`, et par conséquent σ` ∈ H`
1 .

Dans le paragraphe suivant on s’intéresse à la comparaison entre les solutions des problèmes P1,
P2 et la solution du problème P.

1.1.4 Résultats d’équivalence

Lemme 1.3: Soit u la solution du problème P1 donnée par le Théorème1.3, et soit σ la solution du
problème P2 donnée par Théorème1.4, alors σ` = F `

(
ε(u`)

)
, ` = 1, 2.

Démonstration . On pose σ`∗ = F `
(
ε(u`)

)
, alors d’après le corollaire1.2 , σ∗ = (σ1

∗ , σ
2
∗ ) est une solution

du problème P2. Comme l’unicité est assurée dans le Théorème 1.4, alors on déduit σ = σ∗.

Théorème 1.5: Sous les hypothèses (1.6)–(1.8), soit u ∈ V et soit σ ∈ H1, on considère les assertions
suivantes :

(i) : u est une solution du problème P1 ;

(ii) : σ est une solution du problème P2 ;

(iii) : σ et u vérifient σ` = F `
(
ε(u`)

)
.

Alors la vérification de deux assertions parmi celles ci-dessus entraîne la troisième .

Démonstration. La démonstration du ce théorème est un résultat de Lemme 1.3, le Corollaire 1.1
et le Corollaire 1.2.

1.2 Formulation variationnelle mixte

Le problème qu’on va étudier dans cette section est un problème de contact sans frottement
entre deux corps homogènes élastiques est isotropes occupants des domaines bornés de Rd. Nous
allons considérer des lois de comportements linéaires, c’est à dire F ` est considérée comme une
fonction linéaire de ε, Plus précisement nous nous limitons au cas de l’élasticité linéaire :

σ` = A`ε(u`) (σ`i j = A`
i jpqεpq(u`))

où A` = (A`
i jpq) est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes A`

i jpq s’appellent coefficients
d’élasticité qui sont indépendants du tenseur des déformations. Dans le cas non-homogène les
A`

i jpq dépendent de x ∈ Ω`, et dans les cas contraire ils sont constantes. On suppose d’habitude que

A` est un tenseur symétrique et elliptique :

〈A`ε1, ε2〉 = 〈ε1,A`ε2〉 ∀x ∈ Ω`
∀ε1, ε2 ∈ S

d,

il existe m > 0 tel que 〈A`ε, ε〉 ≥ m‖ε‖2 ∀x ∈ Ω`
∀ε ∈ Sd.
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La codition de symétrique est équivalente aux égalités :

A`
i jpq = A`

pqi j = A`
i jqp

et elle réduit à 21 le nombre de coefficients d’élasticité qui définissent le tenseur A` en chaque point
x ∈ Ω`, la condition d’éllipticité entraine l’inversibilité du tenseur A` donc la loi de comportement
σ` = A`ε(u`), équivaut à :

ε(u`) = (A`)−1σ`

où (A`)−1 est l’inverse du tenseur A`, pour plus de details sur le cas linéaire, on peut se référer
[51]. Dans ce chapitre, on considère le cas homogène et isotrope (c’est à dire toutes les directions
autour d’un point sont matériellement équivalents ) les coefficients A`

i jpq sont donnés par :

A`
ijpq = λ̃`δi jδpq + µ̃`(δ jpδ jq + δiqδ jp)

où les scalaires λ̃`, µ̃` sont les coefficients de Lamé et δi j est le symbole de Kronecker.

En utilisant les coefficients de Lamé dans le loi de comportement et les composantes σ`i j du
tenseur des contraintes, il vient :

σ` = A`ε(u`) = λ̃`tr(ε(u`))Id + 2µ̃`ε(u`)) (1.38)

d’où, par contraction

σ`i j = λ̃`δi jεpp(u`) + 2µ̃`εi j(u`), σ`pp = (3λ̃` + 2µ̃`)εpp(u`).

En conclusion, l’opérateur d’élasticité A` : Ω`
× Sd

→ Sd satisfait :
(a) A` linéaire, continu;

(b) A` symétrique : 〈A`ε1, ε2〉 = 〈ε1,A`ε2〉 ∀ε1, ε2 ∈ Sd;

(c) A` elliptique : ∃m > 0, 〈A`ε, ε〉 ≥ m‖ε‖2 ∀ε ∈ Sd.

(1.39)

1.2.1 Position du problème linéaire

On considère le problème lineaire, noté par P suivant :

ProblèmeP : Trouver les champs des déplacements u = (u1,u2) avec u` : Ω`
−→ Rd et les champs

des contraintes σ = (σ1, σ2) avec σ` : Ω`
−→ Sd, tels que :

σ` = A`ε(u`) dans Ω` (1.40)

Divσ` + f `0 = 0 dans Ω` (1.41)

u` = 0 sur Γ`1 (1.42)

σ`ν` = f `2 sur Γ`2 (1.43)
(a) σ1

ν = σ2
ν ≡ σν

(b) [uν] ≤ 0 , σν ≤ 0, σν[uν] = 0

(c) σ1
τ = σ2

τ = 0

sur Γ3. (1.44)

Ce problème n’est autre que le problème considéré dans le premier chapitre en remplaçant la
loi de comportement σ` = F `(ε(u`)) par σ` = A`ε(u`).
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1.2.2 Formulation variatonnelle mixte

Pour établir la formulation variationnelle mixte du problème posé, on commencer par donner
quelques définitions qui seront utiles par la suite : On définit l’ensemble de λ−admissible suivant :

M =

{
µ ∈ H−

1
2 (Γ3)

∣∣∣ ∫
Γ3

µψdΓ3 ≥ 0 ∀ψ ∈ H
1
2 (Γ3), ψ ≥ 0 p.p sur Γ3

}
. (1.45)

On définit les opérateurs suivants : a : V × V −→ R telque

a(u, v) =
∑2
`=1

∫
Ω`

A`ε(u`)ε(v`)dΩ` (1.46)

 b : V ×M −→ R telque

b(u, µ) =
∫

Γ3
µ[uν]dΓ3

(1.47)


L : V −→ R telque

L(v) =
∑2
`=1

∫
Ω`

f `0 v`dΩ` +
∑2
`=1

∫
Γ`2

f `2 v`dΓ`2
(1.48)

Remarque 1.7:

• M est un sous-ensemble fermé, convexe, non vide dans H−
1
2 (Γ3).

• a(., .) est une forme bilinéaire continue, coercive, symétrique.

• L(.) est une forme linéaire continue sur V .

Remarque 1.8: Sous les hypothèses (1.7), (1.8) et (1.39) alors le problème P1 admet une solution
unique .
En effet, en tenant compte du fait que A` est un opérateur maximal monotone et Lipschitzien. La
Remarque1.8 est une conséquence du Théorème1.3, pour σ` = A`ε(u`), ` = 1, 2.

Ceci nous permet de déduire le résultat :

Lemme 1.4: Pour σ` = A`ε(u`), ` = 1, 2 , si u est une solution du Problème P1, alors :

σ1
ν = σ2

ν(≡ −λ) sur Γ3 (1.49)

λ ∈M (1.50)

a(u, v) + b(v, λ) = L(v); ∀v ∈ V (1.51)

b(v, µ − λ) ≤ 0; ∀µ ∈M (1.52)

Démonstration

(1.49) : En utilisant le résultat du Théoréme1.1, on déduit que (u, σ) est une solution de P, donc
σ1
ν = σ2

ν.
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(1.50) : L’appartenance de u à H1, nous permet facilement de déduire que σν ∈ H−
1
2 (Γ3). D’autre

part, en tenant compte du fait que σν ≤ 0 sur Γ3, d’après la condition (1.44.b), on déduit que
λ ≥ 0 sur Γ3, d’où sur ∀ψ ∈ H

1
2 (Γ3) , ψ ≥ 0 sur Γ3, on a

〈λ,ψ〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ3
≥ 0

d’où λ ∈M.

(1.51) : En utilisant (1.46), (1.47), σ` = A`ε(u`), ` = 1, 2, avec (1.49), on a

a(u, v) + b(v, λ) =

2∑
`=1

∫
Ω`

σ`ε(v`)dΩ`
−

∫
Γ3

σν[vν]dΓ3 ∀v ∈ V .

En appliquant la formule de Green, avec (1.40), on tire :

a(u, v) + b(v, λ) =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 .v
`dΩ` +

2∑
`=1

∫
Γ`

σ`v`dΓ` −

∫
Γ3

σν[vν]dΓ3.

De (1.44.c), il vient

a(u, v) + b(v, λ) =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 .v
`dΩ` +

2∑
`=1

∫
Γ`

σνv`νdΓ` −

∫
Γ3

σν[vν]dΓ3.

En remarquant que σν[vν] = 0 sur Γ3 de plus v` = 0 sur Γ`1 , il en résulte :

a(u, v) + b(v, λ) =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v`dΩ` +

2∑
`=1

∫
Γ`2

σνv`νdΓ`2.

Ou encore en utilisant la condition σ`ν` = f `2 sur Γ`2; ` = 1, 2, on a

a(u, v) + b(v, λ) =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v`dΩ` +

2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 v`νdΓ`2

D’où l’égalité (1.51).

(1.52) : On a
∀µ ∈M : b(u, µ − λ) = b(u, µ + σν)

Ce qui implique que :

b(u, µ − λ) =

∫
Γ3

µ[uν]dΓ3 +

∫
Γ3

σν[uν]dΓ3.

Moyennant les conditions σν[uν] = 0 et [uν] ≤ 0 sur Γ3 avec µ ∈M, il découle :

b(u, µ − λ) =

∫
Γ3

µ[uν]dΓ3 ≤ 0.

D’où (1.52) .
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Le lemme précédent nous permet donc de donner la formulation variationnelle suivante :

ProblèmePm : Trouver u ∈ V et λ ∈M tels que :

a(u, v) + b(v, λ) = L(v) ∀v ∈ V (1.53)

b(v, µ − λ) ≤ 0 ∀µ ∈M. (1.54)

Remarque 1.9: Grâce au lemme précédent, il est facile de remarquer que Pm n’est autre qu’une
formulation mixte du problème P1, où si u est une solution du problème P1, alors (u,−σν) est une
solution du problème Pm.

Lemme 1.5: On définit l’application suivante : L(., .) : V ×M −→ R

L(v, µ) = 1
2 a(v, v) − L(v) + b(v, µ).

Si (u, λ) ∈ V ×M est une solution du problème Pm alors :

L(u, µ) ≤ L(u, λ) ∀µ ∈M (1.55)

L(u, λ) ≤ L(v, λ) ∀v ∈ V . (1.56)

Démonstration
(1.55) : Moyennant de (1.46) et (1.54), on a alors :

L(u, µ) − L(u, λ) = b(u, µ) − b(u, λ) = b(u, µ − λ) ≤ 0 ∀µ ∈M.

(1.56) : A l’autre face

L(u, λ) − L(v, λ) =
1
2

a(u,u) − L(u) + b(u, λ) −
1
2

a(v, v) + L(v) − b(v, λ).

Et, (1.53) on a

L(u, λ) − L(v, λ) =
1
2

a(u,u) − a(u,u)) −
1
2

a(v, v) + a(u, v).

Ou encore
L(u, λ) − L(v, λ) = a(u, v) −

1
2

a(u,u) −
1
2

a(v, v).

Ce qui implique que

L(u, λ) − L(v, λ) = −
1
2

[a(u,u) − 2a(u, v) + a(v, v)] .

On obtient
L(u, λ) − L(v, λ) = −

1
2

a(u − v,u − v) ≤ 0.

Le lemme 1.5, nous permet de réécrire Pm comme suit :

ProblèmeP̃m : Trouver u ∈ V et λ ∈M tels que :

L(u, µ) ≤ L(u, λ) ≤ L(v, λ) ∀v ∈ V ∀µ ∈M. (1.57)



1. Etude variationnelle d’un problème élastique de contact 20

Théorème 1.6: Soient u ∈ V et λ ∈M alors les deux hypothèses suivantes sont équivalentes :

(i) : (u, λ) est une solution du problème Pm

(ii) : (u, λ) est une solution du Problème P̃m.

Démonstration. L’implication (i)⇒ (ii) est évidente en tenant compte le Lemme 1.5.
Reste à démontrer l’implication inverse (ii)⇒ (i). Soit donc (u, λ) une solution du problème P̃m et
v ∈ V , µ ∈M, en utilisant l’inégalité (1.55), il résulte :

1
2

a(u,u) − L(u) + b(u, µ) ≤
1
2

a(u,u) − L(u) + b(u, λ).

C’est à dire que :
b(u, µ) ≤ b(u, λ).

D’où l’inégalité (1.54) suivante :
b(u, µ − λ) ≤ 0.

En appliquant le Théorème de représentation de Riesz-Frechet sur la forme :

v 7→ L(v) − b(v, λ).

On déduit qu’il existe un unique élément ϕλ ∈ V tel que :

L(v) − b(v, λ) = 〈ϕλ, v〉 ∀v ∈ V .

Et, (1.56) on a
1
2

a(u,u) − 〈ϕλ,u〉 ≤
1
2

a(v, v) − 〈ϕλ, v〉 ∀v ∈ V .

Ce qui n’est autre que le problème de minimisation de l’énergie J(u) = 1
2 a(u,u) − 〈ϕλ,u〉 qui est,

dans le cas où a(., .) est symétrique, en utilisant le théorème du Lax-Milgram (page 94), on conclut
que est une solution de :

a(u, v) = 〈ϕλ, v〉 ∀v ∈ V .

D’où (1.53).

Lemme 1.6: Si u est une solution du problème P1 alors

u ∈ Uad (1.58)

a(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀v ∈ Uad. (1.59)

Démonstration. Il est clair que u ∈ Uad, ( grâce aux hypothèses (1.3)–(1.5) ). Alors il ne reste que de
prouver l’inégalité (1.59). Pour (u,−σν) solution du problème P̃m, on a :

L(u,−σν) ≤ L(v,−σν) ∀v ∈ Uad

ou bien :

1
2

a(u,u) − L(u) + b(u,−σν) ≤
1
2

a(v, v) − L(v) + b(v,−σν) ∀v ∈ Uad. (1.60)

Et puisque σν[uν] = 0 sur Γ3, il résulte :

b(u,−σν) = −

∫
Γ3

σν[uν]dΓ3 = 0.
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D’autre part ∀v ∈ Uad, on a alors [vν] ≤ 0 ce qui nous permet en utilisant le Théorème 1.1 et
l’inégalité (1.44.b) de conclure que σν ≤ 0, et par conséquent b(v,−σν) ≤ 0.
De (1.60), on tire :

1
2

a(u,u) − L(u) ≤
1
2

a(v, v) − L(v) ∀v ∈ Uad.

En appliquant le théorème du Stampachia on a (1.59).

Remarque 1.10: Le lemme1.6, nous permet d’introduire une autre formulation variationnelle clas-
sique faible de la forme :  Trouver u ∈ Uad telque :

a(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀v ∈ Uad
(1.61)

Il est aisé de vérifier que le problème (1.61) possède une solution unique, en utilisant le théorème
de Stampachia.

1.2.3 Résultats d’existence et d’unicité

L’objectif principal dans ce paragraphe est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité de la
solution du problème Pm.

Lemme 1.7: Le problème Pm admet une unique solution dans V ×M.

Démonstration. En utilisant le Théorème 1.3 et le Lemme 1.4, il résulte que Pm admet aux moins
une solution de la forme (u,−σν) ∈ V ×M. Reste à vérifier que cette solution est unique, pour cela
on suppose que le problème Pm admet deux solutions (u1, λ1), (u2, λ2), on a alors :

a(u1, v) + b(v, λ1) = L(v) = a(u2, v) + b(v, λ2) ∀v ∈ V .

Et par conséquent

a(u1 − u2, v) + b(v, λ1 − λ2) = 0 ∀v ∈ V . (1.62)

Pour v = u1 − u2 ∈ V dans (1.62), il résulte :

a(u1 − u2,u1 − u2) + b(u1 − u2, λ1 − λ2) = 0 (1.63)

Et comme a(., .) est positive et de plus

b(u1 − u2, λ1 − λ2) = − [b(u1, λ2 − λ1) + b(u2, λ1 − λ2)] ≥ 0.

Il vient
a(u1 − u2,u1 − u2) = b(u1 − u2, λ1 − λ2) = 0.

Ce qui implique que

u1 = u2. (1.64)

Moyennant (1.62) et (1.64), on a alors

b(v, λ1 − λ2) = 0 ∀v ∈ V

il en résulte donc que λ1 = λ2.
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Théorème 1.7: Pour σ` = A`ε(u`), ` = 1, 2 soient u ∈ V et λ ∈ M, les hypothèses suivantes sont
équivalentes :

(i) : u est une solution du Problème P1 avec λ = −σν;

(ii) : (u, λ) est une solution du Problème Pm.

Démonstration. L’implication (i) ⇒ (ii) est claire en utilisant le Lemme 1.4. Pour l’implication
inverse (ii) ⇒ (i) : Soit ũ = (ũ1, ũ2) une solution du problème P1, pour σ̃` = A`ε(ũ`), ` = 1, 2, grâce
au Lemme 1.4, on conclut que (ũ,−σ̃ν) est une solution du problème Pm. Ceci nous permet de
conclure que u = ũ, en tenant compte du fait que la solution de Pm est unique, donc u est une
solution du problème P1, avec λ = −σν.



2. ETUDE NUMÉRIQUE D’UN PROBLÈME ÉLASTIQUE LINÉAIRE DE CONTACT

Résumé :

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude numérique d’un problème de contact statique sans frot-
tement entre deux corps ayant une loi de comportement élastique linéaire. En se basant sur la
méthode des éléments finis linéaire et quadratique, on arrive à formuler le problème, noté Ph

m, qui
discrétise le problème variationnel mixtePm. En appliquant l’inégalité des projections, le problème
discétisé se ramène à la recherche d’un point fixe. La méthode de point fixe sur les forces de contact
(APFF), nous permet d’illustrer un algorithme.

Contenu :
1. Espaces discrets ;

2. Problème discret ;

3. Formulation en point fixe ;

4. Formulations matricielles :

4.1. Formulation matricielle classique ;

4.2. Formulation matricielle approché de point fixe sur les forces de contact ;

4.3. Algorithme de point fixe sur les forces de contact (APFF) ;

4.3. Simulation numérique.
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2.1 Espaces discrets

Pour simplifier on suppose que Ω` est un domaine polygones, et pour tout h` > 0, destiné
à tendre vers 0, on associe à h` la triangulation T `h de Ω` en triangles de taille maximale h`. La
triangulation T `h est régulière, c’est à dire qu’il existe une constante strictement positive α > 0
indépendante du paramètre h telle que (voir [17]) :

ρK

hK
≥ α, ∀K ∈ ∪h`>0T

`
h , (2.1)

où ρK le diamètre de grand cycle fermée contenu dans K. Pour tous entier q, on note aussi par
Pq(K) l’espace des polynômes définies sur K de dégré inférieur où égale à q. L’ensemble des nœuds

dans Γ3 de triangulation T `h , est défini par ζ`h =
{

c1 = x`0, x
`
1, . . , x

`
N`

h+1
= c2

}
. On définit les espaces

approchés comme suit :

Vh(Ω`) =
{
v`h ∈ (C(Ω

`
))2 / v`h

∣∣∣
K ∈ (P1(K))2

∀K ∈ T `h v`h
∣∣∣
Γ`1
≡ 0

}
, (2.2)

Vh = Vh(Ω1) × Vh(Ω2), (2.3)

W`
h(Γ3) =

{
ψ`h ∈ C(Γ3) / ∃v`h ∈ Vh(Ω`) v`h.ν

` = ψ`h p.p sur Γ3

}
. (2.4)

Il est claire que les sous espaces Vh, W`
h(Γ3) sont des sous-espace fermés du dimension fini de V ,

L2(Γ3), respectivement.
On souhaite approximer le cône fermé convexe M par un sous ensemble de W`

h(Γ3), pour cela on
intoduit les ensembles Q`

h (respectivement : L`h ) des fonctions dans W`
h(Γ3) non négatives sur Γ3 (

respectivement : sur ξ`h) c’est-à-dire :

Q`
h =

{
µ`h ∈W`

h(Γ3)/ µ`h ≥ 0 sur Γ3

}
, (2.5)

L`h =
{
µ`h ∈W`

h(Γ3)/ µ`h(x) ≥ 0 ∀x ∈ ξ`h
}
. (2.6)

On définit les cônes polaires positives Q`,∗
h (respectivement L`,∗h ) de cône Q`

h (respectivement L`h)
comme suit :

Q`,∗
h =

{
µ`h ∈W`

h(Γ3)
/ ∫

Γ3

µ`hψhdΓ3 ≥ 0 ∀ψh ∈ Q`
h

}
, (2.7)

L`,∗h =

{
µ`h ∈W`

h(Γ3)
/ ∫

Γ3

µ`hψhdΓ3 ≥ 0 ∀ψh ∈ L`h

}
. (2.8)

Puisque Q`
h ⊂ L`h, on a alors L`,∗h ⊂ Q`,∗

h . Le cône convexe Q`,∗
h dénote l’approximation de type

quadratique de M, tandis que L`,∗h dénote l’approximation de type linéaire de M.

2.2 Problème discret

Dans ce paragraphe, on va utiliser tous les sous espaces des dimensions finies qu’on a construit
auparavant. On considère la formulation variationnelle discrétisée de Pm qui sera notée par Ph

m et
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elle est donnée par :
ProblèmePh

m : Trouver uh ∈ Vh et λh ∈Mh tels que :

a(uh, vh) + b(vh, λh) = L(vh), ∀vh ∈ Vh, (2.9)

b(uh, µh − λh) ≤ 0 ∀µh ∈Mh, (2.10)

avec Mh = Q`,∗
h ou Mh = L`,∗h .

On note par (uh, λh) la solution du problème discrétisé Ph
m, qui désigne aussi la solution appro-

chée de (u, λ) solution du problème mixte Pm.

2.3 Formulation en point fixe

Maintenant, grâce à la projection sur un convexe fermé de Mh, on déduit l’existence d’une
projection notée par PMh

de l’espace W`
h(Γ3) sur Mh. Définissons l’application Th comme suit : Th : W`
h(Γ3) −→Mh

λh 7→ Th(λh) = PMh
(λh + r[uhν])

(2.11)

où uh ∈ Vh est un solution de :

a(uh, vh) + b(vh, λh) = L(vh) ∀vh ∈ Vh (2.12)

avec r > 0 est un paramétre d’augmentation arbitraire.

Remarque 2.1: Pour λh ∈ W`
h(Γ3) connu, l’égalité (2.12) admet solution unique uh ∈ Vh, grâce

Théorème B.14 de Lax-Milgram ( page 94).

Proposition 2.1: Si le couple de fonctions (uh, λh) est une solution du Problème discrétisé Ph
m, alors

on a

λh = PMh
(λh + r[uhν]), (2.13)

c’est à dire λh = Th(λh).

Démonstration. En utilisant (2.10), on a alors

2r〈µh − λh, [uhν]〉 ≤ 0 ∀µh ∈Mh.

Ce qui implique∥∥∥µh − λh

∥∥∥2
L2(Γ3) − 2r〈µh − λh, [uhν]〉 + r2

∥∥∥[uhν]
∥∥∥2

L2(Γ3) ≥ r2
∥∥∥[uhν]

∥∥∥2
L2(Γ3) ∀µh ∈Mh.

c’est à dire ∥∥∥µh − (λh + r[uhν])
∥∥∥2

L2(Γ3) ≥ ‖λh − (λh + r[uhν])‖2L2(Γ3) ∀µh ∈Mh.

D’oùl’inégalité (2.13).
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La proposition 2.1, nous permet de réécrire le Problème numérique Ph
m sous la formulation

suivante :
ProblèmePFh : Trouver uh ∈ Vh et λh ∈Mh tels que :

a(uh, vh) + b(vh, λh) = L(vh) ∀vh ∈ Vh, (2.14)

λh = PMh
(λh + r[uhν]), (2.15)

où Mh = Q`,∗
h ou Mh = L`,∗h .

Proposition 2.2: Soit uh ∈ Vh et λh ∈Mh, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (uh, λh) est une solution du Problème discrétisé Ph
m ;

(ii) (uh, λh) est une solution du Problème en point fixe PFh.

Démonstration. L’implication (i)⇒ (ii) est evidente en tenant compte de la proposition précédente.
Pour montrer l’implication inverse, soit (uh, λh) une solution du problème (2.14)-(2.15), l’égalité
(2.14), donne ∥∥∥λh − (λh + r[uhν])

∥∥∥2
L2(Γ3) ≤

∥∥∥µh − (λh + r[uhν])
∥∥∥2

L2(Γ3) ∀µh ∈Mh.

Comme Mh est convexe, alors en choisissant µh = λh + t(ζh − λh) ∈Mh, t ∈]0.1[ ζh ∈Mh, on tire

r2
∥∥∥[uhν]

∥∥∥2
L2(Γ3) ≤

∥∥∥t(ζh − λh) − r[uhν]
∥∥∥2

L2(Γ3) ∀t ∈]0.1[, ∀ζh ∈Mh,

d’où on déduit

r2
∥∥∥[uhν]

∥∥∥2
≤ t2

∥∥∥ζhν − λhν

∥∥∥2
− 2rt〈ζhν − λhν, [uhν]〉 + r2

∥∥∥[uhν]
∥∥∥2
∀t ∈]0.1[ , ∀ζh ∈Mh.

On obtient alors
2r〈ζhν − λhν, [uhν]〉 ≤ t

∥∥∥ζhν − λhν

∥∥∥2
∀t ∈]0.1[ ∀ζh ∈Mh

d’où l’inégalité (2.10), lorsque t→ 0+.

En utilisant le fait que l’espace W`
h(Γ3) est fermé dans L2(Γ3), on déduit l’existence d’une projec-

tion π`h : L2(Γ3) −→W`
h(Γ3) telle que :∫

Γ3

(
π`hψ − ψ

)
µhdΓ3 = 0 ∀ψ ∈ L2(Γ3) ∀µh ∈W`

h(Γ3). (2.16)

La fonction π`hλ désigne la projection de la fonction λ sur l’espace W`
h(Γ3).

Soient KQ
h et KL

h les deux sous ensembles de Vh définis par

KQ
h =

{
vh = (v1

h, v
2
h) ∈ Vh | π

`
h[vhν] ≤ 0 sur Γ3

}
, (2.17)

KL
h =

{
vh = (v1

h, v
2
h) ∈ Vh | π

`
h[vhν](x) ≤ 0 ∀x ∈ ξ`h

}
. (2.18)

Définition 2.1: Soit X un cône, on appelle cône positif de X, l’ensemble X∗ défini par :

X∗ =

{
µh ∈W`

h(Γ3)
/ ∫

Γ3

µhψhdΓ3 ≥ 0 ∀ψh ∈ X
}
. (2.19)
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Lemme 2.1: Soit X est un cône convexe fermé de W`
h(Γ3), alors

(X∗)∗ = X. (2.20)

Démonstration. Pour µh ∈ X, on a
∫
Γ3
ψhµhdΓ3 ≥ 0 ∀ψh ∈ X∗. Ce qui implique que µh ∈ (X∗)∗ ,

d’où l’inclusion X ⊂ (X∗)∗ . Reste à vérifier l’inclusion inverse ; Soit µh < X, d’après le Théorème de
Hahn-Banach ( Théorème B.3, page 90), il résulte qu’ils existent une forme linéaire Fh et un nombre
α ∈ R, tels que

Fh(µh) < α < Fh(ψh) ∀ψh ∈ X. (2.21)

En appliquant le Théorème de représentation du Riez-Fréchet, (Théorème B.4, page 90), alors il
existe Φh ∈W`

h(Γ3) tel que :

Fh(ψh) =

∫
Γ3

ΦhψhdΓ3 ∀ψh ∈W`
h. (2.22)

Et, en prenant ψh = 0 ∈ X dans (2.21), il vient

α < 0. (2.23)

Vérifions par absurde que Fh ≥ 0. On suppose à présent qu’il existe ψh ∈ X tel que Fh(ψh) < 0,
puisque βψh ∈ X ∀β > 0, si on remplace ψh par βψh dans (2.21), il vient

βFh(ψh) > α, ∀β > 0.

Et en faisant tendre β vers +∞, on déduit que α ≤ −∞ ceci constitue une contradiction avec le fait
que α soit un réel. On déduit alors

Fh(ψh) =

∫
Γ3

ΦhψhdΓ3 ≥ 0 ∀ψh ∈ X.

C’est à dire

Φh ∈ X∗. (2.24)

Moyennant (2.21)–(2.23), on a alors ∫
Γ3

ΦhµhdΓ3 < 0

Et, de (2.24), on a µh < (X∗)∗ .
D’où on tire (X∗)∗ ⊂ X. Par ceci la démonstration est achevée.

On déduit que (
Q`,∗

h

)∗
= Q`

h et
(
L`,∗h

)∗
= L`h. (2.25)

Proposition 2.3: S’il existe une solution (uh, λh) ∈ Vh ×Mh du Problème discrétisé Ph
m, alors uh est

une solution de l’inéquation variationnelle discrétisée classique suivante :

uh ∈ Kh a(uh, vh − uh) ≥ L(vh − uh) ∀vh ∈ Kh (2.26)

où Kh = KQ
h si Mh = Q`,∗

h et Kh = KL
h si Mh = L`,∗h .
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Démonstration. Pour µh = 0 ∈Mh et µh = 2λh ∈Mh dans (2.10), il résulte :

b(uh, λh) = 0. (2.27)

En utilisant (2.10), (2.16) et (2.27), il en découle

b(uh, µh − λh) = b(uh, µh) =

∫
Γ3

µh[uhν]dΓ3 =

∫
Γ3

µhπ
`
h[uhν]dΓ3 ≤ 0 ∀µh ∈Mh

ou encore
b(uh, µh − λh) ≤ 0 ∀µh ∈Mh.

Ce qui implique que

−π`h[uhν] ∈M∗h. (2.28)

Si Mh = Q`,∗
h : En utilisant (2.20) et (2.28), on obtient

−π`h[uhν] ∈ Q`
h (2.29)

ce qui implique que uh ∈ KQ
h . Et de (2.9), (2.27) on tire

a(uh,uh) = L(uh). (2.30)

Posons vh ∈ KQ
h et puisque λh ∈Mh = Q`,∗

h , on a alors

a(uh, vh) − L(vh) = −b(vh, λh)

= −

∫
Γ3

λh[vhν]dΓ3

= −

∫
Γ3

λhπ
`
h[vhν]dΓ3 ≥ 0 (2.31)

on déduit que

a(uh, vh) ≥ L(vh) ∀vh ∈ KQ
h . (2.32)

Moyennant de (2.30) et (2.32), on a alors

a(uh, vh − uh) ≥ L(vh − uh) ∀vh ∈ KQ
h

Donc uh est une solution du Problème discret classique (2.26) pour Kh = Q`,∗
h .

Si Mh = L`,∗h : Moyennant (2.20) et (2.28), on obtient :

−π`h[uhν] ∈ L`h (2.33)

c’est à dire uh ∈ KL
h et de (2.9), (2.27), on tire :

a(uh,uh) = L(uh). (2.34)
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Pour tout vh ∈ KL
h et puisque λh ∈Mh = L`,∗h , on a alors

a(uh, vh) − L(vh) = −b(vh, λh)

= −

∫
Γ3

λh[vhν]dΓ3

= −

∫
Γ3

λhπ
`
h[vhν]dΓ3 ≥ 0 (2.35)

on déduit que

a(uh, vh) ≥ L(vh) ; ∀vh ∈ KL
h (2.36)

Moyennant de (2.34) et (2.36), on a alors

a(uh, vh − uh) ≥ L(vh − uh) ∀vh ∈ KL
h .

Donc uh est une solution du Problème discretisé classique (2.26) pour Kh = L`,∗h .

Remarque 2.2: Si les deux mèches sont convenables (i.e :ξ1
h = ξ2

h ), alors W1
h(Γ3) = W2

h(Γ3) et par
conséquent, pour tout vh = (v1

h, v
2
h) ∈ Vh on a [vhν] ∈ W1

h(Γ3), la relation (2.26) peut s’écrire comme
suit :

a(uh, vh) − L(vh) = −

∫
Γ3

λh[vhν]dΓ3 ≤ 0 ∀vh ∈ Kh.

Remarque 2.3: Comme Kh est un convexe fermé non vide dans Vh et puisque a(., .) est une forme
bilinéaire continue Vh-elliptique et L(.) est un forme linéaire continue sur Vh alors l’inéquation
variationnelles (2.26) admet une unique solution uh ∈ Kh (grâce au Théorème B.15 du Stampachia).

Proposition 2.4: Pour σ`h = A`ε(u`h), si uh est une solution du Problème discrétisé classique (2.26),
alors le couple (uh, σh) vérifie les hypothèses suivantes :

Divσ`h + f `0 = 0 dans Ω` (2.37)

u`h = 0 sur Γ`1 (2.38)

σ`hν
` = f `2 sur Γ`2 (2.39)

 (a) : σ1
hν = σ2

hν ≡ σ
h
ν

(b) : σh
ν ≤ 0

sur Γ3. (2.40)

∫
Γ3

σh
ν[uhν]dΓ3 = 0. (2.41)

Démonstration.
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(2.37) : Pour tout Φ`
∈ D`

(
≡ D(Ω`)2

)
, on pose Φ = (Φ1,Φ2) avec Φ3−` = 0; en substituant vh =

uh ±Φ ∈ Kh dans (2.26), on obtient

〈A`ε(u`h), ε(Φ`)〉 =

∫
Ω`

f `0 Φ`dΩ`.

En utilisant la formule de Green avec σ`h = A`ε(u`h), il découle :

−〈Divσ`h,Φ
`
〉

H`
= 〈 f `0 ,Φ

`
〉

H`
∀Φ`
∈ D`.

D’où l’hypothèses (2.37).

(2.38) : est évidente grâce au fait que uh ∈ Vh.

(2.39) : Soit ω` ∈ H`
1 telle que ω` = 0 sur Γ`1 ∪ Γ3 et ` = 1, 2. Si on pose ω = (ω1, ω2) avec ω3−` = 0 et

pour vh = uh ± ω ∈ Kh, de (2.26), alors on tire

〈A`ε(u`h), ε(ω`)〉
H`

= 〈 f `0 , ω
`
〉

H`
+ 〈 f `2 , ω

`
〉H′

Γ`2
×H

Γ`2
.

En utilisant la formule de Green avec σ`h = A`ε(u`h), il en découle

〈σ`hν
`, ω`ν`〉

H′
Γ`
×H

Γ`
− 〈Divσ`h, ω

`
〉

H`
= 〈 f `0 , ω

`
〉

H`
+ 〈 f `2 , ω

`ν`〉H′
Γ`2
×H

Γ`2

ou encore
〈σ`hν

`, ω`ν`〉
H′

Γ`
×H

Γ`
= 〈 f `2 , ω

`ν`〉H′
Γ`2
×H

Γ`2
.

D’où l’hypothèse (2.39) ;

(2.40.a) : Soit ω = (ω1, ω2) ∈ H1 telle que ω` = 0 sur Γ`1 ∪ Γ`2 pour ` = 1, 2 avec ω1
τ = ω2

τ = 0 et
ω1
ν = −ω2

ν sur Γ3. Pour vh = uh ± ω ∈ Kh, de (2.26), on tire :

2∑
`=1

〈A`ε(u`h), ε(ω`)〉
H`

=

2∑
`=1

〈 f `0 , ω
`
〉

H`
.

En utilisant la formule de Green avec σ`h = A`ε(u`h), on a

2∑
`=1

〈σ`hν
`, ω`ν`〉

H′
Γ`
×H

Γ`
−

2∑
`=1

〈Divσ`h, ω
`
〉

H`
=

2∑
`=1

〈 f `0 , ω
`
〉

H`
.

Et, de (2.37), il vient
2∑
`=1

〈σ`hν
`, ω`ν`〉

H′
Γ`
×H

Γ`
= 0

on obtient ainsi
〈σ1

hν
1, ω1ν1

〉
H′

Γ3
×HΓ3

= 〈σ2
hν

2, ω1ν1
〉

H′
Γ3
×HΓ3

.

D’où l’hypothèse (2.40.a) ;
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(2.40.b) : Pour tout ω1
∈ H1

1 telle que ω1 = 0 sur Γ1
1 ∪ Γ1

2 et ω1
τ = 0, ω1

η ≤ 0 sur Γ3, et pour
vh = uh ± (ω1, 0) ∈ Kh dans (2.26), on tire :

2∑
`=1

〈A`ε(u`h), ε(ω`)〉
H`
≥

2∑
`=1

〈 f `0 , ω
`
〉

H`

on obtient donc
〈σ1

hν
1, ω1ν1

〉
H′

Γ1×H
Γ1
− 〈Divσ1

h, ω
1
〉

H1 ≥ 〈 f
1
0 , ω

1
〉

H1 .

Et, de (2.37) il vient
〈σ1

hν
1, ω1ν1

〉
H′

Γ1×H
Γ1
≥ 0

D’où l’hypothèse (2.40.b).

(2.41) : Pour vh = 0 ∈ Kh et pour vh = 2uh ∈ Kh dans (2.26), on tire :

2∑
`=1

〈A`ε(u`h), ε(u`h)〉
H`

=

2∑
`=1

〈 f `0 ,u
`
h〉H` +

2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 u`hdΓ`2

Moyennant σ`h = A`ε(u`h) et la formule de Green, on obtient

2∑
`=1

〈σ`hν,u
`ν
〉

H′
Γ1×H

Γ1
−

2∑
`=1

〈Divσ`h,u
`
〉

H1 =

2∑
`=1

〈 f `0 ,u
`
h〉H` +

2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 u`hdΓ`2.

Et de (2.37)-(2.40) il vient ∫
Γ3

σh
ν[uhν]dΓ3 = 0.

C’est à dire (2.41).

Par ceci on termine la démonstration.

Nous utilisant la Proposition 2.4 pour obtenir le résultat d’éxistence et d’unicité suivant :

Théorème 2.1: Si Mh = Q`,∗
h ou Mh = L`,∗h ; ` = 1, 2, le problème Ph

m possède une solution unique
(uh, λh) ∈ Vh ×Mh.

Démonstration.

Existence : Soit uh ∈ Kh la solution du problème (2.26) ( voir Remarque 2.3 ). On pose σ`h = A`ε(u`h),
on a (2.40) et pour λh = −σh

ν sur Γ3, on vérifie que (uh, λh) est une solution du problème Ph
m.

Par définition, on a

a(uh, vh) + b(vh, λh) =

2∑
`=1

∫
Ω`

A`ε(u`h).ε(v`h)dΩ` +

∫
Γ3

λh[vhν]dΓ3.

En utilisant la loi de comportement σ`h = A`ε(u`h) avec λh = −σh
ν, il découle :

a(uh, vh) + b(vh, λh) =

2∑
`=1

∫
Ω`

σ`h.ε(v
`
h)dΩ`

−

∫
Γ3

σν[vhν]dΓ3.
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En appliquant la formule de Green, on obtient

a(uh, vh) + b(vh, λh) =

2∑
`=1

∫
Γ`

σ`hν
`.v`hν

`dΓ` −

2∑
`=1

∫
Ω`

Divσ`h.v
`
hdΩ`

−

∫
Γ3

σν[vhν]dΓ3.

En utilisant (2.37), (2.39) et (2.40.a), on obtient :

a(uh, vh) + b(vh, λh) =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0 v`hdΩ` +

2∑
`=1

∫
Γ`2

f `2 v`hν
`dΓ`2.

D’où la condition (2.9).

Par définition de l’ensemble Kh, on a −π`h[uhν] ∈M∗h, donc

〈µ`h, [uhν]〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ3

=

∫
Γ3

µ`hπ
`
h[uhν]dΓ3 ≤ 0 ∀µ`h ∈Mh. (2.42)

De (2.41) avec λh = −σh
ν, on conclut

〈λh, [uhν]〉
−

1
2 ,

1
2 ,Γ3

= −

∫
Γ3

σh
ν[uhν]dΓ3 = 0. (2.43)

Moyennant (2.42) et (2.43) , on obtient la condition (2.10).
Unicité : Soient (uh, λh), (ũh, λ̃h) deux solution du Problème Ph

m, on a alors :

a(uh, vh) + b(vh, λh) = L(vh) = a(uh, vh) + b(vh, λh) ∀vh ∈ Vh.

Il vient

a(uh − ũh, vh) + b(vh, λh − λ̃h) = 0 ∀vh ∈ Vh. (2.44)

En prend vh = uh − ũh ∈ Vh, d’où par (2.44), on a

a(uh − ũh,uh − ũh) + b(uh − ũh, λh − λ̃h) = 0. (2.45)

En utilisant (2.10), on a

b(uh − ũh, λh − λ̃h) = −
[
b(uh, λ̃h − λh) + b(ũh, λh − λ̃h)

]
≥ 0 (2.46)

Moyennant (2.45), (2.46) et le fait que a(., .) est définie positive, on a alors :

a(uh − ũh,uh − ũh) = 0.

On a alors uh − ũh = 0, c’est à dire uh = ũh.
En utilisant maintenant l’égalité (2.44) avec uh = ũh, on déduit que

b(vh, λh − λ̃h) = 0 ∀vh ∈ Vh. (2.47)

Par définition de W`
h(Γ3), soit v`h ∈ V(Ω`) tel que v`hν = λh − λ̃h sur Γ3. En posant vh = (v1

h, v
2
h),

avec v3−`
h = 0. Et, de (2.47), on obtient ∫

Γ3

|λh − λ̃h|
2Γ3.

D’où λh = λ̃h.
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2.4 Formulations matricielles

2.4.1 Formulation matricielle classique

Introduissant maintenant les notations matricielles suivantes :

u1
h =

n1∑
i=1

(u1
1,i,u

1
2,i)w

1
i , u2

h =

n2∑
i=1

(u2
1,i,u

2
2,i)w

2
i , et λh =

n3∑
i=1

λiϕ
`
i ,

où w`
i les fonctions de base volumique de Lagrange sur Ω` qui sont continues et prennent la valeur

1 au noeud i et 0 aux autres (voir figure 2.1), et ϕ`i les fonctions de base surfacique de Lagrange sur
Γ3 qui sont continues et prennent la valeur 1 au noeud x`i ∈ ζ

`
h et 0 aux autres noeuds (voir figure

2.2), où n1, n2 désigne les nombres total de noeuds du maillage dans Ω1, Ω2 respectivement, et
n3 le nombre total de noeuds liés au contact. Les vecteurs (u`1,i,u

`
2,i) et λi sont respectivement les

valeurs au noeud i des fonctions u` = (u`1,u
`
2) et λ.Avec cette construction des espaces Vh et W`

h(Γ3)
les fonctions uh = (u1

h,u
2
h) ∈ Vh (resp λh ∈W`

h(Γ3)) sont caracterisées par leurs valeurs aux sommets
de la triangularisation (voir [17]).

Fig. 2.1: Fonction de base volumique du Lagrange w`
i . Fig. 2.2 :Fonction de base surfacique du Lagrange ϕ`i .

On définit les matrices suivantes :

U1
1 = (u1

1,i)1≤i≤n1
,U1

2 = (u1
2,i)1≤i≤n1

, U2
1 = (u2

1,i)1≤i≤n2
,U2

2 = (u2
2,i)1≤i≤n2

, Λ = (λi)1≤i≤n3

La condition (2.9), avec (1.38), (1.46), peut être exprimée par la système :

∑n`
i=1 u`1,i

[
(λ̃` + 2µ̃`)

∫
Ω` ∂xw`

i .∂xw`
jdΩ` + µ̃`

∫
Ω` ∂yw`

i .∂yw`
jdΩ`

]
+

∑n`
i=1 u`2,i

[
λ̃`2

∫
Ω` ∂yw`

i .∂xw`
jdΩ` + µ̃`

∫
Ω` ∂xw`

i .∂yw`
jdΩ`

]
=

∫
Ω` f `0,1.w

`
jdΩ` +

∫
Γ`2

f `2,1.w
`
jdΓ`2;

∑n`
i=1 u`1,i

[
λ̃`

∫
Ω` ∂xw`

i .∂yw`
jdΩ` + µ̃`

∫
Ω` ∂yw`

i .∂xw`
jdΩ`

]
+

∑n`
i=1 u`2,i

[
(λ̃` + 2µ̃`)

∫
Ω` ∂yw`

i .∂yw`
jdΩ`

+µ̃`
∫
Ω` ∂xw`

i .∂xw`
jdΩ`

]
+

∑n3
k=1 λk

∫
Γ3
ϕ`k.w

`
jdΓ3 =

∫
Ω` f `0,2.w

`
jdΩ` +

∫
Γ`2

f `2,2.w
`
jdΓ`2;

j = 1, ...,n`; ` = 1, 2.

où f `0 = ( f `0,1, f `0,2) et f `2 = ( f `2,1, f `2,2).
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La condition (2.9) peut s’écrire sous la formulation matricielle suivante :
A1

1U1
1 + A1

2U1
2 = F1

1

A1
3U1

1 + A1
4U1

2 + Ḃ1T
Λ = F1

2

A2
1U2

1 + A2
2U2

2 = F2
1

A2
3U2

1 + A2
4U2

2 + Ḃ2T
Λ = F2

2,

(2.48)

où

(A`
1)i j = (λ̃` + 2µ̃`)

∫
Ω`
∂xw`

i .∂xw`
jdΩ` + µ̃`

∫
Ω`
∂yw`

i .∂yw`
jdΩ`;

(A`
2)i j = λ̃`

∫
Ω`
∂yw`

i .∂xw`
jdΩ` + µ̃`

∫
Ω`
∂xw`

i .∂yw`
jdΩ`;

(A`
3)i j = λ̃`

∫
Ω`
∂xw`

i .∂yw`
jdΩ` + µ̃`

∫
Ω`
∂yw`

i .∂xw`
jdΩ`

(A`
4)i j = (λ̃` + 2µ̃`)

∫
Ω`
∂yw`

i .∂yw`
jdΩ` + µ̃`

∫
Ω`
∂xw`

i .∂xw`
jdΩ`;

(Ḃ`)i j =

∫
Γ3

ϕ`i .w
`
jη
`dΓ3; (F`k)i =

∫
Ω`

f `0,k.w
`
i dΩ` +

∫
Γ`2

f `2,k.w
`
i η
`dΓ`2; k = 1, 2.

En introduisant les matrices suivantes :

A` =

(
A`

1 A`
2

A`
3 A`

4

)
, B` =

(
0, Ḃ`

)
∈ R2n

`
×n3 , F` =

(
F`1
F`2

)
, U` =

(
U`

1

U`
2

)
; ` = 1, 2.

Ceci nous permet de réécrire (2.48) comme suit :{
A1U1 + B1T

Λ = F1

A2U2 + B2T
Λ = F2 (2.49)

Maintenant, la condition (2.10), peut être expriméé par la formulation matricielle suivante :

(M −Λ)TB1U1 + (M −Λ)TB2U2
≤ 0 ∀M ∈ Mh (2.50)

oùMh =
{
M = (µi) ∈ Rn3 |

∑n3
i=1 µiϕ`i ∈Mh

}
.

Le système (2.9)–(2.10) peut être réécrit sous la forme :

ProblèmePM : Trouver U1
∈ R2n1 , U2

∈ R2n2 et Λ ∈ Rn3 tels que :

A1U1 + B1T
Λ = F1 (2.51)

A2U2 + B2T
Λ = F2 (2.52)

(M −Λ)TB1U1 + (M −Λ)TB2U2
≤ 0 ∀M ∈ Mh. (2.53)
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2.4.2 Formulation matricielle approché de point fixe sur les forces de contact

Lemme 2.2: Soit Λ ∈ Rn3 , les deux hypothèses suivantes sont équivalentes :

(i) (M −Λ)TB1U1 + (M −Λ)TB2U2
≤ 0 ∀M ∈ Mh

(ii) Λ = P
Mh

(
Λ + r(B1U1 + B2U2)

)
∀r > 0

où P
Mh

désigne la projection dansMh.

Démonstration.

(i)⇒ (ii) : L’inégalité (i), avec r > 0 donne

r2
∥∥∥B1U1 + B2U2

∥∥∥2
− 2r(M −Λ)T(B1U1 + B2U2) +

∥∥∥M −Λ
∥∥∥2
≥ r2

∥∥∥B1U1 + B2U2
∥∥∥2
∀M ∈ Mh

on a ∥∥∥M −
(
Λ + r(B1U1 + B2U2)

)∥∥∥2
≥

∥∥∥Λ − (
Λ + r(B1U1 + B2U2)

)∥∥∥2
∀M ∈ Mh

ce qui implique
Λ = P

Mh

(
Λ + r(B1U1 + B2U2)

)
.

(ii)⇒ (i) : L’égalité (ii), avec M ∈ Mh donne∥∥∥M −
(
Λ + r(B1U1 + B2U2)

)∥∥∥2
≥

∥∥∥Λ − (
Λ + r(B1U1 + B2U2)

)∥∥∥2
∀r > 0

on a
−2r(M −Λ)T(B1U1 + B2U2) +

∥∥∥M −Λ
∥∥∥2
≥ 0 ∀r > 0

on obtient

(M −Λ)T(B1U1 + B2U2) −
‖M −Λ‖2

2r
≤ 0 ∀r > 0

En passant alors à la limite r→ +∞, on déduit (i).

Remarque 2.4: Le lemme 2.2 nous permet d’établir une autre formulation matricielle sous la forme :
Trouver U1

∈ R2n1 ,U2
∈ R2n2 et Λ ∈ Rn3 tels que :

A1U1 + B1T
Λ = F1

A2U2 + B2T
Λ = F2

Λ = P
Mh

(
Λ + r(B1U1 + B2U2)

)
.

(2.54)

La formulation matricielle (2.54) sera facile à exploiter numériquement si l’ensemble M+
h est

simple à exprimer. L’approximation de Mh la plus simple est :

M+
h =

{
λh =

n3∑
i=1

λiϕ
`
i

∣∣∣ λi ≥ 0
}
.

La formulation matricielle approchée pour r > 0 , de (2.54) est la suivante :

ProblèmePMh
r : Trouver U1

∈ R2n1 , U2
∈ R2n2 et Λ ∈ Rn3 tels que :

A1U1 +B1T
Λ = F1 (2.55)

A2U2 +B2T
Λ = F2 (2.56)

Λi =
(
Λi + r(B1U1 + B2U2)i

)
+

i = 1, ...,n3. (2.57)
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Remarque 2.5: Les relations (2.51), (2.52) peuvent réécrire comme suit : U1 = (A1)
−1
(
F1
− B1T

Λ
)

U2 = (A2)
−1
(
F2
− B2T

Λ
) (2.58)

Grâce au (2.53), (2.58) et Lemme 2.2, on obtient le problème d’optimisation avec contraintes d’une
forme quadratique suivant :  Trouver Λ ∈ Mh tels que

Θ(Λ) ≤ Θ(M), ∀M ∈ Mh
(2.59)

où
Θ(M) =

1
2

MTCM + DM

avec
C = B1(A1)

−1
(B1)

T
+ B2(A2)

−1
(B2)

T
, D = B1(A1)

−1
F1 + B2(A2)

−1
F2.

Lemme 2.3: Si Λ est une solution de (2.59), alors

(CΛ + D)(Λ −M) ≤ 0 ∀M ∈ Mh. (2.60)

Démonstration. Soit M ∈ Mh, commeMh est un ensemble convexe on a alors

Θ
(
Λ + t(M −Λ)

)
= Θ

(
tM + (1 − t)Λ

)
≥ Θ(Λ) ∀t ∈]0, 1[

ou encore
Θ
(
Λ + t(M −Λ)

)
−Θ(Λ)

t
≥ 0 ∀t ∈]0, 1[.

En faisant tendre t→ 0
+
, on déduit que

−→
∇Θ(Λ)(M −Λ) ≥ 0.

D’où ( 2.60).

Remarque 2.6: Si Λ est une solution de (2.59) avec Λ ∈ M
0

h, alors Λ est un minimun local de Θ(.),

c’est à dire Λ est un point critique de Θ(.), alors
−→
∇Θ(Λ) = 0, et par conséquent Λ est une solution

du système linéaire

CΛ = −D. (2.61)

Moyennant de (2.61) et (2.58), la formulation matricielle (2.51)- (2.53) devient


Trouver U1

∈ R2n1 ,U2
∈ R2n2 et Λ ∈ Rn3 satisfaisant

A1U1 = E1

A2U2 = E2

CΛ = −D

(2.62)

où
E1 = F1 + B1T

C−1D, E2 = F2 + B2T
C−1D
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2.4.3 Algorithme de point fixe sur les forces de contact (APFF)

On considère l’algorithme de point fixe sur les forces de contact défini par (2.55)-(2.57) et qui
nous permet de construire des suites de

(
U1, k,U2, k,Λk

)
k≥0

dans R2n1 ×R2n2 ×Rn3 telles que

1- Initialisation : k = 0
choix de Λ0 = (Λ0

1, ... ,Λ
0
n3

) ∈ (R+)n3

2- Itération : k
Etant donné Λk = (Λk

1, ... ,Λ
k
n3

) ;

a)- calcul U1,k et U2,k solutions de{
A1U1,k + B1T

Λk = F1

A2U2,k + B2T
Λk = F2

b)- calcul Λk+1 solution de :

Λk+1
i =

(
Λk

i + r(B1U1,k + B2U2,k)i

)
+

i = 1, ...,n3.

3- Revenir à (2), on pose k = k + 1, jusqu’a ce que le critère d’arrêt soit vérifié.

2.4.4 Simulation numérique

Pour fixer les idées, on s’intéresse dans cette section à l’algorithme de point fixe sur les forces
de contact, dans les cas suivants :

• Ω1, Ω2 sont des rectangles dans le plan R2, tels que

Ω1 = [0, 1] × [0, 1], Ω2 = [0, 1] × [−1, 0]

• Les Γ`i sont données par les segments :

Γ1
1 = [0, 1] × {1} , Γ1

2 = {0, 1} × [0, 1] , Γ2
1 = [0, 1] × {−1} , Γ2

2 = {0, 1} × [−1, 0] , Γ3 = [0, 1] × {0}

• Les forces volumiques f `0 = ( f `0,1, f `0,2) ` = 1.2, sont définies comme suit :

f 1
0 : Ω1

→ R2; f 1
0 (x, y) = (0.5,−0.5);

f 2
0 : Ω2

→ R2; f 2
0 (x, y) = (0.5, 0).

• Les forces surfaciques f `2 = ( f `2,1, f `2,2) ` = 1.2, sont définies comme suit :

f 1
2 : Γ1

2 → R
2 ; f 1

2 = ( f 1
2,1, f 1

2,2)

f 1
2,1(x, y) =

{
3 × 10−2 si (x, y) ∈ Γ1

2,1 = {0} × [0, 1]
−10−1 si (x, y) ∈ Γ1

2,2 = {1} × [0, 1]

f 1
2,2(x, y) = 10−1 si (x, y) ∈ Γ1

2.

f 2
2 : Γ2

2 → R
2 ; f 2

2 = ( f 2
2,1, f 2

2,2)

f 2
2,1(x, y) =

{
5 × 10−2 si (x, y) ∈ Γ2

2,1 = {0} × [−1, 0]
−10−2 si (x, y) ∈ Γ2

2,2 = {1} × [−1, 0]

f 2
2,2(x, y) = −10−2 si (x, y) ∈ Γ2

2.
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• Les coefficients de Lamé λ̃`, µ̃`, sont donés par :

λ̃1 = 1500GP, µ̃1 = 1000GP, λ̃2 = 1000GP, µ̃2 = 800GP.

• Choisir le paramètre d’augmentation arbitraire r = 10

• On s’intéresse la triangulation de Ω1
∪ Ω2 à 32 + 32 triangles K à sommets de la forme

aK
1 (x, y), aK

2 (x + h, y), aK
3 (x + h, y + h) ou la forme aK

1 (x, y), aK
2 (x, y + h), aK

3 (x + h, y + h) avec le pas
de discrétisation h = 0.25, 45 noeuds associés : zi j = (ih, jh) ; i = 0, 1, 2, 3, 4, j = ±1,±2,±3,±4
(voir Fig. 2.2).

• En utilisant l’APFF, nous arrêtons, les itérations sur j, lorsque l’erreur relative entre l’ité-
ration j + 1 et l’itération j au sens de la norme uniforme satisfait le seuil de tolérence :∥∥∥Λ j+1

−Λ j
∥∥∥
∞
≤ 10−4.

Fig. 2.2: Triangulation des domaines Ω1, Ω2.
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On a les solutions approchées :

L’approximation de λ. L’approximation de u1
1. L’approximation de u1

2. L’approximation de u2
1. L’approximation de u2

2.

Fig. 2.4. Solutions approchées

ou les matrices approchées :

Λ = U1
1 = 10−4

× U1
2 = 10−4

× U2
1 = 10−4

× U2
2 = 10−4

×

0.4043 0.1766 −0.1836 0.0537 −0.3221
0 0.1720 −0.1059 0.1785 −0.0780

0.0940 0.1466 −0.0845 0.2217 −0.0616
0.0027 0.0964 −0.0954 0.2820 −0.0856
0.4042 −0.0747 −0.2556 0.3126 −0.2562

0.1931 0.0214 0.2877 0.0113
0.1452 −0.0457 0.2313 0.0076
0.1489 −0.0421 0.2131 0.0294
0.1565 −0.0323 0.1796 −0.0064
0.1613 0.0314 0.1787 −0.0892
0.1758 0.0084 0.2653 −0.0033
0.1671 −0.0320 0.2489 0.0338
0.1513 −0.0456 0.2317 −0.0148
0.1387 −0.0405 0.2167 −0.0172
0.1120 0.0104 0.2175 0.0314
0.1715 0.0126 0.2576 −0.0120
0.1566 −0.0444 0.2176 −0.0161
0.1507 −0.0474 0.2010 −0.0009
0.1371 −0.0422 0.2078 0.0258
0.1171 0.0251 0.2074 0.0303
0.2160 0.0477 0.2979 −0.0334
0.1827 −0.0309 0.2391 −0.0452
0.1416 −0.0422 0.2245 −0.0006
0.0962 −0.0350 0.1919 −0.0013
0.0416 0.0196 0.1432 −0.0380
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Introduction

Cette partie se compose de deux chapitres. Dans le premier, on s’intéresse à l’étude théorique et
numérique d’un problème quasistatique de contact avec les conditions de compliance normale et
l’adhésion entre deux corps piézoélectriques, pour des matériaux ayant une loi de comportement
électro-élastiques non linéaire de la forme :

σ` = A`ε(u`) + (E`)∗∇ϕ`

D` = E`ε(u`) − B`∇ϕ`

où u`, σ`, σ` et D` représente le champ des déplacements, le champs de contraintes, les potentiels
électriques et les champs des déplacements électriques, respectivement. Ce chapitre qui s’inspire
de l’article [38], contient deux sections. Dans la premièren, on considère un problème quasistatique
avec compliance normale et l’adhésion. En se basant sur l’analyse variationnelle nous démontrons
l’existence et l’unicité d’une solution faible. Dans la seconde section, en utilisant la méthode des
éléments finis nous décrivons la formulation du problème discrétisé. Dans le seconde chapitre
on s’intéresse à l’étude variationnelle d’un problème de contact entre deux corps piézoélectriques
dans un processus dynamique pour des matériaux ayant une loi de comportement électro-élasto-
viscoplastique non linéaire de la forme :

σ` = A`ε(u̇`) +G`ε(u`)+(E`)∗∇ϕ` +

∫ t

0
F
`
(
σ`(s) −A`ε(u̇`(s)) −(E`)∗∇ϕ`, ε(u`(s))

)
ds

D` = E`ε(u`) − B`∇ϕ`.

Dans ce chapitre, qui s’inspire de l’article [39], on considère un problème de contact avec compliance
normale et l’adhésion. Pour ce problème le contact entre le deux corps est modélisé par l’adhésion
dont l’évolution est décrite par une équation différentielle ordinaire du premier ordre. En utilisant
la formule de Green, on propose une formulation variationnelle associée au problème mécanique
puis nous démontrons l’existence et l’unicité d’une solution faible.



3. ETUDE VARIATIONNELLE ET NUMÉRIQUE D’UN PROBLÈME
ÉLECTRO-ÉLASTIQUE AVEC ADHÉSION.

Résumé :

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude variationnelle et numérique d’un problème de contact
entre deux corps électro-élastiques dans un processus quasistatique. Dans la première section, en
se basant sur des arguments d’inéquations variationnelles dépendant du temps et la méthode de
point fixe, nous obtenons un résultat sur l’existence et l’unicité de la solution. Tandis que dans la
deuxième section, en se basant sur la méthode des éléménts finis on établit la discrétisation complète
du problème considéré. La convergence forte dans ce cas est établie sous certaines conditions de
régularité minimales.

Contenu :
1. Etude variationnelle d’un problème électro-élastique avec adhésion :

1.1. Position du problème ;

1.2. Formulation variationnelle ;

1.3. Existence et Unicité de la solution ;

1.4. Démonstration du Théorème.

2. Approximation numérique d’un problème électro-élastique avec adhésion :

2.1. La discrétisation complète ;

2.2. Formulation variationnelle approchée ;

2.3. Estimation de l’erreur.
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3.1 Etude variationnelle d’un problème électro–élastique avec adhésion.

Dans cette section, nous étudions un problème électro-élastique en supposant que le com-
portement du matériau est modélisé par une loi constitutive électro-élastique non linéaire. Nous
supposons que le contact avec compliance normale et l’adhésion entre les deux corps. En se basant
sur des arguments d’inéquations variationnelles dépendant du temps, la méthode de point fixe
nous permet de démontrer un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible.

3.1.1 Position du problème

Les deux corps considérés sont électro-élastiques, le contact est modélisé par les conditions de
compliance normale couplées avec l’adhésion. Le modèle mécanique qu’on va considéré peut se
formuler de la manière suivante :
Problème P. Trouver les champs des déplacements u` : Ω`

× (0,T) −→ Rd, les champs des
contraintes σ` : Ω`

× (0,T) −→ Sd, les potentiels électriques ϕ` : Ω`
× (0,T) −→ R, un champ

d’adhésion β : Γ3× (0,T) −→ R et les champs des déplacements électriques D` : Ω`
× (0,T) −→ Rd,

` = 1, 2 tels que :
σ` = A`ε(u`) + (E`)∗∇ϕ` dans Ω`

× (0,T), (3.1)

D` = E`ε(u`) − B`∇ϕ` dans Ω`
× (0,T), (3.2)

Divσ` + f `0 = 0 dans Ω`
× (0,T), (3.3)

div D`
− q`0 = 0 dans Ω`

× (0,T), (3.4)

u` = 0 sur Γ`1 × (0,T), (3.5)

σ`ν` = f `2 sur Γ`2 × (0,T), (3.6)

 σ1
ν = σ2

ν ≡ σν,

σν = −pν([uν]) + γνβ
2Rν([uν])

sur Γ3 × (0,T), (3.7)

{
σ1
τ = −σ2

τ ≡ στ,

|στ| = pτ(β)Rτ([uτ])
sur Γ3 × (0,T), (3.8)

β̇ = −
(
β
(
γν(Rν([uν]))2 + γτ(Rτ([uτ]))2

)
− εa

)
+

sur Γ3 × (0,T), (3.9)

ϕ` = 0 sur Γ`a × (0,T), (3.10)

D`.ν` = q`2 sur Γ`b × (0,T), (3.11)
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β(0) = β0 sur Γ3. (3.12)

Rappelons ici que les équations d’évolution (3.1) et (3.2) représentent la loi constitutive électro-
élastique.A` est l’operateur de élasticité, où ε(u`) représente le tenseur des déformations linéarisé,
E`(ϕ`) = −∇ϕ` est le champ électrique, E` représente le tenseur piézoélectrique du troisième ordre,
(E`)∗ est son transposé et B` représente le tenseur de permitivite electrique. Ensuite, les équations
(3.3) et (3.4) sont les équations d’équilibre associées aux champs de contrainte et de déplacement
électrique, où ” Div ” et ” div ” dénotent l’opérateur de divergence pour les tenseurs et les vecteurs,
respectivement. Les conditions (3.5) et (3.6) sont les conditions aux limites classiques déplacement-
traction tandis que (3.10) et (3.11) représentent les conditions électriques de frontières. L’équation
(3.7) représente les conditions de compliance normale avec adhésion sur Γ3, où γν est le coefficient
d’adhésion et Rν est un opérateur de troncation défini par :

Rν(s) =


L si s < −L,
−s si − L ≤ s ≤ 0,
0 si s > 0.

où L > 0 est la longueur caractéristique de la liaison, voir[83]. La condition (3.8) représente la
condition de contact avec adhésion sur le plan tangentiel, dans lequel pτ est une fonction donnée
et Rτ dénote l’opérateur de troncation donné par :

Rτ(v) =

|v| si |v| ≤ L,
L si |v| > L.

L’équation (3.9) décrit l’évolution du champ d’adhésion avec les paramètres physiques positifs
donnés γν, γτ et εa, et en effet, r+ = max{r, 0}.Nous notons que le processus adhésif est irréversible ;
une fois que la "déliaison" se produit l’adhésion ne peut pas être retablie, car β̇ ≤ 0. En outre, il est
facile de voir que si 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. sur Γ3, alors 0 ≤ β ≤ 1 p.p sur Γ3 pendant le processus. Enfin,
dans (3.12) on a la condition initiale dans laquelle β0 représente le champ initial d’adhésion.

3.1.2 Formulation variationnelle

Pour l’étude du problème P. on considère sous espace fermé V` de H`
1 défini par :

V(Ω`) =
{

v` ∈ H`
1 / v` = 0 p.p sur Γ`1

}
. (3.13)

Et on considère l’espace V défini par :

V = V(Ω1) × V(Ω2). (3.14)

L’espace V muni du produit scalaire et de la norme associée donnée par (Lemme 1.1, page 6) :

〈ν, ω〉V =

2∑
`=1

〈ε(ν`), ε(ω`)〉
H`
. (3.15)

Par l’inégalité de Korn, il vient que ‖.‖H1 et ‖.‖V sont des normes équivalentes sur V et ainsi (V , ‖.‖V )
est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théorème de trace de Sobolev, il existe une constante
c0 > 0, dépendant uniquement de Ω`, Γ`1 et Γ3 telle que

‖v`‖L2(Γ3)d ≤ c0‖v`‖V(Ω`) ∀v` ∈ V(Ω`). (3.16)
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De plus, pour le potentiel électrique et le champ de déplacement électrique nous utilisons les
espaces

W` =
{
ψ` ∈ H1(Ω`); ψ` = 0 sur Γ`a

}
, (3.17)

W
`
1 =

{
D` = (D`

i ); D`
i ∈ L2(Ω`), div D`

∈ L2(Ω`)
}

(3.18)

respectivement. Puisque measΓ`a > 0, l’inégalité de Friedrichs-Poincaré montre qu’il existe une
constante c`F > 0 dépendant uniquement de Ω` et Γ`a telle que

‖∇ψ`‖L2(Ω`)d ≥ c`F‖ψ
`
‖H1(Ω`) ∀ψ

`
∈W`. (3.19)

Sur l’espace W` nous considérons le produit scalaire donné par :

(ϕ`, ψ`)W` =

∫
Ω`
∇ϕ`.∇ψ`dx

et soit ‖.‖W` la norme associée. En utilisant (3.19) on peut vérifier que ‖.‖H1(Ω`) et ‖.‖W` sont deux
normes équivalentes sur W`. Il en résulte que (W`, ‖.‖W` ) est un espace de Hilbert réel. Aussi l’espace
W

`
1 est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire :

(D`,E`)
W

`
1

=

∫
Ω`

D`.E`dx +

∫
Ω`

div D`.div E`dx,

et la norme associée ‖.‖
W

`
1
. Et on considère les espaces de produit, définis par :

W = W1
×W2, W1 =W1

1 ×W
2
1. (3.20)

Les espaces W etW1 sont espaces de Hilbert réel munis des produits scalaires

(ϕ,ψ)W =

2∑
`=1

(ϕ`, ψ`)W` , (D,E)W1 =

2∑
`=1

(D`,E`)
W

`
1

et leurs normes associées ‖.‖W et ‖.‖W1 , respectivement.

Pour l’étude du Problème P, on considére les hypothèses suivantes :

L’opérateur d’élasticitéA` satisfait :

(a)A` : Ω`
× Sd

→ Sd.
(b) Il existe LA` > 0 tel que
‖A

`(x, ξ1) −A`(x, ξ2)‖ ≤ LA`‖ξ1 − ξ2‖

∀ ξ1, ξ2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω`.

(c) Il existe mA` > 0 tel que
(A`(x, ξ1) −A`(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mA`‖ξ1 − ξ2‖

2

∀ ξ1, ξ2 ∈ S
d, a.e. x ∈ Ω`.

(d) L′application x 7→ A`(x, ξ) est Lebesgue mesurable dans Ω`,
pour chaque ξ ∈ Sd.

(e) L′application x 7→ A`(x, 0) ∈ H`.

(3.21)
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L’opérateur piézoélectrique E` satisfiat :
(a) E` : Ω`

× Sd
→ Rd.

(b) E`(x, τ) = (e`i jk(x)τ jk), ∀τ = (τi j) ∈ Sd;
(c) e`i jk = e`ik j ∈ L∞(Ω`), 1 ≤ i, j, k ≤ d.

(3.22)

L’opérateur de permittivité électrique B` satisfait :

(a) B` : Ω`
×Rd

→ Rd.
(b) B`(x,E) = (b`i j(x)E j) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω`;
(c) b`i j = b`ji, b`i j ∈ L∞(Ω`), 1 ≤ i, j ≤ d.
(d) Il existe mB` > 0 tel que B`E.E ≥ mB` |E|2

∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω`.

(3.23)

La fonction de contact normale pν satisfait

(a) pν : Γ3 ×R→ R+.
(b) Il exists Lν > 0 tel que |pν(x, r1) − pν(x, r2)| ≤ Lν|r1 − r2|

∀ r1, r2 ∈ R, a.e. x ∈ Γ3.
(c) (pν(x, r1) − pν(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0
∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(d) L’application x 7→ pν(x, r) est Lebesgue mesurable sur Γ3, ∀r ∈ R.
(e) pν(x, r) = 0, pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(3.24)

La fonction de contact tangentielle pτ satisfait :

(a) pτ : Γ3 ×R→ R+.
(b) Il existe Lτ > 0 tel que |pτ(x, d1) − pτ(x, d2)| ≤ Lτ|d1 − d2|

∀ d1, d2 ∈ R, a.e. x ∈ Γ3.
(c) ∃Mτ > 0 such that |pτ(x, d)| ≤Mτ ∀ d ∈ R, a.e. x ∈ Γ3.
(d) L’applicationx 7→ pτ(x, d) est Lebesgue mesurable sur Γ3, ∀d ∈ R.
(e) L’application x 7→ pτ(x, 0) ∈ L2(Γ3).

(3.25)

Rappelons que le tenseur transposé (E`)∗ est donné par (E`)∗ = (e`,∗i jk) où e`,∗i jk = e`ki j et l’égalité
suivante est satisfaite :

E
`σ.τ = σ.(E`)∗τ ∀σ, τ ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω`. (3.26)

Nous supposons que les forces volumiques, la traction surfacique, et la densité des charges
électriques ont la régularité

f `0 ∈W1,∞(0,T; L2(Ω`)d), f `2 ∈W1,∞(0,T; L2(Γ`2)d),

q`0 ∈W1,∞(0,T; L2(Ω`)), q`2 ∈W1,p(0,T; L2(Γ`b)).
(3.27)

On suppose que :

q`2 = 0 sur Γ3 × (0,T). (3.28)

Les coefficients d’adhesion γν, γτ et εa satisfont les conditions

γν, γτ, εa ∈ L∞(Γ3), γν, γτ, εa ≥ 0, p.p. sur Γ3. (3.29)
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Finalement, le champ d’adhésion initial satisfait

β0 ∈ L∞(Γ3) et 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. x ∈ Γ3. (3.30)

Dans l’étude du problème P on introduit l’ensemble

Z =
{
θ ∈ L∞(Γ3); 0 ≤ θ ≤ 1 p.p. sur Γ3

}
.

Le théorème de représentation de Riesz, entraîne l’existence de f : [0,T] → V et q : [0,T] → W
telles que :

( f (t),v)V =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0(t) · v` dx +

2∑
`=1

∫
Γ2

f `2(t) · v` da ∀v ∈ V , (3.31)

(q(t), ζ)W =

2∑
`=1

∫
Ω`

q`0(t)ζ` dx −
2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2(t)ζ` da ∀ζ ∈W. (3.32)

On définit la fonctionnelle d’adhésion comme suit jad : L∞(Γ3) × V × V → R par

jad(β,u,v) =

∫
Γ3

(
− γνβ

2Rν([uν])[vν] + pτ(β)Rτ([uτ])[vτ]
)

da. (3.33)

En plus de la fonctionnelle (3.33), nous avons besoin de la fonctionnelle de compliance normale
jνc : V × V → R donnée par

jνc(u,v) =

∫
Γ3

pν([uν])[vν] da. (3.34)

Les conditions (3.27) entraîne que les intégrales (3.31) et (3.32) sont bien définies. On note que les
conditions (3.27), (3.31) et (3.32) impliquent

f ∈W1,∞(0,T; V), q ∈W1,∞(0,T; W). (3.35)

A l’aide des formules de Green on voit directement que si u,σ et β sont des fonctions suffisam-
ment régulières qui satisfont (3.3), (3.5), (3.7) et (3.8) avec (3.33), (3.34) pour tout t ∈ [0,T] on déduit
que

2∑
`=1

〈σ`, ε(v`)〉
H`

+ jad(β(t),u(t),v) + jνc(u(t),v) = ( f (t),v)V ∀v ∈ V , t ∈ (0,T). (3.36)

En moyennant de (3.1), (3.36), on a alors
2∑
`=1

(A`ε(u`(t)), ε(v`))H` +

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`(t), ε(v`))H` + jad(β(t),u(t),v)

+ jνc(u(t),v) = ( f (t),v)V ∀v ∈ V , t ∈ (0,T). (3.37)

Maintenant, nous utilisons la formule de Green pour les inconnues électriques du problème ainsi
que les conditions (3.4), (3.10), (3.11) et la définition (3.32), Il en résulte

(D`,∇φ`)H` + (q`, φ)W` = 0, ∀φ` ∈W`, (3.38)

et, compte tenu de (3.2), et par sommation sur `, nous obtenons
2∑
`=1

(B`∇ϕ`(t),∇φ`)H` −

2∑
`=1

(E`ε(u`(t)),∇φ`)H` = (q(t), φ)W ∀φ ∈W, t ∈ (0,T). (3.39)

De (3.37) et (3.39), nous obtenons la formulation variationnelle du problème électro-élastique P.
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Problème PV. Trouver les champs des déplacements u = (u1,u2) : [0,T] → V , les potentiels
électriques ϕ = (ϕ1, ϕ2) : [0,T]→W, un champ d’adhésion β : [0,T]→ L∞(Γ3) tels que :

2∑
`=1

(A`ε(u`(t)), ε(v`))H` +

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`(t), ε(v`))H` + jad(β(t),u(t),v)

+ jνc(u(t),v) = ( f (t),v)V ∀v ∈ V , t ∈ (0,T), (3.40)
2∑
`=1

(B`∇ϕ`(t),∇φ`)H` −

2∑
`=1

(E`ε(u`(t)),∇φ`)H` = (q(t), φ)W ∀φ ∈W, t ∈ (0,T), (3.41)

β̇(t) = −
(
β(t)

(
γν(Rν([uν(t)]))2 + γτ(Rτ([uτ(t)]))2

)
− εa

)
+

a.e. (0,T), (3.42)

β(0) = β0. (3.43)

Remarque 3.1: On note que, dans le problème variationnel PV nous n’avons pas besoin d’imposer
explicitement la restriction 0 ≤ β ≤ 1. De l’équation (3.42) et (3.43) on obtient que β(x, t) ≤ β0(x)
et c’est pourquoi l’hypothèse (3.30) montre que β(x, t) ≤ 1 pour t > 0, p.p. x ∈ Γ3. D’autre part, si
β(x, t0) = 0 à l’instant t0, alors il s’ensuit de (3.42) et (3.43) que β̇(x, t0) = 0 pour tout t > t0 et ainsi
β(x, t0) = 0 pour tout t > t0, p.p. x ∈ Γ3. Nous concluons que 0 ≤ β(x, t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0,T], p.p.
x ∈ Γ3.

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant les fonction-
nelles jad et jνc qui seront utilisées dans les sections suivantes. Ci-dessous dans cette section β, β1, β2
dénotent les éléments de L2(Γ3) tel que 0 ≤ β, β1, β2 ≤ 1 p.p. x ∈ Γ3, u1, u2 et v représentent des
éléments de V et C > 0 est une constante positive générique qui peut dépendre de Ω`, Γ3, pν, pτ,
γν, γτ et L, dont sa valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la raison de simplicité, nous
supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur x ∈ Ω1

∪Ω2
∪ Γ3.

D’abord, nous faisons remarquer que les fonctionnelles jad et jνc, sont linéaires par rapport au
dernier argument et donc

jad(β,u,−v) = − jad(β,u,v),
jνc(u,−v) = − jνc(u,v).

(3.44)

Ensuite, en utilisant (3.33), les propriétés des opérateurs Rν et Rτ et les hypothèse (3.24) et (3.25)
des fonctions pτ, nous déduisons que

jad(β1,u1,u2 − u1) + jad(β2,u2,u1 − u2) ≤ C
∫

Γ3

|β1 − β2||u1 − u2|da,

D’après le théorème de trâce et quelques manipulations algébriques, nous obtenons

jad(β1,u1,u2 − u1) + jad(β2,u2,u1 − u2) ≤ C|β1 − β2|L2(Γ3)|u1 − u2|V . (3.45)

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs Rν, Rτ et pτ montrent
que :

| jad(β,u1,v) − jad(β,u2,v)| ≤ C‖u1 − u2‖V‖v‖V . (3.46)
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En choisissant β1 = β2 = β dans (3.45), nous trouvons :

jad(β1,u1,u2 − u1) + jad(β2,u2,u1 − u2) ≤ 0. (3.47)

Aussi, nous prenons u1 = v et u2 = 0 dans (3.47) pour obtenir

jad(β,v,v) ≥ 0. (3.48)

Maintenant, nous utilisons (3.34) pour voir que

| jνc(u1,v) + jνc(u2,v)| ≤
∫

Γ3

|pν([u1ν]) − pν([u2ν])||[vν]|da,

ensuite (3.24.b) impliquent

| jνc(u1,v) + jνc(u2,v)| ≤ C‖u1 − u2‖V‖v‖V . (3.49)

Nous utilisons encore une fois (3.34), pour obtenir

jνc(u1,u2 − u1) + jνc(u2,u1 − u2) = −

∫
Γ3

(pν([u1ν]) − pν([u2ν]))([u1ν] − [u2ν])da,

et alors, (3.24)(c) implique

jνc(u1,u2 − u1) + jνc(u2,u1 − u2) ≤ 0. (3.50)

Aussi, nous prenons u1 = v et u2 = 0 dans l’inégalité (3.24)(b) et (3.50) pour obtenir

jνc(v,v) ≥ 0. (3.51)

Nous énonçons maintenant notre résultat principal concernant l’unique solvabilité du Problème
PV dont la démonstration sera détaillée dans la section suivante :

3.1.3 Résultats d’existence et d’unicité

Notre intêret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour
le problème variationnel PV.

Théorème 3.1: Sous les hypothèses (3.22)–(3.30). Le problème variationnel PV admet une solution
unique {u, ϕ, β} ayant la régularité suivante :

u ∈W1,∞(0,T; V), (3.52)

ϕ ∈W1,∞(0,T; W), (3.53)

β ∈W1,∞(0,T; L∞(Γ3)). (3.54)

Un "quintuple" de fonction {u, ϕ, β,σ,D} qui satisfait (3.1), (3.2), (3.40)–(3.43) est appelé solution
faible du Problème P. Nous concluons par le Théorème 3.1 que, sous les hypothèses (3.21)–(3.30), le
problème P. possède une solution unique faible qui satisfait (3.52)–(3.54). Pour préciser la régularité
de la solution faible, nous notons que les relations constitutives (3.1) et (3.2), les hypothèses (3.21)–
(3.30) et les régularités (3.52)–(3.54), montrent que σ` ∈ W1,∞(0,T;H`), D`

∈ W1,∞(0,T;W`); il
s’ensuit maintenant des régularités (3.27), (3.31) et (3.32) que Divσ`(t) + f `0(t) = 0, div D`(t)− q`0(t) =
0, ∀t ∈ [0,T], qui montre que :

σ ∈W1,∞(0,T;H1), (3.55)

D ∈W1,∞(0,T;W1). (3.56)

Nous concluons que la solution faible {u, ϕ, β,σ,D} du problème piézoélectrique de contact avec
adhésion P possède la régularité (3.52)–(3.56).
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3.1.4 Démonstration du Théorème 3.1

La démonstration du Théorème 3.1 sera effectuée en plusieurs étapes. A cet effet, nous assumons
dans la suite que (3.21)–(3.30) sont satisfaites ; ci-après, C est une constante positive générique qui
peut dépendre de Ω`, Γ`1, Γ3, pν, pτ, γν, γτ, L et T, dont la valeur peut changer d’un endroit à l’autre.
Pour la simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions
sur x ∈ Ω1

∪Ω2
∪ Γ3.

Soit Θ l’ensemble fermé de l’espace C(0,T; L2(Γ3)) défini par

Θ = {θ ∈ C(0,T; L2(Γ3)); θ(t) ∈ Z ∀t ∈ [0,T], θ(0) = β0}. (3.57)

et soit β ∈ Θ donné.
Dans la première étape, nous considérons le problème intermédiaire suivant :

Problem PVβ . Trouver les champs des déplacements uβ : [0,T]→ V , et les potentiels électriques
ϕβ : [0,T]→W tels que :

2∑
`=1

(A`ε(u`β(t)), ε(v`))H` +

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`β(t), ε(v`))H` + jad(β(t),uβ(t),v)

+ jνc(uβ(t),v) = ( f (t),v)V ∀v ∈ V , t ∈ [0,T], (3.58)
2∑
`=1

(B`∇ϕ`β(t),∇φ
`)H`−

2∑
`=1

(E`ε(u`β(t)),∇φ
`)H` = (q(t), φ)W ∀φ ∈W, t ∈ [0,T]. (3.59)

Pour étudier le problème variationnel PVβ , nous considérons l’espace produit X = V ×W muni du
produit scalaire

(x, y)X = (u,v)V + (ϕ,φ)W ∀x = (u, ϕ), y = (v, φ) ∈ X, (3.60)

et la norme associée |.|X. Pour t ∈ [0,T], nous définissons l’opérateur At : X −→ X et l’élément F ∈ X
par les égalités :

(Atx, y)X =

2∑
`=1

(A`ε(u`(t)), ε(v)`)H` +

2∑
`=1

(B`∇ϕ`(t),∇φ`)H`

+

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`(t), ε(v`))H` −

2∑
`=1

(E`ε(u`(t)),∇φ`)H`

+ jad(β(t),u,v) + jνc(u,v) ∀x = (u, ϕ), y = (v, φ) ∈ X, (3.61)

F = ( f , q) ∈ X. (3.62)

Commençons par prouver le résultat d’équivalence suivant :

Lemme 3.1: Le couple (uβ, ϕβ) : [0,T]→ V ×W est une solution du problème PVβ si et seulement si

(Atxβ, y)X = (F(t), y)X ∀y ∈ X, t ∈ [0,T]. (3.63)
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Démonstration. Soit xβ = (uβ, ϕβ) ∈ X une solution du Problème PVβ et soit y = (v, φ) ∈ X, par
sommation les deux égalités (3.58), (3.59) et utilisons (3.60)–(3.62) pour trouver (3.63).
Réciproquement, nous supposons xβ = (uβ, ϕβ) ∈ X une solution de l’égalité (3.63) et soit t ∈ [0,T].
Nous prenons y = (v, 0) ∈ X dans (3.63) où v est un élément arbitraire de V et on obtient (3.58).
Alors nous prenons y = (0, φ) dans (3.63), oùφ est un élément arbitraire de W, on obtient ainsi (3.59).

Nous utilisant le Lemme 3.1 pour obtenir le résultat d’éxistence et d’unicité suivant :

Lemme 3.2: Le problème PVβ admet une solution unique (uβ, ϕβ) qui satisfait

(uβ, ϕβ) ∈ C(0,T; V) × C(0,T; W).

Démonstration. Soit t ∈ [0; T], nous utilisons (3.15), (3.19), (3.21)–(3.23), (3.46), (3.48), (3.49) et (3.51)
de voir que At est fortement monotone et de Lipschitz dans X, par des résultats standards des
inéquations variationnelles elliptiques, on conclut qu’il existe un élément unique (uβ(t), ϕβ(t)) ∈ X
qui satisfait (3.58)-(3.59).

Pour t1, t2 ∈ [0,T], et notons par uβ(ti) = ui, β(ti) = βi, ϕβ(ti) = ϕi, f (ti) = f i, q(ti) = qi et xβ(ti) =
(uβ(ti), ϕβ(ti)) = xi, i = 1, 2, en utilisant des arguments basés sur (3.58) et (3.59) nous trouvons

2∑
`=1

(A`ε(u`1 − u`2), ε(u`1 − u`2))H` +

2∑
`=1

((E`)∗∇(ϕ`1 − ϕ
`
2), ε(u`1 − u`2))H`

= ( f 1 − f 2,u1 − u2)V + jνc(u1,u2 − u1) + jνc(u2,u1 − u2)
+ jad(β1,u1,u2 − u1) + jad(β2,u2,u1 − u2), (3.64)

2∑
`=1

(B`∇(ϕ`1 − ϕ
`
2),∇(ϕ`1 − ϕ

`
2))H` −

2∑
`=1

(E`ε(u`1 − u`2),∇(ϕ`1 − ϕ
`
2))H`

= (q1 − q2, ϕ1 − ϕ2)W, (3.65)

et, en utilisant les hypothèses (3.21)–(3.23) des opérateursA`, B` et E`, les propriétés (3.45), (3.49)
des fonctionnelles jad, jνc, nous trouvons les inégalités suivante

‖u1 − u2‖V ≤ C(‖ f 1 − f 2‖V + ‖q1 − q2‖W + ‖β1 − β2‖L2(Γ3)), (3.66)

‖ϕ1 − ϕ2‖W ≤ C(‖u1 − u2‖V + ‖q1 − q2‖W). (3.67)

Rappelons que f ∈ W1,∞(0,T; V), q ∈ W1,∞(0,T; W) et β ∈ Θ. Il s’ensuit maintenant, d’après
(3.66) que l’application t 7→ uβ(t) appertient à C(0,T; V). Notons aussi que q ∈ W1,∞(0,T; W) et
uβ ∈ C(0,T; V), nous concluons de (3.67), que ϕβ ∈ C(0,T; W).

Dans la deuxième étape nous utilisons le champ de déplacement uβ obtenu dans le Lemme 3.2,
nous considérons le problème suivant :

Problème QVβ . Trouver un champ d’adhesion θβ : [0,T]→ L∞(Γ3) tel que :

θ̇β(t) = −
(
θβ(t)

(
γν(Rν([uβν(t)]))2 + γτ(Rτ([uβτ(t)]))2

)
− εa

)
+

p.p. t ∈ (0,T), (3.68)

θβ(0) = β0. (3.69)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.
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Lemme 3.3: Il existe une solution unique du problème QVβ et cela satisfait

θβ ∈W1,∞
(
0,T; L∞(Γ3) ∩Z

)
.

Démonstration. Considérons la fonction de trace Fβ : [0,T] × L∞(Γ3)→ L∞(Γ3) définie par

Fβ(t, θ) = −
(
θ
(
γν(Rν([uβν(t)]))2 + γτ(Rτ([uβτ(t)]))2

)
− εa

)
+
, (3.70)

pour t ∈ [0,T] et θ ∈ L∞(Γ3). D’après les propriétés des opérateurs de troncation Rν et Rτ il résulte
que Fβ est Lipschitz continue par rapport au deuxième argument, et cela uniformément dans le
temps. D’ailleurs, pour n’importe quel θ ∈ L∞(Γ3), la trace t→ Fβ(t, θ) appartient à L∞(0,T; L∞(Γ3)).
Ainsi, en utilisant le Théorème du Cauchy-Lipschitz ( voir, ,[83, p.48]), nous constatons qu’il existe
une fonction uniqueθβ ∈W1,∞(0,T; L∞(Γ3)) solution du Problème QVβ .Aussi, d’après les arguments
utilisés dans la Remarque 3.1 nous déduisons que 0 ≤ θβ(t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0,T], p.p. sur Γ3. Par
conséquent, à partir de la définition de l’ensembleZ, nous montrons que θβ(t) ∈ Z, ce qui donne
la preuve du lemme.

Il decoule de Lemme 3.3 que pour tout β ∈ Θ la solution θβ du Probleme QVβ appartient a Θ,

voir (3.57). Nous considérons maintenant l’opérateur Λ : Θ→ Θ defini par

Λβ = θβ, (3.71)

et nous prouvons qu’il admet un point fixe unique.

Lemme 3.4: Il existe un élément unique β∗ ∈ Θ tel que Λβ∗ = β∗.

Démonstration. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m ième de
l’opérateur Λ, notée Λm, est une contraction dans Θ. Soient β1 et β2 deux fonctions dans Θ et notons
par uβi = ui, et θβi = θi les fonctions obtenues dans les Lemmes 3.2 et 3.3, respectivement, pour
β = βi, i = 1, 2. Soit t ∈ [0,T]. On utilise (3.58) et (3.59) et des arguments similaires à ceux utilisés
dans la preuve de (3.66) pour déduire que

‖u1(t) − u2(t)‖V ≤ C‖β1(t) − β2(t)‖L2(Γ3), (3.72)

ce qui implique ∫ t

0
‖u1(s) − u2(s)‖Vds ≤ C

∫ t

0
‖β1(s) − β2(s)‖L2(Γ3)ds. (3.73)

D’autre part d’après, le problème de Cauchy (3.68)–(3.69), on trouve

θi(t)=β0−

∫ t

0

(
θi(s)

(
γν(Rν([uiν(s)]))2 + γτ(Rτ([uiτ(s)]))2

)
− εa

)
+
ds (3.74)

et puis ∥∥∥θ1(t)−θ2(t)
∥∥∥
L2(Γ3)≤C

∫ t

0

∥∥∥θ1(s)
(
(Rν([u1ν(s)]))2−θ2(s)

(
(Rν([u2ν(s)]))2

∥∥∥
L2(Γ3)ds

+ C
∫ t

0

∥∥∥θ1(s)
(
(Rτ([u1τ(s)]))2

− θ2(s)
(
Rτ([u2τ(s)]))2

∥∥∥
L2(Γ3)ds.
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Utilisant la définition de Rν et Rτ et en écrivant θ1 = θ1 − θ2 + θ2, nous obtenons∥∥∥θ1(t) − θ2(t)
∥∥∥

L2(Γ3) ≤ C
( ∫ t

0
‖θ1(s) − θ2(s)‖L2(Γ3)ds +

∫ t

0

∥∥∥u1(s) − u2(s)
∥∥∥

L2(Γ3)dds
)
. (3.75)

Maintenant, d’après l’inégalité de Gronwall, il s’ensuit que

‖θ1(t) − θ2(t)‖L2(Γ3) ≤ C
∫ t

0
‖u1(s) − u2(s)‖L2(Γ3)dds. (3.76)

En utilisant (3.71) et de l’estimation (3.76), ainsi que (3.16), on obtient

‖Λβ1(t) −Λβ2(t)‖L2(Γ3) ≤ C
∫ t

0
‖u1(s) − u2(s)‖Vds. (3.77)

Combinant maintenant (3.73) et (3.77), on voit que

‖Λβ1(t) −Λβ2(t)‖L2(Γ3) ≤ C
∫ t

0
‖β1(s) − β2(s)‖L2(Γ3)ds. (3.78)

Réitérant cette inégalité m fois conduit à

‖Λmβ1 −Λmβ2‖C(0,T;L2(Γ3)) ≤
CmTm

m!
‖β1 − β2‖C(0,T;L2(Γ3)). (3.79)

Comme limm→+∞
CmTm

m!
= 0, cela implique pour m assez grand, que l’opérateur Λm : Θ → Θ est

une contraction sur C(0,T; L2(Γ3)). Il existe donc un unique β∗ ∈ Θ tel que Λmβ∗ = β∗ et β∗ est aussi
l’unique point fixe de Λ.

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théorème 3.1.

Démonstration du Théorème 3.1.

Existence. Soit β∗ ∈ Θ le point fixe de Λ et soit (u∗, ϕ∗) une solution du problème PVβ pour β = β∗,

i.e. u∗ = uβ∗ , ϕ∗ = ϕβ∗ . En utilisant des arguments similaires à ceux de la démonstration du (3.66) on
obtient

‖u∗(t1) − u∗(t2)‖V ≤ C
(
‖q(t1) − q(t2)‖W

+‖ f (t1) − f (t2)‖V + ‖β∗(t1) − β∗(t2)‖L2(Γ3)

)
, ∀t1, t2 ∈ [0,T]

(3.80)

et

‖ϕ∗(t1) − ϕ∗(t2)‖W ≤ C
(
‖u∗(t1) − u∗(t2)‖V + ‖q(t1) − q(t2)‖W

)
, ∀t1, t2 ∈ [0,T]. (3.81)

Comme β∗ = θβ∗ , nous concluons par (3.58), (3.59), (3.68) et (3.69) que (u∗, ϕ∗, β∗) est une solution
du problème PV, par ailleurs, β∗ ∈W1,∞(0,T; L∞(Γ3)). Il découle maintenant de régularité (3.35), et
des estimations (3.80)–(3.81) il s’ensuit que u∗ ∈ W1,∞(0,T; V) et ϕ∗ ∈ W1,∞(0,T; W). Ce qui montre
que les fonctions (u∗, ϕ∗, β∗) ont la régularité exprimée dans (3.52)–(3.54).
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Unicité. C’est une conséquence de l’unicité du point fixe de l’opérateur Λ donné par (3.71).
En effet, soit (u, ϕ, β) une solution du problème PV qui satisfait (3.52)–(3.54). Il s’ensuit de (3.40)
et (3.41) que (u, ϕ) est une solution du problème PVβ . Et par Lemme 3.2 ce problème admet une
solution unique (uβ, ϕβ). On obtient

u = uβ et ϕ = ϕβ. (3.82)

On remplace u par uβ dans (3.42) et on utilise la condition initiale (3.43) pour voir que β est une
solution du problème QVβ .Comme d’après le Lemme 3.3 ce dernier problème possède une solution
unique θβ, nous trouvons

β = θβ. (3.83)

Maintenant, on utilise (3.71) et (3.83) pour voir que Λβ = β, i.e. β est un point fixe de l’opérateur Λ.
En utilisant le Lemme 3.4 on déduit que

β = β∗. (3.84)

L’unicité du Théorème est maintenant une conséquence de (3.82), (3.83) et (3.84).

3.2 Approximation numérique d’un problème électro-élastique avec adhésion.

Dans notre étude on considère l’approximation numérique d’un problème quasistatiques de
contact avec compliance normale et adhésion entre deux corps electro–élastique. Nous utilisons une
méthode d’approximation variationnelle. Dans cette section on va présenter le problème approché,
ensuite donner et estimer l’erreur de la discrétisation complète du problème approché et puis
on donne un résultat de convergence pour le schéma numérique. Le schéma de discrétisation
complète est analysé à l’aide de la méthode des éléments finis. En fait cette méthode est utilisée
pour discrétiser l’espace et le temps. La convergence forte dans ce cas est établie sous une régularité
minimale de la solution.

3.2.1 La discrétisation complète

Nous introduisons maintenant une approximation complète du problème variationnel PV par
la méthode des élément finis et nous donnons une estimation d’erreur de ce problème. La discré-
tisation du problème (4.45)–(4.50) est donnée comme suit. Pour chaque paramétre h` > 0, distiné
à tendre vers 0, on associe la triangulation T `h de Ω` en triangles de taille maximale h`. Ensuite, les
dérivations de temps sont discrétisent par l’utilisation d’une partition uniforme de [0,T], notée par
0 = t0 < t1 < · · · < tN = T. Soit k un pas de temps, k = T/N, et pour une fonction continue f (t)
soit f n = f (tn). Finalement, pour une suite {ωn}

N
n=0, nous notons par δωn = (ωn − ωn−1)/k la diffé-

rence finie. Dans cette section, aucune addition n’est assumée sur un indice répété, et c dénote une
constante positive qui dépend des données du problème, mais independante des paramètres de
discrétisation h et k. Nous considérons une position générale des espaces arbitraires de dimension
finie Vh

⊂ V , Wh
⊂W et Bh

⊂ L∞(Γ3), pour approcher les espaces V , W et L∞(Γ3), respectivement.

3.2.2 Formulation variationnelle approchée

La discrétisation complète du problème PV est basée sur un schéma progressif d’Euler et elle
est donnée sous la forme suivante :
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Problème PV,hk. Trouver une discrétisation du champ des déplacements uhk = {(u1,hk
n ,u2,hk

n )}Nn=1 ⊂

Vh, une discrétisation du potentiel électrique ϕhk = {(ϕ1,hk
n , ϕ2,hk

n )}Nn=1 ⊂Wh et une discrétisation du
champ d’adhésion βhk = {βhk

n }
N
n=1 ⊂ Bh tels que βhk

0 = βh
0 et pour tout n = 1, ...,N

2∑
`=1

(A`ε(u`,hk
n ), ε(v`,h))H` +

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`,hk
n , ε(v`,h))H`

+ jad(βhk
n ,u

hk
n ,v

h) + jνc(uhk
n ,v

h) = ( f n,v
h)V ∀vh

∈ Vh,

(3.85)

2∑
`=1

(B`∇ϕ`,hk
n ,∇φ`,h)H`−

2∑
`=1

(E`ε(u`,hk
n ),∇φ`,h)H` = (qn, φ

h)W ∀φh
∈Wh, (3.86)

δβhk
n = −

(
βhk

n−1

(
γν(Rν([uhk

(n−1)ν]))
2 + γτ(Rτ([uhk

(n−1)τ]))
2
)
− εa

)
+
, (3.87)

et βh
0 approche la condition initiale β0.Nous remarquons que la discrétisation complète du Problème

PV,hk peut être vue comme un système d’une inéquation variationnelle, d’une équation variation-
nelle et d’une équation différentielle. Utilisant des résultats classiques des problèmes variationnels
non linéaire (voir [54] ), nous obtenons que le Problème PV,hk admet une solution unique dans
Vh
×Wh

× Bh.

3.2.3 L’estimation d’erreur du problème approché

Notre intêret dans cette section est de trouver l’estimation d’erreur ‖un − uhk
n ‖V , ‖ϕn − ϕhk

n ‖W et
‖βn − βhk

n ‖L∞(Γ3). Nous avons le résultat d’estimation d’erreur suivant :

Lemme 3.5: Sous les hypothèses (3.22)–(3.30). Soit {u, ϕ, β} et {uhk
n , ϕ

hk
n , β

hk
n } les solutions des Pro-

blèmes PV et PV,hk, respectivement. Alors, on a l’estimation d’erreur suivante :
pour tout, vh = {vh

j }
N
j=1 ⊂ Vh et φh = {φh

j }
N
j=1 ⊂Wh,

max
1≤n≤N

{
‖un − uhk

n ‖
2
V + ‖ϕn − ϕ

hk
n ‖

2
W + ‖βn − β

hk
n ‖

2
L2(Γ3)

}

≤ c



max
1≤n≤N

‖un − vh
n‖

2
V + max

1≤n≤N
‖ϕn − φ

h
n‖

2
W

+ ‖β0 − β
h
0‖

2
L2(Γ3) +

N∑
j=1

k‖β j−1 − β
hk
j−1‖

2
L2(Γ3)

+ k
(
‖u‖H2(0,T;V) + ‖ϕ‖H2(0,T;W) + ‖β‖H2(0,T;L2(Γ3))

)
.


(3.88)

Démonstration. D’abord, on commence par l’obtention de l’estimation d’erreur pour le potentiel
électrique. On prend (3.43) en temps t = tn for φ = φh

∈Wh et on la soustrayant de (3.86), il s’ensuit
que :

2∑
`=1

(
B
`
∇(ϕ`n−ϕ

`,hk
n ),∇φ`,h

)
H`
−

2∑
`=1

(
E
`ε(u`n − u`,hk

n ),∇φ`,h)
)

H`
= 0 ∀φh

∈Wh.

Donc, nous avons
2∑
`=1

(
B
`
∇(ϕ`n − ϕ

`,hk
n ),∇(ϕ`n − ϕ

`,hk
n )

)
H`
−

2∑
`=1

(
E
`ε(u`n − u`,hk

n ),∇(ϕ`n − ϕ
`,hk
n )

)
H`

=

2∑
`=1

(
B
`
∇(ϕ`n − ϕ

`,hk
n ),∇(ϕ`n − φ

`,h)
)

H`
−

2∑
`=1

(
E
`ε(u`n − u`,hk

n ),∇(ϕ`n − φ
`,h)

)
H`

φh
∈Wh.
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Nous combinons maintenant (3.22.b) et (3.23), on voit que

‖ϕn − ϕ
hk
n ‖

2
W ≤ c

(
‖un − uhk

n ‖V‖ϕn − ϕ
hk
n ‖W + ‖un − uhk

n ‖V‖ϕn − φ
h
‖W

+‖ϕn − ϕ
hk
n ‖W‖ϕn − φ

h
‖W

)
∀φh
∈Wh.

Nous appliquons l’inégalité élémentaire suivante :

a.b ≤ αa2 +
1

4α
b2, a, b, α ∈ R, α > 0. (3.89)

Alors, nous trouvons

‖ϕn − ϕ
hk
n ‖

2
W ≤ c

(
‖un − uhk

n ‖
2
V + ‖ϕn − φ

h
‖

2
W

)
∀φh
∈Wh. (3.90)

Puis, nous présentons l’estimation d’erreur pour le champ des déplacements. Nous récrivons
l’équation variationnelle (3.40) en temps t = tn pour v = un − uhk

n ∈ V pour obtenir
∑2
`=1(A`ε(u`n), ε(u`n − u`,hk

n ))H`+
∑2
`=1((E`)∗∇ϕ`n, ε(u`n − u`,hk

n )))H`

+ jad(βn,un,un − uhk
n )) + jνc(un,un − uhk

n )) = ( f n,un − uhk
n )V .

(3.91)

Ensuite, après quelques manipulations algébriques, on aura

2∑
`=1

(−A`ε(u`,hk
n ), ε(u`n − u`,hk

n ))H` +

2∑
`=1

((−E`)∗∇ϕ`,hk
n , ε(u`n − u`,hk

n ))H`

− jad(βhk
n ,u

hk
n ,un − uhk

n ) − jνc(uhk
n ,un − uhk

n )

≤

2∑
`=1

(A`ε(u`,hk
n ), ε(v`,h − u`n))H` +

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`,hk
n , ε(v`,h − u`n))H`

+ jad(βhk
n ,u

hk
n ,un − uhk

n ) + jνc(uhk
n ,un − uhk

n ), ∀vh
∈ Vh. (3.92)

Nous additionnons (3.91) et (3.92) nous obtenons
2∑
`=1

(−A`ε(u`,hk
n ), ε(u`n − u`,hk

n ))H` +

2∑
`=1

((−E`)∗∇ϕ`,hk
n , ε(u`n − u`,hk

n ))H`

− jad(βhk
n ,u

hk
n ,un − uhk

n ) − jνc(uhk
n ,un − uhk

n )

≤

2∑
`=1

(A`ε(u`,hk
n ), ε(v`,h − u`n))H` +

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`,hk
n , ε(v`,h − u`n))H`

+ jad(βhk
n ,u

hk
n ,v

h
− un) + jνc(uhk

n ,v
h
− un) + ( f n,−vh + uhk

n )V , ∀vh
∈ Vh. (3.93)

Moyennant (3.91)–(3.93), on a alors

2∑
`=1

(A`ε(u`n−u`,hk
n ), ε(u`n − u`,hk

n ))H` + jad(βn − β
hk
n ,un − uhk

n ,un − uhk
n )

+

2∑
`=1

((E`)∗∇(ϕ`n) − ϕ`,hk
n ), ε(u`n − u`,hk

n ))H` + jνc(un − uhk
n ,un − uhk

n )

≤

2∑
`=1

(A`ε(u`,hk
n ), ε(v`,h − u`n))H` +

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`,hk
n , ε(v`,h − u`n))H`

+ jad(βhk
n ,u

hk
n ,v

h
− un) + jνc(uhk

n ,v
h
− un) − ( f n,v

h
− uhk

n )V ∀vh
∈ Vh. (3.94)
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Donc, nous avons

2∑
`=1

(A`ε(u`n − u`,hk
n ), ε(u`n − u`,hk

n ))H` + jad(βn − β
hk
n ,un − uhk

n ,un − uhk
n )

+

2∑
`=1

((E`)∗∇(ϕ`n − ϕ
`,hk
n ), ε(u`n − u`,hk

n ))H` + jνc(un − uhk
n ,un − uhk

n )

≤

2∑
`=1

(A`ε(u`,hk
n −u`n), ε(v`,h − u`n))H` + jad(βn − β

hk
n ,u

hk
n −un,vh

− un))

+

2∑
`=1

((E`)∗∇(ϕ`,hk
n − ϕ`n), ε(v`,h − u`n))H` + jνc(uhk

n − un,vh
− un))

+Z(un, ϕn, βn,vh
− un) ∀vh

∈ Vh, (3.95)

où Z est le résiduel défini par

Z(un, ϕn, βn,vh
− un) =

2∑
`=1

(A`ε(u`n), ε(v`,h − u`n))H` + jνc(un,vh
− un)

+

2∑
`=1

((E`)∗∇ϕ`n, ε(v`,h − u`n))H` + jad(βn,un,vh
− un) − ( f n,v

h
− un)V .

D’après les propriétés (3.45)–(3.50), nous avons jad(βn − βhk
n ,un − uhk

n ,un − uhk
n ) ≤ c‖un − uhk

n ‖
2
V‖βn − βhk

n ‖L2(Γ3),

jνc(un − uhk
n ,un − uhk

n ) ≤ c‖un − uhk
n ‖

2
V

et  jad(βn − βhk
n ,un − uhk

n ,vn − uhk
n ) ≤ c‖un − uhk

n ‖V‖vh
− uhk

n ‖V‖βn − βhk
n ‖L2(Γ3),

jνc(un − uhk
n ,vn − uhk

n ) ≤ c‖un − uhk
n ‖V‖vh

− uhk
n ‖V .

Utilisant l’inégalité (3.95) et les propriétés (3.21) et (3.89), après des calculs simples, il s’ensuit que

‖un − uhk
n ‖

2
V ≤ c

(
‖ϕn − ϕ

hk
n ‖

2
W + ‖βn − β

hk
n ‖

2
L2(Γ3) + ‖vh

− un‖
2
V

+Z(un, ϕn, βn,vh
− un)

)
∀vh
∈ Vh.

Finalement, on fait l’estimation d’erreur pour le champ d’adhésion, on a

δβn = (βn − βn−1)/k.

Rappelons que

βhk
n = −

n∑
j=1

k
(
βhk

j−1

(
γη(Rν([u( j−1)ν]))2 + γτ(Rτ([u( j−1)τ]))2

)
− εa

)
+
,
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en soustrayant (3.87), on obtient

‖βn−β
hk
n ‖

2
L2(Γ3)≤c

(
‖β0 − β

h
0‖

2
L2(Γ3)+

n∑
j=1

k‖β j−1 − β
hk
j−1‖

2
L2(Γ3)+dn

)
(3.96)

où

dn =

∫ tn

0

(
β(s)

(
γν(Rν([uν(s)]))2 + γτ(Rτ([uτ(s)]))2

)
− εa

)
+

ds

−

n∑
j=1

k
(
β j−1

(
γν(Rν([u( j−1)ν]))2 + γτ(Rτ([u( j−1)τ]))2

)
− εa

)
+
.

Alors, combinant (3.90), (3.95) et (3.96), nous trouvons

‖un − uhk
n ‖

2
V + ‖ϕn − ϕ

hk
n ‖

2
W + ‖βn − β

hk
n ‖

2
L2(Γ3) ≤ ‖v

h
n − un‖

2
V

+‖ϕn − φ
h
‖

2
W + ‖β0 − β

h
0‖ +

n∑
j=1

k‖β j−1 − β
hk
j−1‖ + dn

+Z(un, ϕn, βn,vh
− un). (3.97)

D’après le Théorème 3.1, nous avons u ∈ H2(0,T; V) et de plus, on peut trouver simplement

dn ≤ k
(
‖u‖H2(0,T;V) + ‖β‖H2(0,T;L2(Γ3))

)
.

En appliquant une version de l’inégalité de Gronwall (voir [83]) pour plus de détails, alors nous
obtenons (3.88).

Soit les espaces de dimension finie Vh(Ω`), Wh(Ω`) et B`h composés de fonctions continues et
affines par morceaux ; qui sont alors définis par

Vh(Ω`) =
{
v`h ∈ [C(Ω`)]d; v`h|K ∈ [P1(K)]d, ∀K ∈ T `h ; v`h|Γ`1 ≡ 0

}
,

Wh(Ω`) =
{
ϕ`h ∈ C(Ω`); ϕ`h|K ∈ P1(K), ∀K ∈ T `h ; v`h|Γ`a ≡ 0

}
,

B`h =
{
βh ∈ C(Γ3); βh|]x`i ,x

`
i+1[ ∈ P1(]x`i , x

`
i+1[), ∀i = 0, · · · ,N`

− 1
}
,

où P1(K) désigne l’ensemble des polynômes de degré total inférieur ou égal à 1 sur K.Et on considère
les espaces de produit, définis par :

Vh = Vh(Ω1) × Vh(Ω2), Wh = Wh(Ω1) ×Wh(Ω2),

Hp = Hp(Ω1) ×Hp(Ω2), Bh = B`h, ` = 1 or 2.
(3.98)

Supposons que la condition initiale discrétisée βh
0 est obtenue par

βh
0 = i`hβ0 (3.99)

où i`h est l’operateur d’interpolation du Lagrange sur Γ3 associé aux segments T `h (voir [17]). Alors,
nous avons le théorème suivant qui donne la convergence linéaire de l’algorithme sous les condi-
tions de la régularité.
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Théorème 3.2: Sous les hypothèses (3.22)–(3.30). Soit {u, ϕ, β} et {uhk
n , ϕ

hk
n , β

hk
n } les solutions des

problèmes PV et PV,hk, respectivement, et soit la discrétisation de la condition aux limites donnée
par (3.99). Sous les régularités suivantes :

u ∈ C(0,T; [H
3
2 +η]d), ϕ ∈ C(0,T; H

3
2 +η), β ∈ C1(0,T; H

1
2 +η(Γ3)),

où 0 < η ≤ 3
2 . De plus il existe une constante positive C > 0, independente des paramètres de

discrétisation h et k, telle que

max
1≤n≤N

{
‖un − uhk

n ‖V + ‖ϕn − ϕ
hk
n ‖W + ‖βn − β

hk
n ‖L2(Γ3)

}
≤ C(h

1
2 +η + k). (3.100)

Démonstration. Nous avons les propriétés suivantes des espaces des éléments finis Vh et Wh (voir
[17] ou [44]),

max
1≤n≤N

inf
vh

n∈V
h
‖un − vh

n‖V ≤ ch
1
2 +η
‖u‖

C(0,T;[H
3
2 +η]d)

,

max
1≤n≤N

inf
φh

n∈Wh
‖ϕn − φ

h
n‖W ≤ ch

1
2 +η
‖ϕn‖C(0,T;H

3
2 +η)
.

De plus, d’après la définition de l’opérateur d’interpolation d’éléments finis i`h, nous trouvons ( [17]
ou [44])

‖β0 − β
h
0‖L2(Γ3) ≤ ch

1
2 +η
‖β‖

C1(0,T;H
1
2 +η(Γ3))

, (3.101)

en combinant les dernières estimations, (3.88) et (3.96), on déduit (3.100).



4. ETUDE VARIATIONNELLE D’UN PROBLÈME
ÉLECTRO-ÉLASTO-VISCOPLASTIQUE AVEC ADHÉSION.

Résumé :

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle mathématique dans un processus dynamique
d’un problème de contact avec compliance normale et adhésion entre deux corps électro-élasto-
viscoplastiques, où les inconnues dans ce cas, sont les champs des déplacements u`, les champs
des contraintes σ`, les potentiels électriques ϕ`, un champ d’adhésion β et les champs des déplace-
ments électriques D` avec la loi de comportement électro-élasto-viscoplastique non linéaire. Pour
ce problème le contact est modélisé par l’adhésion dont l’évolution est décrite par une équation dif-
férentielle ordinaire du premier ordre. En utilisant la formule de Green, on propose une formulation
variationnelle au problème mécanique puis nous présentons un résultat d’existence et d’unicité
de la solution. Les démonstrations sont basées sur des arguments d’inéquations variationnelles
dépendant du temps du type parabolique, ainsi la théorie des équations d’évolutions du premier
ordre avec des opérateurs non linéaires, et de point fixe. L’analyse de ce problème a fait l’objet de
la publication [39].

Contenu :
1. Formulation du problème ;

2. Formulation variationnelle ;

3. Résultats d’existence et d’unicité ;

4. Démonstration du Théorème 4.1.



4. Etude variationnelle d’un problème électro-élasto-viscoplastique avec adhésion. 61

4.1 Formulation du problème

Les deux corps sont supposés électro-élasto-viscoplastiques, le contact est modélisé par les
conditions de compliance normale couplées avec l’adhésion. Sous ces considérations, le modèle
mécanique que l’on étudie peut se formuler de la manière suivante :

Problème P. Pour ` = 1, 2, trouver les champs des déplacements u` : Ω`
× (0,T) −→ Rd, les champs

des contraintes σ` : Ω`
× (0,T) −→ Sd, les potentiels électriques ϕ` : Ω`

× (0,T) −→ R, un champ
d’adhésion β : Γ3× (0,T) −→ R et les champs des déplacements électriques D` : Ω`

× (0,T) −→ Rd,
tels que :

σ` = A`ε(u̇`) +G`ε(u`)+(E`)∗∇ϕ`+∫ t

0
F
`
(
σ`(s) −A`ε(u̇`(s)) −(E`)∗∇ϕ`, ε(u`(s))

)
ds

dans Ω`
× (0,T), (4.1)

D` = E`ε(u`) − B`∇ϕ` dans Ω`
× (0,T), (4.2)

ρ`ü` = Divσ` + f `0 dans Ω`
× (0,T), (4.3)

div D`
− q`0 = 0 dans Ω`

× (0,T), (4.4)

u` = 0 sur Γ`1 × (0,T), (4.5)

σ`ν` = f `2 sur Γ`2 × (0,T), (4.6)

 σ1
ν = σ2

ν ≡ σν,

σν = −pν([uν]) + γνβ
2Rν([uν])

sur Γ3 × (0,T), (4.7)

{
σ1
τ = −σ2

τ ≡ στ,

στ = pτ(β)Rτ([uτ])
sur Γ3 × (0,T), (4.8)

β̇ = −
(
β
(
γν(Rν([uν]))2 + γτ |Rτ([uτ])|2

)
− εa

)
+

sur Γ3 × (0,T), (4.9)

ϕ` = 0 sur Γ`a × (0,T), (4.10)

D`.ν` = q`2 sur Γ`b × (0,T), (4.11)

u`(0) = u`0, u̇`(0) = v`0 sur Ω`, (4.12)

β(0) = β0 sur Γ3. (4.13)
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Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les égalités et les conditions aux
limites (4.1)–(4.13) et renvoyons à [76, 81] pour plus de détails sur les conditions (4.7)–(4.9) qui
décrivent le contact sans frottement avec adhésion.

Les équations (4.1) et (4.2) représentent la loi constitutive électro-élasto-viscoplastique dans
laquelle ε(u`) représente le tenseur linéarisé de contrainte, E(ϕ`) = −∇ϕ` est le champ électrique,
A
` etG` sont respectivement les opérateurs de viscosité et d’élasticité non linéaire, respectivement,
F
` représente le tenseur de viscoplasticité, E` représente le tenseur piézoélectrique du troisième

ordre, (E`)∗ est son transposé et B` représente le tenseur de permittivité électrique. Ensuite, les
équations (4.3) et (4.4) sont les équations de mouvement pour le champ de contrainte et les équa-
tions d’équilibre pour le champ de déplacement électrique, respectivement. Les conditions (4.5) et
(4.6) sont les conditions aux limites classiques de déplacement-traction tandis que (4.10) et (4.11)
représentent les conditions aux limites pour les variables électriques. L’équation (4.7) représente la
condition de compliance normale avec adhésion sur la surface de contact Γ3, dans laquelle γν est
le coefficient d’adhésion et Rν est un opérateur de troncation défini par :

Rν(s) =


L si s < −L,
−s si − L ≤ s ≤ 0,
0 si s > 0,

où L > 0 est la longueur caractéristique de la liaison, voir [13, 76]. La condition (4.8) représente la
condition de contact avec adhésion sur le plan tangentiel, dans lequel pτ est une fonction donnée
et Rτ l’opérateur de troncation donné par :

Rτ(v) =

v if |v| ≤ L,
L v
|v| if |v| > L.

L’équation (4.9) décrit l’évolution du champ d’adhésion avec les paramètres physiques positifs
donnés γν, γτ et εa, et en effet, r+ = max{r, 0}.Nous notons que le processus adhésif est irréversible ;
une fois que la "déliaison" se produit l’adhésion ne peut pas être retablie, car β̇ ≤ 0. En outre, il est
facile de voir que si 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. sur Γ3, alors 0 ≤ β ≤ 1 p.p sur Γ3 pendant le processus. Enfin,
(4.12) et (4.13) représente les conditions initiales.

4.2 Formulation variationnelle

Pour l’étude du problème P. on considère le sous espace fermé V` de H`
1 défini par :

V(Ω`) =
{

v` ∈ H`
1 / v` = 0 p.p sur Γ`1

}
. (4.14)

Et on considère l’espace V défini par :

V = V(Ω1) × V(Ω2). (4.15)

L’espace V muni du produit scalaire et de la norme associée donnée par (voir Lemme1.1, page.6) :

〈ν, ω〉V =

2∑
`=1

〈ε(ν`), ε(ω`)〉
H`
, ‖ν‖V =

 2∑
`=1

‖ε(ν`)‖2
H`


1
2

. (4.16)
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Par l’inégalité de Korn, il vient que ‖.‖H1 et ‖.‖V sont des normes équivalentes sur V et ainsi (V , ‖.‖V )
est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théorème de trace de Sobolev, il existe une constante
c0 > 0, dépendant uniquement de Ω`, Γ`1 et Γ3 telle que

‖v`‖L2(Γ3)d ≤ c0‖v`‖V(Ω`) ∀v` ∈ V(Ω`). (4.17)

De plus, pour le potentiel électrique et le champ de déplacement électrique nous utilisons les
espaces

W` =
{
ψ` ∈ H1(Ω`); ψ` = 0 sur Γ`a

}
, (4.18)

W
`
1 =

{
D` = (D`

i ); D`
i ∈ L2(Ω`), div D`

∈ L2(Ω`)
}

(4.19)

respectivement. Puisque measΓ`a > 0, l’inégalité de Friedrichs-Poincaré montre qu’il existe une
constante c`F > 0 dépendant uniquement de Ω` et Γ`a telle que

‖∇ψ`‖L2(Ω`)d ≥ c`F‖ψ
`
‖H1(Ω`) ∀ψ

`
∈W`, (4.20)

Sur l’espace W` nous considérons le produit scalaire donné par

(ϕ`, ψ`)W` =

∫
Ω`
∇ϕ`.∇ψ`dx

et soit ‖.‖W` la norme associée. En utilisant (4.20) on peut vérifier que ‖.‖H1(Ω`) et ‖.‖W` sont deux
normes équivalentes sur W`. Il en résulte que (W`, ‖.‖W` ) est un espace de Hilbert réel. Aussi l’espace
W

`
1 est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire

(D`,E`)
W

`
1

=

∫
Ω`

D`.E`dx +

∫
Ω`

div D`.div E`dx,

et la norme associée ‖.‖
W

`
1
. Et on considère les espaces de produit, définis par :

W = W1
×W2, W1 =W1

1 ×W
2
1. (4.21)

Les espaces W etW1 sont des espaces de Hilbert réels pour les produits scalaires

(ϕ,ψ)W =

2∑
`=1

(ϕ`, ψ`)W` , (D,E)W1 =

2∑
`=1

(D`,E`)
W

`
1

et leurs normes associées ‖.‖W et ‖.‖W1 , respectivement,
Pour l.étude du problème P, on considére les hypothèses suivantes.
L’opérateur de viscositéA` : Ω`

× Sd
→ Sd satisfait

(a) Il existe LA` > 0 tel que
|A

`(x, ξ1) −A`(x, ξ2)| ≤ LA` |ξ1 − ξ2|

∀ ξ1, ξ2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω`.

(b) il existe mA` > 0 tel que
(A`(x, ξ1) −A`(x, ξ2)) · (ξ1 − ξ2) ≥ mA` |ξ1 − ξ2|

2

∀ ξ1, ξ2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω`.

(c) L′application x 7→ A`(x, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω`,
pour tout ξ ∈ Sd.

(d) L′application x 7→ A`(x, 0) est continue sur Sd, p.p. x ∈ Ω`.

(4.22)
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L’opérateur d’élasticite G` : Ω`
× Sd

→ Sd satisfait :

(a) Il existe LG` > 0 tel que
|G
`(x, ξ1) − G`(x, ξ2)| ≤ LG` |ξ1 − ξ2|

∀ ξ1, ξ2 ∈ S
d, p.p. x ∈ Ω`.

(b) L′applicationx 7→ G`(x, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω`,
pour tout ξ ∈ Sd.

(c) L′application x 7→ G`(x, 0) belongs toH`.

(4.23)

L’opérateur viscoplastique F ` : Ω`
× Sd

× Sd
→ Sd satisfait :

(a) Il existe LF ` > 0 tel que
|F

`(x,η1, ξ1) − F `(x,η2, ξ2)| ≤ LF `
(
|η1 − η2| + |ξ1 − ξ2|

)
∀η1,η2, ξ1, ξ2 ∈ S

d, p.p. x ∈ Ω`.
(b) L′application x 7→ F `(x,η, ξ) est Lebesgue mesurable sur Ω`,

pour tout η, ξ ∈ Sd.
(c) L′application x 7→ F `(x, 0, 0) appartient H`.

(4.24)

Le tenseur piézoélectrique E` : Ω`
× Sd

→ Rd satisfait : (a) E`(x, τ) = (e`i jk(x)τ jk), ∀τ = (τi j) ∈ Sd a.e. x ∈ Ω`.

(b) e`i jk = e`ik j ∈ L∞(Ω`), 1 ≤ i, j, k ≤ d. (4.25)

Rappelons aussi que le tenseur transpose E` est donné par (E`)∗ = (e`,∗i jk) où e`,∗i jk = e`ki j et l’égalité
suivante est satisfaite :

E
`σ.v = σ.(E`)∗v ∀σ ∈ Sd, ∀v ∈ Rd.

Le tenseur de permittivité éléctrique B` = (b`i j) : Ω`
×Rd

→ Rd satisfait les propriétés suivantes :
(a) B`(x,E) = (b`i j(x)E j) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω`.

(b) b`i j = b`ji, b`i j ∈ L∞(Ω`), 1 ≤ i, j ≤ d.
(c) Il existe mB` > 0 telle que B`E.E ≥ mB` |E|2

∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω`.

(4.26)

La fonction de compliance normale pν : Γ3 ×R→ R+ satisfait :
(a) ∃Lν > 0 telle que |pν(x, r1) − pν(x, r2)| ≤ Lν|r1 − r2|

∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(b) L’application x 7→ pν(x, r) est Lebesgue mesurable sur Γ3, ∀r ∈ R.
(c) pν(x, r) = 0, pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(4.27)

La fonction de compliance tangentielle pτ : Γ3 ×R→ R+ satisfait :

(a) ∃Lτ > 0 tel que
|pτ(x, d1) − pτ(x, d2)| ≤ Lτ|d1 − d2|

∀ d1, d2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(b) ∃Mτ > 0 tel que |pτ(x, d)| ≤Mτ ∀ d ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.
(c) L’application x 7→ pτ(x, d) est Lebesgue mesurable sur Γ3, ∀d ∈ R.
(d) L’application x 7→ pτ(x, 0) ∈ L2(Γ3).

(4.28)
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Nous supposons que la masse volumique ρ` satisfait :

ρ` ∈ L∞(Ω`) et existe ρ0 > 0 tels que ρ`(x) ≥ ρ0 p.p. x ∈ Ω`, ` = 1, 2. (4.29)

Dans ce paragraphe, nous supposons que les forces volumiques f `0, les tractions f `2, et les charges
électriques volumiques q`0 et surfaciques q`2 ont les régularités

f `0 ∈ L2(0,T; L2(Ω`)d), f `2 ∈ L2(0,T; L2(Γ`2)d),

q`0 ∈ C(0,T; L2(Ω`)), q`2 ∈ C(0,T; L2(Γ`b)),
(4.30)

q`2(t) = 0 sur Γ3 ∀t ∈ [0,T]. (4.31)

Les coefficients d’adhesion γν, γτ et la borne limite εa satisfont les conditions

γν, γτ ∈ L∞(Γ3), εa ∈ L2(Γ3), γν, γτ, εa ≥ 0, p.p. sur Γ3, (4.32)

Finalement, les conditions initiales satisfont

u0 ∈ V , v0 ∈ H, β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1, p.p. sur Γ3. (4.33)

On considère sur H le produit scalaire ((, ))H défini par

((u,v))H =

2∑
`=1

(ρ`u`,v`)H` , ∀u,v ∈ H. (4.34)

Soit |||.|||H une norme associée, i.e.

|||v|||H = ((v,v))
1
2
H, ∀v ∈ H.

En utilisant l’hypothese (4.29) il vient que |||.|||H et ‖.‖H sont des normes equivalentes sur H. De
plus l’inclusion de la trace de (V , ‖.‖V ) dans (H, |||.|||H) est continue et dense. Nous notons par V′

l’espace dual de V . En identifient H avec son propre dual nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

V ⊂ H ⊂ V′.

Nous utilisons la notation (., .)V′×V pour la dualite entre V′ et V . On a

(u,v)V′×V = ((u,v))H, ∀u ∈ H,∀v ∈ V . (4.35)

On note egalement par ‖.‖V′ la norme du dual sur l’espace V′. Le théorème de représentation
de Riesz entraîne l’existence de deux fonctions f : [0,T]→ V′ et q : [0,T]→W telles que

( f (t),v)V′×V =

2∑
`=1

∫
Ω`

f `0(t) · v` dx +

2∑
`=1

∫
Γ2

f `2(t) · v` da ∀v ∈ V , (4.36)

(q(t), ζ)W =

2∑
`=1

∫
Ω`

q`0(t)ζ` dx −
2∑
`=1

∫
Γ`b

q`2(t)ζ` da ∀ζ ∈W. (4.37)
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Nous définissons la fonctionnelle d’adhésion jad : L∞(Γ3) × V × V → R par

jad(β,u,v) =

∫
Γ3

(
− γνβ

2Rν([uν])[vν] + pτ(β)Rτ([uτ])[vτ]
)

da, (4.38)

et, la fonctionnelle de compliance normale jνc : V × V → R est définie par

jνc(u,v) =

∫
Γ3

pν([uν])[vν] da. (4.39)

Compte tenu de l’hypoyhese (4.27)–(4.28) et les definitions des operateurs Rν et Rτ, il resulte
que les integrales figurant dans (4.38) et (4.39) sont bien definies. On remarque que les conditions
(4.30) impliquent que

f ∈ L2(0,T; V′), q ∈ C(0,T; W). (4.40)

SoitZ un sous-ensemble fermé de l’espace L∞
(
0,T; L2(Γ3)

)
défini par

Z =
{
θ ∈ L∞

(
0,T; L2(Γ3)

)
; 0 ≤ θ(t) ≤ 1 ∀t ∈ [0,T], a.e. on Γ3

}
,

A l’aide des formules de Green on voit directement que si u,σ et β sont des fonctions suffisam-
ment régulières qui satisfont (4.3), (4.5), (4.7) et (4.8) avec (4.38), (4.39) pour tout t ∈ [0,T] on déduit
que

2∑
`=1

(ρ`ü`,v`)H` +

2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` + jad(β(t),u(t),v) + jνc(u(t),v)

= ( f (t),v)V′×V ∀v ∈ V ,

(4.41)

En moyennant de (4.34), (4.35) et (4.41), on a alors

(ü, v)V′×V +

2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` + jad(β(t),u(t),v) + jνc(u(t),v)

= ( f (t),v)V′×V ∀v ∈ V ,

(4.42)

Maintenant, nous utilisons la formule de Green pour les inconnues électriques du problème ainsi
que les conditions (4.4), (4.11) et la définition (4.37), Il en résulte

(D`,∇φ`)H` + (q`, φ`)W` = 0, ∀φ` ∈W`, (4.43)

et, compte tenu de (4.2), et par sommation sur `, nous obtenons

2∑
`=1

(B`∇ϕ`(t),∇φ`)H` −

2∑
`=1

(E`ε(u`(t)),∇φ`)H` = (q(t), φ)W ∀φ ∈W, t ∈ (0,T). (4.44)

De (4.1), (4.2), (4.42) et (4.44), nous obtenons la formulation variationnelle du problème électro-
élastique P.
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Problème PV. Trouver les champs des déplacements u : [0,T]→ V , les champs des contraintes
σ : [0,T]→ H , les potentiels électriques ϕ : [0,T]→ W, un champ d’adhésion β : [0,T]→ L∞(Γ3)
et les champs des déplacements électriques D : [0,T]→W tels que :

σ` = A`ε(u̇`) +G`ε(u`)+(E`)∗∇ϕ`+∫ t

0
F
`
(
σ`(s) −A`ε(u̇`(s)) −(E`)∗∇ϕ`, ε(u`(s))

)
ds

sur Ω`
× (0,T), (4.45)

D` = E`ε(u`) − B`∇ϕ` sur Ω`
× (0,T), (4.46)

(ü, v)V′×V +

2∑
`=1

(σ`, ε(v`))H` + jad(β(t),u(t),v) + jνc(u(t),v)

= ( f (t),v)V′×V ∀v ∈ V , t ∈ (0,T),

(4.47)

2∑
`=1

(B`∇ϕ`(t),∇φ`)H`−

2∑
`=1

(E`ε(u`(t)),∇φ`)H` = (q(t), φ)W ∀φ ∈W, t ∈ (0,T), (4.48)

β̇(t) = −
(
β(t)

(
γν(Rν([uν(t)]))2 + γτ |Rτ([uτ(t)])|2

)
− εa

)
+

p.p. (0,T), (4.49)

u(0) = u0, u̇(0) = v0, β(0) = β0. (4.50)

Remarque 4.1: On note que, dans le problème variationnel PV nous n’avons pas besoin d’imposer
explicitement la restriction 0 ≤ β ≤ 1. De l’équation (4.49) on obtient que β(x, t) ≤ β0(x) et c’est
pourquoi l’hypothèse (4.33) montre que β(x, t) ≤ 1 pour t > 0, p.p. x ∈ Γ3.D’autre part, si β(x, t0) = 0
à l’instant t0, alors il s’ensuit de (4.49) que β̇(x, t) = 0 pour tout t > t0 et ainsi β(x, t) = 0 pour tout
t ≥ t0, p.p. x ∈ Γ3. Nous concluons que 0 ≤ β(x, t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0,T], p.p. x ∈ Γ3.

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant les fonction-
nelles jad et jνc qui seront utilisées dans les sections suivantes. Ci-dessous dans cette section β, β1, β2
dénotent les éléments de L2(Γ3) tels que 0 ≤ β, β1, β2 ≤ 1 p.p. x ∈ Γ3, u1, u2 et v représentent
des éléments de V et C > 0 est une constante positive générique qui peut dépendre de Ω`, Γ3,
pν, pτ, γν, γτ et L, dont sa valeur peut changer d’un endroit à l’autre. Pour la raison de simplicité,
nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses fonctions sur x ∈ Ω1

∪Ω2
∪Γ3.

D’abord, nous faisons remarquer que les fonctionnelles jad et jνc, sont linéaires par rapport au
dernier argument et donc

jad(β,u,−v) = − jad(β,u,v),
jνc(u,−v) = − jνc(u,v).

(4.51)

Ensuite, en utilisant (4.38), les propriétés des opérateurs Rν et Rτ et les hypothèse (4.28) des
fonctions pτ, nous déduisons que

jad(β1,u1,u2 − u1) + jad(β2,u2,u1 − u2) ≤ C
∫

Γ3

|β1 − β2||u1 − u2|da,
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D’après le théorème de trâce et quelques manipulations algébriques, nous obtenons

jad(β1,u1,u2 − u1) + jad(β2,u2,u1 − u2) ≤ C|β1 − β2|L2(Γ3)|u1 − u2|V . (4.52)

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs Rν,Rτ et pτ montrent
que :

| jad(β,u1,v) − jad(β,u2,v)| ≤ C‖u1 − u2‖V‖v‖V . (4.53)

En choisissant β1 = β2 = β dans (4.52), nous trouvons :

jad(β1,u1,u2 − u1) + jad(β2,u2,u1 − u2) ≤ 0. (4.54)

Aussi, nous prenons u1 = v et u2 = 0 dans (4.53) pour obtenir

jad(β,v,v) ≥ 0. (4.55)

Maintenant, nous utilisons (4.39) pour voir que

jνc(u1,v) + jνc(u2,v) ≤
∫

Γ3

|pν([u1ν]) − pν([u2ν])||[vν]|da,

ensuite (4.27.b) et (4.17) impliquent

| jνc(u1,v) + jνc(u2,v)| ≤ C‖u1 − u2‖V‖v‖V . (4.56)

Nous utilisons encore une fois (4.39), pour obtenir

jνc(u1,u2 − u1)+ jνc(u2,u1 − u2)= −

∫
Γ3

(pν([u1ν]) − pν([u2ν]))([u1ν − u2ν])da

et alors, (4.27)(c) implique

jνc(u1,u2 − u1) + jνc(u2,u1 − u2) ≤ 0. (4.57)

Aussi, nous prenons u1 = v et u2 = 0 dans l’inégalité (4.27)(e) et (4.57) pour obtenir

jνc(v,v) ≥ 0. (4.58)

Nous énonçons maintenant notre résultat principal concernant l’unique solvabilité du Problème
PV dont la démonstration sera détaillée dans la section suivante.
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4.2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Notre intêret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité pour
le problème variationnel PV.

Théorème 4.1: Sous les hypothèses (4.23)–(4.33). le problème variationnel PV admet une solution
unique {u,σ, ϕ, β,D} ayant la régularité suivante :

u ∈ H1(0,T; V) ∩ C1(0,T; H), ü ∈ L2(0,T; V′), (4.59)
ϕ ∈ C(0,T; W), (4.60)

β ∈W1,∞(0,T; L2(Γ3)) ∩Z. (4.61)

Un "quintuple" de fonction {u, ϕ, β,σ,D} qui satisfait (4.45)-(4.50) est appelé solution faible du Pro-
blème P. Sous les hypothèses (4.22)– (4.33), le problème (4.1)–(4.13) a une unique solution faible.
Pour préciser la régularité de la solution faible nous notons que les relations constitutives (4.1) et
(4.2), les hypothèses (4.22)–(4.26) et les régularités (4.59)–(4.61), montrent que

σ ∈ L2(0,T;H), D ∈ C(0,T;W).

Il s’ensuit maintenant des régularités (4.30) et (4.59) que Divσ`(t)+ f `0(t) = ρ`ü`(t), div D`(t)−q`0(t) =
0, ∀t ∈ [0,T], ce qui montre que :

σ ∈ L2(0,T;H1), (4.62)
D ∈ C(0,T;W1). (4.63)

Nous concluons que la solution faible {u, ϕ, β,σ,D} du problème piézoélectrique de contact avec
adhésion P possède la régularité (4.59)–(4.63).

4.3 Démonstration du Théorème 4.1

Nous nous occupons maintenant de la preuve du Théorème 4.1 qui est basée sur des résul-
tats classiques d’équations non linéaires avec opérateurs monotones et équations différentielles
ordinaires, combinées avec un argument de point fixe. Cela est réalisé en plusieurs étapes. Nous
supposons dans la suite que les hypothèses (4.22)–(4.33) sont vérifiées. En outre, partout dans cette
section, C représentera une constante strictement positive générique qui peut dépendre de Ω`, Γ`1,
Γ3, pν, pτ, γν, γτ et L, dont la valeur peut changer d’un endroit à l’autre.

Dans la première étape nous considérons le problème auxiliaire suivant pour le champ de
déplacement, dans lequel η ∈ L2(0,T; V′) est donne.

Problème PVu
η. Trouver les champs des déplacements uη : [0,T]→ V tels que :

(üη(t), v)V′×V +

2∑
`=1

(A`ε(u̇`η(t)), ε(v`))H` + (η(t), v)V′×V

= ( f (t),v)V′×V ∀v ∈ V , p.p. t ∈ (0,T),

(4.64)

u`η(0) = u`0, u̇`η(0) = v`0 sur Ω`, (4.65)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.
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Lemme 4.1: Il existe une solution unique du problème PVu
η qui satisfait (4.59).

Démonstration. On definit l’operateur A : V → V′ par

(Au,v)V′×V =

2∑
`=1

(A`ε(u`), ε(v`))H` ∀u,v ∈ V . (4.66)

En utilisant maintenant (4.66) et (4.22)(a), il s’ensuit que

‖Au − Av‖2V′ ≤
2∑
`=1

‖A
`ε(u`) −A`ε(v`)‖2

H` ≤ C‖u − v‖2V (4.67)

ce qui implique que A : V → V′ est continu. Maintenant, par (4.66) et (4.22)(b), on obtient

(Au − Av,u − v)V′×V ≥ m‖u − v‖2V ∀u,v ∈ V , (4.68)

où m = min{mA1 ,mA2}, i.e. A : V → V′ est un operateur monotone. On prend v = 0 dans (4.68) et
on obtient

(Au,u)V′×V ≥ m‖u‖2V − ‖Ao‖2V′‖u‖V

≥
1
2

m‖u‖2V −
1

2m
‖Ao‖2V′ ∀u ∈ V ,

Ainsi A satisfait la condition (B.21) avec ω = m
2 et λ = − 1

2m‖Ao‖2V′ . De plus à l’aide de (4.67) nous
déduisons que

‖Au‖V′ ≤ C1
‖u‖V + C2

∀u ∈ V .

Cette inégalité implique que l’opérateur A satisfait la condition (B.22). Finalement, nous rappelons
que par (4.30) et (4.33) nous avons f − η ∈ L2(0,T; V′) et v0 ∈ H.
Il vient du Théorème B.18 qu’il existe une unique fonction vη qui satisfait

vη ∈ L2(0,T; V) ∩ C(0,T; H), v̇η ∈ L2(0,T; V′), (4.69)
v̇η(t) + Avη(t) + η(t) = f (t), p.p. t ∈ [0,T] (4.70)

vη(0) = v0. (4.71)

Soit uη : [0,T]→ V une fonction définie par

uη(t) =

∫ t

0
vη(s)ds + u0 ∀t ∈ [0,T]. (4.72)

On déduit de (4.66) et (4.69)–(4.72) que uη est la solution unique du problème PVu
η tel que (4.59) est

vérifiée. Ceci conclut la partie d’existence du Lemme 4.1. La partie unicité découle de l’unicité de
la solution du problème (4.69)–(4.71), guarantie par le Théorème B.18.

Dans la deuxième étape nous utilisons le champ de déplacement uη obtenu dans le Lemme 4.1
pour construire le problème de Cauchy associé au champ du tenseur des contraintes suivant.
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Problem PVσ
η. Trouver un champ des contraintes ση = (σ1

η,σ
2
η) : [0,T]→H tels que :

σ`η(t) = G`ε(u`η(t)) +

∫ t

0
F
`(σ`η(s), ε(u`η(s))) ds, ` = 1, 2, t ∈ [0,T]. (4.73)

Pour résoudre le Problème PVσ
η, nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.2: Il existe une solution unique du Problème PVσ
η qui satisfait

ση ∈W1,2(0,T;H).

De plus, si σi et ui représentent les solutions des problèmes PVσ
η et PVu

η, respectivement, pour
ηi ∈ L2(0,T; V′), i = 1, 2, alors il existe c > 0 telle que

‖σ1(t) − σ2(t)‖H ≤ c
(
‖u1(t) − u2(t)‖V +

∫ t

0
‖u1(s) − u2(s)‖V ds

)
, ∀t ∈ [0,T]. (4.74)

Démonstration. Soit Λη = (Λ1
η,Λ

2
η) : L2(0,T;H)→ L2(0,T;H) est un opérateur définie par

Λ`
ησ(t) = G`ε(u`η(t)) +

∫ t

0
F
`(σ`(s), ε(u`η(s))) ds, ` = 1, 2, t ∈ [0,T]. (4.75)

Pour σ1, σ2 ∈ L2(0,T;H) en utilisant (4.75) et (4.24), nous obtenons

‖Λη σ1(t) −Λη σ2(t)‖H ≤ max(LF 1 ,LF 2)
∫ t

0
‖σ1(s) − σ2(s)‖H ds

Il résulte de cette inégatité que pour p assez grand, l’opérateur Λ
p
η est une contraction sur l’espace

de Banach L2(0,T; V) et, par conséquent, il existe un élément unique ση ∈ L2(0,T;H) tel que
Ληση = ση. Aussi, ση est l’unique solution du problème PVσ

η, et en utilisant (4.73), la régularité de
uη et les propriétés des opérateurs G` et F `, nous obtenons ση ∈ W1,2(0,T;H). Nous considérons
η1, η2 ∈ L2(0,T; V′), pour i = 1, 2, et notons par uηi = ui, σηi = σi. Nous avons

σ`i (t) = G`ε(u`i (t)) +

∫ t

0
F
`(σ`i (s), ε(u`i (s))) ds, ` = 1, 2, t ∈ [0,T],

et, en utilisant les propriétés (4.23) et (4.24) de G` et F `, nous trouvons

‖σ1(t) − σ2(t)‖H ≤ c
(
‖u1(t) − u2(t)‖V +

∫ t

0
‖σ1(s) − σ2(s)‖H ds

+

∫ t

0
‖u1(s) − u2(s)‖V ds

)
∀t ∈ [0,T].

Nous utilisons le lemme de Gronwall, nous trouvons (4.74), ce qui achève la preuve du lemme.

Dans la troisième étape, nous utilisons aussi le champ de déplacement uη obtenu dans le lemme
4.1 pour construire le problème variationnel suivant :
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Problème PVϕ
η . Trouver le potentiel électrique ϕη : [0,T]→W tel que :

2∑
`=1

(B`∇ϕ`η(t),∇φ
`)H` −

2∑
`=1

(E`ε(u`η(t)),∇φ
`)H` = (q(t), φ)W, ∀φ ∈W, t ∈ [0,T]. (4.76)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.3: Le problème PVϕ
η possède une solution unique qui satisfait la régularité (4.60).

Démonstration. Soit b(., .) : W ×W → R la forme bilinéaire donnée par

b(ϕ,φ) =

2∑
`=1

(B`∇ϕ`,∇φ`)H` ∀ϕ,φ ∈W. (4.77)

Nous utilisons (4.77), (4.20) et (4.26) pour déduire que b(., .) est continue, symétrique et coercive. En
outre, nous appliquons le théorème de représentation de Riesz pour définir la fonction qη : [0,T]→
W tel que

(qη(t), φ)W =

2∑
`=1

(q`(t), φ`)W` +

2∑
`=1

(E`ε(u`η(t)),∇φ
`)H` ∀φ ∈W, t ∈ (0,T).

En appliquant le théorème de Lax-Milgram on obtient l’existence et l’unicité ϕη(t) ∈W tel que

b(ϕη(t), φ) = (qη(t), φ)W ∀φ ∈W. (4.78)

Nous concluons que ϕη(t) est une solution du Problème Pϕη . Pour t1, t2 ∈ [0,T], en utilisant des
arguments basés sur (4.76) nous trouvons

‖ϕη(t1) − ϕη(t2)‖W ≤ C
(
‖uη(t1) − uη(t2)‖V + ‖q(t1) − q(t2)‖W

)
. (4.79)

Comme uη ∈ C1(0,T; H) et q ∈ C(0,T; W) nous déduisons de l’inégalité (4.79) que ϕη ∈ C(0,T; W).

Dans la prochaine étape, nous utilisons encore la solution uη obtenue dans le Lemme 4.1 ;
notons par uην et uητ ses composantes normales et tangentielles, respectivement, et construisons le
problème de Cauchy suivant pour le champ d’adhésion.

Problem PVβ
η. Trouver le champ d’adhésion βη : [0,T]→ L2(Γ3) tel que

β̇η(t) = −
(
βη(t)

(
γν(Rν([uην(t)]))2 + γτ

∣∣∣Rτ([uητ(t)])
∣∣∣2 )
− εa

)
+
, p.p. t ∈ (0,T), (4.80)

βη(0) = β0. (4.81)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemme 4.4: Il existe une solution unique du Problème PVβ
η et cela satisfait

βη ∈W1,∞
(
0,T; L2(Γ3) ∩Z

)
.
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La démonstration du Lemme 4.4 est similaire à celle du Lemme 3.3. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur à voir la preuve (page 52).

Maintenant, pour chaque η ∈ L2(0,T; V′), nous notons par uη la solution du problème PVu
η

fournie dans le Lemme 4.1, par ση, la solution du problème PVσ
η fournie dans le Lemme 4.2, par

ϕη la solution du problème PVϕ
η fournie dans le Lemme 4.3 et par βη la solution du problème PVβ

η

fournie dans le Lemme 4.4. En outre, nous appliquons le théorème de représentation de Riesz pour
définir la fonction Λ : L2(0,T; V′) −→ L2(0,T; V′) par

(Λ(η)(t),v)V′×V =

2∑
`=1

(
G
`ε(u`η(t)), ε(v`)

)
H`

+

2∑
`=1

(
(E`)∗∇ϕ`η ε(v`)

)
H`

(4.82)

+

2∑
`=1

( ∫ t

0
F
`
(
σ`η, ε(u`η(s))

)
ds, ε(v`)

)
H`

+ jad(βη(t),uη(t),v)

+ jνc(uη(t),v), ∀v ∈ V .

Pour tout η ∈ L2(0,T; V′), uη, ση, ϕη et βη représentent le champ de diplacement, le champ du
tenseur des contraintes, le potentiel électrique et le champ d’endommagement obtenus les lemmes
4.1, 4.2, 4.3 et 4.4 respectivement. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 4.5: L’opérateur Λ a un point fixe unique η∗ ∈ L2(0,T; V′).

Démonstration. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m ième de
l’opérateur Λ, notée Λm, est une contraction dans L2(0,T; V′). Soient η1, η2 ∈ L2(0,T; V′) et par
simplicité, nous utilisons les notations uηi = ui, u̇ηi = vi, σηi = σi, ϕηi = ϕi et βηi = βi pour i = 1, 2.
En utilisant (4.23), (4.25), (4.27), (4.28) et (4.24), nous obtenons

‖Λ(η1)(t) −Λ(η2)(t)‖2V′ ≤
2∑
`=1

‖G
`ε(u`1(t)) − G`ε(u`2(t))‖2

H`

+

2∑
`=1

∫ t

0

∥∥∥F `
(
σ`1(s), ε(u`1(s))

)
− F

`
(
σ`2(s), ε(u`2(s))

)∥∥∥2
H` ds

+

2∑
`=1

‖(E`)∗∇ϕ`1(t) − (E`)∗∇ϕ`2(t)‖2
H`

+C‖pν([u1ν(t)]) − pν([u2ν(t)])‖2L2(Γ3)

+C‖β2
1(t)Rν([u1ν(t)]) − β2

2(t)Rν([u2ν(t)])‖2L2(Γ3)

+C‖pτ(β1(t))Rτ([u1τ(t)]) − pτ(β2(t))Rτ([u2τ(t)])‖2L2(Γ3).
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et en utilisant la définition de Rν et Rτ, on a

‖Λ(η1)(t) −Λ(η2)(t)‖2V′ ≤ C
(
‖u1(t) − u2(t)‖2V +

∫ t

0
‖u1(s) − u2(s))‖2V ds (4.83)

+

∫ t

0
‖σ1(s) − σ2(s))‖2

H
ds + ‖ϕ1(t) − ϕ2(t)‖2W + ‖β1(t) − β2(t)‖2L2(Γ3)

)
Et de (4.74), on tire

‖Λ(η1)(t) −Λ(η2)(t)‖2V′ ≤ C
(
‖u1(t) − u2(t)‖2V (4.84)

+

∫ t

0
‖u1(s) − u2(s))‖2V ds + ‖ϕ1(t) − ϕ2(t)‖2W + ‖β1(t) − β2(t)‖2L2(Γ3)

)
.

Moyennant (4.64), on a

(v̇1 − v̇2,v1 − v2)V′×V +

2∑
`=1

(A`ε(v`1) −A`ε(v`2), ε(v`1 − v`2))H`

+(η1 − η2,v1 − v2)V′×V = 0.

Nous intégrons par rapport au temps cette relation et, en utilisant les conditions initiales, v1(0) =
v2(0) = v0 et de (4.22), nou trouvons

m
∫ t

0
‖v1(s) − v2(s))‖2V ds ≤ −

∫ t

0
(η1(s) − η2(s),v1(s) − v2(s))V′×V ds, ∀t ∈ [0,T].

En utilisant l’inégalité 2ab ≤ a2

m + mb2, il en découle∫ t

0
‖v1(s) − v2(s))‖2V ds ≤ C

∫ t

0
‖η1(s) − η2(s)‖2V′ ds ∀t ∈ [0,T]. (4.85)

Nous intégrons maintenant (4.80) avec l’état initial (4.81) pour obtenir

βi(t)=β0−

∫ t

0

(
βi(s)

(
γν(Rν([uiν(s)]))2 + γτ |Rτ([uiτ(s)])|2

)
− εa

)
+
ds.

Alors, ∥∥∥β1(t)−β2(t)
∥∥∥
L2(Γ3)≤C

∫ t

0

∥∥∥β1(s)Rν([u1ν(s)])2−β2(s)Rν([u2ν(s)])2
∥∥∥
L2(Γ3)ds

+ C
∫ t

0

∥∥∥β1(s) |Rτ([u1τ(s)])|2 − β2(s) |Rτ([u2τ(s)])|2
∥∥∥

L2(Γ3)ds.

En utilisant la définition des opérateurs de troncation Rν et Rτ et en écrivant queβ1 = β1 − β2 + β2,
après quelques calculs élémentaires nous trouvons

∥∥∥β1(t) − β2(t)
∥∥∥

L2(Γ3) ≤ C
( ∫ t

0
‖β1(s) − β2(s)‖L2(Γ3)ds +

∫ t

0

∥∥∥u1(s) − u2(s)
∥∥∥

L2(Γ3)dds
)
. (4.86)
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Il s’ensuit maintenant d’un argument de type Gronwall que

‖β1(t) − β2(t)‖L2(Γ3) ≤ C
∫ t

0
‖u1(s) − u2(s)‖L2(Γ3)dds.

et, en utilisant (4.17), nous obtenons

‖β1(t) − β2(t)‖2L2(Γ3) ≤ C
∫ t

0
‖u1(s) − u2(s)‖2Vds. (4.87)

En utilisant maintenant (4.76), (4.20), (4.25) et (4.26), il en découle

‖ϕ1(t) − ϕ2(t)‖2W ≤ C‖u1(t) − u2(t)‖2V. (4.88)

En substituant (4.87) et (4.88) dans (4.84) il vient

‖Λ(η1)(t) −Λ(η2)(t)‖2V′ ≤ C
(
‖u1(t) − u2(t)‖2V +

∫ t

0
‖u1(s) − u2(s))‖2V ds

)
≤ C

∫ t

0
‖v1(s) − v2(s))‖2V ds. (4.89)

Nous combinons les inégalités (4.85) et (4.89) pour obtenir

‖Λ(η1)(t) −Λ(η2)(t)‖2V′ ≤ C
∫ t

0
‖η1(s) − η2(s))‖2V′ ds.

En réitérant m fois l’inégalité on obtient

‖Λm(η1) −Λm(η2)‖2L2(0,T;V′) ≤
CmTm

m!
‖η1 − η2‖

2
L2(0,T;V′). (4.90)

Comme limm→+∞
CmTm

m!
= 0, cela implique pour m assez grand, l’opérateur Λm est une contraction

sur l’espace de Banach L2(0,T; V′). Il existe donc un unique η∗ ∈ L2(0,T; V′) tel que Λmη∗ = η∗ et η∗

est aussi l’unique point fixe de Λ.

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théorème 3.1.

Démonstration du Théorème 4.1.

Existence. Soit η∗ ∈ L2(0,T; V′) est un point fixe de Λ, et soit uη∗ , ση∗ , ϕη∗ et βη∗ les solutions des
problèmes PVu

η∗ , PVσ
η∗ , PVϕ

η∗ et PVβ
η∗ , respectivement pour η = η∗. Nous utilisons les notations

suivantes :

u∗ = uη∗ , ϕ∗ = ϕη∗ , β∗ = βη∗ , (4.91)

σ`∗ = A`ε(u̇`∗) + (E`)∗∇ϕ`∗ + σ`η∗ ∀t ∈ [0,T], (4.92)

D`
∗ = E`ε(u`∗) − B

`
∇ϕ`∗ , ∀t ∈ [0,T]. (4.93)



4. Etude variationnelle d’un problème électro-élasto-viscoplastique avec adhésion. 76

En utilisant (4.64) pour η = η∗, ainsi que (4.91), on obtient

(ü∗(t), v)V′×V +

2∑
`=1

(A`ε(u̇`∗(t)), ε(v`))H` + (η∗(t), v)V′×V (4.94)

= ( f (t),v)V′×V ∀v ∈ V , t ∈ [0,T].

Par ailleurs, comme Λη∗ = η∗, on a

(η∗(t), v)V′×V =

2∑
`=1

(
G
`ε(u`∗(t)), ε(v`)

)
H`

+

2∑
`=1

(
(E`)∗∇ϕ`∗ , ε(v`)

)
H`

(4.95)

+

2∑
`=1

( ∫ t

0
F
`
(
σ`∗(s) −A`ε(u̇`∗(s)) −(E`)∗∇ϕ`, ε(u`∗(s))

)
ds, ε(v`)

)
H`

+ jad(β∗(t),u∗(t),v) + jνc(u∗(t),v), ∀v ∈ V .

En utilisant (4.95) dans (4.94), on déduit

(ü∗(t), v)V′×V +

2∑
`=1

(A`ε(u̇`∗(t)), ε(v`))H` +

2∑
`=1

(
G
`ε(u`∗(t)), ε(v`)

)
H`

+

2∑
`=1

(
(E`)∗∇ϕ`∗ , ε(v`)

)
H`

+

2∑
`=1

( ∫ t

0
F
`
(
σ`∗(s) −A`ε(u̇`∗(s)) −(E`)∗∇ϕ`, ε(u`∗(s))

)
ds, ε(v`)

)
H`

+ jad(β∗(t),u∗(t),v) + jνc(u∗(t),v) = ( f (t), v)V′×V , ∀v ∈ V . (4.96)

En utilisant maintenant (4.76) pour uη = u∗, et ϕη = ϕ∗, on tire

2∑
`=1

(B`∇ϕ`∗(t),∇φ
`)H` −

2∑
`=1

(E`ε(u`∗(t)),∇φ
`)H` = (q(t), φ)W ∀φ ∈W, ∀t ∈ [0,T]. (4.97)

D’autre part d’après (4.80), pour uη = u∗, et βη = β∗, on trouve

β̇∗(t) = −
(
β∗(t)

(
γν(Rν([u∗ν(t)]))2 + γτ |Rτ([u∗τ(t)])|2

)
− εa

)
+
, p.p. t ∈ (0,T). (4.98)

Nous concluons par (4.91), (4.92), (4.96), (4.97) et (4.98) que (u∗,σ∗, ϕ∗, β∗,D∗) est une solution du
problème (4.45)–(4.50). Et d’aprés les lemmes 4.1, 4.3 et 4.4 on a les régularités (4.59)–(4.61). D’aprés
(4.59)–(4.61), (4.92) et lemme 4.2 pour ση = ση∗ on a le régularité

σ∗ ∈ L2(0,T;H). (4.99)

Pour tout v` ∈ D(Ω`)d, on pose v = (v1, v2) avec v3−` = 0 dans (4.96), ainsi que (4.91) et (4.36), on
obtient

ρ`ü`∗ = Divσ`∗ + f `0, ∀t ∈ [0,T], ` = 1, 2.
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En utilisant maintenant (4.29), (4.30) et (4.99), on a alors

(Divσ1
∗ ,Divσ2

∗ ) ∈ L2(0,T; V′)

Pour t1, t2 ∈ [0,T], et de (4.25), (4.26), (4.20) et (4.93), on tire

‖D∗(t1) −D∗(t2)‖H ≤ C
(
‖ϕ∗(t1) − ϕ∗(t2)‖W + ‖u∗(t1) − u∗(t2)‖V

)
.

En rappelant les régularités pour u∗ et ϕ∗ dans (4.59) et (4.60), on a

D∗ ∈ C(0,T;H). (4.100)

En prenant φ = (φ1, φ2) où φ` ∈ D(Ω`)d et φ3−` = 0 dans (4.97) et de (4.37) il vient

divD`
∗(t) = q`0(t) ∀t ∈ [0,T], ` = 1, 2.

Et de (4.30), (4.100), on tire

D∗ ∈ C(0,T;W).

Nous concluons que (u∗,σ∗, ϕ∗, β∗,D∗) est une solution du Problème PV qui satisfait les régularités
(4.59)–(4.63).

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de l’unicité du point fixe de l’opérateur Λ
donné par (4.82).
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Annexe

Résumé :

Afin de rendre aisée la lecture de ce manuscrit, il nous est paru utile de rappeler des notations
générales de la mécaniques nécessaires pour une bonne compréhension de la suite des problèmes
traités, puis nous rappelons les espaces fonctionnels et les principales notations utilisées. Ensuite
nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse non linéaire, concernant les
inéquations variationnelles, les équations d’évolution, les lemmes de Gronwall. C’est l’objet de
cette annexe qui est divisée en deux sections : La premier section représente un bref rappel de la
mécanique des milieux continus où nous allons introduire les cadres physiques utilisés dans cette
thèse ; il est destiné à rappeler l’équation de mouvement de Cauchy, à décrire les lois de compor-
tement élastiques, électro-élastiques et électro-élasto-viscoplastique. Par ailleurs, nous précisons
dans ce section les conditions aux limites de contact de Signorini ou de contact avec compliance
normale et adhésion. La second section est consacrée à des rappels sur les espaces de Hilbert de
plus à quelques éléments d’analyse non linéaire et particulièrement des résultats d’existence et
d’unicité concernant les inéquations variationnelles elliptiques. Nous commençons par présenter
les espaces fonctionnels. on y introduit des espaces de type distributions et de type Sobolev associés
à l’opérateur déformation et à l’opérateur divergence et on présente leurs principales propriétés,
et particulièrement des résultats d’injections continue et d’injection compact, notamment les théo-
rèmes de trace, puis nous rappelons les espaces des fonctions à valeurs vectorielles.

Contenu :

A. Modélisation :

A.1. Cadre physique ;

A.2. Lois de comportement ;

A.3. Conditions aux limites de contact.

B. Outils Mathématiques :

B.1. Rappels sur les espaces de Hilbert ;

B.2. Inéquations variationnelles elliptiques ;

B.3. Espaces fonctionnels.



A. MODÉLISATION

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus où nous allons
introduire les cadres physiques utilisés dans cette thèse ; il est déstiné à rappeler l’équation de
mouvement de Cauchy, à décrire les lois de comportement élastiques, électro-élastiques et électro-
élasto-viscoplastique. Par ailleurs, nous précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de
contact sans frottement, avec ou sans adhésion.

A.1 Cadre physique

Les phénomènes de contact considérés dans ce mémoire sont décrits par les deux cadres phy-
siques suivants :

Cadre physique n◦ 1. (Problème mécanique). Soit deux corps materiels qui occupe des domaines
bornes Ω`

⊂ Rd, ` = 1, 2 (d = 2, 3) avec des surfaces frontière régulière Γ` = ∂Ω`, subdivisée en
trois parties mesurables Γ`1, Γ

`
2 et Γ`3 telles que mes(Γ`1) > 0. Nous notons par ν` la normale unitaire

sortante a Γ`. Le corps Ω` est encastre sur Γ`1 dans une structure fixe, sur Γ`2 agissent des tractions
surfaciques de densite f `2 et agissent des forces volumiques de densite f `0 (voir figure. 1.1). Nous
supposons que f `2 et f `0 indépendantes de temps et par consequent le processus est statique. Soit le
contact sans frottement sans adhésion entre deux corps sur la partie Γ1

3 = Γ2
3 = Γ3.Nous prenons en

consideration les proprietes mecaniques des corps sous l’hypothèse des petites transformations.

Cadre physique n◦ 2. (Problème électro-mécanique avec adhésion). Soit deux corps matériels qui oc-
cupe des domaine borné Ω`

⊂ Rd, ` = 1, 2 (d = 2, 3), avec une surface frontière régulière Γ` = ∂Ω`,
subdivisée en trois parties mesurables Γ`1, Γ`2 et Γ`3 d’une part et de deux parties mesurables Γ`a
et Γ`b d’autre part telles que mes(Γ`1) > 0 et mes(Γ`a) > 0. Nous notons par ν` la normale unitaire
sortante a Γ`, le corps Ω` est encastré sur Γ`1 dans une structure fixe. Sur Γ`2 agissent des tractions
surfaciques de densité f `2 et dans agissent des forces volumiques de densité f `0. Soit T > 0 et soit
[0,T] l’intervalle de temps en question. Nous supposons également que le potentiel électrique
s’annule sur Γ`a et une charge électrique de surface de densité q`2 est imposée sur Γ`b. Les conditions
sur la surface potentielle de contact Γ3 peuvent être très diverses et donner lieu à une variété de
modèles de contact avec adhésion. Nous prenons en considération les propriétés mécanique des
corps. Notre objectif sera d’étudier l’évolution de ces propriétés dans le temps, sous l’hypothèse
des petites transformations.

Avant d’obtenir les modèles mathématiques qui correspondent au cadre physique presenté,
voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette thèse.
Nous désignons par Sd (d = 2, 3) l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R ; ( , ) et ‖.‖
représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur Rd et Sd. Ainsi, nous
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avons

u`.v` = u`i v`i , ‖v`‖ = (v`.v`)
1
2 , ∀u`, v` ∈ Rd,

σ.τ = σi jτi j, ‖τ‖ = (τ.τ)
1
2 , ∀σ, τ ∈ Sd,

avec la convention de l’indice muet. Pour un vecteur υ, nous utilisons la notation υ pour désigner
la trace γυ de υ sur Γ. Nous notons par vν et vτ les composantes normale et tangentielle de v sur la
frontière données par

v`ν = v`.ν`, v`τ = v` − v`νν`.

Nous désignons par σ` = σ`(x, t) le champ des contraintes, par u` = u`(x, t) le champ des déplace-
ments sur Ω` et par ε(u`) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les notations,
nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport à x ∈ Ω` et t ∈ [0,T].
Pour un champ des contraintes σnous dénotons par σ`ν et σ`τ les composantes normale et tangentielle
à la frontière donnés par

σ`ν = σ`ν`.ν`, σ`τ = σ`ν` − σ`ν.ν
`.

En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au temps,
par exemple

u̇` =
du`

dt
ü` =

d2u`

dt2

où u̇` désigne le champ des vitesses et ü` désigne le champ des accélérations. Pour le champ des
vitesses u̇` les notations u̇`ν et u̇`τ représentent respectivement les vitesses normale et tangentielle à
la frontière, c’est à dire

v̇`ν = v̇` · ν`, v̇`τ = v̇` − v̇`ν · ν
`.

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans l’hypothèse des petites transfor-
mations

ε` = (ε`i j), ε`i j =
1
2

(∂ ju`i + ∂iu`j ).

Notons qu’ici et tout au long de la thèse, un indice qui suit une virgule indique une dérivation
partielle par rapport à la composante correspondante à la variable spatiale.
Passons maintenant à la description des modèles mathématiques associées aux cadres physiques
ci-dessus.

Modèle mathématique n◦1. Le premier modèle mathématique étudié dans ce mémoire, décrit
l’évolution du corps dans le cadre physique ◦1. Les fonctions inconnues du problème sont le champ
des déplacements u` : Ω`

×(0,T) −→ Rd et les champs des contraintes σ` : Ω`
×(0,T) −→ Sd, ` = 1, 2.

On sait qu’en général, l’évolution d’un corps matériel est décrite par l’équation de mouvement de
Cauchy.

ρ`ü` = Divσ` + f `0 dans Ω`
× (0,T), (A.1)

où ρ` : Ω`
→ R+ désigne la densité de masse ; ici "Div" représente l’opérateur divergence pour les

tenseurs, Divσ` = (σ`i j, j). Le processus d’évolution défini par (A.1) s’appelle processus dynamique.
Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier : par exemple, dans le cas où
le champ des vitesses nulle (u̇` = 0), il s’agit d’un problème d’équilibre, le processus d’évolution
défini par (A.1) s’appelle processus statiques et l’équation du mouvement devient

Divσ` + f `0 = 0 dans Ω`. (A.2)
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Nous utiliserons l’équation de mouvement de Cauchy (A.2) dans les chapitres 1 et 2 de cette thèse.
Dans le cas où le champ des accélérations nulle (ü` = 0), le processus d’évolution définie par (A.1)
s’appelle processus quasistatiques et l’équation du mouvement devient

Divσ` + f `0 = 0 dans Ω`
× (0,T). (A.3)

Nous utiliserons l’équation de mouvement de Cauchy (A.3) dans les chapitres 3 et utilise l’équation
de mouvement de Cauchy général (A.1) dans les chapitres 4 de cette thèse.

Puisque le corps Ω` est encastré sur Γ`1, le champ des déplacements s’annule

u` = 0 sur Γ`1 × (0,T), (A.4)

La condition aux limites en tractions est

σ`ν` = f `2 sur Γ`2 × (0,T). (A.5)

Nous allons compléter ultérieurement le modèle mathématique (A.1)-(A.5) par les conditions de
contact sur la partie Γ3 de la frontière.

Modèle mathématique n◦2. Ce modèle mathématique décrit l’évolution du corps dans le cadre
physique n◦2.C’est un modèle électro-mécanique. Les inconnues mécaniques du problème sont les
champs des déplacements u` et les champs des contraintes σ` satisfaisant les égalités (A.4) - (A.5).
A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du problème, à savoir le champ de déplacement
électrique les potentiels électriquesϕ` : Ω`

×(0,T) −→ R et les champs des déplacements électriques
D` : Ω`

× (0,T) −→ Rd. L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par l’équation d’équilibre
pour le champ de déplacements électriques.

div D`
− q`0 = 0 dans Ω`

× (0,T), (A.6)

où "div" est l’opérateur de divergence pour les vecteurs, div D` = (D`
i,i), et q`0 représente la densité

des charges électriques volumiques sur Ω`. Rappelons que dans les cadres physiques, le potentiel
électrique s’annule sur la partie Γ`a de la frontière

ϕ` = 0 sur Γ`a × (0,T), (A.7)

tandis que sur Γ`b, une charge électrique de densité q`2 est préscrite,

D`.ν` = q`2 sur Γ`b × (0,T). (A.8)

Ce modèle piézoélectrique (A.1)-(A.8) sera complété ultérieurement par les conditions aux limites
sur la surface de contact Γ3.
Les équations précédentes sont insuffisantes à elles seules pour décrire le mouvement du corps
matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui même, c’est l’objet
des lois de comportement que nous décrirons dans le deuxième paragraphe de ce chapitre.

A.2 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour
établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimensionnels
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constituent le point de départ dans l’établissement des lois de comportement. Voici quatre exemples
classiques d’essais sur les solides : essais de chargement monotone, essais de charge-décharge, es-
sais de fluage et essais de relaxation.
Dans la description des phénomènes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi consti-
tutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes σ`, le tenseur
des déformations infinitésimales ε` et leurs dérivées temporelles σ̇` et ε̇`. Cette définition se modi-
fie légèrement dans la description des phénomènes électro-mécaniques, car ici nous devons aussi
prendre en considération le champ de déplacement électrique D` = (D`

i ) ainsi que le champ élec-
trique E` = −∇ϕ` = −(ϕ`

,i). Nous présentons par la suite les lois de comportement de matériau :
matériaux élastiques, matériaux électro-élastiques et matériaux électro-élasto-viscoplastique.
Dans le cas unidimensionnel, on dit qu’un matériau est élastique si, lors des essais de charge-
décharge les courbes σ` = σ`(ε`) coïncident ; dans le cas contraire il est plastique (anéplastique) et
après décharge complète il subsiste une déformation résiduelle. Enfin, on dit qu’un matériau est
viscoélastique s’il peut décrire le phénomène de relaxation ou de fluage. En conclusion, l’analyse
des données expérimentales permet d’établir ce qui est propre au matériau lui même et conduit à
l’établissement de la forme des lois de comportement.

Lois de comportement des matériaux élastiques.

Nous considérons ici une catégorie de matériau pour lesquels la loi de comportement s’écrit sous
la forme suivante

σ` = F `
(
ε(u`)

)
dans Ω`. (A.9)

Ici le tenseur des contraintes est une fonction (linéaire ou non linéaire) du tenseur des déformation
infinitésimales ε` = ε(u`) ; ceci correspond aux matériaux élastiques et la loi de comportement (A.9)
s’appelle loi de comportement élastique. Dans le cas unidimensionnel la loi (A.9) peut modéliser
certaines propriétés mises en évidence par les expériences de chargement monotones : la linéairité
de la courbe σ` = σ`(ε`) (selon F ` est linéaire ou non linéaire), le durcissement ou l’adoucissement
de la courbe σ` = σ`(ε`) (selon F ` est monotone ou non monotone).
Nous donnons maintenant un exemple de la loi de comportement linéaires , c’est à dire F ` est une
fonction linéaire de ε, alors les lois des comportements élastiques, donnée par :

σ` = F `ε(u`) (σ`i j = F `
i jpqεpq(u`)),

où F ` = (F `
i jpq) est un tenseur d’ordre quatre. Ses composantes F

`
i jpq s’appellent coefficients

d’élasticité et sont indépendants du tenseur des déformations. Dans le cas non-homogène les
composantes F `

i jpq dépendents des poits x ∈ Ω`, et dans les cas homogène les composantes F `
i jpq

sont des constantes, si F` est un tenseur symétrique et elliptique, la codition de symétrique est
équivalente aux égalités F `

i jpq = F `
pqi j = F `

i jqp, et elle réduit à 21 le nombre de coefficients d’élasticité

indépendants qui définissent le tenseurF ` en chaque point x ∈ Ω`, la condition d’éllipticité entraine
l’inversibilité du tenseur F ` donc la loi de comportement σ` = F `ε(u`), équivaut à :

ε(u`) = (F `)−1σ`,

où (F `)−1 est l’inverse du tenseur F `, pour plus de details sur le cas linéaire, on peut se référer
[60]. De plus, le cas homogène et isotrope (c’est à dire toutes les directions autour d’un point sont
matériellement équivalents ) on trouve la loi de Hook suivante :

σ` = F `ε(u`) = λ̃`tr(ε(u`))Id + 2µ̃`ε(u`)) (A.10)
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ou encore les composantes, donnée par :

F
`

i jpq = λ̃`δi jδpq + µ̃`(δ jpδ jq + δiqδ jp)

où λ̃`, µ̃` sont les coefficients de Lamé et δi j est les symboles de Kronecker.
En utilisant les composantes σ`i j du tenseur des contraintes, il vient

σ`i j = λ̃`δi jεpp(u`) + 2µ̃`εi j(u`), σ`pp = (3λ̃` + 2µ̃`)εpp(u`)

de sorte que les relations inverses, sont

ε`i j =
1

2µ̃`
σ`i j −

λ̃`

2µ̃`(3λ̃` + 2µ̃`)
σ`ppδi j,

on pose fréquemment

κ` =
3λ̃` + 2µ̃`

3
, E` =

µ̃`(3λ̃` + 2µ̃`)

λ̃` + µ̃`
, ν` =

λ̃`

2(λ̃` + µ̃`)

les nombres κ`, E` et ν` s’appellent respectivementle module de compressibilité, le module de Young
et le coefficient de Poisson, on obtient

1 + ν`

E`
=

1
2µ̃`

,
ν`

E`
=

λ̃`

2µ̃`(3λ̃` + 2µ̃`)

donc les déformations ε`i j devient :

ε`i j =
1 + ν`

E`
σ`i j −

ν`

E`
σ`ppδi j

(
ε` =

1 + ν`

E`
σ` −

ν`

E`
(trσ`)Id

)
.

On peut "limiter" les valeurs possibles pour les constantes de Lamé de tout matériau élastique ho-
mogène isotrope "réel". Ainsi en imaginant trois expériances "idéales " on peut prouver que λ̃` > 0,
et µ̃` > 0 et d’après l’inégalité précédent, il vient κ` > 0, E` > 0 et 1

2 > ν
` > 0.

Pour plus de détails sur les lois de comportement (A.10), nous renvoyons le lecteur à voir par
exemple [16].
Nous utiliserons les lois des comportements (A.9) et (A.10) dans les chapitres 1 et 2 de cette thèse.

Lois de comportement des matériaux électro-élastiques.

Les matériaux piézoélectrique sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et élec-
triques. Nous considérons ici une catégorie de matériaux où le tenseur des contraintes σ` et le
vecteur des déplacements électriques D` sont reliés par la loi de comportement

σ` = A`ε(u`) + (E`)∗∇ϕ`,

D` = E`ε(u`) − B`∇ϕ`,
(A.11)

où A` est l’opérateur d’élasticité, non forcément linéaire, à champ électrique nul, E` = (e`i jk) est
le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation à champ
constant ou nul ; B` = (b`i j) est le tenseur de la permittivité électrique à déformation nulle qui
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constitue un tenseur symétrique défini positif et E`(ϕ`) = −ϕ` représente le champ électrique. Par
ailleur (E`)∗ = (e`,∗i jk) dénote le transposé du tenseur E`, tel que

E
`σ.v = σ.(E`)∗v ∀σ ∈ Sd, v ∈ Rd. (A.12)

Pour plus de détails sur les lois de comportement (A.11), nous renvoyons le lecteur à voir par
exemple [7, 8].
Nous utiliserons le loi de comportement (A.11) dans le chapitre 3 de cette thèse.

Lois de comportement des matériaux électro-élasto-viscoplastique.

Une loi de comportement d’un matériau élasto-viscoplastique peut être écrite sous la forme

σ`(t) = A`ε(u̇`(t)) +G`ε(u`(t)) +

∫ t

0
F
`
(
σ`(s) −A`ε(u̇`(s)), ε(u`(s))

)
ds, (A.13)

où les opérateursA` et G` sont des tenseur d’ordre quatre et non linéaires ; leurs composantes a`i jkl

et g`i jkl s’appellent coefficients de viscosité et élasticité respectivement etF ` représente une fonction
constitutive non linéaire qui décrit le comportement viscoplastique du matériau.

Un matériau piézoélectrique dont les propriétés mécaniques sont élasto-viscoplastique est ap-
pelé matériau électro-élasto-viscoplastique et pour la contrainte on a σ` = σ`,evp + σ`,el, où σ`,evp

et σ`,el sont respectivement les parties élasto-viscoplastique et électrique de la contrainte, telles
que σ`,evp définie par (A.13) et σ`,el = (E`)∗∇ϕ`. A partir de la loi (A.13), nous obtenons une loi de
comportement électro-élasto-viscoplastique comme suit

σ`(t) = A`ε(u̇`(t)) +G`ε(u`(t))+(E`)∗∇ϕ`(t)+∫ t

0
F
`
(
σ`(s) −A`ε(u̇`(s)) −(E`)∗∇ϕ`(s), ε(u`(s))

)
ds,

D` = E`ε(u`) − B`∇ϕ`.

(A.14)

Nous utiliserons la loi de comportement (A.14) dans le chapitre 4 de cette thèse.
Lorsque F ` = 0, (A.14) se réduit à une loi de comportement de matériau électro-viscoélastique

σ`(t) = A`ε(u̇`(t)) +G`ε(u`(t))+(E`)∗∇ϕ`(t),

D` = E`ε(u`) − B`∇ϕ`.

Finalement, afin de compléter le modèle mathématique qui décrit l’évolution du corps, il faut
préciser les conditions aux limites sur Γ3, c’est l’objet des conditions de contact et lois sans frottement
que nous décrirons dans le section suivant.

A.3 Conditions aux limites de contact

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites à la fois en direction de la
normale et dans le plan tangent, ces dernières étant appelées condition de frottement. En direction
de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral (lorsqu’il ne peut y’avoir d’interpé-
nétration entre les deux corps ), bilatéral (lorsqu’il n’y a pas de séparation entre les deux corps
), de compliance normale(lorsque surface de contact est déformable) ou bien de réponse normale
instantanée (lorsque la surface de contact est lubrifiée). A part le cas limite lorsque la contrainte
tangentielle est nulle (le cas sans frottement), le frottement peut être à seuil (quand le glissement
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se produit que lorsque la force de frottement atteint une valeur critique) ou sans seuil (lorsque le
glissement se produit pour n’importe quelle force de frottement). Parmi les lois de frottement à
seuil, les plus utilisées dans la littérature sont celles de Coulomb et de Tresca ; elles modélisent un
frottement sec, alors que les lois de frottement sans seuil modélisent un frottement lubrifié.

A.3.1 Conditions aux limites de contact de Signorini.

On définit le déplacement normal relatif d’un corps par rapport à l’autre sur la zone de contact
Γ3 par [uν] = u1

ν + u2
ν, où ν` est la normale unitaire extérieure à Ω`.

La continuité des contraintes sur l’interfaces Γ3 se traduit par :

σ1
ν = σ2

ν ≡ σν, σ1
τ = −σ2

τ ≡ στ sur Γ3. (A.15)

La condition de contact non-pénétration entre les deux corps est exprimée par la relation suivante :

[uν] ≤ 0 sur Γ3. (A.16)

Aux point de Γ3 tels que [uν] < 0, il y’ a séparation entre les deux corps. Les contraintes normales
y sont alors nulles. Par conséquent, on a :

[uν] < 0⇒ σν = 0 sur Γ3. (A.17)

Aux point de Γ3 tels que [uν] = 0, le contact est maintenu et chaque corps exerce une réaction
normale orienté vers l’autre corps et donc nous pouvons écrire

[uν] = 0⇒ σν ≤ 0 sur Γ3. (A.18)

On dit que le contact entre les deux corps sans frottement si les mouvements tangentiels sont libres,
ce qui traduit par :

σ1
τ = σ2

τ = 0 sur Γ3. (A.19)

Pour résumer, les conditions de contact (A.15)-(A.19) s’écrivent d’une manière combinée de la
façon suivante : suivante :

(a) : σ1
ν = σ2

ν
noté
≡ σν

(b) : [uν] ≤ 0, σν ≤ 0, [uν]σν = 0

(c) : σ1
τ = σ2

τ = 0

sur Γ3. (A.20)

Les conditions aux limites de la forme (A.20) sont aussi appelés "conditions de contact unilatéral" ou
bien "conditions de contact de Signorini".
Nous utiliserons les conditions aux limites de contact (A.20) dans les chapitres 1 et 2 de cette thèse.

A.3.2 Condition de contact avec compliance normale et adhésion.

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur Γ3 × (0,T), on
introduit une variable interne d’état β définie sur Γ3 × (0,T), qui représente l’intensité d’adhésion
sur la surface de contact, telle que 0 ≤ β ≤ 1. Quand β = 1 à un point x ∈ Γ3, l’adhésion est complète
et tous les liens sont actifs, quand β = 0 tous les liens sont désactivés et il n’ya pas d’adhésion ;
et quand 0 < β < 1 c’est le cas d’une adhésion partielle et mesure la fraction des liens. Pour plus
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détails sur ce section, on renvoit par exemple [35]. On suppose que la contrainte normale satisfait
la condition de compliance normale avec adhésion

σν = −pν([uν]) + γνβ
2Rν([uν]) sur Γ3 × (0,T), (A.21)

où σν est le déplacement normal, γν est un coefficient positif, pν : Γ3 × R → R+ est une fonction
donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction Rν : R → R+ est l’opérateur de
troncature donné par

Rν(s) =


L si s < −L,
−s si − L ≤ s ≤ 0,
0 si 0 < s.

(A.22)

Ici L > 0 est longeur caractéristique des liens (voir figure A.1).

Fig. A.1: Représentation graphique de l’opérateur de troncation Rν
.

La condition (A.21) indique que chaque corps exerce une action sur l’autre corps en fonction de sa
pénétration [uν], où le deuxième terme de l’égalité est la contribution de l’adhésion β à la tension
de surface. Notons que la condition de compliance normale avec adhésion (A.21) a été déjà utilisée
dans [33, 83, 93].
Quand le champ d’adhésion β est nul, (A.21) devient

−σν = pν([uν]) sur Γ3 × (0,T), (A.23)

ce qui représente la condition de compliance normale sans adhésion. Des expressions générales de
la forme (A.23) ont été utilisées dans [54, 56, 60, 66].
Comme exemple de fonction de compliance normale, nous pouvons considérer

pν(r) = cνr+,

où cν est une constante positive et r+ = max {0, r} .
La diversité des matériaux a conduit les chercheurs à utiliser le collage des composites comme

étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures différentes. Pour modéliser les
phénomènes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion à la description du
contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme

β̇ = −
(
β
(
γν(Rν([uν]))2 + γτ(Rτ([uτ]))2

)
− εa

)
+

sur Γ3 × (0,T), (A.24)

β(0) = β0 sur Γ3, (A.25)
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où γν, γτ et εa sont coefficients d’adhérence positifs, et [uτ] = u1
τ − u2

τ le déplacement tangent relatif
de corps Ω1 par rapport l’autre corps Ω2 sur la zone de contact, et β0 l’adhésion initiale, tel que

0 ≤ β0 ≤ 1, p.p. x ∈ Γ3, (A.26)

et la fonction Rτ : Rd
→ Rd est l’opérateur de troncation donné par

Rτ(v) =

{
υ si ‖v‖ ≤ L,
L v
‖v‖ si ‖v‖ > L. (A.27)

Sous les conditions (A.24)–(A.26), on a la remarque suivante :

Remarque A.1: Nous remarquons que le champ d’adhésion vérifie la restriction 0 ≤ β ≤ 1. En
effet, puisque β̇ ≤ 0 donc β ≤ β0 ≤ 1. En outre, si β = 0 quand t = t0 donc β̇ = 0 pour tout t ≥ t0, et
d’où β = 0 pour tout t ≥ t0, p.p. x ∈ Γ3. Alors nous concluons que 0 ≤ β ≤ 1 pour tout t ∈ [0,T] ,
p.p. x ∈ Γ3.

Condition dans le plan tangent.
Aux points de Γ3, la rigidité tangentielle générée par la colle est supposée dépendante de l’adhésion
β et des déplacements tangentiels,

−στ = pτ(β)Rτ([uτ]) sur Γ3 × (0,T) (A.28)

où pτ : Γ3 × R → R+ est une fonction de contact tangentielle, Rτ est un opérateur de troncation
défini par la relation (A.27). Alors, pτ(β) agit comme une constante de ressort, qui croit avec β ; la
traction est en direction opposé au déplacement. Le module maximum de la traction tangentielle
dans (A.28) est pτ(1)L. La traction de frottement tangentielle est supposée être beaucoup plus petite
que l’adhesion et donc elle est omise. Quand elle n’est pas négligeable on doit ajouter la traction
de frottement comme cela a été fait en [68].



B. OUTILS MATHÉMATIQUES

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques préliminaires mathématiques qui seront utilisés
partout dans cette thèse, il nous est paru utile de rappeler des espaces de Hilbert de plus à quelques
éléments d’analyse non linéaire et particulièrement des résultats d’existence et d’unicité concernant
les inéquations variationnelles elliptiques. Nous commençons par présenter les espaces fonction-
nels, on y introduit des espaces de type distributions et de type Sobolev associés à l’opérateur
déformation et à l’opérateur divergence et on présente leurs principales propriétés, et particulière-
ment des résultats d’injections continue et d’injection compact, notamment les théorèmes de trace,
puis nous rappelons les espaces des fonctions à valeurs vectorielles.

B.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et 〈., .〉H un produit scalaire sur H c’est à dire 〈., .〉H : H ×H −→ R

est une application bilinéaire symétrique et définie positive. On note par ‖.‖H l’application de H
dans R+ définie par :

‖u‖H =
√
〈u,u〉H (B.1)

et on rappelle que ‖.‖H est une norme sur H qui vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwarz

〈u, v〉H ≤ ‖u‖H‖v‖H ∀u, v ∈ H. (B.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par (B.1). Soit H′ l’espace
dual de H c’est à dire l’espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H muni de la norme

‖ζ‖
H′

= sup
v∈H−{0}

〈ζ, v〉H′×H

‖v‖H
(B.3)

où 〈., .〉H′×H représente la dualité entre H′ et H.

Définition B.1 (Hyperplan): Soit H un espace de Hilbert, un hyperplan (affine) de H est un en-
semble de la forme K = {x ∈ H; f (x) = α} où f et un forme linéaire sur H, non identiquement nulle
et α ∈ R. On dit que H est l’hyperplan d’équation [ f = α].

Définition B.2 (Hyperplan sépare): Soit H un espace de Hilbert, f ∈ H − {0}, α ∈ R et soient A, B
deux ensembles non vide d’un espace de Hilbert H.

1. On dit que l’hyperplan K d’équation [ f = α] sépare A et B au sens large si l’on a

f (x) ≤ α ≤ f (y) ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

2. On dit que l’hyperplan K d’équation [ f = α] sépare A et B au sens strict s’il existe ε > 0 tel
que :

f (x) ≤ α − ε ∀x ∈ A, et α + ε ≤ f (y) ∀y ∈ B.
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Théorème B.1 (Hahn-Banach, forme analytique): Soient H est un espaces de Hilbert, G un sous-
espace vectoriel de H et soit g : G → R une forme linéaire et continue. Alors il existe f ∈ H′ qui
prolonge g et tel que ‖ f ‖ = ‖g‖.

Théorème B.2 (Hahn-Banach, première forme géométrique): Soient H est un espaces de Hilbert,
soient A ⊂ H et B ⊂ H deux ensembles convexes, non vides et disjoints, on suppose que A est
ouvert. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Théorème B.3 (Hahn-Banach, deuxième forme géométrique): Soient H est un espaces de Hilbert,
soient A ⊂ H et B ⊂ H deux ensembles convexes, non vides et disjoints, on suppose que A est fermé
et que B est compact. Alors il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict.

Théorème B.4 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet): Soit H un espace de Hilbert et soit
H′ son espace dual. Alors, pour tout φ ∈ H′ il existe f ∈ H unique tel que

〈φ, v〉H′×H = ( f , v)H ∀v ∈ H.

De plus
‖φ‖H′ = ‖ f ‖H

L’importance de ce théorème est que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter
à l’aide du produit scalaire. L’application φ 7→ f est un isomorphisme isométrique qui permet
d’identifier H et H′.

Soit maintenant V et H des espaces de Hilbert réel tels que V est dense dans H et l’injection
V ⊂ H est continue. On identifie H et H′. Soit V′ le dual de V . On peut alors prolonger H dans V′

grâce au procédé suivant : étant donné f ∈ H, l’application v ∈ V 7→ ( f , v)H est une forme linéaire
continue sur H et a fortiori sur V ; on la note T f ∈ V′ de sorte que

〈T f , v〉V′×V = ( f , v), ∀ f ∈ H, ∀v ∈ V .

On vérifie que T : H→ V′ possède les propriétés suivantes :

1. ‖T f ‖V′ ≤ C‖ f ‖H ∀ f ∈ H,

2. T est injective,

3. T(H) est dense dans V′.

En général T n’est pas surjective de H sur V′. A l’aide de T on prolonge H dans V′ et on a le
schéma

V ⊂ H = H′ ⊂ V′ (B.4)

où les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé Triplet de Gelfand, on dit
que H est l’espace pivots.

Définition B.3 (converge faible): On dit que la suite (un)n≥0 dans H est faiblement convergente vers
l’élément u ∈ H et on note un ⇀ u si

〈un, v〉H −→ 〈u, v〉H ∀v ∈ H.

Dans ce cas, u s’appelle limite faible de (un).
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En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il résulte que si un −→ u dans H alors un ⇀ u dans H.

Théorème B.5: Soit (un) une suite borné de H.Alors il existe un élément u ∈ H et une sous-suite de
(un) encore notée par (un) telle que un ⇀ u.

Un élément u ∈ H qui est la limite faible d’une sous-suite de la suite (un) s’appelle point faiblement
adhérent de la suite (un). On prouve que :

Théorème B.6: Si la suite (un) ⊂ H faiblement convergente vers l’élément u ∈ H, alors le suite (‖un‖H )
est borné, de plus ‖u‖H ≤ lim inf ‖un‖H .

Théorème B.7: Si la suite (un) ⊂ H possède un unique point faiblement adhérent u ∈ H, alors
un ⇀ u.

Autrement dit, le théorème précédent affirme que si toutes le sous-suites faiblement convergentes
d’une suites (un) ont la même limite faible u, alors la suite (un) converge faiblement vers u.

Définition B.4: On dit que deux éléments u, v ∈ H sont orthogonaux et on note u⊥v si 〈u, v〉H = 0.
Soit M un sous-espace vectoriel de H , on pose

M⊥ = {u ∈ H / v⊥u ; ∀v ∈M }

On dit que M⊥ est l’orthogonal de M dans H.

Théorème B.8: Soit M un sous-espace fermé de H. Alors M⊥ est un supplémentaire topologique
de M c’est à dire

1. M⊥ est un sous-espace fermé de H ;

2. M ∩M⊥ = {0} et M + M⊥ = H.

Théorème B.9 (Théorème de projection): Soit K ⊂ H est un convexe fermé non vide. Alors pour
tout u ∈ H il existe unique u∗ ∈ K tel que :

‖u − u∗‖H = inf
v∈K
‖u − v‖H . (B.5)

De plus, u∗ est caractérisé par le propriété

u∗ ∈ K 〈u∗, v − u∗〉H ≥ 〈u, v − u∗〉H ∀v ∈ K. (B.6)

Etant donné K un convexe fermé non vide, le théorème précédent nous permet d’associer à chaque
élément u ∈ H l’élément u∗ défini par (B.5), on note par u∗ = PKu.
On a mis ainsi en évidence l’opérateur PK : H −→ K qui s’appelle opérateur de projection sur K. En
utilisant (B.6), il résulte :

Théorème B.10: Soit K ⊂ H un convexe fermé, non vide. Alors

‖PKu − PKv‖H ≤ ‖u − v‖H ∀u, v ∈ H; (B.7)
〈u − PKu, v − PKu〉H ≤ 0 ∀u ∈ H ∀v ∈ K; (B.8)
〈u − v,PKu − v〉H ≤ 0 ∀u ∈ H ∀v ∈ K. (B.9)

Remarque B.1: Si K sous-espace vectorielle de H, on a

〈u − PKu, v〉H = 0 ∀u ∈ H ∀v ∈ K.
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B.2 Inéquations variationnelles elliptiques

Soient A : H −→ H un opérateur non linéaire, dite que :

1. l’opérateur A monotone si :

〈Au − Av,u − v〉H ≥ 0 ∀u, v ∈ H.

2. l’opérateur A fortement monotone s’il existe un réel m > 0 tel que :

〈Au − Av,u − v〉H ≥ m ‖u − v‖2
H

∀u, v ∈ H.

3. l’opérateur A hemicontinu si pour toute suite numérique (µn) tel que µn → µ lorsque n→ +∞
on a :

〈A(u + µnv),w〉H → 〈A(u + µv),w〉H, n→ +∞ ∀u, v,w ∈ H.

4. l’opérateur A Lipschitzienne s’il existe un réel M > 0 tel que :

‖Au − Av‖H ≤M ‖u − v‖H ∀u, v ∈ H.

5. Posons que l’opérateur A est linéaire : l’opérateur A est dit continue s’il existe un réel C > 0
tel que :

‖Au‖H ≤ C ‖u‖H ∀u ∈ H.

6. Posons aussi que l’opérateur A est linéaire : l’opérateur A est dit positivement défini s’il existe
un réel m > 0 tel que :

〈Au,u〉H ≥ m ‖u‖2
H

∀u ∈ H.

Soit maintenant a : H ×H −→ R une forme bilinéaire, dite que :

1. le forme a(., .) symetrique si :

a(u, v) = a(v,u) ; ∀u, v ∈ H.

2. le forme a(., .) continue s’il existe un réel M > 0 tel que :

a(u, v) ≤M ‖u‖H ‖v‖H ∀u, v ∈ H.

3. le forme a(., .) est dit H-elliptique s’il existe un réel α > 0 tel que :

a(u,u) ≥ α ‖u‖2
H

∀u ∈ H.

Remarque B.2: Soient A : H −→ H un opérateur et a : H × H −→ R la forme définie par :
a(u, v) = 〈Au, v〉H . On a :

1. a(., .) est bilinéaire si et seulement si A linéaire .

2. a(., .) est continue si et seulement si A continue.

3. a(., .) est H-elliptique si et seulement si A est défini positif.

On considère maintenant une fonction ϕ : H −→] −∞,+∞]. On a :

1. le fonction ϕ est dite propre si ϕ , +∞ , c’est à dire s’il existe u ∈ H tel que ϕ(u) < +∞.
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2. le fonction ϕ est dite convexe si

ϕ(tu + (1 − t)v) ≤ tϕ(u) + (1 − t)ϕ(v) ∀u, v ∈ H, ∀t ∈]0, 1[.

3. le fonction ϕ est dite strictement convexe si

ϕ(tu + (1 − t)v) < tϕ(u) + (1 − t)ϕ(v) ∀u , v ∈ H, ∀t ∈]0, 1[.

4. le fonction ϕ est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) en u0 si

lim inf
u→u0

ϕ(u) ≥ ϕ(u0).

5. le fonction ϕ est dite s.c.i sur H si s.c.i pour tout point de H.
6. le fonction ϕ est dite Gâteaux-différentiable en u s’il existe un élément ∇u ∈ H tel que :

lim
t→0

ϕ(u + tv) − ϕ(u)
t

= 〈∇u, v〉H ∀v ∈ H (B.10)

l’élément ∇u s’appelle la différentielle au sens de Gateaux de ϕ en u.

7. le fonction ϕ est dite Gâteaux-différentiable, si elle Gâteaux-différentiable en tout point de H ;
l’opérateur u 7→ ∇ϕ : H −→ H s’appelle le gradient de ϕ.

8. le fonction ϕ est dite sous-différentiable en point u s’il existe f ∈ H tel que :

ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 〈 f , v − u〉H ∀v ∈ H, (B.11)

l’élément f s’appelle la sous-gradient de ϕ en u.

9. l’ensemble des sous-gradients de fonction ϕ en point u est appelé sous-différentiable de ϕ en
point u et est noté ∂ϕ(u) :

∂ϕ(u) =
{

f ∈ H / ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 〈 f , v − u〉H ∀v ∈ H
}
. (B.12)

Lemme B.1: Soit ϕ : H −→]−∞,+∞] une fonction Gâteaux-différentiable. ϕ est alors une fonction
convexe si seulement si

ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 〈∇ϕ(u), v − u〉H ∀v ∈ H. (B.13)

Lemme B.2: Soit ϕ : H −→] − ∞,+∞] une fonction sous-différentiable . Alors ϕ est une fonction
convexe, propre , s.c.i.

Lemme B.3: Soit ϕ : H −→]−∞,+∞] une fonction convexe Gâteaux-différentiable. ϕ est alors une
fonction sous-différentiable et ∂ϕ(u) =

{
∇ϕ(u)

}
pour tout u ∈ H.

Lemme B.4: Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Lemme B.5: Soit A : H −→ H est un opérateur fortement monotone et Lipchitz, alors A est inversible,
de plus l’opérateur A−1 est également fortement monotone et Lipschitz.

Théorème B.11 (Théorème du point fixe de Banach): Soit K une partie non vide et fermé de l’espace
de Banach X et soit Λ : K→ K une contractante, i.e, ∃k ∈]0, 1[ tel que

‖Λ(u) −Λ(v)‖X ≤ k‖u − v‖X ∀u, v ∈ K.

Alors il exists un unique élément u ∈ K tel que Λ(u) = u, i.e, Λ possède un point fixe unique dans K.
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Nous allons ainsi utiliser une version du théorème de point fixe de Banach que nous présentons
ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de l’opérateur Λ sont définies récursivement par

Λn = Λ(Λn−1) pour n ≥ 2.

Théorème B.12: . Sous les mêmes conditions du Théorème B.11, on suppose que Λn est une
contractante pour un certain entier n ≥ 2. Alors Λ admet un point fixe unique dans K.

Théorème B.13 (Théorème du point fixe de Brower): Toute application continue d’un convexe com-
pact de Rd dans lui-même admet au moins un point fixe.

Théorème B.14 (Théorème du Lax-Milgram): Soit a(., .) une forme bilinéaire continue et elliptique,
Alors pour tout f ∈ H, il existe u ∈ H unique tel que :

a(u, v) =
〈

f , v
〉

H
∀v ∈ H. (B.14)

De plus, si a(., .) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

1
2

a(u,u) − 〈u,u〉H ≤
1
2

a(v, v) − 〈v, v〉H ∀v ∈ H. (B.15)

Théorème B.15 (Théorème du Stampachia): Soit a(., .) une forme bilinéaire continue et elliptique. Soit
K ⊂ H un convexe fermé et non vide. Alors pour tout f ∈ H, il existe u ∈ K unique tel que :

u ∈ K a(u, v − u) ≥
〈

f , v − u
〉

H
∀v ∈ K. (B.16)

De plus, si a(., .) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété :

u ∈ K
1
2

a(u,u) − 〈u,u〉H ≤
1
2

a(v, v) − 〈v, v〉H ∀v ∈ K. (B.17)

Soit maintenant A : H −→ H est un opérateur non linéaire ϕ : H −→] − ∞,+∞] une fonction
propre (ϕ . +∞) et f ∈ H.Un nombre de problèmes aux limites en équations aux dérivées partielles
ainsi qu’en mécanique des milieux continus ont un rapport avec des problèmes mathématiques de
la forme suivante : Trouver u tel que

u ∈ H 〈Au, v − u〉H + ϕ(v) − ϕ(u) ≥ 〈 f , v − u〉H ∀v ∈ H. (B.18)

Le problème (B.18) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce sur H. D’autre
problème rencontrés en mécanique ont un rapport avec des problèmes mathématiques similaires
de la forme suivantes : Trouver u tel que

u ∈ K 〈Au, v − u〉H ≥ 〈 f , v − u〉H ∀v ∈ K (B.19)

où K est un sous-ensemble non vide de H. Le problème (B.19) est appelé inéquation variationnelle
elliptique de première espèce sur H.
Remarquons que si ϕ ≡ 0 (resp. K = H ), alors (B.18) (resp. (B.19) ) est équivalente au problème
suivant :
Trouver u tel que

u ∈ H 〈Au, v〉H = 〈 f , v〉H ∀v ∈ H. (B.20)
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Théorème B.16: Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et K est un convexe fermé
non vide de l’espace H, alors l’inéquation variationnelle elliptique (B.19) admet une solution unique.

Théorème B.17: Si A est un opérateur fortement monotone et de Lipschitz et ϕ est un fonction propre
convexe et semi-continue inférieurement, alors l’inéquation variationnelle elliptique (B.18) admet une
solution unique.

Théorème B.18: Soit V ⊂ H ⊂ V′ un triplet de Gelfand. Soit A : V → V′ un opérateur hemicontinu et
monotone qui satisfait :

(Av,v)V′×V ≥ w‖v‖2V + λ ∀v ∈ V , (B.21)
‖Av‖V′ ≤ C(‖v‖V + 1) ∀v ∈ V . (B.22)

Pour des constantes w > 0, C > 0 et λ ∈ R. Etant donnée u0 ∈ H et f ∈ L2(0,T; V′), alors il existe
une fonction unique u satisfait

u ∈ L2(0,T; V) ∩ C1(0,T; H), u̇ ∈ L2(0,T; V′),
u̇(t) + Au(t) = f (t) p.p. t ∈ (0,T),

u(0) = u0.

Théorème B.19 (Théorème de Cauchy- Lipschitz): Soit (X, ‖ · ‖X) est un véritable espace de Banach
et soit F(t, ·) : X→ X un opérateur défini p.p. sur (0,T) qui satisfait les propriétés suivantes :

(i) il existe LF > 0 tel que ‖F(t, x) − F(t, y)‖X ≤ LF‖x − y‖X, ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ (0,T),
(ii) il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que F(·, x) ∈ Lp(0,T; X), ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique, x ∈W1,p(0,T; X) tel que

ẋ(t) = F(t, x(t)) p.p. t ∈ (0,T),
x(0) = x0.

Le Théorème B.19 sera utilisé pour prouver la solvabilité unique du problème intermédiaire impli-
quant le champ d’adhésion.

B.3 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilisés en mécanique et associés aux
opérateurs divergence et déformation. On présente de plus leurs principales propriétés, notamment
les théorèmes de trace. On adopte ici la convention de l’indice muet et on précise aussi que toutes
les notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans cette thèse sont introduits dans cette
section. En outre, dans la rédaction de cette section nous avons suivi [15, 24]. Pour plus de détails
sur les espaces de Sobolev et les espaces de distributions, on renvoi par exemple à [5, 26, 52].

B.3.1 Espaces de distributions

Soit Ω1, Ω2 des ouverts bornés de Rd de frontières Γ1, Γ2 respectivement. Nous supposons que
Ω1 , Ω2 sont des domaines lipschitzienne. On note parD(Ω`), (` = 1, 2) l’espace des fonctions réelles
définie sur Ω`, indéfiniment dérivables et à support compact inclus dans Ω`, et note par D′(Ω`)
l’espace des formes linéaire continue sur D(Ω`)

(
on aD′(Ω`) l′espace dual de l′espaceD(Ω`)

)
. Le
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produit de dualité entre D′(Ω`) et D(Ω`) sera noté par 〈., .〉. Nous introduisons également les
espaces suivantes :

D` =
{
φ` =

(
φ`i

)
i=1,d

/φ`i ∈ D(Ω`) i = 1, d
}

= D(Ω`)d (B.23)

D =
{
φ =

(
φ1, φ2

)
/φ` ∈ D` ; ` = 1, 2

}
= D1

×D2 (B.24)

D
` =

{
θ` =

(
θ`i j

)
i, j=1,d

/ θ`i j = θ`ji ∈ D(Ω`) i, j = 1, d
}

= D(Ω`)d×d
S (B.25)

D =
{
θ =

(
θ1, θ2

)
/ θ` ∈ D` ; ` = 1, 2

}
= D1

×D
2 (B.26)

D′` =
{
ψ` =

(
ψ`i

)
i=1,d

/ψ`i ∈ D
′(Ω`) ; i = 1, d

}
= D′(Ω`)d (B.27)

D′ =
{
ψ =

(
ψ1, ψ2

)
/ψ` ∈ D′` ` = 1, 2

}
= D′1 ×D′2 (B.28)

D
′` =

{
ε` =

(
ε`i j

)
i, j=1,d

/ ε`i j = ε`ji ∈ D
′(Ω`) ; i, j = 1, d

}
= D′(Ω`)d×d

S (B.29)

D
′ =

{
ε =

(
ε1, ε2

)
/ ε` ∈ D′` ; ` = 1, 2

}
= D′1 ×D′2. (B.30)

Les dualités entre les espaces D′ et D,D′ etD seront notées respectivement par 〈., .〉D′ ,D et 〈., .〉
D′ ,D

.
Plus précisément on a :

〈
ψ,φ

〉
D′ ,D

=

2∑
`=1

d∑
i=1

∫
Ω`
ψ`iφ

`
i dΩ` (B.31)

〈ε, θ〉
D′ ,D

=

2∑
`=1

d∑
i, j=1

∫
Ω`
ε`i jθ

`
i jdΩ`. (B.32)

Considérons maintenant l’opérateur défini pour les fonctions et pour les distributions ∂i = ∂i
∂xi

,

i = 1, d. On a 〈
∂iθ

`, ψ`
〉

= −
〈
θ`, ∂iψ

`
〉

;∀θ` ∈ D′(Ω`) ∀ψ` ∈ D(Ω`) (B.33)

généralement pour multi-indice α ∈ Nd de dérivation, on a〈
Dαθ`, ψ`

〉
= (−1)|α|

〈
θ`,Dαψ`

〉
∀θ` ∈ D′(Ω`) ∀ψ` ∈ D(Ω`) (B.34)
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avec la notation |α| = α1 + . . . + αd.
On introduit également les opérateurs différentiels du premier ordre définis par : ε : D`

−→ D
`

u` 7→
(
εi j(u`)

)
i, j=1,d

(B.35)

où εi j(u`) = 1
2

(
∂iu`j + ∂ ju`i

)
 Div : D`

−→ D`

σ` 7→ Divσ` =
(
∂iσ`i j

)
i=1,d

(B.36)

on va utiliser les mêmes notations pour les opérateurs correspondants définis sur les espaces des
distributions :  ε : D′` −→ D′`

T` 7→
(
εi j(T`)

)
i, j=1,d

(B.37)

où εi j(T`) = 1
2

(
∂iT`j + ∂ jT`i

)


Div : D′` −→ D′`

Θ`
7→ DivΘ` =

(
∂iΘ

`
i j

)
i=1,d

(B.38)

En utilisant (B.33), on obtient facilement〈
ε(ψ`), θ`

〉
D′`,D`

= −
〈
ψ`,Divθ`

〉
D′`,D`

∀ψ` ∈ D′` ∀θ` ∈ D` (B.39)

〈
Div(σ`), φ`

〉
D′`,D`

= −
〈
σ`, ε(φ`)

〉
D′`,D`

∀σ` ∈ D′` ∀φ` ∈ D`. (B.40)

L’opérateur ε défini par (B.35) pour les fonctions et par (B.37) pour les distributions s’appelle
opérateur déformation, l’opérateur Div défini par (B.36) pour les fonctions et par (B.38) pour les
distributions s’appelle opérateur divergence.

Lemme B.6: Soit Ω` est un ouvert borné dans Rd, et soit ψ` ∈ D′(Ω`) tel que :∫
Ω`
ψ`φ`dΩ` = 0 ∀φ` ∈ D(Ω`)

on a ψ` = 0 p.p sur Ω`.

B.3.2 Espaces de Sobolev

Dans tout ce paragraphe, Soient Ω` un ouvert borné de Rd de frontière Γ`, nous supposans
que Ω` est un dommaine lipschitziens, c’est à dire Γ` est représentable localement comme le graphe
d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert deRd−1, Ω` étant situé localement d’un seul côté de Γ`

(pour la définition explicité d’un dommaine lipschitzien voir par exemple [77] ). On va utilise les
espaces suivant :
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1. l’espace L2(Ω`) :
On désigne par L2(Ω`) l’espace des (classes de) fonctions réelles u` de carré sommable sur Ω`

,i.e, mesurables et telles que

∥∥∥u`
∥∥∥

L2(Ω`)
=

(∫
Ω`

∣∣∣u`∣∣∣2 dΩ`

) 1
2

< +∞. (B.41)

On posera souvent L2(Ω`) = H0(Ω`).
Comme il est classique, L2(Ω`) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire〈

u`, v`
〉

L2(Ω`)
=

∫
Ω`

u`.v`dΩ`. (B.42)

2. l’espace Hm(Ω`) où m ∈ N : En bref, l’espace de Sobolev Hm(Ω`) d’ordre m sur Ω` est défini
par

Hm(Ω`) =
{
u` ∈ L2(Ω`) /Dαu` ∈ L2(Ω`) ∀α, |α| ≤ m

}
. (B.43)

Où si α = (α1, . . . , αd), on a Dα = ∂α1+...+αd

∂xα1
1 ...∂x

αd
d

,

les dérivées Dαu` sont prises au sens des distributions sur Ω`. On munit Hm(Ω`) de la norme

∥∥∥u`
∥∥∥

Hm(Ω`)
=

 ∑
|α|≤m

∥∥∥Dαu`
∥∥∥2

L2(Ω`)


1
2

(B.44)

et l’on a le

Théorème B.20: L’espace Hm(Ω`) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire étant donné
par : 〈

u`, v`
〉

Hm(Ω`)
=

∑
|α|≤m

∫
Ω`

Dαu`Dαv`dΩ`. (B.45)

Et (B.44) la norme associée.

Remarque B.3: L’application suivante :
|.|

Hm(Ω`)
: Hm(Ω`) −→ R+

u` 7→
∣∣∣u`∣∣∣

Hm(Ω`)
=

(∑
|α|=m

∥∥∥Dαu`
∥∥∥2

L2(Ω`)

) 1
2
.

(B.46)

Est un semi-norme sur l’espace Hm(Ω`).

Théorème B.21: L’espaceD(Ω
`
) est dense dans Hm

(
Ω`

)
.

Où

D(Ω
`
) =

{
u`|

Ω`
/u` ∈ D(Rd)

}
. (B.47)

Théorème B.22: Posons que la domaine Ω` est un ouvert convexe dans Rd, et soit v` ∈
Hm+1(Ω`) tel que : Dαv` = 0 sur Ω` pour tout multi-indice α tel que |α| = m + 1, on a
v` ∈ Pm(Ω`).



B.Annexe Outils Mathématiques 99

3. l’espace Hs(Ω`) où s > 0 : Soit maintenant s = m + θ avec m ∈ N et 0 < θ < 1 l’espace de
Sobolev Hs(Ω`) d’ordre s sur Ω` est défini par :

Hs(Ω`) =

u` ∈ Hm(Ω`)
/ ∫∫

Ω`×Ω`

∣∣∣Dαu`(x) −Dαu`(y)
∣∣∣2

‖x − y‖d+2θ
dxdy < +∞ ∀α, |α| ≤ m

 . (B.48)

Théorème B.23: L’espace Hs(Ω`) est un espace de Hilbert, pour le produit scalaire suivant :〈
u`, v`

〉
Hs(Ω`)

=
〈
u`, v`

〉
Hm(Ω`)

+

∑
|α|=m

∫∫
Ω`×Ω`

(
Dαu`(x) −Dαu`(y)

) (
Dαv`(x) −Dαv`(y)

)
‖x − y‖d+2θ

dxdy. (B.49)

La norme associée est :

∥∥∥u`
∥∥∥

Hs(Ω`)
=

∥∥∥u`
∥∥∥2

Hm(Ω`)
+

∑
|α|=m

∫∫
Ω`×Ω`

∣∣∣Dαu`(x) −Dαu`(y)
∣∣∣2

‖x − y‖d+2θ
dxdy


1
2

. (B.50)

Remarque B.4: L’application suivante :
|.|Hs(Ω`) : Hs(Ω`) −→ R+

|u`|Hs(Ω`) =

(∑
|α|=m

∫∫
Ω`×Ω`

|Dαu`(x)−Dαu`(y)|
2

‖x−y‖d+2θ dxdy
) 1

2 (B.51)

est un semi-norme sur l’espace Hs(Ω`).

Théorème B.24: L’espaceD(Ω
`
) dense de Hs(Ω`) .

4. l’espace Hs
0(Ω`) :

L’espace de Sobolev Hs
0(Ω`) est l’adhérence de l’espaceD(Ω`) dans l’espace Hs(Ω`).

Théorème B.25: Soit s > 1
2 , alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

u` ∈ Hs
0(Ω`) (B.52) u` ∈ Hs(Ω`)

∂iu`
∂ηi

= 0 0 ≤ i ≤ s − 1
2

(B.53)

où ∂iu`
∂ηi

= dérivée normale d’ordre i sur Γ`-orientée vers l’intérieur de Ω`. On a :

Hs
0(Ω`) =

{
u` ∈ Hs(Ω`)

/ ∂iu`

∂ηi
= 0, 0 ≤ i ≤ s −

1
2

}
. (B.54)

Théorème B.26: L’application |.|
Hs(Ω`)

définie par (B.51) est une norme sur l’espace Hs
0(Ω`)

équivalente la norme ‖.‖
Hs(Ω`)

.
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Théorème B.27: Si s ≤ 1
2 , on a Hs

0(Ω`) = Hs(Ω`) .

5. l’espace H−s(Ω`) où s > 0 : L’espace de Sobolev H−s(Ω`) est un dual de l’espace Hs
0(Ω`) . On

a la définition :

H−s(Ω`) =
(
Hs

0(Ω`)
)′
. (B.55)

On munit H−s(Ω`) de la norme dualité :

∥∥∥u`
∥∥∥

H−s(Ω`)
= sup
ψ∈Hs

0(Ω`)

〈
u`, ψ`

〉
‖ψ‖

Hs(Ω`)

. (B.56)

Remarque B.5: PuisqueD(Ω`) est dense dans Hs
0(Ω`) ( par définition ) , on a

H−s(Ω`) ⊂ D′(Ω`). (B.57)

Théorème B.28 (Théorème du d’injection continue de Sobolev ):

1. si s ≤ r : on a Hr(Ω`) ↪→ Hs(Ω`) ;
c’est à dire qu’il existe un réel C > 0 tel que :∥∥∥u`

∥∥∥
Hs(Ω`)

≤ C
∥∥∥u`

∥∥∥
Hr(Ω`)

∀u` ∈ Hr(Ω`) (B.58)

2. si s > d
2 ; on a Hs+ j(Ω`) ↪→ C j

b(Ω
`
) ∀ j ∈ N ;

c’est à dire qu’il existe un réel C > 0 tel que :∥∥∥u`
∥∥∥

C
j
b(Ω`)

≤ C
∥∥∥u`

∥∥∥
Hs+ j(Ω`)

∀u` ∈ Hs+ j(Ω`). (B.59)

Théorème B.29 (Théorème du d’injection compact de Rellich):

1. si s ≤ r ; on a Hr(Ω`) ⊂⊂ Hs(Ω`) ;
c’est à dire toute suite bornée de Hr(Ω`) admet une sous-suite convergente dans Hs(Ω`).

2. si s > d
2 ; on a Hs+ j(Ω`) ⊂⊂ C j

b(Ω
`
) ∀ j ∈ N ;

c’est à dire toute suite bornée de Hs(Ω`) admet une sous-suite convergente dans C j
b(Ω

`
).

6. Les espaces liés à l’opérateur de trâce sur H1(Ω`) ;
(
H

1
2 (Γ`),H

1
2 (Γ3),H

1
2
00(Γ3)

)
: On suppose que

Γ` est une frontiére de Ω`

Théorème B.30: (Théorème de trâce ) Il existe une application linéaire et continue γ` définie
sur l’espace H1(Ω`) à valeurs dans l’espace L2(Γ`) telle que :

(a) ∀v` ∈ C1(Ω
`
) on ait : γ`v` = v`

∣∣∣Γ`
(b) Kerγ` = H1

0(Ω`)

(c) l’application γ` n’est pas surjective ( en général ), mais son image noté par H
1
2 (Γ`), est

un sous espace dense dans L2(Γ`).
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Où

C1(Ω
`
) =

{
ψ`

∣∣∣
Ω`

/
ψ` ∈ C1(Rd)

}
. (B.60)

L’application γ` s’appelle application de trâce sur H1(Ω`), on a :
" γ` est définie comme le prolongement par densité de l’application v` 7→ v`

∣∣∣
Γ`

définie pour

v` ∈ C1(Ω
`
) ".

H
1
2 (Γ`) =

{
γ`v` / v` ∈ H1(Ω`)

}
= γ`

(
H1(Ω`)

)
(B.61)

γ` : H1(Ω`)→ H
1
2 (Γ`) est une application linéaire continue et surjective (B.62){

Il existe une application linaire et continue
R` : H

1
2 (Γ`)→ H1(Ω`) telle que γ`

(
R`µ`

)
= µ` , ∀µ` ∈ H

1
2 (Γ`)

}
(B.63)

H1
0(Ω`) =

{
u` ∈ H1(Ω`) | γ`u` = 0

}
. (B.64)

C’est à dire H1
0(Ω`) le noyau de l’opérateur de trâce γ` .

De plus, on définie les espaces H
1
2 (Γ3) H

1
2
00(Γ3) comme suivant :

H
1
2 (Γ3) =

{
µ`

∣∣∣
Γ3
/ µ` ∈ H

1
2 (Γ`); ` = 1, 2

}
(B.65)

H
1
2
00(Γ3) =

{
µ`

∣∣∣
Γ3
/ µ` ∈ H

1
2 (Γ`) etµ` = 0 sur Γ` − Γ3 , ` = 1, 2

}
. (B.66)

B.3.3 Espaces H etH

Soient Ω1 , Ω2 deux ouvert borné lipschitziens de Rd de frontière Γ1, Γ2 respectivement , On va
utilise aussi les espaces suivant :

1. Les espaces H` etH` : On utilise les notations :

H` =
{
u` =

(
u`i

)
1≤i≤d

/
u`i ∈ L2(Ω`) ∀i = 1, d

}
= L2(Ω`)d (B.67)

H
` =

{
σ` =

(
σ`i j

)
1≤i, j≤d

/
σ`i j ∈ L2(Ω`) ∀i, j = 1, d

}
= L2(Ω`)d×d. (B.68)

Les espaces H` etH` sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques :〈
u`, v`

〉
H`

=

d∑
i=1

∫
Ω`

u`i .v
`
i dΩ`

∀u`, v` ∈ H` (B.69)

〈
σ`, τ`

〉
H`

=

d∑
i, j=1

∫
Ω`
σ`i j.τ

`
i jdΩ`

∀σ`, τ` ∈ H`. (B.70)

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par ‖.‖H` et ‖.‖H`

définie par :

∥∥∥u`
∥∥∥

H` =

 d∑
i=1

∫
Ω`

∣∣∣u`i ∣∣∣2 dΩ`


1
2

(B.71)

∥∥∥σ`∥∥∥
H` =

 d∑
i, j=1

∫
Ω`

∣∣∣∣σ`i j

∣∣∣∣2 dΩ`


1
2

. (B.72)
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2. Les espaces H etH : On utilise aussi les notations :

H =
{
u =

(
u1,u2

)
/u` ∈ H` ; ` = 1, 2

}
= H1

×H2 (B.73)

H =
{
σ =

(
σ1, σ2

)
/ σ` ∈ H` ; ` = 1, 2

}
= H1

×H
2. (B.74)

Les espaces H etH sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques :

〈u, v〉H` =

2∑
`=1

〈
u`, v`

〉
H`

=

2∑
`=1

d∑
i=1

∫
Ω`

u`i v`i dΩ` (B.75)

〈σ, τ〉H =

2∑
`=1

〈
σ`, τ`

〉
H`

=

2∑
`=1

d∑
i, j=1

∫
Ω`
σ`i jτ

`
i jdΩ`. (B.76)

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par ‖.‖H et ‖.‖H
définie par :

‖u‖H =

 2∑
`=1

∥∥∥u`
∥∥∥2

H`


1
2

=

 2∑
`=1

d∑
i=1

∫
Ω`

∣∣∣u`i ∣∣∣2 dΩ`


1
2

(B.77)

‖σ‖H =

 2∑
`=1

∥∥∥σ`∥∥∥2
H`


1
2

=

 2∑
`=1

d∑
i, j=1

∫
Ω`

∣∣∣∣σ`i j

∣∣∣∣2 dΩ`


1
2

. (B.78)

3. Les espaces H`
1 etH`

1 : On utilise les notations :

H`
1 =

{
u` =

(
u`i

)
1≤i≤d

/u`i ∈ H1(Ω`) ; ∀i = 1, d
}

= H1(Ω`)d (B.79)

H
`
1 =

{
σ` =

(
σ`i j

)
1≤i, j≤d

/σ`i j = σ`ji ∈ H1(Ω`) ∀i, j = 1, d
}

= H1(Ω`)d×d
s . (B.80)

Les espaces H`
1 etH`

1 sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques :〈
u`, v`

〉
H`

1
=

∑
|α|≤1

∫
Ω`

Dαu`i .D
αv`i dΩ`

∀u`, v` ∈ H`
1 (B.81)

〈
σ`, τ`

〉
H
`
1

=
∑
|α|≤1

∫
Ω`

Dασ`i j.D
ατ`i jdΩ`

∀σ`, τ` ∈ H`
1 . (B.82)

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par ‖.‖H`
1

et ‖.‖
H
`
1

définie par :

∥∥∥u`
∥∥∥

H`
1

=

∑
|α|≤1

∫
Ω`

∣∣∣Dαu`i
∣∣∣2 dΩ`


1
2

(B.83)

∥∥∥σ`∥∥∥
H
`
1

=

∑
|α|≤1

∫
Ω`

∣∣∣∣Dασ`i j

∣∣∣∣2 dΩ`


1
2

. (B.84)
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4. Les espaces H1 etH1 : On utilise aussi les notations :

H1 =
{
u =

(
u1,u2

) /
u` ∈ H`

1 ` = 1, 2
}

= H1
1 ×H2

1 (B.85)

H1 =
{
σ =

(
σ1, σ2

) /
σ` ∈ H`

1 ` = 1, 2
}

= H1
1 ×H

2
1 . (B.86)

Les espaces H1 etH1 sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires canoniques :

〈u, v〉H1
=

2∑
`=1

〈
u`, v`

〉
H`

1
=

2∑
`=1

∑
|α|≤1

d∑
i=1

∫
Ω`

Dαu`i .D
αv`i dΩ` (B.87)

〈σ, τ〉H1
=

2∑
`=1

〈
σ`, τ`

〉
H
`
1

=

2∑
`=1

∑
|α|≤1

d∑
i=1

∫
Ω`

Dασ`i j.D
ατ`i jdΩ`. (B.88)

Les normes associées à ces produits scalaires seront notées respectivement par ‖.‖H1
et ‖.‖H1

définie par :

‖u‖H1
=

 2∑
`=1

∥∥∥u`
∥∥∥2

H`
1


1
2

=

 2∑
`=1

∑
|α|≤1

d∑
i=1

∫
Ω`

∣∣∣Dαu`i
∣∣∣2 dΩ`


1
2

(B.89)

‖σ‖H =

 2∑
`=1

∥∥∥σ`∥∥∥2
H
`
1


1
2

=

 2∑
`=1

∑
|α|≤1

d∑
i, j=1

∫
Ω`

∣∣∣∣Dασ`i j

∣∣∣∣2 dΩ`


1
2

. (B.90)

5. Les espaces liés à l’opérateur déformation : Pour l’opérateur déformation défini par (B.37),
il est naturel d’introduire l’espace

H`
1 =

{
u` ∈ H` / ε(u`) ∈ H`

}
. (B.91)

Sur H`
1 on considère le produit scalaire :〈

u`, v`
〉
H`1

=
〈
u`, v`

〉
H`

+
〈
ε(u`), ε(v`)

〉
H`
. (B.92)

Et la norme associée définie par :∥∥∥u`
∥∥∥
H`1

=
(∥∥∥u`

∥∥∥2

H`
+

∥∥∥ε(u`)∥∥∥2

H`

) 1
2
. (B.93)

On obtient ainsi : ∥∥∥u`
∥∥∥

H`
≤

∥∥∥u`
∥∥∥
H`1

∀u` ∈ H`
1 (B.94)∥∥∥ε(u`)∥∥∥

H`
≤

∥∥∥u`
∥∥∥
H`1

∀u` ∈ H`
1. (B.95)

Théorème B.31: On a l’égalité algébrique H`
1 = H`

1 et (B.83), (B.93) sont des normes équiva-
lentes. On a

H`
1 =

{
u` ∈ H` / ε(u`) ∈ H`

}
. (B.96)

De plus, il existe une constante C > 0 qui dépend en général de Ω`, telle que :∥∥∥u`
∥∥∥2

H`
+

∥∥∥ε(u`)∥∥∥2

H`
≥ C

∥∥∥u`
∥∥∥2

H`1

∀u` ∈ H`
1. (B.97)
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Les inégalités (B.94), (B.95) donne impliques que l’opérateur d’njection H`
1 ⊂ H` et lopérateur

déformation ε : H`
1 −→ H

` sont des opérateurs continues.
De même, compte tenu de l’identification de H`

1 etH`
1 à deux sous-espaces de D′` etD′` :〈

ε(u`), φ`
〉
D′`×D`

+
〈
u`,Divφ`

〉
H`

= 0 ∀u` ∈ H` , ∀φ` ∈ D` (B.98)〈
ε(u`), φ`

〉
H`

+
〈
u`,Divφ`

〉
H`

= 0 ∀u` ∈ H` , ∀φ` ∈ D`. (B.99)

Décrivant maintenant le noyaut de l’opérateur déformation ε : H`
1 −→ H

`. Pour cela, soit R`

le sous-ensemble de H`
1 défini par :

R
` =

{
u` ∈ H`

1 /∃a` ∈ Rd et B` ∈ Sd , BT = −B ; u`(x) = a` + B`x
}

(B.100)

où Sd ensemble des matrices carrées d’ordre d et BT la transposée de martice B. On appelle
R
` l’ensemble des déplacements rigides sur Ω`.

Théorème B.32: Soit u` ∈ H`
1. Alors ε(u`) = 0 si seulement si u` ∈ R` ,i.e

R
` =

{
u` ∈ H`

1 / ε(u
`) = 0

}
. (B.101)

Théorème B.33 (inégalité de Korn ): SoitV` un sous-espace fermé de H`
1 tel que :

V
`
∩ R

` = {0} , (B.102)

alors l’inégalité de Korn est vérifiée surV`, c’est à dire existe C > 0 ne dépendant que Ω` etV`

tel que ∥∥∥ε(u`)∥∥∥
H` ≥ C

∥∥∥u`
∥∥∥

H`
1
∀u` ∈ V`. (B.103)

Pour plus de détails sur ce théorème on peut renvoyer le lecteur par exemple à [65, p.79].

Exemple : Tout au long de la thèse, dans les parties mécaniques, le frontière Γ` est subdivisée en
trois parties mesurables disjointes Γ`1, Γ

`
2, et Γ`3, tels que mes(Γ`1) > 0.Nous aurons constamment

besoin de l’espace des déplacements admissibles V` défini par

V =
{

v` ∈ H`
1 / v` = 0 p.p. sur Γ`1

}
. (B.104)

Puisque mes(Γ`1) > 0, il vient V ∩ R` = {0} , d’où l’inégalité de Korn s’applique sur V`; alors, il
existe une constante CK > 0 dépendant uniquement de Ω` et Γ`1 telle que

‖ε(v`)‖H` ≥ CK‖v`‖H`
1
∀v` ∈ V`. (B.105)

Nous considérons sur l’espace V` le produit scalaire donné par :

(u, v)V` = (ε(u`), ε(v`))H` ∀u`, v` ∈ V` (B.106)

et soit ‖ · ‖V` la norme associée, i.e.

‖v`‖V` = ‖ε(v`)‖H` v` ∈ V`. (B.107)

Par l’inégalité de Korn, il vient que ‖ · ‖H`
1

et ‖ · ‖V` sont des normes équivalentes sur V` et ainsi

(V`, ‖ · ‖V` ) est un espace de Hilbert. En outre, par le Théorème de trace de Sobolev il existe
une constante C0 dépendant uniquement de Ω`, Γ`1 et Γ3 telle que :

‖v`‖L2(Γ3)d ≤ C0‖v‖V` ∀v` ∈ V`. (B.108)
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6. Les espaces liés à l’opérateur divergence : Comme dans le cas de l’opérateur déformation, il
est naturel d’introduire l’espace H`

1 lié à l’opérateur divergence et défini par :

H`
1 =

{
σ` ∈ H` /Divσ` ∈ H`

}
. (B.109)

Sur lequel on considère le produit scalaire〈
σ`, τ`

〉
H`

1
=

〈
σ`, τ`

〉
H`

+
〈
Divσ`,Divτ`

〉
H`
. (B.110)

Et la norme associée définie par :

∥∥∥σ`∥∥∥
H`1

=
(∥∥∥σ`∥∥∥2

H` +
∥∥∥Divσ`

∥∥∥2
H`

) 1
2
. (B.111)

On obtient ainsi ∥∥∥σ`∥∥∥2
H` ≤

∥∥∥σ`∥∥∥
H`1

∀σ` ∈ H`
1 (B.112)∥∥∥Divσ`

∥∥∥2
H` ≤

∥∥∥σ`∥∥∥
H`1

∀σ` ∈ H`
1. (B.113)

Donc l’opérateur d’injection H`
1 ⊂ H

` et l’opérateur divergence Div : H`
1 −→ H` sont des

opérateurs continues. De plus, compte tenu de l’identification de H` etH` à des sous-espaces
de D′` etD′`, en utilisant (B.40) , il résulte :〈

Divσ`, φ`
〉

H`
+

〈
σ`, ε(φ`)

〉
H`

= 0 ∀σ` ∈ H`, φ` ∈ D` (B.114)〈
Divσ`, φ`

〉
D′`×D`

+
〈
σ`, ε(φ`)

〉
H`

= 0 ∀σ` ∈ H`
1, φ

`
∈ D` (B.115)

Théorème B.34: L’espace H`
1 muni du produit sclaire (B.110) est un espace de Hilbert .

7. Les espaces liés à l’opérateur de trâce sur H`
1 : On utilise les notations :

HΓ` =
{
ψ = (ψi)1≤i≤d /ψi ∈ H

1
2 (Γ`) ∀i = 1, d

}
=

(
H

1
2 (Γ`)

)d
. (B.116)

En utilisant propriété d’espace de produit, on obtient Il existe une application linaire et continue notée encore

γ` : H`
1 →

(
L2(Γ`)

)d
telle que γ`u` = u` |

Γ`
∀u` ∈ C1(Ω`)d.

 (B.117)

L’application γ` s’appelle application de trâce sur H`
1, on a :

"γ` est définie comme le prolongement par densité de l’application v` 7→ v`
∣∣∣
Γ`

définie pour

v` ∈
(
C1(Ω`)

)d
".

HΓ` =
{
γ`v` / v` ∈ H`

1

}
= γ`

(
H`

1

)
(B.118)

γ` : H`
1 → HΓ` est une application linéaire continue et surjective (B.119){

Il existe une application linaire et continue
R
` : HΓ` → H`

1 telle que γ`
(
R
`ψ`

)
= ψ` , ∀ψ` ∈ HΓ`

}
(B.120)
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De plus H1
0(Ω`)d le noyau de l’opérateur de trâce γ` ,i.e

H1
0(Ω`)d =

{
u` ∈ H`

1

/
γ`u` = 0

}
. (B.121)

En notant par η` = (η`i )1≤i≤d la normale sortante unitaire à Γ`, on définit pour tout ξ` ∈ HΓ` les
composantes normales et tangentielle de ξ respectivement par :

ξ`η = ξ`.η` ∈ H
1
2 (Γ`) et ξ`τ = ξ` − ξ`ηη

`
∈ H`

τ (B.122)

où H`
τ est un sous-espace fermé de HΓ` définie par :

H`
τ =

{
ξ` ∈ HΓ` / ξ

`
η = 0 p.p sur Γ`

}
. (B.123)

On peut prouver de plus que l’application ξ` 7→ (ξ`η, ξ`τ) est un isomorphisme de HΓ` dans

H
1
2 (Γ`) ×H`

τ.
Dans la section suivante on va utiliser le dual de l’espace HΓ` noté H′

Γ`
, on a

H′
Γ`

=
(
HΓ`

)′ =
(
H−

1
2 (Γ`)

)d
. (B.124)

La norme sur H′
Γ`

ainsi que le produit de dualité entre H′
Γ`

et HΓ` seront notés par ‖.‖
H′

Γ`
et

〈., .〉
H′

Γ`
×H

Γ`
.

Pour tout µ` ∈ H′
Γ`
, les composantes normale et tengentielle de µ` sont respectivement définies

par : 〈
µ`η, ξ

`
〉

H−
1
2 (Γ`)×H

1
2 (Γ`)

=
〈
µ`, ξ`η`

〉
H′

Γ`
×H

Γ`
∀ξ` ∈ H

1
2 (Γ`) (B.125)〈

µ`τ, ξ
`
〉

H`′
τ ×H`

τ
=

〈
µ`, ξ`

〉
H′

Γ`
×H

Γ`
∀ξ` ∈ H`′

τ . (B.126)

où H`′
τ l’espace dual de l’espace H`

τ.

L’application µ` 7→ (µ`η, µ`τ) est un isomorphisme de H′
Γ`

dans H−
1
2 (Γ`) × H`′

τ et compte tenu
(B.123) et (B.126), il résulte : ∀µ` ∈ H′

Γ`
∀ξ` ∈ HΓ`〈

µ`, ξ`
〉

H′
Γ`
×H

Γ`
=

〈
µ`η, ξ

`
η

〉
H−

1
2 (Γ`)×H

1
2 (Γ`)

+
〈
µ`τ, ξ

`
τ

〉
H`′
τ ×H`

τ
. (B.127)

Pour tout u` ∈ H`
1 l’élément γ`u` s’appelle la trace de u` sur Γ`. Parfoit, par simplicité, on va

noter u` |Γ` ou simplement u` au lieu de γ`u` et les notations u`η, u`τ au lieu de (γ`u`)η, (γ`u`)τ.
La continuité de γ` donnée par (B.118) équivaut à l’existance d’une constante C > 0 qui
dépend de Ω` telle que : ∥∥∥γ`u`∥∥∥

H
Γ`

≤ C
∥∥∥u`

∥∥∥
H`1

∀u` ∈ H`
1 (B.128)

où par ‖.‖H
Γ`

on a noté la norme sur l’espace HΓ` . L’application R` définie par (B.120) est un

inverse à droite pour l’application de trace sur H`
1 . Sa continuité équivaut à l’existence d’une

constante C > 0 qui également dépend de Ω` telle que :∥∥∥R`ψ`∥∥∥
H`1

≤ C
∥∥∥ψ`∥∥∥

H
Γ`

∀ψ` ∈ HΓ` . (B.129)
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8. Les espaces liés à l’opérateur de trâce sur H`
1 : On peut prouver que l’espace C1(Ω

`
)

d×d

s
est

dense dansH`
1 , où

C1(Ω
`
)

d×d

s
=

{
σ` = (σ`i j) / σ

`
i j = σ`ji ∈ C1(Ω

`
) i, j = 1, d

}
(B.130)

de plus, pour tout σ` ∈ C1(Ω
`
)

d×d

s
on note par σ`η` le vecteur de composantes (σ`i jη

`
j )1≤i≤d où

η` = (η`j )1≤ j≤d est la norme extérieure unitaire à Γ`. comme dans le cas de l’espace H`
1, on peut

définir une application de trace sur l’espaceH`
1 à l’aide de résultat suivant :

Théorème B.35: Il existe une application linéaire, continue et surjective notée encore γ` : H`
1 →

H′
Γ`

telle que : 〈
γ`σ`, ξ`

〉
H′

Γ`
×H

Γ`

=

∫
Γ`
σ`η`.ξ`dΓ` ∀σ` ∈ C1(Ω

`
)

d×d

s
∀ξ` ∈ HΓ` . (B.131)

De plus, il existe une application linéaire et continue R
`

: H′
Γ`
→H

`
1 telle que :

γ`
(
R
`
(ψ`)

)
= ψ` ∀ψ` ∈ H′

Γ`
. (B.132)

Compte tenu de ce résultat, on définit pour tout σ` ∈ H `
1 , les éléments : γ`ησ` ∈ H−

1
2 (Γ`) et

γ`τσ
`
∈ H′`τ par :

γ`ησ
` = (γ`σ`).η` ∈ H−

1
2 (Γ`) , γ`τσ

` = γ`σ` − γ`ησ
`η` ∈ H`′

τ . (B.133)

L’application γ` : H`
1 → H′

Γ`
mise en evidence par théorème précédent s’appelle application

de trace sur l’espaceH`
1 . Pour tout σ` ∈ H`

1 l’élément γ`σ` ∈ H′
Γ`

s’appelle la trace de σ` sur Γ`.

Afin de simplifier les notations nous utiliseront dans la suite la notation σ`η` au lieu de γ`σ`,
donc devient la double égalité suivante :

〈
σ`η`, γ`u`

〉
H′

Γ`
×H

Γ`

=
〈
σ`η,u`η

〉
H−

1
2 (Γ`)×H−

1
2 (Γ`

) +
〈
σ`τ,u`τ

〉
H`
′

τ ×H`τ

=
〈
σ`, ε(u`)

〉
H`

+
〈
Divσ`,u`

〉
H`

(B.134)

pour tout σ` ∈ H`
1 et u` ∈ H`

1.
La seconde formule de (B.134) dite formule de Green.

Remarque B.6: On suppose la partition de Γ` à la forme Γ` = Γ`
A
∪ Γ`

B
où Γ`

A
∩ Γ`

B
= ∅ et soit σ` ∈ H`

1 .
On introduit les définitions suivantes :(

σ`η` = 0 sur Γ`
A

)
⇔

〈σ`η`, γ`u`〉
H′

Γ`
×H

Γ`

= 0 ∀u` ∈ H`
1 tel que u` = 0 sur Γ`

B


(
σ`η = 0 sur Γ`

A

)
⇔

〈σ`η`, γ`u`〉
H′

Γ`
×H

Γ`

= 0 ∀u` ∈ H`
1 tel que

{
u`η = 0 sur Γ`

B

u`τ = 0 sur Γ`


(
σ`η ≤ 0 sur Γ`

A

)
⇔

〈σ`η`, γ`u`〉
H′

Γ`
×H

Γ`

≥ 0 ∀u` ∈ H`
1 tel que

{
u`η ≤ 0 sur Γ`

B

u`τ = 0 sur Γ`


(
σ`τ = 0 sur Γ`

A

)
⇔

〈σ`η`, γ`u`〉
H′

Γ`
×H

Γ`

= 0 ∀u` ∈ H`
1 tel que

{
u`τ = 0 sur Γ`

B

u`η = 0 sur Γ`


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Supposons maintenant que Γ` = Γ`1 ∪ Γ`2 ∪ Γ`3 , Γ`i ∩ Γ`j = ∅ si i , j est une partition de Γ` où

Γ1
3 = Γ2

3 ≡ Γ3 partie de contact entre Ω1 et Ω2, et soit σ` ∈ H`
1 . On introduit les définitions suivantes :(

σ1
η = σ2

η sur Γ3

)
⇔

〈
σ1η1, γ1u1

〉
H′

Γ1×H
Γ1

=
〈
σ2η2, γ2u2

〉
H′

Γ2×H
Γ2

;

∀u = (u1,u2) ∈ H1 tel que


u`η = 0 sur Γ`

1
∪ Γ`

2

u`τ = 0 sur Γ`

[uη]= 0 sur Γ3

∀` = 1, 2

(
σ1
τ = σ2

τ sur Γ3

)
⇔

〈
σ1η1, γ1u1

〉
H′

Γ1×H
Γ1

=
〈
σ2η2, γ2u2

〉
H′

Γ2×H
Γ2

;

∀u = (u1,u2) ∈ H1 tel que


u`η = 0 sur Γ`

u`τ = 0 sur Γ`
1
∪ Γ`

2

u1
τ = u2

τ sur Γ3.
; ∀` = 1, 2

B.3.4 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Soit 0 < T < ∞ et soit (X, ‖ · ‖X) un espace de Banach réel. Nous notons par Cc(0,T; X) l’ensemble
des fonctions continues à support compact dans (0,T) à valeurs dans X.

Définition B.3.1: Une fonction f : [0,T]→ X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble E ⊂ [0,T]
de mesure nulle et une suite ( fn)n∈N de fonctions appartenant à Cc(0,T; X) telle que ‖ fn(t)− f (t)‖X → 0
quand n→∞, pour tout t ∈ [0,T]/E.

Définition B.3.2: Une fonction f : [0,T] → X est dite fortement dérivable dans t0 ∈ (0,T) s’il existe
un élément d f

dt (t0) ∈ X appelé la dérivée forte de f dans t0, tel que

Lim
h→0

∥∥∥1
h

( f (t0 + h) − f (t0)) −
d f
dt

(t0)
∥∥∥

X = 0. (B.135)

Définition B.3.3: Une fonction f : [0,T] → X est dite intégrable s’il existe une suite ( fn)n∈N de
fonctions appartenant à Cc(0,T; X) telle que

Lim
n→+∞

∫ t

0

∥∥∥( fn(t) − f (t))
∥∥∥

Xdt = 0. (B.136)

Théorème B.36 (Bochner): Une fonction f : [0,T] → X mesurable est intégrable si et seulement si
x→ ‖ f (x)‖X : [0,T]→ R+ est intégrable. Dans ce cas,∥∥∥∫ T

0
f dt

∥∥∥
X ≤

∫ T

0

∥∥∥ f
∥∥∥

Xdt. (B.137)

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ l’espace de Lebesgue Lp(0,T; X) est l’ensemble des classes de fonctions f : (0,T)→ X
mesurables telles que l’application t → ‖ f (t)‖X appartient à Lp(0,T). On sait que Lp(0,T; X) est un
espace vectoriel normé avec la norme∥∥∥ f

∥∥∥
Lp(0,T;X) = (

∫ T
0

∥∥∥ f (t)
∥∥∥p

Xdt)
1
p , si 1 ≤ p < ∞, (B.138)∥∥∥ f

∥∥∥
L∞(0,T;X) = inf

{
C > 0 :

∥∥∥ f (t)
∥∥∥

X ≤ C, p.p.t ∈ (0,T)
}
, si p = ∞. (B.139)

Par ailleurs, on a les résultats suivants.
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Proposition B.1: (1) Lp(0,T; X) (1 ≤ p < ∞) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (·, ·)X alors L2(0,T; X) est aussi un espace
de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)L2(0,T;X) =

∫ T

0
(u(t), v(t))Xdt.

(3) Lr(0,T; X) ⊂ Lq(0,T; X) avec injection continue 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

Lp(0,T; X)′ ⊂ Lq(0,T; X) si 1 < p ,q < ∞, 1
p + 1

q = 1,

L1(0,T; X)′ ⊂ L∞(0,T; X),

où Lp(0,T; X)′ reprèsente le dual de l’espace Lp(0,T; X) , 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition B.3.4: Soit u, v ∈ L1(0,T; X). La fonction v s’appelle la dérivée généralisée d’ordre n de
u sur (0,T) si ∫ T

0
ϕ(n)(t)u(t)dt = (−1)n

∫ T

0
ϕ(t)v(t)dt, ∀ϕ ∈ C∞c (0,T). (B.140)

C∞c (0,T) étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, à support compact dans (0,T).
Nous écrivons v = u̇ pour n = 1 et v = u(n) pour n ≥ 2.

Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace de Sobolev W1,p(0,T; X) est l’espace des fonctions u : [0,T]→ X telles que
u ∈ Lp(0,T; X) et u̇ ∈ Lp(0,T; X) et W1,p(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

‖u‖W1,p(0,T;X) = ‖u‖Lp(0,T;X) + ‖u‖Lp(0,T;X).

Définition B.3.5: Une fonction f : [0,T]→ X est dite absolument continue si quelque soit ε > 0, il
existe δ = δ(ε) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a j, b j) disjoints, inclus dans [0,T], tels que∑
j
(b j − a j) < δ on a

∑
j
‖ f (b j) − f (a j)‖X < ε.

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les fonctions de
l’espace W1,p(0,T; X).

Théorème B.37: Soit 1 ≤ p ≤ ∞ un espace de Banach reflexif et soit u ∈ Lp(0,T; X). Les propriétés
suivantes sont èquivalentes :

1. u ∈W1,p(0,T; X).

2. u admet un reprèsentant absolument continu presque partout dérivable ayant la dèrivée forte
dans Lp(0,T; X).

3. Il existe u0 ∈ X et g ∈ Lp(0,T; X) telles que u(t) = u0 +
∫ t

0 g(s)ds ∀t ∈ [0,T].

Il découle de la démonstration du Théorème B.37 que, si X est un espace réflexif, alors toute fonction
u ∈W1,p(0,T; X) est fortement dérivable p.p sur (0,T) et u̇ = du

dt p.p sur (0,T) par ailleurs W1,1(0,T; X)
coincide avec l’ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0,T]→ X.
Étant donné un entier k ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞ on définit par récurrence l’espace

Wk,p(0,T; X) =
{
u ∈Wk−1,p(0,T; X) | u̇ ∈Wk−1,p(0,T; X)

}
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on vérifie aisément que u ∈Wk,p(0,T; X) si et seulement s’il existe k fonctions g1, ..., gk ∈ L∞(0,T; X)
telles que ∫ T

0 u(t)ϕ( j)(t)dt = (−1) j
∫ T

0 g j(t)ϕ(t)dt ∀ϕ ∈ C∞c (I),∀ j = 1, 2, ..., k

où ϕ( j) désigne la dérivée d’ordre j de ϕ. On peut donc considérer les dérivée successives u̇ = g1

,u(2) = g2, ...,u(k) = gk. L’espase Wk,p(0,T; X) est un espase de Banach muni de la norme

‖u‖Wk,p(0,T;X) = ‖u‖Lp(0,T;X) +

α=k∑
α=1

‖u(α)
‖Lp(0,T;X).

Nous dénotons aussi par C([0,T]; X) et C1([0,T]; X) les espaces des fonctions continues et continû-
ment différentiables sur [0,T] à valeurs dans X, respectivement, avec les normes

‖x‖C([0,T];X) = Max
t∈[0,T]

‖x(t)‖X,

‖x‖C1([0,T];X) = Max
t∈[0,T]

‖x(t)‖X + Max
t∈[0,T]

‖ẋ(t)‖X.
(B.141)

Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par
exemple à [10, 12].

Lemme B.7 (Lemmes de Gronwall): Soient m,n ∈ C([0,T];R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour
tout t ∈ [0,T], a ≥ 0 une constante, et φ ∈ C([0,T];R) :

(1) Si

φ(t) ≤ a +

∫ t

0
m(s)ds +

∫ t

0
n(s)φ(s)ds ∀t ∈ [0,T],

alors

φ(t) ≤
(
a +

∫ t

0
m(s)ds

)
exp

( ∫ t

0
n(s)ds

)
∀t ∈ [0,T].

(2) Si

φ(t) ≤ m(t) + a
∫ t

0
φ(s)ds ∀t ∈ [0,T],

alors ∫ t

0
φ(s)ds ≤ eaT

∫ t

0
m(s)ds ∀t ∈ [0,T],

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient

Corollaire B.1: Soient n ∈ C([0,T];R) tel que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0,T] et soit a ≥ 0. Si φ ∈
C([0,T];R) est une fonction telle que

φ(t) ≤ a +

∫ t

0
n(sφ(s)ds ∀t ∈ [0,T],

alors

φ(t) ≤ a exp
( ∫ t

0
n(s)ds

)
∀t ∈ [0,T].
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Le corollaire B.1 est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la solution, de la façon suivante.
On suppose deux solutions, en notant par φ la norme de la différence entre ces solutions, on essaie
ensuite de majorer φ sous la forme

φ(t) ≤
∫ t

0
n(s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0,T],

avec une certaine fonction n ≥ 0. En appliquant corollaire B.1 donne immédiatement la nullité de
φ.
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Résumé : L’objet de cette thèse est l’étude théorique et numérique de quelques problèmes de
contact avec ou sans adhésion entre deux corps déformables. La thèse se compose de deux par-
ties et annexe. La première partie est consacrée à l’étude théorique et numérique d’un problème
statique de contact unilatéral sans frottement entre deux corps élastiques. La deuxième partie est
dédiée aux problèmes électromécaniques de contact. Cette partie se décompose en deux chapitres,
dans le premier on s’intéresse à l’étude théorique et l’approximation numérique d’un problème
quasistatiques de contact avec conditions de compliance normale et l’adhésion entre deux corps
électro-élastiques. Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse à l’étude théorique d’un problème
dynamique de contact avec conditions de compliance normale et l’adhésion entre deux corps
électro-élasto-viscoplastiques.

Mots-Clés : Adhésion, Compliance normale, Contact unilatéral, Elastiques, Electro-élastiques,
Electro-élasto-viscoplastiques, Eléments finis, Point fixe, Inéquation d’évolution.

Abstract : The purpose of this thesis is the theoretical and numerical study of some contact pro-
blems with or without adhesion between two deformable bodies. The thesis consists of two parts
and annex. The first part is dedicated to the theoretical and numerical study of a static problem
of unilateral frictionless contact between two elastic bodies. In the second part, we study two pie-
zoelectric problems, first, we are interested in the theoretical study and numerical approximation
of a quasistatic problem of contact with normal compliance of conditions and the adhesion bet-
ween two electro-elastic bodies, the second one is interested in the theoretical study of a dynamic
contact problem with normal compliance of conditions and the adhesion between two electro-
elastic-viscoplastic bodies.

Key-words : Adherence, Normal compliance, Unilateral contact, Elastic, Electro-elastic, Electro-
elastic-viscoplastic, Finite elements, Fixed point, Inequality of evolution.
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