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Introduction

Les mathématiques et la mécanique ont été des partenaires complémentaires depuis le temps
de Newton, et I'histoire des sciences montre beaucoup de preuves de l'influence bénéfique
de ces domaines 'un sur l'autre.

Le contact entre corps déformables abondant dans I’industrie et la vie quotidienne.

En raison de l'importance industrielle des procédés physiques qui ont lieu lors d'un
contact, un effort considérable a été fait dans leur modélisation, I’analyse, analyse numérique
et simulations numériques, et par conséquent, la théorie mathématique de la mécanique de
contact a fait des progrés impressionnants ces derniers temps.

En raison de leur complexité inhérente, les phénomeénes de contact conduit & des modeles
mathématiques exprimés en termes de problémes d’évolution fortement non linéaires.

Les processus d’adhésion sont importants dans de nombreux montages industriels ou les
éléments habituellement non-métalliques sont collés ensemble. Récemment des matériaux
composites faits de couches de matériaux simples prennent un grand intérét car ils sont tres
résistants et légers, et ainsi d’'une grande importance en aviation, en exploration spatiale et
dans l'industrie automobile. Cependant, sous les contraintes, les matériaux composites des
différents couches se décollent et se déplacent 1'une par rapport a 'autre. C’est 'une des
raisons de I'importance des processus d’adhésion dans les applications industrielles.

L’endommagement est un phénomeéne trés important en ingénierie, car il affecte directe-
ment la structure des machines. Il existe une littérature abondante sur ce sujet. Des modéles
introduisant 'influence de I’endommagement interne du matériau ont été investi mathéma-
tiquement. Des modeles de 'endommagement ont été développés dans [20,21] a partir du

principe de la puissance virtuelle.
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La fonction d’endommagement « varie entre 0 et 1. Quand o = 11l n’y a pas d’endommagement
dans le matériau, quand o = 0 le matériau est completement endommagé, quand 0 < o < 1
I’endommagement est partiel. Les problemes de contact quasistatique avec endommage-
ment ont été investi dans [22, 23,24, 39]. Dans cette these la relation utilisée pour modéliser
I’évolution du champ d’endommagement est la suivante

da

O~ ka+ Dpie(a) 3 S(e(u),a) ou S(o,2(u),a)

ou K est ’ensemble des fonctions test admissibles d’endommagement, .S étant la fonction
source de ’endommagement.

Les matériaux piézoélectriques ont été découverts au début du siécle par les époux Curie.
Ce sont des diélectriques particuliers qui permettent de transformer 1’énergie de déformation
élastique en énergie électrique, et inversement. Plus précisément, la piézoélectricité est
la capacité de certains matériaux a se polariser lorsqu’ils sont contraints mécaniquement,
la charge apparaissant & leur surface étant proportionnelle a la déformation engendrée.
L’effet piézoélectrique inverse est I’obtention d’une déformation par application d’un champ
électrique.

Les matériaux piézoélectriques sont trés nombreux. Le plus connu est sans doute le
quartz, toujours utilisé dans les montres pour générer des impulsions d’horloge. Mais ce sont
des céramiques synthétiques, les PZT (plomb, zirconite, titanite) qui sont le plus largement
utilisées aujourd’hui dans I'industrie.

De maniére plus générale, I'effet direct peut étre mis a profit dans la réalisation de cap-
teurs (capteur de pression etc.) tandis que effet inverse permet de réaliser des actionneurs
(injecteurs & commande piézoélectrique en automobile, nano manipulateur).

L’utilisation de la piézoélectricité a explosé ces derniéres années et, elle est en pleine ex-
pansion. La capacité de ces matériaux & convertir I’énergie mécanique en énergie électrique
et vice versa est une valeur inestimable pour les transducteurs acoustiques, 1’échographie
médicale, et pour la haute précision des pompes et des moteurs. Des performances piézoélec-
triques élevées ont également ouvert de nouvelles possibilités de "récupération d’énergie",
en utilisant le mouvement ambiant et les vibrations pour produire de I’électricité ou les piles

ou autres sources d’énergie sont impraticables ou indispensables [4, 13].

vi



Introduction

Une partie de ces progres a été motivée par de nouveaux modéles qui se posent dans la
mécanique du contact.

L’objectif de cette thése est de proposer une contribution a I’étude de quelques prob-
léemes aux limites en mécanique de contact avec adhésion et endommagement. En effet nous
considérons des lois de comportement non linéaires pour des matériaux viscoélastiques, et
électro-viscoélastiques dans le processus quasistatique et dynamique; les conditions de con-
tact sont avec compliance normale. Divers lois de frottement sont envisagées, elles sont
définies par chacun des problémes est étudié selon le formalisme général suivant: nous com-
mencons par décrire le probléeme mécanique de départ et, aprés avoir précisé les hypothéses
sur les données, nous présentons une formulation variationnelle du probléme mécanique pour
laquelle nous démontrons ’existence et 1'unicité de la solution faible du probléme étudié.

Le manuscrit se compose de trois chapitres que nous décrivons briévement.

Dans le premier chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de comporte-
ment des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation mécanique
des probléemes & étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques résultats concernant les
espaces fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles, le lemme de Gronwall et
quelques théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations.

Dans le deuxiéme chapitre de cette thése nous étudions deux problémes de contact
impliquant ’adhésion et I’endommagement, entre un corps viscoélastique et une fondation.

La premiére section est consacrée a I’analyse d’un probléme viscoélastique de contact avec
adhésion et endommagement. Nous dérivons une formulation variationnelle du probléme
mécanique, pour lequel nous démontrons qu’il existe une solution faible unique en utilisant
des techniques de point fixe et de monotonie.

Tandis que dans la deuxiéme section, nous considérons un probléme viscoélastique de
contact bilatéral avec adhésion et endommagement, pour lequel nous dérivons une formula-
tion variationnelle et établissons un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible. La
démonstration est basée sur des arguments d’équations variationnelles, un résultat classique
concernant les inéquations paraboliques et des arguments de point fixe.

Enfin, le dernier chapitre de cette thése est consacré & I'étude d’un probléme de con-

tact avec frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire longue et
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endommagement dans un processus dynamique. Le probléme se formule par un systéme qui
comporte une équation varitionnelle par rapport au champ de déplacement, une inéquation
variationnelle de type parabolique par rapport au champ d’endommagement, une équation
variationnelle par rapport au champ électrique et une équation différentielle d’ordre un par
rapport au champ d’adhésion. On établit un résultat d’existence et d’unicité de la solu-
tion. La démonstration est basée sur des arguments d’équations variationnelles, un résultat

classique concernant les inéquations paraboliques et des arguments de point fixe.
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Notations

Notations

Si  est un domaine de R? (d = 2, 3), on note par
Q I’adhérence de ().
r la frontiére de 2 supposée souvent réguliére.

I; (z =1,3,a, b) une partie de la frontiére I'.

mes I'y la mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de I'y.

v la normale unitaire sortante a I'.

Uy, Ur les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies
sur Q.

C! (ﬁ) I’espace des fonctions réelles continfiment différentiables sur €.

D (22) I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support

compact contenu dans €.

D' (Q) I’espace des distributions sur €.
H=12(Q)"
H=L* ()"
H, = H' (Q)".
Hy={o € H | Dive € H}.
Hz (T) Pespace de Sobolev d’ordre 3 sur T'.
Hp = Hz (I)*
H2 (T) Pespace dual de Hz (T).
H{ Pespace dual de Hp = H—2 (T')*.
~v:Hy — Hrp I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes
HY = {0 = (a;) | ;€ H, i = T,d).
Hng = {JI = (xw) | Tij = Tj; € H, 1,] :m}

(. )y le produit scalaire de H.

-1l & la norme de H.

2H I’ensemble de toutes les parties de H.
H Iespace dual de H.

X



Notations

le produit de dualité entre H'et H.

la fonction indicatrice de K C H.

la convergence forte de la suite (z,,) vers 'élément x dans H.
la convergence faible de la suite (z,,) vers I’élément = dans H.

I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T; H)
C'(0,T; H)
L7 (0,T; H)

'espace des fonctions continues sur [0,7] dans H.

'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0,7] dans H.
'espace des fonctions u mesurables de (0,7) dans H

telles que fOT |u (t) [5dt < +oo avec les modifications usuelles

si p = +o0.

WHP(0,T; H) Tespace de Sobolev de paramétres k et p.

Pour une fonction u, on note par

u, U

&u

les dérivées premiere et seconde de u par rapport au temps.

la dérivée partielle de u par rapport a la ¢ éme composante z;.
le gradient de u.

la partie symétrique du gradient de u = %(Vu + V7).

la divergence de wu.

le sous-différentiel (classique) de u.

Si H! et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

L (H', H?)

1l e, a2y

I’espace des applications linéaires et continues de H' dans H?2.

la norme de £ (H', H?).
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Autres notations

lim inf la limite inférieure.

S 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? = R%*4,
I, le tenseur identité du second ordre sur R?.

04 le zéro de R et celui de S<.

c une constante générique strictement positive.

P-p- presque partout.

xi



Chapitre 1

Formulation mathématique des
problémes de contact et rappels

d’analyse

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ol nous allons
introduire les cadres physiques utilisés dans cette thése, les lois de comportement des dif-
férents matériaux, les conditions aux limites de contact avec adhésion. Par ailleurs, nous
précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de contact avec frottement, et adhésion,
ainsi que la formulation mécanique des quatre problémes a étudier. Ensuite, nous passons
en revue quelques résultats concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations
variationnelles, le lemme de Gronwall et quelques théorémes qui seront d’une grande utilité

pour les démonstations.

1.1 Rappels de la mécanique des milieux continus

Dans cette partie, aprés quelques rappels de mécanique des milieux continus, en partant de la
modélisation du probléme physique, nous présentons le formalisme des lois de comportement
viscoélastiques et éléctro élasto-viscoplastiques et éléctro viscélastique avec mémoire longue

terme . Ensuite, nous rappelons le systéme d’équations aux dérivées partielles qui sera ’objet



1.2. Cadre physique

de notre étude. Pour compléter le modele, on présente quelques considérations physiques

sur les conditions aux limites de contact sans frottement avec adhésion.

1.2 Cadre physique

Cadre physique n°.1 : Probléme mécanique

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q C R? (d = 2,3), avec une surface
frontiére réguliere I', partitionnée en trois parties mesurables I'y, I's et I's, telles que mesI’y >
0. Nous notons par v la normale unitaire sortante & I'. Le corps est encastré sur I'y dans
une structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques de densité f et dans €2 agissent
des forces volumiques de densité fy. Nous supposons que f, et fy varient trés lentement
par rapport au temps et par conséquent le processus est quasistatique. Soit 7' > 0 et soit
[0, T'] intervalle de temps en question. Le corps est en contact avec frottement avec ou sans
adhésion avec un obstacle sur la partie I'3. Nous prenons en considération les propriétés
mécaniques du corps. Notre objectif sera d’étudier I’évolution de ces propriétés dans le
temps, sous ’hypothése des petites transformations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans le second chapitre de ce mémoire.

Cadre physique n°.2 : Probléme électro-mécanique

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q C R? (d = 2, 3), avec une surface
frontiére réguliére, partitionnée en trois parties mesurablesI';, I's et I's, telles que mesI’y >
0. On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps est encastré sur I'y dans une
structure fixe. Sur I's agissent des tractions surfaciques de densité f, et dans () agissent des
forces volumiques de densité fy;. Nous supposons que fo et fy varient trés lentement par
rapport au temps. Soit 7" > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en question. En plus de
l’action des forces et des tractions, le corps est soumis a ’action des charges électriques de
densité volumique ¢y et des charges électriques de surface. Pour les décrire, nous considérons
une deuxiéme partition de la frontiére . en trois parties mesurables I',, I'y et I's telles que
mes(I';) > 0. Nous supposons que le corps est en contact frottant avec ou sans adhésion
avec une fondation isolatrice (ou conductive) sur I's, le potentiel électrique s’annule sur

I', et une charge électrique superficielle de densité gy est préscrite sur I'y,. La différence



1.2. Cadre physique

par rapport au cadre physique précédent résulte du fait que maintenant nous prenons en
considération les propriétés mécaniques et aussi les propriétés électriques du corps matériel.
Nous étudions 1’évolution de ces propriétés dans 'intervalle de temps [0, 7] en admettant
que le processus est quasistatique, dans ’hypothése des petites transformations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans le dernier chapitre de ce mémoire.

Nous désignons par S¢ I’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R (d = 2, 3),

“7 et ||| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R?
et S¢. Ainsi,
wu = wu;, || = (U.U)%, Vu,v € RY,
1
o1 = o0yTy, ||7|l=(r.7)2, Vo,7 €85,

avec la convention de l'indice muet.

On note par u : 2 x [0, 7] — R? le champ des déplacements, o :  x [0, 7] — S le champ
des contraintes, ¢ : 2x[0,T] — R le champ potentiel électrique, D : Qx [0, T] — R?le champ
des déplacements électriques, 5 : T's x [0, 7] — R le champ d’adhésion et o : Q% [0, 7] — R le
champ d’endommagement, € (u) et E (¢) le champ des déformations linéarisées et le champ
électrique.

Pour un vecteur u, nous désignons par u, et u, les composantes normale et tangentielle
Uy, = U.V, Ur =U— U. (1.1.1)

Pour le champ des contraintes o, nous notons par o, et o, les composantes normale et

tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov

oy =(ov),, o= (o),
donc
o, =(ov).v, o,=0V—0,V. (1.1.2)
En utilisant (1.1.1) et (1.1.2), on a la relation
(ov).u = o,u, + 07Uy, (1.1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire pour établir les formulations variationnelles

des problémes mécaniques.



1.3. Lois de comportement

En outre, u désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations.
Nous rappelons que les opérateurs de déformation et de divergence sont donnés par

1
g (U) = (Eij ('LL)) s Eij ('LL) = 5 ('LLZ'J' + 'LL]'J') s Divo = (Uij,j) 1 S Z,J S d. (114)

Dans ce mémoire, le champ électrique est donné par

soit encore

1.3 Lois de comportement

Nous commencons avec le modéle mathématique qui décrit I’évolution du corps dans
le cadre physique. La loi fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant
I’équivalence entre des efforts extérieurs et le tenseur des accélerations pour un systéme

quelconque conduit & I’équation de mouvement de Cauchy
Dive + fo =pii  dans Q x (0,7T), (1.1.5)

ou p: Q — R, désigne la densité de masse. Les processus d’évolution définis par (1.1.5)
s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se
simplifier. Par exemple, dans le cas ou @ = 0, il s’agit d’un processus statique. Dans le cas
ou le champ des vitesses varie lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le terme
pu peut étre négligé, on est en présence d’un processus quasistatique. Dans ces deux cas

I'équation (1.1.5) devient
Divo + fo =0 dans Q% (0,7). (1.1.6)

Dans le cas d’un matériau piézoélectrique, la loi de comportement contient une nouvelle
inconnue, le champ électrique F, d’otl la nécessité d’introduire une autre équation d’équilibre

pour la gérer. C’est ’équation de Maxwell-Gauss ou équation de conservation de la charge

divD =¢qy dans Q x (0,7), (1.1.7)



1.3. Lois de comportement

Les équations précédentes sont insuffisantes & elles seules pour décrire le mouvement du
corps matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme;
c’est I'objet des lois de comportement.

Loi de comportement des matériaux viscoélastiques.

L’investigation des propriétés mécaniques des matériaux tels que les pates, les huiles et
les cires a mis en évidence les insuffisances de la théorie de 1’élasticité. En effet, certains
phénomenes, tels que le fluage ou la relaxation ne peuvent étre décrits par les lois de com-
portement élastiques. C’est pourquoi les modéles viscoélastiques furent introduits. Ils sont
utilisés aussi pour décrire le comportement de différents matériaux comme les métaux, les
polymeres, les caoutchoucs et les roches.

Ce sont donc des matériaux viscoélastiques. Dans le cas multidimensionnel la loi vis-

coélastique de Kelvin-Voigt s’écrit
o(t)=As(u(t)) +Ge(u(t)) dans Qx (0,7), (1.1.8)

ou Aet G sont des fonctions constitutives non linéaires. A représente I'opérateur de viscosité
et G désigne 'opérateur d’élasticité.

Et pour un corps élastique lorsque A = 0, la loi se réduit a
o= Ge(u).

Nous rappelons qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contraintes o = (o0;;) est
donné par

oi; = jpiEri(W) + Gijricki(w).

A = (a; k1) est le tenseur de viscosité et G = (g; jx1) le tenseur d’élasticité, pour i, j, k,l =
1,...,d.

La loi de comportement (1.1.8) est une loi viscoélastique du type Kelvin-Voigt.

Si nous prenons en considération l'effet de 'endommagement du matériau durant le
contact, nous arrivons & une généralisation de la loi précédente qui est la loi de comportement

viscoélastique avec endommagement ayant la forme

o(t)=As(u(t)) +Ge(u(t),al(t)) dans Q x (0,7, (1.1.9)
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La fonction « représente I’endommagement dont I’évolution est décrite par I'inclusion
différentielle suivante

& — kAo + 0ok () 5 S(e(u), o), (1.1.10)

L’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K défini par
K={CeH(Q):0<¢<1 pp. dansQ } (1.1.11)

k est un coefficient positif, dpj représente le sous-différentiel de la fonction indicatrice
v S est une fonction constitutive donnée qui représente la source d’endommagement dans
le systeme.

Nous utiliserons la loi viscoélastique dans le premiére chapitre de ce mémoire.

Lois de comportement des matériaux électro élasto-viscoplastiques avec en-
dommagement.

Un matériau est dit électro élasto-viscoplastique si sa loi de comportement est de la

forme

/g o(s) — Ae(u (s)) + EE(p(s)),e(u(s)),a(s))ds. (1.1.12)

A et B sont des opérateurs non linéaires décrivant le purement visqueux et les propriétés
élastiques de la matiére, respectivement, E(p) = —V est le champ électrique, £ = (e;;i)
représente la troisieme commande piézoélectrique tenseur £* est sa transposée et B désigne le
tenseur de permittivité électrique, et G est une fonction constitutive non linéaire qui décrit la
viscoplastique le comportement de la matiére, ot « représente le champ d’endommagement,

I’évolution du champ d’endommagement est décrite par

& — kAa + 0y () 3 S(o — As(it) + € E(p)e(u), o), (1.1.13)

ou k > 0, dpy est le sous-différentiel de la fonction indicatrice sur K défini précédem-
ment.
Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire

longue et endommagement.
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Dans ce cas la loi de comportement est donnée par

a:As(u)+g(5(u),oz)+/OM(t—s)e(u(s))ds—i*E(@),
D = &c(u) + BE (¢),

(1.1.14)

ot M = (M,;) est un tenseur de relaxation. Si M = 0, on retrouve la loi électro-
viscoélastique .

Nous passons maintenant aux conditions aux limites utilisées dans les chapitres 2 et 3.

1.4 Conditions aux limites de contact avec adhésion

On définit maintenant les conditions aux limites mécaniques et électriques sur chaque
partie de I
La condition aux limites de déplacement. Le corps est encastré dans une position

fixe sur la partie I'y, le champ des déplacements u est par conséquent nul
u=0 sur Iy x(0,7). (1.1.15)

La condition aux limites de traction. Une traction surfacique de densité f, agit sur

I's et par conséquent le vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait
ov=fy, sur I'yx(0,7), (1.1.16)

La condition aux limites de bilatéral. le contact entre le corps et la fondation
est bilatéral si le contact est maintenu pendant le mouvement . Cette propriété se traduit
mathématiquement par

u,=0 sur T3x(0,7). (1.1.17)

Les conditions aux limites électriques. Ces conditions sont déterminées a partir des

deux équations

=0 sur I,x(01T), (1.1.18)
Dv=g¢qg sur I},x(0,7), (1.1.19)

Les conditions de contact avec compliance normale et adhésion. On va décrire

les conditions de contact avec compliance normale et adhésion sur I's x (0,7"), on introduit
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une variable interne d’état § définie sur I's x (0,7") qui représente U'intensité d’adhésion sur
la surface de contact, telle que 0 < § < 1. Quand $ = 1 'adhésion est compléte et tous
les liens sont actifs, quand § = 0 tous les liens sont désactivés et il n’y a pas d’adhésion;
quand 0 < 8 < 1 c’est le cas d’une adhésion partielle. Pour plus détails sur ce paragraphe,
on renvoit par exemple [17] et [18].

On suppose que la contrainte normale satisfait la conditionde compliance normale et
adhésion

—0, = py(u,) — 7,8 (=R(u,)); sur T3x(0,T). (1.1.20)

On suppose que la résistance au mouvement tangentiel est générée par la colle en com-
paraison a ce que la traction tangentielle soit négligeable. Ainsi, elle dépend seulement de

I'intensité d’adhésion et du déplacement tangentiel.
-0, =p.(B,u,) sur I's x (0,7). (1.1.21)

En particulier, on doit considérer le cas:

0 (B)r si 7l < Lo
p-(B,r) = . ' (1.1.22)
qT(B)WLO si ||| > Lo
ou Lo > 0 est la longueur limite liée, et ¢, est une fonction de raideur tangentielle non

négative. Le processus est supposé étre gouverné par I’équation différentielle

B = Hu(B,(s5 R(|ur])) sur T3 x (0,T). (1.1.23)

H,4 est une fonction générale qui s’annulle quand le premier de ses variables s’annulle.

La fonction R : R, — R, est une troncature définie par

L si s>1L
R(S) = S si ‘3‘ <L (1.1.24)
—L si s < —L.
ou L > 0 est la longueur caractéristique des liens.

On consideére la possibilité d’'une diminution de 'efficacité de collage quand les cycles de

collage et de décollage continuent. Par conséquent, le processus est supposé dépendre de
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I’histoire d’adhésion qu’on note par

t

Colant) = /5(55,3) ds. (1.1.25)

0

On donne quelques exemples de ce genre de fonctions

Haq(B,7) = _7u6+r2'

ol v, est la constante de 1’énergie de collage.
Un autre exemple, dans lequel H,,; dépend de ses trois variables, est

'7;r6+<1 - 6)+

Had(6>C7T) = _’y;ﬁ_,_ 7,2 + 1+ <2

(1.1.26)

our, représente la partie positive de r.

1.5 Lois de contact avec frottement et adhésion

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes normales
du champ des déplacements, des vitesses ou des contraintes. Par loi de frottement nous
comprenons une relation entre la contrainte tangentielle o, et le déplacement tangentiel
u, ou la vitesse tangentielle 7, . Notons ici que o, s’appelle aussi force de frottement.

Nous commencons par présenter les conditions aux limites de contact utilisées tout au
long de ce mémoire. Dans ce cas, nous nous plagons dans le cadre physique n°.1. Les égalités
et les inégalités qui suivent sont considérées vraies presque partout sur I's x (0,7).

Contact avec compliance normale

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue

a priori. La contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance normale
-0, = p,(u, — g) (1.1.27)

ou u, est le déplacement normal, g représente l'interstice entre le corps et la fondation
et p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale.
Cette condition indique que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de

sa pénétration u, — g. Précisons que dans les chapitres 5 et 6 du mémoire nous considérons
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le cas ou le corps se repose sur la fondation, c’est-a-dire, I'interstice est nul,g = 0. Comme

exemple de la fonction u, nous pouvons considérer

p, (1) =c,ry (1.1.28)
ol ¢, est une constante positive et . = max{0,r}. Un deuxiéme exemple est donné par

c,ry si r<§

pu(r) (1.1.29)

c,a0 sior>40

ou ¢ est un coecient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la condition de
contact (1.1.27) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle dépasse
a, la fondation se désintégre et n’offre plus de résistance a la pénétration.

Maintenant, nous présentons les lois de frottement intervenant dans ce mémoire.

Loi de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plus répandues dans la littérature mathématique.
Elle se caractérise par I'intervention de la contrainte normale dans le seuil de frottement et

elle peut s’énoncer comme suit

lozll < plo]
ool < slou] = w =0 (1.1.30)
o+l = plo,] = ilexiste A >0 tel que o, = —Au,
ou u > 0 est le coefficient de frottement. C’est une version statique de la loi de Coulomb
qui intervient dans la description du contact frottant des problémes étudiés dans la
deuxiéme partie du mémoire.

Maintenant, nous remplagons le seuil de frottement o, de la loi (1.1.30), par la condition

de compliance normale (1.1.27), de fagon a obtenir les conditions suivantes.

lo-ll < ppu(uw = g)
ool < ppu(w, —g) = u, =0 (1.1.31)
losl = ppu(u, —g) = il existe A > 0 tel que o, = —Au,
Une version quasistatique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature est
donnée par
-0, = py(uy —9)

sur I's x (0,7). (1.1.32)
”JT” < pT(UV_g)

10
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ol p, est une fonction positive. Dans (1.1.35), la contrainte tangentielle ne peut pas
excéder le seuil de frottement p, (u, — ¢g). De plus, quand le seuil de frottement est atteint,
le corps se met a glisser et la contrainte tangentielle tend a s’opposer au mouvement. Cette
condition de frottement a été utilisée dans différents papiers, par exemple \cite{So2,Rol}.

Pour compléter le modele, nous supposons que 1’évolution du champ d’adhésion est

gouvernée par une équation différentielle ordinaire

B=—(B[v (R ()" +7 R (ur)|I’] —€a), sur Tyx(0,7), (1.1.33)

A celle-ci, nous rajoutons la condition initiale
B(0)=p5, sur I, (1.1.34)

Ici v,,7, et €, sont des coefficients d’adhesion positifs et 7, = max{0,r} et R, est un

opérateur de troncation défini par

L si s < —L,
R,(s) = —s si —L<s5<0,

0 si s >0,

ott L > 0 est la longueur caractéristique de la liaison, voir [38]. Et R, : R? — Rest un
opérateur de troncateur défini par
v st ||| <L,
R.(v) _
L% si ||| > L.
[[v]]

Cette condition montre que la contrainte tangentielle adhésive sur la surface de contact
est proportionnelle au déplacement tangentiel, mais tant qu’il n’exceéde pas la longueur du
lien L.

Est 3, I'adhésion initiale tel que

0<3,<1, pp. z €ls. (1.1.35)

Remarque 1.3.1. Nous remarquons que sous les trois conditions précedentes le champ

d’adhésion vérifie la restriction 0 < 8 < 1. En effet, puisque 3 < 0 donc § < By < 1. En

11
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outre, si f = 0 quand t = t; donc B=0 pour tout t > tg, et d’ott § = 0 pour tout ¢t > g,
p.p. € I's. Alors, nous concluons que 0 < g < 1 pour tout ¢ € [0,7] p.p. = € I's.
Pour plus de détails concernant la modélisation du contact adhésif, nous référons aux

livres [45,48,].

1.6 Conditions électriques a la surface de contact

Dans ce paragraphe nous allons énoncer les conditions de contact électrique, associées aux
problémes électro-mécaniques, sur la partie I's de la surface. Nous supposons que la fon-
dation est électriquement conductive et son potentiel est maintenu a ¢,. La condition

électrique sur I's est donnée par

D.v=1v(u,—g)p (v — ) sur I's x (0,7). (1.1.36)

ol ¥ et o sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition
représente une condition régularisée qui peut étre obtenue & partir des considérations suiv-
antes.

Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point sur la surface (i.e.u, < g ), 'interstice entre
le corps et la base est supposé étre isolant (disons qu’il est rempli d’air) et la composante
normale du champ de déplacement électrique s’annule pour qu’il n’y ait aucune charge

électrique libre sur la surface. Ainsi,
u, <g=Dwv=0 (1.1.37)

Durant le processus de contact, (i.e. quand u, > ¢ ) la composante normale du champ
de déplacement électrique ou la charge électrique libre est supposé étre proportionnelle a la
différence de potentiel entre la surface du corps et la fondation, avec une constante positive

k comme facteur de proportionnalité. Ainsi,
u, > g=D.w==Fk(p—y) (1.1.38)
Combinons (1.1.37), (1.1.38) pour obtenir

D.v =k, (4 —g)(p— o) sur  I'3 x (0,7). (1.1.39)

12
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0l X[g,00) €t la fonction caractéristique de I'intervalle [0, 00), qui est donnée par

0 si r<0

X[o,oo)(T) = )
1 si r>0

La condition (1.1.39) décrit le contact électrique parfait et elle est en quelque sorte sem-
blable & la condition bien connue de contact de Signorini. Les deux conditions peuvent étre
considérées comme des sur-idéalisations dans plusieurs applications.

Pour la rendre plus réaliste, nous régularisons la condition (1.1.39) par la condition
(1.1.36) dans laquelle 9 est une fonction réguliére qui va étre décrite ci-dessous et est une

fonction de troncation,

—Ly si 5 < —Lg
oL(s)=q s si —Ly<s<Ly (1.1.40)
Ly si s> Ly
ol Ly. est une constante positive tres grande. De cette facon, la différence ¢ — ¢ est
remplacé par ¥(¢ — p,). Notons que cette troncation ne pose aucune limitation pratique
sur I'applicabilité du modele puisque Lg4. peut étre arbitrairement grand et donc dans les
applications ¥(¢ — @) = ¢ — @,
Les raisons de la régularisation (1.1.36) de (1.1.39) sont mathématiques.
Premiérement, nous avons besoin d’éviter les discontinuités dans les charges électriques
lorsque le contact est établi et donc nous régularisons la fonction kxy .y dans (1.1.39) par

une fonction Lipschitzienne 1. Un choix possible est I'exemple suivant :

0 =i r <0,
P (r)=4q kor si 0<r<3 (1.1.41)
kst r>4d,
ou ¢ est un parametre assez grand. Ce choix veut dire que durant le processus du contact,
la conductivité électrique augmente avec le contact a travers les aspérités de la surface, et
se stabilise quand la pénétration u, — g atteint la valeur %.
Deuxiémement, nous avons besoin du terme (¢ —¢,) pour rendre le terme ¢ — @, borné.

Notons que lorsque ¢ = 0 dans (1.1.36), nous obtenons

Dv=0 swr TI3x(0,7T). (1.1.42)

13
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ce qui découple les problémes électriques et mécaniques sur la surface de contact. La
condition (1.1.42) modélise le cas ou l'obstacle est un isolant parfait et a été utilisée dans
6, 35,49, 50]. La condition (1.1.36) a la place de (1.1.42), introduit un couplage fort entre
les conditions aux limites mécaniques et électriques et méne vers un nouveau modéle math-
ématique, non standard. Elle sera utilisée dans les chapitres 3 du mémoire. Par ailleurs,
la condition (1.1.36) va étre utilisée dans le cinquiéme chapitre du mémoire ot nous avons

supposé que la base est isolatrice (i.e. ¥ = 0).

1.7 Formulation mathématique des problémes de con-

tact

[’évolution d’un corps déformable sous 'action des efforts extérieurs est modelisée math-
ématiquement par un systeme d’équations aux dérivées partielles contenant 1’équation de
mouvement (ou d’équilibre) du corps, la loi de comportement du matériau ainsi que les
conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis. On considére dans les chapitres
2 et 3 des matériaux ayant des lois de comportement viscoélastiques avec endommagement
soumis & des conditions aux limites de contact avec adhésion citées dans les paragraphes
précédents, dans le cas dynamique. Plus précisement, les problémes mécaniques qu’on va
étudier sont les suivants

Problémes dynamiques

Probléme 1 : Probléme de contact avec compliance normale et adhésion en viscoélas-
ticité avec endommagement

Trowver le champ des déplacements u : Q x [0,T] — Ret le champ des con-

traintes o : Q x [0,T] — S%le champ d’endommagement o : Q x [0,7] — R, et

14



1.7. Formulation mathématique des problémes de contact

le champ d’adhésion 3 : T x [0,T] — [0,1] tels que

o(t) = As(u(t)) + Ge(u(t), a(t))
& — kAo + 0oy (a) 3 S(e(u), a)
p U = Divo + fy

u=>0

ov = [

—0y = pu(w) = 7,0 (~R(w) )+
—0r = pr (B, ur)

B = Haa(B, (s, R (|| ul]))

e

% — 0

u(0) = ug, 0(0) = vy, a(0) = ag
B(0) = By
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Probléme 2 : Probléme viscoélastique de contact bilatéral avec adhésionet et endom-

magement

Trouver le champ des déplacements u

traintes o :

le champ d’adhésion B :T's x [0,T] — [0, 1] tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t), (t))
& — kAo + 0oy (a) 3 S(e(u), a)

p i = Divo + fy
u=0

ov = fo
u, =0
—0r = p‘r(6>u7)

B = Hua(B, R (|| ur]]))
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Problémes quasistatiques

Probléme 3 : Probléme électro élasto-viscoplastique avec endommagement de contact

avec frottement et adhésion .

Trouver le champ des déplacements u : 0 x[0,T] — R? et le champ des contraintes o :

Q x[0,T] — S% le champ potentiel électrique ¢ : Q x[0,7] — R?, le champ déplacement

électrique D : Q x [0,7] — R?, le champ de endommagement « : Q x [0,7] — R?, et

le champ d’adhésion 5 : I's x [0,7] — [0, 1] tel que

o= )+ Be(u(t)) + E* V(t)
/ G(o (i(s)) — £ Vip(s),
D = Ee(u(t)) — BVp(t)

& — kAa+ dpg(a) 3 S(o(—Ae(u) — E* Vi, e(u), o

Do+ fo =0
divD — gy =0
u=20
ov = fo

—0, = pu(uy - 9)7
ol < pr(uw —g),

U #0= 0. = —p.(u, - g)HZ—T”»
B=—(B(v,Ru(u,))? + 7, PR (u)|*) — €4)
Oo

= =
p=0

Dv = q2

D.v =9(u, — 9)o(¢ — ¥o)
u(0) = uo, a(0) = ag

B(0) = By
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Probléme 4 : Probleme électro viscoélastique avec mémoire & long terme avec endom-
magement de contact avec frottement et adhésion.

Trouver le champ des déplacements u : 2 x[0,T] — R? et le champ des contraintes o :
Q x[0,T] — S% le champ potentiel électrique ¢ : Q x[0,T] — R?, le champ déplacement
électriqueD : Q x [0,7] — R?, le champ de endommage « : Q x [0,7] — RZ, et le
champ d’adhésion g : I's x [0,T] — [0, 1] tel que

o=Ac(u(t)) +Ge(u /./\/l (t —s)e(u(s))ds +E*Vp(t) dans Qx(0,7),
D = E=(u(t)) — BVp(t) dans  Qx (0,7,
& — kAa+ 0oy (a) 3 S(o(—Ae(u) — E* Vi, e(u), a) dans  Qx (0,7),
Divo + fy =0 dans  Q x (0,7),
divD — gy =0 sur 'y x (0,7,
u=0 sur Iy x (0,7),
ov = fo sur I's x (0,7,

—0y, = pu<uy - g)’

sur I's x (0,7),
||UT|| < pT(uV - 9)7

uT #0:>O-T = _pT(uu_g)ﬁv sur I's x <O7T)7
Ur
B = =(B(v, Ru(w,))? + 7, IR (ur)|[*) = €1) sur T3 x (0,7,
g_lojé:() sur I'x (0,7),
Y= sur I, x(0,7),
Dv=g¢g sur Iy x (0,7),
Dv= ¢(Uu - g)gb(@ - 900) sur I's x (0’ T) )
u(0) = o, a(0) = ag dans  Q
B(0) = By sur I's
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1.8 Rappels d’analyse

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonctionnels,
les équations et inéquations variationnelles, le lemme de Gronwall et quelques théorémes qui

seront d’une grande utilité pour les démonstations.

1.8.1 Cadre fonctionnel vectoriel

La modélisation de problémes de mécaniques nécessite la plupart du temps I'introduction
d’espaces de fonctions spécifiques. Nous donnons dans ce paragraphe les espaces ainsi que
quelques unes de leurs propriétés.

On introduit les espaces suivants:

(H = {u=(u)|u € L)},
H={0=(0y) |0y =0j€L*(Q)},
Hy={u=(u)|u € H ()},

| Hi={oc€eH|oy,; € H}.

Les espaces H, 'H, Hy et H; sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires

donnés par

{ (0,7)y, = (0,7)y + (Dive, Divt)y

respectivement, ol € : H; — H et Div : H;y — H sont les opérateurs de déformation et de
divergence, définis par

1 .
e(w) = (e (W), &) =5 (uig+ug), Dive=(04,).

Les normes sur les espaces H, H, H; et H; sont notées par |||, ||l [z, et [l
respectivement. Puisque la frontiere I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a
la frontiére est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la notation v

pour désigner la trace yu de v sur I'.
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Nous rappelons que 1'application de trace v : H; — L? (I‘)d est linéaire et continue, mais

n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par Hr = H 2 (F)d; ce

.. o d
sous-espace s'injecte continiment dans L? (T')“.

Nous introduisons a présent un sous-espace fermé de H;, dont la définition est donnée
ci-apres

V={veH |v=0 surI'y}.

P’inégalité de Korn. Soit mes I'; > 0. Alors il existe une constante ¢, > 0 dépendant

uniquement de €2 et I'; telle que
le (W)l = exllvlly, YveV. (1.1.43)
sur V' nous considérons le produit scalaire donné par
(u,v)y, = (e (u),e(v))y Vu,vevV, (1.1.44)
et soit ||-||;, la norme associée; c’est-a-dire
lolly = e @)l VoeV. (1.1.45)

Par I'inégalité de Korn , il vient que [|-||,;, et [|-[|;, sont des normes équivalentes sur V' et
ainsi (V, (+,+),,) est un espace de Hilbert.
En outre, d’aprés (1.1.46),(1.1.47) et le théoréme de trace de Sobolev, trouvons qu’il

existe une constante ¢y > 0 dépendant uniquement de §2,I'; et I's telle que
HUHL2(F3)d < ¢ HUHV Yv e V. (1.1.46)

Il résulte par I'inégalité de Korn que (V,||.||,,) est un espace de Hilbert réel.
Pour une fonction scalaire, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I', du

contact, nous définissons 1’ensemble
Z={f: I, x[0,T]—-R 0<p(t)<1 sur I,}.

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux inconnues élec-
triques (champ du déplacement électrique D et le potentiel électrique.) des problémes

électro-mécaniques qui vont étre introduits dans la chapitre 3 de la thése. Soit les espaces

w = {D=(D;), D;eL*0)}
W, = {D=(D)), D;eL*Q)? divD= (D)€ L*(Q)}
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munis des produits scalaires

(D,E),, = /QDiEidx (D, E)y, = (D, E),, + (div D, div E)LZ’(Q)‘

et leurs normes associées ||, et ||y, , respectivement. Le champ du potentiel électrique

va étre trouvé dans I’espace
W ={¢e H(Q) (=0 sur T,}.

respectivement. Puisque mes(I';) > 0. l'inégalité de Friedrichs-Poincaré montre qu’il existe

une constante cp > 0 dépendant uniquement de et I', telle que
IVClhy = cr K, VEEeW (1.1.47)

Ici et ci-dessous nous écrivons ¢ pour la trace d’un élément ¢ € H*(Q) sur T, E(p) = =V,

tandis que V est l'opérateur de gradient
V(= (Cs), Ve W (1.1.48)
Sur ’espace W nous considérons le produit scalaire donné par

(()07 g)W = (VQO, vC)W?

et soit |||l la norme associée. En utilisant (1.1.47) on peut vérifier que |[|.[| ;o) et |||y
sont des normes équivalentes sur W. Il en résulte que (W, ||.||;;;) est un espace réel de Hilbert
réel. De plus, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante ¢, dépendant

uniquement de €2, I', et I's, telle que

||C||L2(F3) <& [IC]ly Ve W (1.1.49)

Aussi, rappelons que lorsque D € W, est une fonction réguliére, la formule de Green est

satisfaite

(D, VO, + (divD, )y, = /FD.qua, V¢ € HY(Q). (1.1.50)

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur par

exemple a [1,13].
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1.8.2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est déstiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions définies
sur un interval de temps et & valeurs dans un espace de Banach réel.

Soit 0 < T' < +00 et soit (X, ||-||x) un espace de Banach réel.

Nous notons par C, (0,7; X') I’ensemble des fonctions continues & support compact dans
(0,7) a valeurs dans X.

Définition 1.8.1. Une fonction u : [0,7] — X est dite mesurable s’il existe un
sous-ensemble £/ C [0,7] de mesure nulle et une suite (u,), .y de fonctions appartenant
a C.(0,T; X) telle que |uy, (t) —u (t)|x — 0 quand n — +oo, pour tout ¢t € [0,7] \ E.

Définition 1.8.2. Une fonction u : [0,7] — X est dite fortement dérivable dans
to € (0,T) s'il existe un élément -2 (¢5) € X appelé la dérivée forte de u dans to, tel que

1 du
7 (u(to+h) —u(to)) — i (to)

Définition 1.8.3. Une fonction u : [0,7] — X est dite intégrable s’il existe une suite

=0.
X

lim
h—0

(tn),en de fonctions appartenant & C. (0,77 X) telle que

T
lim [ (8) = w (1) dt = 0.

Théoréme 1.8.4. (Bochner) Une fonction u : [0,7] — X mesurable et intégrable si

et seulement si t — |u (t)|y : [0,7] — R est intégrable. Dans ce cas

‘/UTu(t)dt X§/0T||u(t)||th'

Soit 1 < p < +oo. L’espace de Lebesgue LP (0,7; X) est I'ensemble des classes de

fonctions u : (0,7) — X mesurables, telles que 'application ¢ — |u(t)| appartient &

LP (0,T). On sait que L? (0,7"; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

1

] (fOT lu ()[% dt)g si 1< p< 400,
Ullop,x =
inf{c>0]|lu(t)]|y <c ppte(0,T)} si p=+o0.

Proposition 1.8.5. (1) L (0,75 X) (1 < p < +00) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-)y , alors L? (0,7 X) est

aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(1,0) ooy = / (u(t) v (1)) dt.
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Définition 1.8.6. Soit 1 < p < +o0. L’espace de Sobolev W17 (0, T; X) est 'espace
des fonction u : [0,7] — X telles que u € LP (0,T; X) et w € LP (0, T; X). W' (0,T; X)

est un espace de Banach muni de la norme

lullypx = llllopx + ltlloy x -

En particulier, W12 (0, T; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.

Définition 1.8.7. Une fonction u : [0,7] — X est dite absolument continue si quelque
soit € > 0, il existe § = 0 (&) tel que pour toute suite d’intervalles (a;, b;) disjoints, inclus
dans [0, 77, tels que 3 (b; —a;) < dona }|u(b) —u(w)ly <e.

Théoréme 1.8.81. Soit 1 < p < —i—olo, X un espace de Banach réflexif et soit u €
LP(0,7T; X). Les propriétés suivantes sont équivalente:

(1) u e W (0,T; X).

(2) u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la
dérivée forte dans L (0,75 X) .

(3) Il existe up € X et g € L?(0,7; X), telles que

u(t)—uo—l—/tg(s)ds vVt e [0,77].

L’espace WP (0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

k
Hu”k,p,x = HuHo,p,X + Z Hu(a)Ho,p,X :
a=1

1.8.3 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans les
espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations varia-
tionnelles d’évolution qui interviennent dans I’étude des problémes mécaniques.

Opérateurs fortements monotones

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs fortements monotones et de
Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit scalaire (-, )
et de la norme associée ||-||y. Soit A : X — X un opérateur non linéaire.

Définition 1.8.9. L’opérateur A est dit:
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(1) monotone si

(Au— Av,u—v)y >0 VYu,v e X;

2) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(2) q
(Au— Av,u—v) > m|u—v|% Yu,v € X;
3) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
(3) p q
|Au — Av||y < M |lu—v|ly Yu,veX.

Théoréme 1.8.10. (Théoréme du point fixe) Soit X un espace de Banach, A :
X — X un opérateur satisfait 1.8.9 (3) avec 0 < M < 1. Alors 'opérateur A admet un
point fixe unique x € X, c’est-a-dire Ax = x et nous appellons A un opérateur contractant.

Proposition 1.8.11. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz.
Alors pour tout f € X il existe un élément unique u € X tel que Au = f.

Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Minty-Browder (voir par
exemple [6] p.88).

Définition 1.8.12. Soit A : X — X’ un opérateur défini sur X. L’opérateur A est dit:

(1) monotone si

(Au— Av,u —v)yi x >0 Yu,v e X;

(2) hémicontinu si
Vu,v € X, Tapplication t — A (u+ tv) : R — X' est continue.

Définition 1.8.13. Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M > 0 tel que
la (u,0)] < Mjullx [lv]lx  Yu,ve X
Définition 1.8.14. Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une
constante m > 0 telle que
a(u,u) >mluli  YueX.
Théoréme. (Théoréme de Lax-Milgram). Soit X un espace de Hilbert, a : X x X —

R une forme bilinéaire continue et coercive. Soit [ : X — R une forme linéaire continue.
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Alors, il existe une solution unique u € X qui satisfait
a(u,v) =1v) YveX.

Sous différentiabilité
Nous considérons dans tout ce paragraphe que X est un espace de Hilbert et K un
sous-ensemble de I'espace X.

Définition 1.8.15. On appelle fonction indicatrice de K, la fonction ¢ définie par

0 si ue K,

o (1) = too si u¢ K. (115)

Définition 1.8.16. Soit une fonction j : X — R et u un élément de 'espace X tel que

J (u) # too. Le sous-différentiel de la fonction j en w, noté dj (u) est I’ensemble défini par
Jj (u) ={u € X" |j(v) >j(u)+ (u,v—u) YoeX}. (1.1.52)

Le crochet (-, -) désignant la dualité entre X' et X.

Tout élément v’ de ’ensemble 0j (u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La
fonction j est dite sous-différentiable en u si 95 (u) # (0. Elle est dite sous-différentiable si
elle I’est en tout point u de 'espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-différentiel 0¥y d’une fonction indicatrice ¢ dun

ensemble convexe non vide
O (u)={v e X' | (v,v—u) <0 YveK}. (1.1.53)

Inéquations variationnelles elliptiques d’évolution

Comme précédemment, soit H un espace de Hilbert doté du produit scalaire (.,.)y et la
norme associé ||.|| ;. Soit maintenant un opérateur A: H — H, K C H, j : H —]—o00, +o0]
une fonction propre et f € H.

Plusieurs problémes aux limites des équations aux dérivées partielles en mécanique des
milieux continus conduisent & des problémes mathématiques ayant les formes suivantes

Probléme I Trouver u tel que :

ueX (Au,v —u)g > (f,v —u)g Yv e X. (1.1.54)
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Ce probleme est appelé inéquation variationnelle elliptique de premiére espéce sur H.

En ce qui concerne le Probléme I on a les résultats d’existence et d’unicité suivants.

Théoréme 1.8.17. Soit A : H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz,
X un convexe fermé non-vide de H et f € H. Alors I'inéquation variationnelle elliptique de
premiére espéce admet une solution unique.

Probléme II Trouver u tel que :
ue X (Au,v —uw)g +j(v) —jlu) > (fv—u)y  YveX. (1.1.55)

Ce probleme est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espéce sur H.

En ce qui concerne le Probléme IT on a les résultats d’existence et d’unicité suivants.

Théoréme 1.8.18. Soit A : H — H un opérateur monotone et de Lipschitz et j
une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement et f € H. Alors I'inéquation
variationnelle elliptique de seconde espéce admet une solution unique.

Les démonstrations de ces deux théorémes peuvent étre trouvées par exemple dans [26].

Pour les besoins du Chapitre 2 et 3, nous allons préciser le cadre fonctionnel qui nous
intéresse. Dans la suite, V et H désignent les espaces de Hilbert tels que V' est dense dans H
et l'injection de V dans H est continue, H est identifié & son propre dual et & un sous-espace
dudual V'de V ,ie. V C H C V'. algébriquement et topologiquement.

Les notations ||.[|,, |||l et (.,.) v/xv représentent les normes sur les espaces V' et V',
et la dualité entre V' et V | respectivement.

Définition 1.8.19. Soit A : V — V' un opérateur défini sur V.

(a) A est dit monotone si
(Av— Au,v —u)yry >0, YveH.

(b) A est hémicontinu si pour tout u,v € V, 'application ¢ — A(u + tv) : R — R est
continue.

Inéquations quasi-variationnelles elliptiques d’évolution

La modélisation de plusieurs classes de problémes physiques conduit aux inégalités vari-
ationnelles elliptiques ou d’évolution, dans lesquelles la fonctionnelle non différentiable

dépend de la solution elle méme. Nous donnons par la suite un résultat d’existence et

d’unicité pour ce type de probléemes.
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Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (.,.)y et
de la norme associée ||.| -
Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A est fortement monotone et de

Lipschitz, c’est-a-dire

( (a) il existe m > 0 tel que

Auy — Aug,up — u > m||lug — us|>, Yuy, us € X.
(Auy 2, U1 — Ug)x > m|[uy — upy 1, U2 (1.1.56)
(b) il existe L > 0 tel que
L ||A’LL1—AU2||X SL”Ul_UQHX, Vul,uQ eX
et la fonctionnelle j : X x X — R satisfait
( (a) pour tout j(u,.) est convexe et s.c.i.sur X
b) il existe m > 0 tel que
(b) b (1.1.57)
J(u1,v2) — j(ur,v1) + j(ug,v1) — j(uz,v2)
\ <m flug — ug|| ¢ [Jv1 — v2l| 5, Yy, us, v1,v9 € X.
Probléme III : Trouver u tel que :
ue X (Au,v —u)g + j(u,v) — jlu,u) > (f(t),v —u)g Yvoe X.  (1.1.58)

Ce probléme est appelé inéquation quasi-variationnelle elliptique de premiére espéce sur H.
En ce qui concerne le Probleme IIT on a les résultats d’existence et d’unicité suivants.
Théoréme 1.8.20 Supposons que les hypotheses (1.1.56) et (1.1.67) sont satisfaites.

Alors, si @ < m, pour tout f € H, il existe une solution unique u € H au probléme (1.1.58).
Une démonstration du Théoréme se trouve par exemple dans [51] p.83.

Dans la troisiéme chapitre du mémoire, nous utiliserons un résultat abstrait sur les
inéquations quasi-variationnelles d’évolution. Ce résultat concerne les problémes du type
suivant.

Probléme IV: Trouver u tel que :
(Ad(t), v=a(t)) u+(Bu(t), v=u(t)) u+j(u(t),v) —ju(t), a(t)) = (f(t), v—i(t))m, (1.1.59)

u(0) = g (1.160)

La différence entre le probléme III et le probléeme I'V consiste dans le fait que le dernier

probléme est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du temps, la dérivée @ apparait
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dans la formulation du probléme et par conséquent, une condition initiale (1.2.28), est
rajoutée.
Pour étudier le probléme (1.2.28) — (1.2.29), en plus des hypotheses (1.2.25) et (1.2.26),

nous avons besoin des hypothéses suivantes.
dLp >0 tel que ||Buy — Bus|ly < Lp [Jur — usl| 5, Yuy, uy € H. (1.1.61)

Aussi, nous supposons que

fec(o,T);H), (1.1.62)
ug € H. (1.1.63)

Dans I’étude du probléme (1.1.59) — (1.1.60), nous avons le résultat suivant.
Théoréme 1.8.21. Soient (1.1.56),(1.1.57) et (1.1.61) — (1.1.63) satisfaites. Alors

1) 1l existe une unique solution u € C*([0,7]; X) au probléme (1.1.59) — (1.1.60).

2) Si uy et up sont deux solutions du probleme (1.1.59) — (1.1.60) correspondant aux

données fi, fo € C([0,T]; X), alors il axiste ¢ > 0 tel que

[ (8) — w2 (t)] p < ([ f1(t) = f2(O)] i + lua () — w2 @) ), vte[0,T].  (1.1.64)

3) Sienplus f € WP(0,T; X) pour p € [1,00), alors la solution satisfait u € W2?(0,T; X).
Ce résultat d’existence, d’unicité et de régularité a été prouvé dans [25] et peut étre aussi

trouvé dans [33] p.232-236.

1.8.4 Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous allons rappeler dans ce paragraphe deux résultats sur les équations d’évolution et un
résultat sur les inéquations variationnelles d’évolution.

Equation différentielle ordinaire

Théoréme 1.8.22. (Cauchy-Lipschitz) Soit (X, |-|y) un espace de Banach réel et

soit F'(t,-) : X — X un opérateur défini p.p.sur (0,7, qui satisfait les propriétés suivantes:

il existe Ly > 0 tel que

(1.1.65)
‘F(t,.%’l) — F(t,f]ﬁg)‘x S LF ’331 — £U2|X V$1,$2 S X, ppt € (O,T),

il existe 1 <p < +oo tel que F (-, x) € LP(0,T;X) Ve e X. (1.1.66)
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Alors pour tout zy € X, il existe une fonction unique x € W'» (0, T; X) telle que
B() = F(t2(t) ppte(0T),

z (0) = xo.

Maintenant nous considérons V' et H deux espaces de Hilbert réels tels que ’application
d’inclusion de (V,|-|;,) dans (H,|-|,) est continue et dense. Identifiant le dual de H avec
lui-méme, c’est-a-dire nous pouvons écrire le triplet de Gelfand V' C H C V'. Les notations
|-[y/ 5 ||y €t (v, )y« représentent les normes sur V, V' et le produit de dualité entre V' et
V', respectivement.

Equation aux dérivées partielles d’évolution

Théoréme 1.8.23. Soit V' € H C V'’ satisfaisant les hypothéses décrites ci-dessus et

soit A : V' — V' est un opérateur hémicontinu et monotone qui satisfait
il existe A\ >0et a € R (Av,v)p .y > A5 +a YoV, (1.1.67)

e >0, |Avl,, <c(v]y,+1) YoeV. (1.1.68)

Alors, pour tout uy € H et f € L?(0,T;V"), il existe une fonction unique v qui satisfait

we L*0,T:V)NC(0,T;H), weL*(0,T;V), (1.1.69)
u(t)+ Au(t) = f(t) p.pte€(0,7), (1.1.70)
u (0) = uo. (1.1.71)

Inéquation variationnelle d’évolution
Théoréme 1.8.24. Soit V C H C V'est un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble
fermé non vide et convexe de V', et soit @ : V x V' — R est une forme bilinéaire symétrique

et continue qui satisfait
il existe ¢; > 0 et ¢g a(v,v) +colv]y, > |vf YoeV. (1.1.72)
Alors, pour tout uy € K et f € L?(0,T; H), il existe une unique fonction u qui satisfait

w€ H (0, T; H)NL*(0,T;V), (1.1.73)
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w(t) e K telo,T], (1.1.74)
(W(t),v—u(t))yy +aut),v—ut)) (1.1.75)
> (f(t),v—u(t)y Yve K,ppte(0,T),

u (0) = uo. (1.1.76)

Pour les démonstrations de ces trois théorémes on peut regarder dans [39].

1.8.5 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreux problémes
de contact, en particulier pour établir 'unicité de la solution.

Lemme 1.8.25. Soient m,n € C(0,T;R) telles que m (t) > 0 et n (t) > 0 pour tout
t €10,7], a > 0 une constante et ¢ € C' (0,T;R)

(1) Si t t
¢(t)§a+/0m(s)ds+/on(s)¢(s)ds vt € [0,17,
alors
o(t) < <a+/0tm(s)ds)exp (/Otn(s)ds> Vt e [0,77].
(2) Si t
o) <m(+a [ ol viep.Tl,
alors

t ¢
/ ¢ (s)ds < eo‘t/ m(s)ds Vtel0,T].
0 0
Dans le cas particulier a = 0, n = 1, la partie (1) de ce lemme devient.
Corollaire 1.8.26. Soit m € C (0,7;R) telle que m (t) > 0 pour tout ¢t € [0,7]. Si
¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

¢(t)§/0tm(s)ds+/ot¢(s)ds vt € (0,77,

alors, il existe ¢ > 0 tel que

o (t) §c/0tm(s)ds Vt € [0,T].
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Chapitre 2

Probléme viscoélastique de contact

avec adhésion et endommagement

Ce chapitre est composé de deux sections. Dans la premiére section, on considére un prob-
leme dynamique de contact sans frottement avec compliance normale et adhésion entre
un corps viscoélastique avec endommagement suivant une loi constitutive non linéaire de
Kelvin-Voigt, et une fondation déformable. L’objectif est de donner la formulation varia-
tionnelle du probléeme mécanique pour lesquels nous démontrons 'existence et 'unicité de
la solution.

Dans la deuxiéme section, on propose d’étudier un probléme dynamique de contact
bilatéral avec adhésion entre un corps viscoélastique avec endommagement, et une fondation.
Le processus d’adhésion est modélisé par un champ d’adhésion sur la surface de contact. Le
contact est bilatéral, la contrainte tangentielle, due a I’adhésion étant inclue. Le probléme est
formulé comme un systéme couplé en déplacement, en contrainte, et en champ d’adhésion.
La nouveauté est que les opérateurs viscoélastiques sont fortement non linéaires, obéissant a
une condition faible de croissance, qui remplace I’hypothése de Lipschitz. Pour ce probléme

nous démontrons essentiellement un résultat d’existence et d’unicité des solutions faibles.
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2.1. Probléme de contact avec compliance normale en viscoélasticité

2.1 Probléme de contact avec compliance normale en
viscoélasticité

Nous considérons ici un probléme de contact sans frottement avec compliance normale et
adhésion entre un corps viscoélastique avec endommagement et une fondation déformable
dans un processus dynamique. Le processus d’adhésion sur la surface de contact est modélisé
par une variable interne de surface, du champ d’adhésion. L’endommagement causé par les
déformations élastiques du matériau est modélisé par une variable interne du corps appellée
champ d’endommagement.

Le probléme est formulé comme un systéme qui comporte une équation variationnelle
par rapport au champ de déplacement, une équation intégro différentielle pour le champ
d’adhésion et une inéquation variationnelle du type parabolique par rapport au champ
d’endommagement.

Cette section est divisée en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous com-
mencons par formuler le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les
données. Ensuite, dans le deuxiéme paragraphe nous donnons la formulation variationnelle
du probléme mécanique. Enfin, dans le troisiéme paragraphe, nous énoncons et démontrons
un théoréme d’existence et d’unicité de la solution faible relatif au probléme.

Les techniques employées sont basées sur la théorie des opérateurs monotones, suivi par

des arguments de points fixes.

2.1.1 Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

Nous considérons un corps viscoélastique qui a l'instant ¢ = 0 occupe un domaine borné
Q C R4, d = (2,3) de frontiere réguliére, constitué de trois parties disjointes I'y, I'y et I's
tel que mesI'; > 0. Soit T > 0 et soit [0, 7] , I'intervalle de temps en question.

Ce corps est encastré sur I'y x (0,7), soumis a une densité de forces volumiques fy sur
Q x [0,T7], et des forces surfaciques de densité f, sur I'y et en contact avec une fondation
déformable le long de I';. De plus le contact, avec cette fondation, est supposée avec adhésion
et endommgement.

Sous considérations, le probléme mécanique qu’on étudie est le probléme 1.
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Probléme P1. Trouver le champ des déplacements u : Q x [0,7] — R¢, et le champ
des contraintes o :  x [0,T] — S% le champ d’endommagement o :  x [0,T] — R, et le

champ d’adhésion [ : '3 x [0, 7] — [0, 1], tels que

o = As(a(t)) + G(e (u(t), ), dansQ x (0,7), (2.1.1)

& — kAa+dpi(a) > S(e(u),a), dans Q x (0,7), (2.1.2)
pii = Dive+ fo, dans Q x (0,7), (2.1.3)
u = 0, sur Ty x (0,7),  (2.1.4)
ov = f, surly x (0,7),  (2.1.5)
—0, = polw) =7, B(=R(w);, sur T x (0, ) (2.1.6)
o = pa(Byus), sur Ty x (0,7),  (2.1.7)
B = Ha(B,Co R(||ull)), sur I's x (0,7),  (2.1.8)
g—j = 0, sur D% (0,7),  (2.1.9)
u(0) = uy, 1(0) =y, a(0)= ap, dans 0 (2.1.10)
B0) = B, sur Ty. (2.1.11)

L’équation (2.1.1) représente la loi de comportement viscoélastique non linéaire avec
endommagement. L’évolution du champ d’endommagment est modelisée par 'inclusion du
type parabolique donnée par relation (2.1.2) ou S est la fonction source de 'endommagement.
L’équation (2.1.3) représente I’équation du mouvement ot p désigne la masse volumique
matériau, (2.1.4) — (2.1.5) sont le déplacement et des conditions aux limites de traction,
respectivement. Les conditions (2.1.6) — (2.1.8) représentent les conditions de contact avec
compliance normale et adhésion sur la partie I's de la frontiere 2. La relation (2.1.9)
représente une condition aux limites de Neumann homogéne ot g—‘i représente la dérivée
normale de a. Dans (2.1.10) nous considérons les conditions initiales ol ug est le déplace-
ment initial, vy la vitesse initiale et ap ’endommagement initial. Enfin, dans (2.1.11) on a
la condition initiale dans laquelle /3, représente le champ initial d’adhésion.

Pour ’étude du probléme mécanique (2.1.1) — (2.1.11) on considére les hypotheses suiv-

antes:
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Nous supposons que 1'opérateur de viscosité A : Q x S¢ — S? satisfait

( (a) Il existe L4 > 0 telle que
[ Az, &) — Az, &) < La 1€ — &l
VE, &8 pp. e
(b)II existe my4 > 0 telle que
(Alz, &) — Az, €3)) « (& — &) = ma [[§ — 52“2 (2.1.12)
VE, &, €SY pp. z e
(c) Lapplication z — A(x,&) est Lebesgue mesurable sur €.
pour tout ¢ € S%.
| (d) L’application v — A(z,0) € H.

L’opérateur d’élasticité G : Q x S — S? satisfait

((a) T existe Mg > 0 telle que
g

1G (2, &1, 01) = G2, &9, aa)|| < Mg( [[§ — &l + [ ar — az)
Ve, & €St Va,an €R, pp. x €.

(2.1.13)
(b) L’application x — G(x, &) est Lebesgue mesurable sur €.
pour tout € € S%, o €R..
| (c) Lapplication x — G(z,0,0) € H.
La fonction de la source d’endommagement S : Q x S x R — R satisfait
( (a) Il existe Mg > 0 telle que
15(2, €1, 01) = S(, 89, a2)[| < Ms( 1§ — &l + [oa — aal])
VE,, € S Vai,as €R, p.p. x€N.
S & b bp (2.1.14)

(b) L’application x — S(z,&, ) est Lebesgue mesurable sur (.
pour tout € € S%, o €R..
| (c¢) Lapplication 2 — S(x,0,0) € L*(Q)..
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La fonction de contact normale p, : I's x R — R, satisfait

( (a) Il existe L, > 0 telle que
” pu($7rl) - p,,(ﬂl‘,?“g)” <L, Hrl - TQH
r,7o €RY pp. x €Ts;
b bp ’ (2.1.15)
(b) L’application x — p,(z, ) est Lebesgue mesurable sur I's
r € R%

| (c) L’application  — p,(z,0) € L>(Ts)%;

La fonction de contact tangentiel p, : T's x R x R? — R? satisfait les propriétés suiv-

antes:

( (a) Il existe L, > 0 telle que

1P+ (2, B1,71) = pr(, By, r2) | < Ly ([|81 = Ball + [lr1 — 72l )
VB, By €R, 11,79 €RL pp. x € T3;
(b) L’application z — p,(x, 3,7) est Lebesgue mesurable sur T's (2.1.16)
VB ER, r € RY
(¢) L’application # — p-(z,0,0) € L>(T'3)%

L () pr(z,6,7) w(z) =0 Vr € R? tel que r.v(z) =0, pp. = eTs.
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2.1. Probléme de contact avec compliance normale en viscoélasticité

De méme, nous supposons que la fonction d’adhésion H,y: T3xRXRx[-L,L] — R
satisfait les propriétés suivantes:

(

(a) Il existe L,q > 0 telle que
|Hua(x, b1, 2,7) — Hag(x, b, 2,7)| < Lag |b1 — ol
Vb,by €R, 2z€R, re[-L, L], pp. x €T3 et
| Hoa(, b1, 21,71) — Haa(, ba, 29, 19))|
< Laa (|b1 = bo| + |21 — 22| + |r1 — 72])
Vbi,be €10,1], 21,20 €R, 1,79 € [-L, L], pp. x €Ts;
(b) Lapplication x — H,q4(z, b, z,7) est Lebesgue mesurable sur I's (2.1.17)
Vb zeR, re|-L,Ll;
(c¢) Lapplication (b, z,r) — Haq(z, b, z,7) est continue sur
RxRx[-L,L], pp x€Tls;
(d) Haa(z,0,2,7r)=0Vze R, re|[-L, L], pp. x €T
(e) Hug(x,b,2,7) >0 Vb<0, z€ R, re€|-L,L], pp. z€Tzet
Hug(x,b,2,7) <0 Vb>1, z€ R, re[-L,L], pp. x €Ts.

\
On note que si B € L*(I'3), z € L>®(I's) et r : I's — R est une fonction mesurable,
alors les conditions(2.1.17) impliquent que x — Hyq(x, 5(z), 2(x), Rr(z)) € L>®(T';).

Nous supposons que la masse volumique, les forces volumiques et surfaciques satisfont
p € L>(Q), et il existe p* > 0, tel que p(x) > p*, p.p.x € Q. (2.1.18)

fo € LX0,T; H),  fye L2(0,T; L®(Ty)%). (2.1.19)

Finallement, les conditions initiales satisfait

Uy € V, Vo € H, (2120)
ay € K, (2.1.21)
B € L¥[3) et 0<p,<1 pp. xzels. (2.1.22)

Nous définisson la forme bilinéaire a : H*(Q) x H'(Q) — R par

a(C, ) = /{:/QVC . Vdz. (2.1.23)
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2.1. Probléme de contact avec compliance normale en viscoélasticité

Nous allons utiliser un produit intérieur modifié sur H = L?(2)¢, proposé¢ par

((u,v))g = (pu,v)y, Vu,v € H,

(2.1.24)

autrement dit, pondérée avec p, et nous laissons ||.||,; la norme associée, c’est-a-dire

1
"U|H:(,0U,’U)12;I, V,UEHa

(2.1.25)

En utilisant hypothése (2.1.18), il s’ensuit que ||.||;, and ||.||; sont les normes équivalentes

sur H. De plus, la cartographie par inclusion de (V, ||.||,,) dans (H,|.||;;) est continue et

dense. On note V' 'I'espace dual de V. Identifier H avec son propre double, nous pouvons

écrire le Gelfand triple

VcHcCV

Nous utilisons la notation (s, )ysxy pour représenter 'appariement de dualité entre V'et V.

Nous avons

(u, )iy, = ((u,v)g  Vu,H, YveV.

(2.1.26)

Enfin, on note |||, la norme sur I’espace dual V' . Le théoréme de représentation de

Riesz entraine 'existence d’un élément f € V', tel que

(f@);v)vixv = (fo(t),v)m + (fa(t), V) pooryye Yv €V, pp. t€(0,T).
On remarque que la condition (2.1.19) impliquent que
feL*0,T;V"),

Soit j: L>®(I'3) x V x V — R la fonctionnelle

360.0) = [ plwda= [ 3,8 R vdat [ (B do

I's

Ve L>(s), Yu,v e V.

Pour I’étude du probléme P1, on définit le sous-espace fermé V' de H; par:

V={ve H, v=0surl;}
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2.1. Probléme de contact avec compliance normale en viscoélasticité

et on le munit du produit scalaire défini par (1.1.44),et de la norme définie par (1.1.45).
On note par v,, v, les composantes normale et tangentiellede v sur la frontiére I" données
par

v, = V.V, Vr =0V — U,V (2.1.30)

Similairement, on définit les composantes normale et tangentielle du tenseur des con-
traintes par

o, = (ov).v, Or =0V — O,V (2.1.31)

Moyennant I'inégalité de Korn (1.1.43), on peut aisement vérifier que la norme sur V' notée || .||, et
la norme || .|| 5 sont équivalentes. On déduit alors que V' muni du produit scalaire défini par

(1.1.44) est un espace de Hilbert réel.

2.1.2 Formulation variationnelle

Dans cette section, on va donner la formulation variationnelle du probléme P1. En utilisant

la formule de Green

(0,e(v))y + (Divo ,v)y = /0’ vda Vv € Hy,
r

on trouve

(0,e(v))y + (Dive ,v)y = /

T

ov.vda +/au.vda —|—/au.vda Yv eV,
1 I'y I's
en utilisant la définition de l'espace V' avec (2.1.3),(2.1.4) et (2.1.5), on obtient
(pit,v) 4+ (0,6(v))y = /fo.vdx +/ ovwda +/ ovuda Yo eV.
vixv 0 I3 I
Puisque
OV = 0,00, + 000 = —p,(w)v, + 7,82 (—R(u,)) sv, — pr(B,ur) e vr

il vient que

(pii,v) +(0,5(v))H:/fo.vd:L‘ +/ ov.wda —/pl,(u,,).vl,da+
VIixv Q T3 s

" / R [ o8 nda, woev.

I's
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d’apres (2.1.27) — (2.1.29) nous obtenons

(pii(t) v),, , + (o), e(v))y +j(B(), ult), v) = (f{t), v)v
YoeV pp. te(0,7).

(2.1.32)

Enfin, soit « (t) € K et pour tout ¢ € [0,7]. De la définition (1.8.13) de dp () et de
(2.1.2), on obtient

(a(t),§—a (t))L2(Q) —k(La(l),§ —a (t)>L2(Q)
> (S(e(u(),at),§—a)) g Y€K,

En utilisant la formule de Green avec (2.1.9) et (2.1.23), on trouve

(d(t),f -« (t))L2(Q) +a (a (t) {—a <t)) (2.1.33)
>

(S(e(u®), @), & —at))pq YK

De (2.1.1) , (2.1.8), (2.1.10), (2.1.11), (2.1.32) et (2.1.33) on obtient la formulation vari-
ationnelle du probléme P1.

Probléme Py : Trouver le champ de déplacement u : [0,T] — V, et le champ de
contrainte o : [0,7] — H, et le champ endommagement « : [0,7] — HY(Q), et le

champ d’adhésion 3 : [0,T] — L*°(I'3) tels que

o(t) = Ae(u(t))) +Ge(u(t), a(t)) p.p. t € (0,T) (2.1.34)
a(t) € K, (a(1),¢ - alt)) sz + alalt), ¢ ~ a(0) 0155
> (Se(u(t), (b)), ¢ = a(t)) 2@, Y¢ € K, p.p. t€(0,7)
(1), 0),, + (0(0), 0D+ F(B(0,u(0).0) = (100} o1
YoeV pp. te(0,7).
B(t) = Haa(B(1): C5(8), R(lu(D)]]), 0<B(t) <1 pp. t€(0,T) (2.1.37)
u(0) = uo, (0) = vo, a(0) = ao, B(0) = By (2.1.38)

Nous remarquons que le probléme variationnel Py, est formulé en termes de déplacement,
champ de contrainte, terrain d’endommagement et champ d’adhésion. L’existence d’une

solution unique de probleme Py, est déclaré et prouvé dans la section suivante.
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2.1.3 Existence et unicité de la solution

Notre résultat principal concernant le bien posé du probleme Py est la suivante.
Théoréme 2.1.1. Supposons que (2.1.12) — (2.1.22) sont satisfaites. Alors il existe une

solution unique {u, o, a, B} du probléme Py. En plus cette solution vérifie

u € HY0,T;V)nCY0,T;H), ii. € L0, T;V"), (2.1.39)
o € L*0,T;H), Div o € L*0,T;V"), (2.1.40)
a € WU2(0,T; L*(Q)) N L*0,T; H(Q)), (2.1.41)
B € WhHe(0,T;L>(T3)). (2.1.42)

Un quadruplet {u, o, a, f} qui satisfait (2.1.34) — (2.1.38) est appelé solution faible
pour le probleme P1. Nous concluons que, dans les hypothéses énoncées, le probleme
(2.1.1) — (2.1.11) a une satisfiait unique solution (2.1.39) — (2.1.42).

Démonstration du théoréme 2.1.1

La démonstration du théoréme 2.1.1 sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basée sur
les résultats des équations d’évolutions avec les opérateurs monotones et les arguments du
point fixe, similaires & ceux utilisés dans [38], mais avec un choix différent des opérateurs.
Nous supposons dans la suite que (2.1.12) — (2.1.22) sont vériffiés.

Soit n € L*>*(0,T;V) donnée. Dans cette premiére étape on construit le probléme
suivant:

Probléeme P . Trouver le champ de déplacement u, : [0,T] — V tel que

(tig(2) s 0)yry + (Ae(iy(t))) 5 €(0))y + (1), 0)y0 ., = (F(B), 0)vrxv

(2.1.43)
Yo eV ppte (0,T).

u,(0) = uo, 0, (0) = vy, (2.1.44)

Pour résoudre le probléme P} nous utilisons le théoréme 1.8.23 d’existence et d’unicité.
Nous avons le résultat suivant:

Lemme 2.1.1 1] existe une solution unique du probléme P\, ayant la régularité exprimé
dans (2.1.39).

Démonstration du lemme 2.1.1
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Nous définissons opérateur A : V — V' par
(Au,v )y = (Ae(u),e(v))y Yu,v € V. (2.1.45)
il résulte de (2.1.45) et (2.1.12)(a) que
|Au — Av|| v < Lallu—vl,,, VYu,veV (2.1.46)

. ! . . . . . .
ce qui montre que A : V — V' est continu, et ainsi de semicontinuous. Maintenant, par

(2.1.45) et (2.1.12)(b), nous trouvons
(Au— Av,u —v)yiy > mygllu—ols, Yu,v€V (2.1.47)

clest a dire, A : V — V' est un opérateur monotone. Choisir v = 0y dans (2.1.47) on

obtient
AU,,U ’ >m u 2 - AO || U
( Wixy > 1 All Hv2 I 1VHV [[ully  Vuev (2.1.48)
> gmallully — 57 140v |l

Ainsi, A satisfait la condition (1.1.67) avec w = jmua et A = 5.—[[ A0y ||y, -

Suivant (2.1.46) et (2.1.12) on en déduit que
[Au[ v < Lalfully +[[A0v |y, Yu eV

Cette inégalité implique que A satisfait la condition (1.1.68). Enfin, nous avons rappele
que par (2.1.28) et (2.1.44) nous avons f —n € L*(0,T; V") et vy € H.. 1l résulte alors du

théoréme 1.8.23 qu'il existe une fonction uniques v, qui satisfait

v, € LX0,T;V)NC(0,T; H), Loe L20,T;V7), (2.1.49)

dv,
b Avy () +n(t) = £(1), ppt € (0,T), (2.1.50)
v,(0) = . (2.1.51)

Soit u,, : [0; 7] — V définir par

uy(t) = /Ot vy (s)ds + up, Vt € [0,T]. (2.1.52)
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Il résulte de (2.1.45) et (2.1.49) — (2.1.52) que u, est une solution de I’ probléme varia-
tionnel PY, et il a la régularité exprimé dans (2.1.38). Ceci conclut la preuve de la partie de
'existence du lemme 2.1.1. Le caractére unique de la solution au probléme (2.1.49)—(2.1.50),
garanti par le théoreme 1.8.23.

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement w, obtenu dans le

lemme 2.1.1 et envisager le probléme suivant la valeur initiale.

Probléme Py, . Trouver le champ d’adhésion B, :10,T] — L>=(I3) tel que
Bo() = HaalB,(0), o (0, R (lun ()]) . pp- £ € (0,7), (2.1.53)
8,(0) = Bq. (2.1.54)

En utilisant la version du théoreme de Cauchy-Lipschitz et arguments signaler fixe de
Banach. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1.2 ] existe une solution unique du probléme P v et qui satisfait (2.1.42). et
de plus

0<3,@1t) <1, Vtel[0,T] pp surTls. (2.1.55)

Démonstration du lemme 2.1.2

Le probléme (2.1.53) — (2.1.54) est un probléme de Cauchy. Afin d’appliquer le théoréme
de Cauchy-Lipschitz, on considére 'opérateur suivant

Soit ¢ € L>°(0,T; L>(I'3)) et soit 'application F,¢(t,.) : L=(I's) — L>(I'3) définie p.p. sur
(0,7) par

Fy(t,8) = Haa (B(1),C(), R([lun@)]]))

L’opérateur F),est continu, et de Lipschitz par rapport au second argument. Comme
By € L*(I'3), Vapplication t — F) (¢, B) appartient & L>°(0,7; L>(I'3)), on peut appliquer
le théoreme de Cauchy-Lipschitz (Théoréme 1.8.22), qui nous donne lexistence et 'unicité

d’une fonction 3, € Wh>(0,T; L>(I's)) tel que

Buc(t) = Haa(B,c(t),C(t), R(Juy(®)]))  pp- t€(0,7) (2.1.56)
Byc(0) = By (2.1.57)

On prouve que f3, . satisfait la condition (2.1.55). C’est & dire, on suppose que f3, ;(to) <
0 pour un certain o € [0,7]. Sous la condition (2.1.22) on a 0< 3,.(0) < 1 et,
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Iapplication ¢ — 3(t) : [0, T] — R est continue, on peut trouver ¢, € [0,%o) tel que 3, -(t1) =
0. Maintenant, soit ¢, = sup{t € [ti,to], B,:(t) = 0},quand t; < to, B3,.(t2) = 0
et [3,.(t) <0 pourt € (t,t]. La condition (2.1.12)(e) et (2.1.39) impliquent que Bng(t) >
0 pour t € (t,t9] donc 3, (to) > 3, (t2) = 0, ce qui est une contradiction. On conclut, que
B,¢(t) > 0 pour tout t € [0,77].
Par un argument semblable, on montre que ﬂnc(t) < 1pour tout ¢t € [0,7].
0<3,:(t) <1 Vtel0,T] pp. surl} (2.1.58)
La propriété 0 < Bng(t) < 1 nous permet donc de considérer 'opérateur A, défini par
Ay LOO(O T; L(Ty)) — L0, T; L¥(T))

(2.1.59)
= [V Byc(s)ds Y tel0,T]

pour lequel on prouve qu’il a un unique point fixe.
En effet, soient (,(, € L°°(0,T; L>(T3)), et soit s € [0,7T].
De (2.1.56), (2.1.57) pour ¢ = 1,2 nous avons

Buc, () = Bt | HualByc (0).C.0). (i 0)) a0
et, en utilisant cette derniére égalité et (2.1.17)(a), on trouve

|5ng1(5) - ﬁn@(s)} < Lyg /Os }ﬁngl(g) - 57,@(8)} df + Laq /OS 1¢1(0) — ¢,(0)] db.

Ici et dans la suite, C' représente une constante positive qui dépend des données mais
elle est indépendante du temps et des conditions initiales, et qui peut changer de ligne en
ligne.

En appliquant le lemme Gronwall ( lemme 1.8.25 ) on trouve

Brcs(5) = ucs (0 <€ [ 16,0) = Co(0)|

et, en intégrant cette inégalité sur I's, on a

182, (5) = By ()| pooiry) < € /0 161(8) = Co(O) ] ey 6. (2.1.60)

De (2.1.59) et (2.1.60) on trouve

1A () = Aot ) < C / / 161(0) = GOl gy 0 ¥ 1€ 10.T).  (2.1.61)
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Réiterant cette inégalité n fois il vient

. . (CT >2n
HAWCI - AWC2||L°°(O,T;L°°(F3)) — (2771)' HCI - CQ”LOO(O,T;LOO(I‘:;)) .

On conclut que pour n suffisamment grand, un itéré A} de A, est une contraction dans
espace de Banach L°(0,T; L>(I'3)).Alors,il existe un unique ¢; € L°>(0,T; L>(I'3)) tel
que AP () = (; et de plus ¢} est aussi I'unique point fixe de A,

Soit 8, = B,¢: la solution de (2.1.56), (2.1.57) pour ¢ = (. Utlisant (2.1.59) et la
relation (1.1.14) on obtient

Ci(t) = /@,g* ds—/ B,(s)ds = Cs (1) Vte[0,T],

et gardant en téte (2.1.56) — (2.1.58) il s’ensuit que f3, est une solution pour le probléme
P et qui satisfait (2.1.42) et (2.1.55). Ce qui conclut la partie d’existence du lemme 2.1.2.
L’unicité s’ensuit de 'unicité du point fixe de I'opérateur A, donné par (2.1.59).
Ce qui termine la preuve du lemme 2.1.2. O
Dans la troisiéme étape, soit 6 € L?(0,T; L*(Q2)). On considére alors pour le champ
d’endommagement le probléme variationnel suivant.

Probléme PY, . Trouver le champ d’endommagement «yg : [0,T] — HY(Q) tel que
ag(t) € K, (c(t), ¢ — ag(t))r2(0) + ala(t), ¢ — ap(t)) (2.1.62)
> (Se(u(t), (1)), ¢ = ao(t))2(0), V€ € K, p.p. t € (0,7)
ag(0) = ap (2.1.63)
Dans I’étude du probléme de PY,, nous avons le résultat suivant.
Lemme 2.1.3 1[I existe une solution unique du probléme PY, | et qui satisfait (2.1.41).
Démonstration du lemme 2.1.3
L’application d’inclusion de (H1 (Q), \-|H1(Q)) dans <L2 (Q), HLQ(Q)) est continue et a
image dense. Notant par (H' (Q)) P’espace dual de H' (Q) et identifiant le dual de L? (Q)
avec lui-méme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

H'(Q) C L*(Q) C (H' ().

Nous utilisons la notation (-, ) 1 (qy)x 1 () POUr désigner le produit de dualité entre (H L)

et H' (Q), nous avons

(aag)(Hl(Q))’le(Q) = (O‘?g)L2(Q) Vo€ L (Q),¢€ a (€2).
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On sait que 'ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non
vide, fermé et convexe dans H! (2). Ainsi, le champ d’endommagement initial oy € K, dans
(2.1.21). Maintenant, en utilisant la définition (2.1.23) de la forme bilinéaire a, pour tout
0, &€ H (), on a

a(p, &) =al( ),
et
la (0,8 <3k (Velly IVElly < cllell o) 18l

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ¢ € H' (), nous avons

a(p, ) =k|Vol%,

alors
a (g, 0)+ (k+ 1) loliaa = b (IVelf + Ielia)
et d’oll
a(p,p)+ co \90|i2(9) Ee} H‘p‘ﬁ{l(ﬂ) avec co=hk+1 et ¢ =k
Nous remarquons que toutes les conditions du théoréme 1.8.24 sont vérifiées. Ce qui con-
clut la preuve du lemme 2.1.3. O

Enfin, & la suite de ces résultats et en utilisant les propriétés de 'opérateur G le fonc-

tionnelle j et la fonction S pour ¢ € [0, 7], nous considérons I'opérateur
A(n, 0)(t) = (A (n,0)(t), A*(n, 0)(¢)) € V' x L*(Q) (2.1.64)
définis par les égalités

(A1, 0) (1), v)vixy = (Ge(uy(t), ap(t), e(v))n + J(B,(t), un(t), v), Vv € V.(2.1.65)
A2(n,0)(t) = S(e(uy(t),ap), YoelV. (2.1.66)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1.4 Pour (n,0) € L*(0,T;V'x L*(Q)) l'opérateur A(n,0) : [0,T] — V'x L?(Q2)
admet un unique point fize noté (n*,0*) € L*(0,T;V' x L?(Q2)) tel que A (n*,0") = (n*,0%)

Démonstration du lemme 2.1.4

Soie (n,0) € L*(0,T; V' x L*(Q)) et soit t1,t2 € [0,T] . En utilisant (1.1.57), (2.1.26) et

(1.2.6), nous avons fix¢, et v e V
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Notons, pour i = 1,2 et en utilisant (1.1.25) (1.1.46) et (2.1.29)

I (0, 0) (1) — A (7, 0) (1)l < [|Ge(uag(r) () — Ge(utg(£2). ()|
+co [Py (uny (1) = i (1)) || oo 1y

+co [Vl oo (ra) ||B3(t1)(—R(uW(t1))+ - /Bl%(tQ)(_R(uﬁl/(tz))'f‘HLOO(F?))

o [pe(By, (0), w1 (0)) = By, (1) e 20|

+ Joy [pe(Ba, (0, 01r(8) = o8, (8), 020 (8))| o] da

< Cllu(t1) = (ug(t2)lly + llaa(t) = aulta)ll gy + 18(1) = By(t2)| poe

Rappelons que ci-dessus u,,,, u,, désignent les composantes normale et tangentielle de la

(2.1.67)

fonction wu, respectivement. FEnsuite, en raison des régularités deu,, oy et 3, exprimée
en (2.1.39),(2.1.41) et (2.1.42) respectivement, on déduit de (2.1.67) que A'(n,0)(t) €
C(0,7;V'). Par un argument similaire, de (2.1.66) et (2.1.14) il s’ensuit que

[A%(1,0)(t2) = A*(0, 0)(t2) | 1oy < Clllun(t) = (un(t2) Iy, + llto(ts) — a(t2) 12
(2.1.68)

par conséquent, A%(n,0) € C(0,T;L*(Q)) et , A(n,0) € C(0,T;V' x L*(Q)).
Soit maintenant (1,61), (n502) € L2(0,T;V" x L(2)). Nous utilisons la notation u,, =
Ui, Uy, = Vi, g, = et Bm = uy;, pour ¢ = 1, 2. Des arguments similaires a ceux utilisés dans

la preuve de (2.1.67) et (2.1.68) on a

1A, O)(t1) = A, 0)(t2) [l p2(0) < Clllua(t) = (ua(B)ly,

(2.1.69)
+llea(t) — ()]l o) + |81 (t) — 52(t2)||Lm(p3)
t
depuis u;(t) = / v;(s)ds + uy pour tout ¢ € [0,7], nous avons
0
2 ' 2
lun(t) — ua(0)|2. < o/ lo1(s) = va(s)|2 ds, ¥t € [0,7]. (2.1.70)
0

En outre, a partir de (2.1.43), nous en déduisons que p.p. sur (0,7)
(01 = V2,01 — v2)yr oy + (Ae(vr) — Ae(vr), e(vr = v2))p + (1 — M, 01 — V2)yr ey =0

Nous intégrons cette égalité par rapport au temps. Nous utilisons les conditions initiales

v1(0) + v9(0) 4+ vg et (2.1.12) pour constater que

mA/O lo(s) — va(s)ly ds < —/0 (11 (s) = m2(5), v1(8) = va(8))yrsevds, VL [0,T].
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Puis, en utilisant 'inégalité 2ab < a,y—z + ~b% nous obtenons

t t
[l = sl ds <€ [ lnls) = mo)lfods, v T L
0 0
D’autre part, le probléme de ’adhérence de Cauchy nous pouvons écrire

= Bo+ /Had Cs,(8), R(l[wi()]))ds, i =1,2. (2.1.72)

on utilise (2.1.72), (2.1.11) et (2.1.17) et la définition (1.1.24)

161(t) — By(t)] < L., / 1B1(5) — a(s)| ds + L, / 1Cs () — Con ()] ds
L [ () = (o)l ds

et en utilisant la relation (1.1.25) on a

/ €, (5) = s, (s)| ds < 0/ 1B1(t) — By(t)] ds. (2.1.73)
0 0
Maintenant par (2.1.72) et (2.1.73) et I'inégalité de Gronwall on a
181(t) = By(1)]* < C/ lu1(s) — ug(s)] ds.
0

Intégrant cette inégalité sur I's et utilisons (1.1.46) on obtient

181(2) = Ba(t) e ) < C/ lur(s) = ua(s)lly ds, ¥t e[0,T],
0

De (2.1.62) on en déduit que
(Oé1 — Qip, (0 — O‘Q)V’xv + CL(Oé1 — O, 01 — 062) < (91 — 03, a1 — 042)L2(Q)7 p.p.te (OvT)'

Intégrer I'inégalité par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales a;(0) =
g g p P

a3(0) = ap et l'inégalité a(a; — ag, a3 — ag) > 0 nous trouvons

3 l0n() = aa(D)l0) < € [ (01 = ba(s).00(5) = aa(s)) 2,

ce qui implique que

1 t t
31010 = a0y < € [ (101(6) = 029y ds+ [ lln(s) = a0
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Cette inégalité combinée avec I'inégalité de Gronwall conduit a
t
Joa(®) = 0alt)a < C [ 102(5) = o(o)agy s V0T (2070

Nous remplagons (2.1.73) dans (2.1.69) et nous utilisons (2.1.70) pour obtenir

\Mmﬁmw—M%%WMiwmpzcwmw—m@M+Anm@—m@mds
+ ||041(f) - 042@)”%2(9))
SCAHM$—W®%dHWm@—%®Emy

Il en résulte maintenant de ce qui précede et les estimations (2.1.71) et (2.1.74) que

||A(771’ 01)(t) - A(??2, 02)<t)||3/”><L2(Q) < C</0 ||(771’ 01)<8) - (772’ 92)<S)||3/"><L2(Q) ds.

Reéitérant cette inégalité m temps de conduit a

(G

m)!

IA™ 1,020 (8) = A" 01, 02) D[220y < 16,500) = (,.02) |20 710200 -

Ainsi, pour m assez grand, A™ est une contraction sur le espace de Banach L%(0,T; V"’ x
L*()) et ainsi deA a un unique point fixe.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 2.1.1

Démonstration du théoréme 2.1.1

Existence.

Soit (n*,0*) € L*(0,T;V' x L*(Q)) le point fixe de A défini par (2.1.64) et soient u,, oy et
f3,, les solutions des problémes Pl , PYet P€ pour 7 =n", 1.6 U = Uy, = ..

Nous désignons par o la fonction donnée par (2.1.22). Clairement (2.1.22), (2.1.24) et
( 2.1.25) sont vérifiées.

Puisque A(n*,0%) = (n*,0") on déduit (An*(t),v) = (n*(t),v) Vv eV, pp. t€(0,T).
Et, gardant en téte (2.1.29), (2.1.41), on déduit que (2.1.23) est satisfaite.

La régularité (2.1.26) s’en suit de (2.1.17), pendant que la régularité (2.1.28) et la propriété 0 <
B(t) < 1sont des conséquences du lemme 2.1.2. En outre, puisque u € L*(0,7;V), il s’en
suit de (2.1.10) et (2.1.22)que 0 € L>(0,T;H).

Choisissant maintenant v = @ ot ¢ € D (Q)%dans (2.1.36) et utilisant (2.1.18) et
(2.1.29) on trouve

pii = Divo(t) + fo(t) p.p. t€(0,T).
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Maintenant (2.1.18) et (2.1.19) la régularité exprimé dans (2.1.39) et I'egalité ci dessus
impliquent que Divo € L*(0,T; V") lequel ason tour impliques € L*(0,T;H).

Unicité. La partie de I'unicité est une conséquence de I'unicité du point fixe de ’opérateur
A, et de l'unicité des probléemes PY. , PYet P@. A cet effet, soit {u, o, a, 5} 1a solution du
probléeme (2.1.34) —(2.1.38) ayant la régularité (2.1.49) —(2.1.42), et on considére un élément
(n*,0%) € L*(0,T;V x L*(2)) défini par

(n(t)av)V = (gg(u(ﬂ:a(t)vg(v))?i+j<ﬁ(t)7u(t)7v)a Vo € Va te [OaT] (2'1'75)
S(e(u(t)), alt)). (2.1.76)

>
~

~
N

L’équation (2.1.71),(2.1.73) et (2.1.74) qui la condition initiale u(0) = u signifie que u
est une solution de P{, et comme il résulte du lemme 2.1.1 que ce probléme a une solution
unique, notée u, nous concluons que

uUu=1u

. (2.1.77)

Ensuite, (3.1.32),(2.1.74) et (2.1.75) et la condition initiale 5(0) = /3, implique que 3
est un solution de P@ depuis le lemme 2.1.3 montre que le probleme a une solution unique,

notée f3,, nous obtenons
B =0, (2.1.78)

L’équation (2.1.30), (2.1.74) et la condition initiale a(0) = «p impliquent maintenant
que « est une solution de P, du lemme 2.1.4 probléme PY, a une solution unique, notée oy
et il s’ensuit que

a = ag. (2.1.79)

En utilisant (2.1.64) et (2.1.75) — (2.1.79), nous concluons que A(n,0) = (n,0) et par

I'unicité du point de A fixe, il s’ensuit que
n=n", 0=0". (2.1.80)

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de (2.1.77) — (2.1.79) avec

I'équation 0 = As(i) + G(e (u), o).
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2.2. Probléme de contact bilatéral en viscoélasticité

2.2 Probléme de contact bilatéral en viscoélasticité

Dans de nombreuses situations de la physique et de la mécanique, les processus quasi-
statiques sont insuffisants & décrire les phénoménes, on rencontre alors des processus dy-
namiques de contact. Dans cette partie de cette thése on propose d’étudier un probléme
dynamique de contact bilatéral sans frottement avec adhésion et endommagement entre un
corps viscoélastique et une fondation. Le processus d’adhésion sur la surface de contact est
modélisé par une variable interne de surface appellée champ d’adhésion. L’endommagement
causé par les déformations viscoélastiques du matériau est modélisé par une variable in-
terne du corps appellée champ d’endommagement. Le contact est bilatéral et la contrainte
tangentielle due & I'adhésion, est inclue.

Le probléme est formulé par un systéme d’équations et d’inéquations aux dérivées par-
tielles contenant 1’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comportement
du matériau avec endommagement, une inclusion du type parabolique modélisant le champ
d’endommagement, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion et les condi-
tions aux limites auxquelles il est soumis.

Cette section est divisée en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous com-
mencons par formuler le probléme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les
données. Ensuite, dans le deuxiéme paragraphe, nous décrivons la formulation variation-
nelle du probléme. Enfin, dans le troisieme paragraphe, nous énongons et démontrons un
théoréme d’existence et d’unicité de la solution faible relative au probléme.

Les techniques employées sont basées sur la théorie des équations variationnelles, des
opérateurs monotones et des arguments du point fixe.

Les résultats de cette partie on fait 'objet de la publication [53]

2.2.1 Formulation du probléme mécanique-Hypothéses

Nous considérons un corps viscoélastique qui a l'instant ¢ = 0 occupe un domaine borné
Q C R4d = 2,3) de frontiére réguliére, constitué¢ de trois parties disjointes I'y, I'y et I's
tels que mesl';y > 0. Soit T' > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en question. Ce corps

est encastré sur I'y x (0,7"), dans une structure fixe. Sur I'y x (0,7") agissent des tractions
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surfaciques de densité fs, et dans Q x (0,7 agissent des forces volumiques de densité fj et
en adhésion avec une base sur la partie I'; de sa frontiére. Avec ces considérations, on peut
formuler

Le probléeme mécanique qu’on étudie qui est le probléme 2 du chapitre 1.

Probléme P2 :  Trouver le champ des déplacements u : Q x[0,T] — R? et le champ
des contraintes o : Q x [0,T] — S le champ d’endommagement «: Q x [0,7] — R, et

le champ d’adhésion [3:T'5 x [0,T] — [0, 1] tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Ge(u(t), alt)) dans Qx (0,7), (2.2.1)
& — kAo + 0ok (a) > S(e(u), a) dans Qx (0,7), (2.2.2)
p i = Divo+ fo dans Qx (0,T), (2.2.3)
u = 0 sur Ty x (0,7), (2.24)
ov = f sur Ty x (0,7), (2.2.5)
w, = 0 sur T3 x (0,T), (2.2.6)
—or = p(B,ur) sur T3 x (0,7), (2.2.7)
B = Haa(B, R (|| url])) sur T3 % (0,7),  (228)
g_i = 0 sur D' x (0,7), (229)
u(0) = wg, u(0)=wvy «(0)=ay dans (2.2.10)
B0) = 3, sur Ty (2.2.11)

L’équation (2.1.1) représente la loi de comportement viscoélastique non linéaire avec
endommagement. L’évolution du champ d’endommagment est modelisée par 'inclusion du
type parabolique donnée par relation (2.1.2) ou S est la fonction source de 'endommagement.
L’équation (2.2.3) représente 1’équation du mouvement ou p désigne la masse volumique
matériau. Les conditions (2.2.4) — (2.2.5) sont les conditions déplacement-traction. Les
conditions (2.2.6) — (2.2.8) représentent les conditions de contact avec adhésion sur la partie
I'; de la frontiere §2. L’équation (2.2.9) représente un homogeéne condition limite Newmann
ou O représente la normale dérivé de a. Dans (2.2.10) nous considérons les conditions

ov

initiales o ug est le déplacement initial, v, la vitesse initiale et oy ’'endommagement initial.
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Enfin, dans (2.2.11) on a la condition initiale, dans laquelle 3, représente le champ initial
d’adhésion.
Pour I’étude du probléme P2, on considére les hypothéses suivantes:

L opérateur de viscosité A
A Q x S* — S satisfait la condition (2.1.12) (2.2.12)
L’opérateur d’élasticité G
G:Q xS?— S satisfait la condition (2.1.13) (2.2.13)
La fonction de la source d’endommagement S
S:Q x SR — R satisfait la condition (2.1.14) (2.2.14)
La fonction de contact tangentiel p,
pr T3 x R x RY — R? satisfait la condition (2.1.15) (2.2.15)

La fonction d’adhésion Hu,q: T3 x R x [0, L] — R satisfait

)
(a) Il existe Lyqq > 0 tel que

|Haa(z,b1,7) — Haa(z,b9,7)| < Lpaa [by — bo
Vbi,be €R, re|0,L], ppxels et
| Haog(,b1,71) — Haa(w, b2, 72)| < Lpgaa ([br — ba| + |11 — 79])
Y by,by € [0,1], 71,72 € [0, L], p.p.x € s;
(b) Papplication x — H,4(z, b, ) est Lebesgue mesurable sur I'; (2.2.16)
VbeR, rel0,L];
(c) Papplication (b, 1) — Haq(x,b,r) est continue sur Rx [0, L],
p.p.x € ['s;
(d) Hug(z,0,7)=0 Vrel0,L], ppxzels;
() Hug(z,b,r) >0 Vb<0, re|0,L], pp.x€Tzet
Hog(z,b,7) <0 Vb>1, rel0,L], ppx eTs.

\
On note que si § € L*®(I'3) et r : I's — Rest une fonction mesurable, alors les

conditions (3.2.16) impliquent que x+ — H,q(x, B(x), Rr(x)) € L>®(I3).
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On suppose que la densité de masse satisfait
p € L*®(Q) etqu’il existe p* >0 telque p(z)>p* ppx € (2.2.17)
et que les forces volumiques et de traction surfacique ont la régularité
fo€ L*0,T; H), fo € L*(0,T; L*(Ty)%). (2.2.18)

Finallement, les conditions initiales satisfait

Uy € V, Uy € H, (2219)
a € K, (2.2.20)
By € L¥([T3) et 0<B,<1 ppuxels. (2.2.21)

Pour I'étude du probléme P2, on définit le sous-espace fermé V de H; par
V={ve H/v=0surly, v, =0sur I's} (2.2.22)

Dans la suite nous définissons sur ’espace H un nouveau produit scalaire donné par

((u,v)g = (pu,v)g  Yu,v € H. (2.2.23)
et soit || .|| g la norme associée, i.e.
1
vy = (pv,v)}, VYveH. (2.2.24)

En utilisant ’hypothése (2.2.17), il s’ensuit que || .||, et | .|, des normes équivalentes sur
H. En outre, l'inclusionde (V, |.|;,) dans (H, || .|| ;) est continue et dense. Nous notons dans

la suite par V' I'espace dual de V. Identifiant H avec son propre dual, nous pouvons écrire
VcHcCV.

Nous utilisons la notation (., .), s, , pour représenter la dualité entre V’et V.Nous
avons

(u,v)y v =(u,v))g Yue H vel. (2.2.25)

Finallement, nous noterons par || .|| la norme sur I’espace dual V".
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Le théoréeme de représentation de Riesz, entraine ’existence d’un élément
f(t) € V' telque
0y v = ol 0+ (St 0)pays VEV, pp te(O,T).  (22.26)

Soit j: L>®(I'3) x V x V — R la fonctionnelle

J(B,u,v) :/ p-(B,ur) v dl Ve L*®(T), Yu,ve V. (2.2.27)
s

Gardant a l’esprit (2.2.15), on observe que l'intégrale (2.2.27) est bien définie et on note
que la condition (2.2.18) implique

f e L*0,T;V"). (2.2.28)

2.2.2 Formulation variationnelle

Retournons maintenant & la formulation variationnelle du probléeme mécanique P2 . Pour
cela, nous supposons dans la suite que {u, o, a, 5} sont des fonctions réguliéres satisfaisant
(2.2.1) — (2.2.11) et soit v € V, t € (0,T).

En utilisant la formule de Green et (2.2.1) nous avons

(pi(t),v)g + (a(t),s(v))H:/Q fo(t).vdx—l—/ra(t)l/.vdl“.

Ensuite, par (2.2.4), (2.2.5), (2.2.23), (2.2.25) et (2.2.26) nous trouvons

(U(t),v)y ey + (0(t),e(w)n= (ft),v)y v + /F cvwdl Yve H; (2.2.29)
5
I s’ensuit maintenant de (2.2.6) et (2.2.7) que
ov.v=o0,v,+0;.0, =0—p(B,u;)v, sur T3x(0,7),
et par conséquent, de (2.2.27) et de (2.2.29) nous trouvons

(u(t) ’U)V "xV + (J(t)7 5(”))7‘( + ](6@)7 u(t)a U) = (f (t)v U)V "XV - (2230)

Pour conclure, de (2.2.2), (2.2.8) — (2.2.11), (2.2.30) et (2.1.33) nous obtenons la formu-

lation variationnelle suivante du probléme mécanique P2.
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Probléme Py : Trouver le champ des déplacements w : [0,T] — V, et le champ
descontraintes o : [0,T] — H, et le champ endommagement « : [0,7] — H'(Q), et le

champ d’adhésion 3 :[0,T] — L>®(I'3) tels que
o(t) = As(u(t)) + Ge(u(t), o)  pp. t€(0,7), (2.2.31)

a(t) € K, (&(t), ¢ = a(t)) @) + ala(t), ¢ — alt))

> (Se(u(t)), alt), ¢ —a(t)) 2@,  VCe K, pp. te(0,T)
(2.2.32)
) o)y + (O GO0 = Oy o
YoeV, pp. te€(0,T),
B(t) = Haa(B(t), R(lu-(1)])), 0<B(t) <1 pp. te[0,T], (2.2.34)
u(0) = up, u(0) = uy, B(0) = B, . (2.2.35)

L’étude du probléme Py va faire 'objectif du paragraphe 2.2.3

2.2.3 Existence et unicité de la solution

Notre resultat principal d’existence et d’unicité est le suivant
Théoréme 2.2.1 Sous les hypothéses (2.2.12)—(2.2.21), le probléme variationnel Py admet

une solution unique {u,o,a, B} ayant la régularité suivante

u e WY0,T:V)NCH[0,T];H), & € L*(0,T;V ), (2.2.36)
o € L*0,T;H), Div o € L*0,T;V"), (2.2.37)
a € WU20,T; L*(Q) N L*0,T; H(Q)) (2.2.38)
B e Whe(0,T; L®(Ts)). (2.2.39)

On conclut que, sous les hypothéses (3.2.12) — (3.2.21), le probléme P2 a une unique
solution faible qui satisfait (3.2.36) — (3.2.39).

Démonstration du théoréme 2.2.1

La démonstration du théoréme 2.2.1 sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basée sur

les résultats des équations d’évolutions avec les opérateurs monotones et les arguments du
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2.2. Probléme de contact bilatéral en viscoélasticité

point fixe, mais avec un choix différent des opérateurs. Nous supposons dans la suite que
(2.2.12) — (3.2.21) sont vérifiés.
Soit n € L*(0,T; V’) donné, Nous considérons le probléme variationnel suivant

Probléme P} . Trouver le champ de déplacement u,, : [0,T] — V tel que

(g (1), )y 7+ (Ae(uy (1)), () + (1), V)y ey = (F(8): )y v

(2.2.40)
VoeV, pp. t€(0,T),

u,(0) = uo, U, (0) = v, (2.2.41)

Pour résoudre le probléme P7,, nous utilisons le théoréme 1.8.23 d’existence et d’unicité
cité ci-dessous pour plus de détails voir théoréme de Krasonelski (voir par exemple [38] page
60.

Lemme 2.2.2: I] existe une unique solution du probléme P7., et qui satisfait (2.2.36).

Démonstration du lemme 2.2.2

Nous définissons 'opérateur A: V — V' par
(Au,v),, = (Ae(u),e(W))n ¥V u,veV. (2.2.42)
Utlisant (2.2.42), (2.2.12) et (1.1.19)(1.1.20). Il s’ensuit que
[Au= Avlly: < C [ Ac() = A=(W)ll,, ¥ wve V.

et, gardant a lesprit (2.2.12) et le théoréme de Krasnoselski ( voir par exemple[38], p.60),
nous déduisons que A : V' — V' est un opérateur continu.

Maintenant, par (2.2.42), (2.2.12), et(1.1.44), (1.1.45) nous trouvons

(Au—Av,u — )+ >myllu—vl]? Y uveV (2.2.43)

. ’ ,
ie A: V — V est un opérateur monotone.

On choisit v = 0y dans (3.2.43) on a

(Auyu)y oy = mallully = A0y [ully,
> Smallully = 5o A0V, Vu eV,
ce qui implique que A satisfait la condition (1.2.41) avec le choix de A = gm aet a =
s A0V [T/

56



2.2. Probléme de contact bilatéral en viscoélasticité

En outre, par (2.2.42), (2.2.12) on trouve
[Aully: < [lAe(u)lly, < Cft fle(u)lly +C58 YuecV

De cette inégalité et de (2.2.41) et de 1’égalité (1.1.44), (1.1.45) implique que l'opérateur
Asatisfait la condition (1.2.42) du théoréme 1.8.23. Finalement, nous rappelons que f —
n € L*0,T;V )et vy € H voir (2.2.28) et (2.2.21). 1l s’en suit maintenant du théoréme

1.8.23 qu’il existe une unique fonction v, qui satisfait:

vy € L2(0,T: V)N C([0,T); H), % c L20.7:V)
% + Avp(t) +0(t) = (1), pp. t€(0;T) (2.2.45)
vy(0) = vo. (2.2.46)

Soit w, : [0; 7] — V' la fonction définie par
t
uy(t) = /vn(s) ds+uy Vtel0,T]. (2.2.47)
0

Il s’ensuit de (2.2.42), (2.2.44) — (3.2.47) que u,, est une solution du probléme variationnel
P, ayant la régularité (2.2.36), ce qui conclut la partie d’existence du lemme 2.2.1. La partie
d’unicité résulte de I'unicité du probleéme (3.2.44) — (3.2.46), et est garanti par le théoreme
1.8.23.

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement w, obtenu dans le
lemme 2.1.1 et envisager le probléme suivant la valeur initiale.

Probléme P€ Trouver le champ d’adhésion 3, : [0,T] — L>(I'3) tel que
By(8) = HoalB,(0). B (e () pp- € (0,T) (22.48)

B,(0) = 5o (2.2.49)

En utilisant la version du théoréme de Cauchy-Lipschitz et arguments signaler fixe de
Banach. Nous avons le résultat suivant.
Lemme 2.2.2 ]| existe une solution unique du probléme P@ , ayant la régularité 5 €

Wheo(0,T; L°°(T3)). et verifie de plus,

0<3,(t)<1 Vtel0,T] p.p surls. (2.2.50)
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et il existe une constante positive C' telle que pour 1,7, € C([0,T];V), on a

Hﬁm(t) - ﬁ%(t)”;(l,s) < C/ lun (s) — un2(5)||%/ ds Vtel0,T] p.p. sur T's (2.2.51)
0

Démonstration du lemme 2.2.2

Soit n € C([0,T] ; V) fixé, et pour la simplicité nous supprimons la dépendance de di-
verses fonctions de x € I's. Notons que les égalités et les inégalités ci-dessous restent valable
p.p.sur['s.

Considérons I'application F : [0,7] x L>®(I'3) — L*°(I'3) défini par

F(t,8) = Haa(B, R(|lu-()]]),

pour t € [0,T] et 5 € L>(T3).

Il est facile de vérifier que F est de Lipschitz continue par rapport a la deuxiéme variable,
uniformement en temps; en outre, pour tout 5 € L>°(I's),’application ¢t — F'(t, ) appartient a
L>(0;T; L>(T'3)). Ainsi, existence et 'unicité de la solution 3, de (3.2.33) s’ensuit d'une
version du théoréme Cauchy-Lipschitz, théoréme 1.1.22.

Pour vérifier (3.2.34) supposons, que 3, (ty) < 0pour un certain ¢o € [0,77].

Sous la condition (3.2.16) on a 0 < f3,(0) < 1et, I'application t — j3(t) : [0,T] — R est
continue, on peut trouvert, € [0,ty) tel que 3, (t;) = 0.

Maintenant, soit ty = sup{t € [t;,t0], 3,(t) =0} quand ty <ty, §,(t2) =0 et 3,(t) <
0 pour t € (o, to].

La condition (3.2.13)(e) implique que 3, (t) > 0 pour t € (ta, to], donc B, (to) > B,(t2) =
0, ce qui est une contradiction.

Par un argument semblable on montre que 3, (t) < 1 pour tout ¢ € [0,77].

Soit ¢t € [0, T fixé et soit n, € C([0,T] ; V) pour i = 1,2. Alors,

By (t) = By + /Had(ﬁm(s), R(JJuir (s)||)) ds; i=1,2 (2.2.52)

En utilisant (3.2.36) et (3.1.14)(a) et la définition de l'opérateur R dans (1.1.13) on

obtient
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t

|8y, () = By, (1)] S/!Had(ﬂm(S%R(Huh(S)H)—Had(5n2(8)>R(HU2T(8)H)}ds

0

18, (8) = ()] < Lirus / 18,.(5) — B,.(5)| ds + Liraa / 1o (5) — s (s)] ds

0 0
Maintenant par (3.1.45) et (3.1.46) et 'inégalité de Gronwall on a

¢
2 2
5,4(0) = B, O < C [ Juar(s) = s (5) s
0
Intégrant cette inégalité sur I's et utilisons (1.1.43) on obtient

t
2 2
180, = 81,0l < C [ n(e) = wao)lf ds. viepT), (2259
0
Dans la troisiéme étape, nous laissons 0 € L*(0,T; L*(f2)) accordée et considérer le
probléme variationnel suivant pour le champ de dommagement

Probléme PY, . Trouver le champ d’endommagement «yg : [0,T] — HY(Q) tel que

ag(t) € K, (Go(t),¢ — ao(t))r2) + alas(t), — ag(t)) (2.2.54)
V(e K, > (Se(u(t)), ay(t)), ¢ — ap(t))r2), p-p- t€(0,7T)

ap(0) = ag (2.2.55)

Dans I’étude du probléme de PY,, nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.2.3 Il existe une solution unique du probléme PY | ayant la régularité o €
Wh2(0,T; L*(Q2)) N L*(0, T; H()).

Démonstration du lemme 2.2.3

Démonstration du lemme 2.2.3, en utilisant les memes argument du lemme 2.1.3.

On note par ay la solution de probléme PY, obtenue dans le lemme 2.2.3.

Maintenant, pour t € [0; 7], nous considérons ’opérateur
A(n,0) : I2(0,T; V' x L2(Q)) — L(0,T; V' x L*(Q))

défini par: pour chaque (n,0) € L*(0,T; V " x L*(Q))
A(n,0)(t) = (A (n,0)(t), A*(n,0)(t)) € V' x L*(Q) (2.2.56)
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avec

(A1, 0)(1), v)vrxv = (Ge(uy(t), an(t), £(v))ae + 5 (B, (), un(t), ),

(2.2.57)
YoeV,tel0,T]

A*(n,0)(t) = S(e(uy,(t),q), Vv eV. (2.2.58)

Ici, pour tout (n,0) € L*(0,T; V' ox L*(Q)), uy, B, et ag représentent le champ des
déplacements, le champ d’endommagement et le champ d’adhésion obtenus dans les lemmes
2.2.1, 2.2.2 et 2.2.3 respectivement. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.2.4 1l existe un élément unique (n*,6*) € L*(0,T; V' ox L3(Q)) tel que
A(™,07) = (0", 60).

Démonstration du lemme 2.2.4
Soit (1, 0) € L2(0,T; V' xL2(Q)) et soit ¢y, 1, € [0,T]. Utilisant (2.2.57), (2.2.12), (1.1.44)
et (1.1.45)
(AL (n,0)(t1) — A0, 0)(t2),0),, 7, = (Ge(uy(ta),, atr)) — G e(uy(t2)), £(v), atz))
+3(B,(t1) = B, (ta), uy(t1) — uy(ta),v), VoveV, te[0,T]

Nous obtenons

1A (1, 0)(t1) = AM(n, O)(t2) 1y < N1G & (uy(tr), o(tr) — G & (uy(t2), xt2)) Iy,

O [[p2(8, (1), e (0)) = (8, (12) we (2)) ,
et gardant a l'esprit (2.2.13) et (2.2.15), nous trouvons
1AL (1, 6) (1) — Al(n,9>(t2)||v’ < Cluy(ty) — Un(t2)||v + |le(ts) — O‘(tQ)HLQ(Q) (2.2.59)

+C’

B.(h) — B, (1)

L*(T'3)

Ensuite, en raison les régularités de u,, ay et 3, exprimée dans (2.2.36),(2.2.38) et
(2.2.39) respectivement, on déduit de (2.2.57) que A'(n,6) € C(0,T;V"). Par un argument
de similaire, a partir de (2.2.58) et (2.2.14) il s’ensuit que

[A%(1,0)(t2) = A*(0, 0)(t2) || 1) < Clllun(t) — un(t2) [y +llco(ts) — ag(te)ll 12y (2.2.60)

On déduit des inégalités (2.2.60) que A2 € C ([0,T] ; L*(Q)) et A, € C ([0,T] ; V' x L*(Q2)).
Soit maintenant t € [0,7] fix¢, et soit (1;,01) et (ny,02) € L*([0,T]; V' x L3(Q)) et

notons par u,, = ui, U, = vy, = v;, ap, = a; et 3, = [; pour i =1,2.
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Utilisant les arguments similaires a ceux dans la preuve de I'inégalité (2.2.59) et (2.2.60),
il vient
2 2
1A, 0)(8) = A 8Osy < € lua(t) — ws @I +C 8, (6) — 8,0 Pae

+ l|ao(tr) — as(t2)ll 12
(2.2.61)

Nous remplagons (2.1.53) dans (2.1.61) et nous utilisons (2.1.61) pour obtenir

t
2
[A(n,. 6:)(t) = Aln,, 62) (D[ < Cllua(t) —ua(B)]ly +/0 lur (s) —ua(s)lly, ds
+las(t) = ax(t) 1 720)
t
2
<C [ onts) = sl ds+ 18,0 = 5,0 e,
0
Il en résulte maintenant de ce qui précede et les estimations (2.1.62) et (2.1.67) que

2

HA(?]I,Ql)(t) - A(772,(92)(t)’ V' xL2(Q) < C(/O H(m,@l)(s) - (772792)(8)H3/’><L2(Q) ds)

Réitérant cette inégalité m temps de conduit a

||Am(?71’ 91>(t) o Am(nz’ 62)<t)Hi2(O,T;V'><L2(Q)) < H(nﬁ 91) o <772’ 62)||12(0,T;V'><L2(Q)) ’

Ainsi, pour m assez grand, A™ est une contraction sur le Banach espace L?(0, T’ V' x
L?(2)) et ainsi deA a un unique point fixe.

Passons maintenant a la démonstration du théoréme 2.2.1

Démonstration du théoréme 2.2.1

Existence. Soit (n*,0*) € L*(0,T;V x L*(Q)) le point fixe de A défini par (3.1.56) —
(3.1.58). On note par u,~ la solution du probléme P, pour 7 = n*et soit ay- la solution du
probléme PY, pour 6 = 6*. Soit B, la solution du probléme P€ pour 1 = n*.

Nous désignons par o,- la fonction donnée par
oy (1) = Aty (t)) + G & (e (1), e (1))

En utilisant (2.2.57), (2.2.58) en gradant a l'esprit que A'(n*,0") = n*, A%(n*,0%) = 6*
on trouve que le quadruplet {u,«,o,~, ag-, Bn*} est une solution du probléme Py.. Cette
solution a la régularité exprimés en (2.2.36) — (2.2.39) cela résulta de la régularités des

solutions aux problémes PY,, P, et PY. De plus, il résulte de (2.2.36), (2.2.12) and (2.2.13
v LV v
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qui o,» € L*(0,T;H). Choisissant maintenant v = ¢ ot ¢ € C5° (Q)? et utilisant (2.2.17)
et (2.2.27) on trouve
pii = Divo(t) + fo(t) p.p. 1€ (0,T).
Les hypotheses (2.2.17) et (2.2.18) la régularité exprimé dans (2.2.36) et I'egalité ci dessus
impliquent que Divo € L?(0,T;V’) dont il résulte que o € L?(0,T;H).
Unicité. Soit {u,«,o,«, ap+,3,.} est une solution du probléme Py. obtenu ci-dessus

et soit {u,,0,, ap, B,} une outre solution qui satisfait (2.2.36) — (2.2.39). On note 7 €
L*(0,T;V') and 6 € L?(0,T; L*(Q)) les fonctions

(nt),v)v = (Ge(u(t),a(t),e(v))y +j(B1),u(t),v), YveV, tel0,T](2.2.62)
0(t) = S(e(u(t)),alt)). (2.2.63)

L’équations (2.2.31), (2.2.33) et (2.2.62) qui la condition initiale u(0) = uy signifie que u
est une solution de P}, et comme il résulte du lemme 2.2.1 que ce probléme a une solution

unique, notée u, nous concluons que

w=u, (2.2.64)

Ensuite, (3.1.32), (2.2.64) et (2.2.34) et la condition initiale 5(0) = /3, implique que
est un solution de P@ depuis le lemme 2.2.2 montre que le probléme a une solution unique,

notée ﬁn, nous obtenons
B =5, (2.2.65)

L’équations (2.2.32),(2.2.63) et la condition initiale «(0) = «ap impliquent maintenant
que « est une solution de P, du lemme 2.2.3 probléme PY, a une solution unique, notée
et il s’ensuit que

a = qy. (2.2.66)

En utilisant (2.2.56) et (2.2.62) — (2.2.66), nous concluons que A(n,0) = (n,0) et par

I'unicité du point de A fixe, il s’ensuit que
n=n, 0 =06 (2.2.67)
L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de (2.1.64) — (2.1.67) avec

Iégalité o = As(u) + G(e (u), ).

62



Chapitre 3

Problémes piézoélectriques de contact
avec frottement et adhésion et

endommagement

Le deuxieme chapitre dans cette thése est consacré a 1’étude de certains problémes de contact
impliquant I’adhésion et endommagement avec le frottement, entre un corps ayant une loi de
comportement électro élasto-viscoplastique ou électro viscoélastique avec mémoire longue
et une fondation. Elle est composée de deux sections.

Dans la premiére section, nous étudions un probléme de contact avec frottement et
adhésion en électro élasto-viscoplastique avec endommagement. Nous allons dériver une
formulation variationnelle du probléme mécanique originaire, pour lequel nous démontrons
qu’il existe une solution faible unique en utilisant des techniques de point fixe pour des
opérateurs construits dans des espaces de Banach appropriés.

Dans la deuxiéme section, nous analysons un probléme de contact avec frottement et
adhésion en électro-viscoélasticité avec mémoire longue et endommagement, pour lequel
nous dérivons une formulation variationnelle. Nous établissons un résultat d’existence et

d’unicité d’une solution au probléme variationnel.
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3.1 Probléme électro élasto-viscoplastique avec frotte-
ment et adhésion et endommagement

Dans cette section, on considére un probléme de contact avec frottement et compliance
normale dans un processus quasistatique. Le matériau est électro élasto-viscoplastique et
endommagement. Le processus d’adhésion sur la surface de contact est modélisé par une
variable interne de surface appellée champ d’adhésion. L’endommagement causé par les
déformations élastiques du matériau est modélisé par une variable interne du corps appellée
champ d’endommagement. Le frottement est formulé par une version de la loi de Coulomb.

Le probléme est formulé par un systéme d’équations et d’inéquations aux dérivées par-
tielles contenant I’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comportement
du matériau avec endommagement, une inclusion du type parabolique modélisant le champ
d’endommagement, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion et les condi-
tions aux limites auxquelles il est soumis.

Cette section est divisé en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous présen-
tons le probléeme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans le
deuxiéme paragraphe, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique.
Enfin, dans le troisieme paragraphe, nous étudions l’existence et 1'unicité d’une solution
faible du probléme mécanique. Les résultats de cette partie on fait ’objet de la publication

[54)].

3.1.1 Formulation mécanique du probléme

Le probléeme étudié dans cette section entre dans le cadre physique n°. 2, présenté
dans le premiere chapitre du mémoire et par conséquent nous utilisons le deuxiéme modeéle
mathématique. Pour que le modeéle soit complet, précisons que la loi de comportement est
électro élasto-viscoplastique du type (1.1.12) et la condition de contact avec compliance
normale est préscrite dans (1.1.27). Nous considérons les conditions de frottement du type
Coulomb (1.1.32).

Alors, le modele classique pour ce processus est le suivant
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Probléme P3. Trouver le champ des déplacements v : Q x [0,7] — R? le champ
des contraintes o : Q x [0,7] — S¢, le champ potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R,
le champ des déplacements électriques D : ©Q x [0,T] — R?, le champ d’endommagement

a:Qx[0,T] — R et le champ d’adhésion 5 : T's x [0, 7] — R tels que

0= B(e(u) + &V
/ G0 Ae (i) —EVpe @ ads dans Q x (0,7) (3.1.1)
D = e (u) — BVyp dans Q x (0,7),(3.1.2)
d—kAa+0p, ()3 S (o—Ae (i) — E*Vp, e (u),a), dans Qx (0,T)(3.1.3)
0= Divo + fo, dans Q x (0,7), (3.1.4)
0= Divo + fo, dans Q x (0,7), (3.1.5)
u=0, sur Ty x (0,T), (3.1.6)
ov = fa, sur [y x (0,7), (3.1.7)
0w =P =9), sur Uy x (0,T), (3.1.8)
o]l < pr (uy — 9),
Uy # 0= 00 = —pr (= 9) 1557 sur I's x (0,T), (3.1.9)
B==B [ (R (w))" + 7, R (ur)]’] —ea, sur Iy x (0,7, (3.1.10)
g—(j =0, sur I' x (0,7), (3.1.11)
¢ =0, sur [, x (0,7), (3.1.12)
D.v =g, sur Ty x (0,7), (3.1.13)
Dv=1v¢ (u,—9)¢(p— o) , sur T'3 x (0,7), (3.1.14)
u(0) =ug, «a(0)= ao, dans €, (3.1.15)
B(0) = By, sur T.  (3.1.16)

Nous décrivons maintenant les notations dans (3.1.1) — (3.1.16) et fournissons quelques
commentaires sur les égalités et les conditions aux limites. D’abord, les équations (3.1.1) et
(3.1.2) représentent loi de comportement électro élasto-viscoplastique avec d’endommagement,

I’évolution du champ d’endommagement est modelisée par 'inclusion de type parabolique
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donné par la relation (3.1.3) ou S est la fonction source d’endommagement; ¢, est le
sous-différentiel de la fonction indicatrice de 1’ensemble des fonctions d’endommagement
admissibles K.

Ensuite, les équations (3.1.4) et (3.1.5) sont les équations d’équilibre des champs de
contrainte et du déplacement électrique, que nous avons déja vu dans (1.1.6) et (1.1.7).
Conditions (3.1.6) et (3.1.7) sont les conditions aux limites de déplacement-traction, tandis
que (3.1.12) et (3.1.14) représentent les conditions aux limites électriques que nous avons
définis (3.1.13), (3.1.14) et (3.1.36). Rappelons par ailleurs que ¢ est la fonction de tronca-
tion définie par (3.1.42). Le contact avec compliance normale et adhésion sur le partie I's
de la frontiere 2. est modélisé par les conditions (3.1.8) et (3.1.10) qui figure dans (1.1.27)
et le frottement est décrit par la relation (3.1.9) qui peut étre écrite sous la forme (1.1.32).
La relation (3.1.11) décrit une condition aux limites de Neumann homogeéne ou g—‘lf est la
dérivée normale de «. Finalement, (3.1.15) et (3.1.15) représentent les conditions initiales.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme (3.1.1) — (3.1.16) nous intro-

duisons. D’autre part, pour le champ d’adhésion, nous définissons I’ensemble Z

Z={0eL>®(0,T;L*(T3)) |0<0(t)<1 Vte[0,T], ppsur I3}.

3.1.2 Formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme mécanique P3. On considére
maintenant les hypotheéses suivantes

Nous supposons que 'opérateur de viscosité

A:Q xS*— S satisfaiit la condition (2.1.12). (3.1.17)
L’opérateur d’élasticité B : 2 x S? — S cont syooosés satisfaire aux condition

( (a) Il existe Lg > 0 telle que

1B (x,81,) = B(2,6)| < Ls (& — &l
VELE, €S ppa € Q.

(3.1.18)
(b) L’application x +— B (z,§) est Lebesgue mesurable sur €2,

pour tout € € S¢ .

| (c) L’application z +— B (r,0) € H.
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L’opérateur de la plasticité G : 0 x S¢ x S¢ x R x R — S¢ satisfait

( (a) Il existe Lg > 0 telle que
|G (z,01,61,01,61) — G (2,092,62,02,62) || < Lg(||or — o2 +
+ ller = el + (101 — O2f| + <1 — 2]
Voi,09 € S% Ve, 9 € S, V01,05 € R, V51,60 €ER, p.p.x € .
(b) L’application = +— G (z,0,¢,0,<) est Lebesgue mesurable sur €2,
pour tout o, € S? et 6,¢ € R.
| (c) L’application z +— G (z,0,0,0) € H.

Le tenseur diélectrique B = (B;;) : Q x R? — R? satisfait
( (a) B(z,E) = (B (2) E;), VE=(E;)€R% ppxec.
(b) By =By € L® (), 1<i,j < d.

(c) 1l existe Mg > 0 telle que BE.E > Mg || E||”

VE = (E;) € RY, p.p.dans Q.

\
Le tenseur piézoélectrique € = (e;jx) : Q x ST — RY vérifie
(a) €= (eijk), ejr € L>®(Q), 1<i,j5,k<d.
(b) E(z)o.T =0.E*1, Yo eS¢ VreR4
La fonction source d’endommagement S :  x S x R — R satisfait
( (a) Il existe Mg > 0 telle que
IS (2, €1, 1) = S (2, €2, aa)|| < Mg ([lex — &2l + [lar — )
Ve, g9 €S?, Yoy, a0 €R, p.p.x € Q.
(b) Ve e S?et « € R, S(.,¢,3) est Lebesgue mesurable sur ().
| (c) L’application z+— S (.,0,0) € L*(Q).

Les fonctions de normales de conformité p, : I's x R — R, satisfait
( (a) Il existe L, > 0 telle que
Ipr (2,€1) = pr (2,8)[| < M, [|§1 — &l
VEL,E, € R, popaxr €l
(b) L’application z +— p, (x,€) est Lebesgue mesurable sur I's,
pour tout ¢ € R.
(c) L’application x +— p, (x,£) =0, pour tout £ <0, p.p.x € I's.
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Un exemple d’'une fonction de conformité normale p, qui satisfait conditions (3.1.23)
est de p,(u) = c,uy ou ¢, € L®(I'3) est une rigidité de surface positive coefficient, et
uy = max{0,u}. Le choix p, = p p, et p, = p p,(1 —0p,)+ en (3.1.9), ou pu € L>®(T'3) et
d € L*>(I'3) sont des fonctions positives, conduire a I’habitude ou la loi de Coulomb modifié
de frottement, respectivement, voir [26,40,52] pour plus de détails. Ici, p représente la
coefficient de frottement et ¢ est un petit matériel positif constante liée a I'usure et la
dureté de la surface. nous notons que si p, satisfait la condition (3.1.23) alors p, satisfait
aussi, dans les deux exemples. Par conséquent, nous concluons que les résultats ci-dessous
sont valables pour le correspondant modeéles de contact frottant piézoélectriques.

Le surface conductivité électrique fonction ¢ : I's x R — R satisfait

( (a) Il existe Ly > 0 telle que

[ (2,&1) — ¢ (2,6)|| < M, [|§; — &l

VEL,E € R, ppxels.
(b) Il existe M, > 0 telle que ¢ (z,&) < My

V¢ e R, p.pxels. (3.1.24)

(¢) L’application z +— p, (x,€) est Lebesgue mesurable sur I's,

pour tout ¢ € R.
(d) L’application z +— p, (x,&) =0, pour tout £ <0, p.p.z € I's.

\

Un exemple d’une fonction de la conductivité, qui remplit la condition (3.1.24) est donnée
par (1.1.51), auquel cas My = k . Un autre exemple est fourni par ¢) = 0, les modeéles les
contact avec une fondation isolée, comme indiqué a la section 2. Nous concluons que nos
résultats ci-dessous sont valables pour le modeéle de contact piézoélectriques correspondant.

Les coefficients d’adhésion v, 7, et ¢, vérifient
Yoo Ve € L (T3), €€ L*(T's), 7,,7., € >0, p.p. sur . (3.1.25)
et le champ initial d’adhésion satisfait
By € L*(T3), 0<pB,<1, pp. sur 3. (3.1.26)
Enfin, le champ initial d’endommagement vérifie

ap € K. (3.1.27)
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Les forces, les tractions, les densités des charges volumiques et surfaciques vérifient

fo € W0, T;W),  f, € W'(0,T; L*(T'y)%), (3.1.28)
@ € WU(0,T;L*Q)), ¢ € W"(0,T;L*(Ty)), (3.1.29)

Finalement, nous assumons que 'interstice g, le potentiel donné et le déplacement initial

satisfont
g € L*(T's), ¢g>0 p.p. surls, (3.1.30)
0, € L*(T3), (3.1.31)
u €V, (3.1.32)

Pour étudier le probléme PV'3 , nous posons une hypothése de petitesse

My < ”Z—%F (3.1.33)

ou les constantes positives My, mp et ¢ sont définies dans (3.1.24), (1.1.49) et (3.1.20),
respectivement.

Maintenant, soit j : VXV - R, h: V. xW — W, f:[0,7] - Vet q:[0,7] — W, les

applications définies par

jlu,v) = /1“ o (u, — g)v,da + /1“ pr(uy, — g) ||v-|| da, (3.1.34)
(h(u, ¢),Ow = : Y(uy — 9)9(p — wo)Cda, (3.1.35)
(f(t),v)y = /Qfo(t)- vdx + A fa(t)- vda, (3.1.36)

(a(), Ow = /Q qo(t)&dw — /F ¢ (t)¢da, (3.1.37)

pour tout u,v € Vet p,& € W et t € [0,T]. Notons que les définitions de h, f et ¢
sont basées sur le Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet; de plus, compte tenu des

hypoyheses (3.1.17) — (3.1.34), il s’ensuit que les intégrales que nous venons de voir dans

(3.1.34) — (3.1.37) sont bien définies.
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En utilisant les formules de Green (1.2.1) et (1.1.50), il résulte que si {u, o, ¢, D} sont
des fonctions suffisamment réguliéres qui satisfont (3.1.4) — (3.1.9) et (3.1.12) — (3.1.14),

alors

(o(t),e(v) — e(lt))n + j(ult), v) — j(u(t),u(t)) = (f(t),v — a(t))v (3.1.38)

(D(t)v vC)W + (Q(t)> C)W = (h(u(t)a Qp(t))a C)Wa (3139)

pour tout v € V', ( € W et t € [0,7]. Nous remplacons (3.1.2) dans (3.1.38), (3.1.2)
dans (3.1.39), et utilisons la notation F(p) = —V et la condition initiale (3.1.15) pour
dériver la formulation variationnelle du probléme P3, en terme des champs de déplacement
et du potentiel électrique

Probléme PV. Trouver le champ des déplacements u : [0,7] — V, et le champ
contrainte o : [0,7] — H, le champ potentiel électrique ¢ : [0,7] — W, le champ
d’endommagement « : [0,7] — H'(Q) et le champ d’adhésion 3 : [0,7] — L?(T3) tels

que

o(t) = Ae (u(t)) + B (e (u(t))) + E*V(t)
+ [5G (0(s) — Ae (u(s)) — EVp(s), e (u(s)) , a(s)) ds

(o(t),e(v) = e(lt))n + j(ult), v) — j(ul(t),u(t)) = (f({t),v — a(t))v (3.1.41)

dans Q x (0,7, (3.1.40)

pour tout v € V' et ¢t € [0,77],

(BVe(t), VOw — (Ee(ul(t)), VOw + (h(u(t))e(t)), Ow = (q(t), E)w, (3.1.42)

pour tout £ € W et t € [0,7],

a(t)e K, (a(t),§—at))pq +ala),{—a)

= (S(e(u(t),B8(),6=B1)aq YEEK, VEE0,T]
(3.1.43)

B(t) =~ (B(t) [ (Bo (y () + 7, [ Ry (ur ()] — ), Dt € (0.T),  (3.1.44)
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u(0) =ug, B(0)=py «a(0)=a. (3.1.45)

L’intéret principal dans cette section est le résultat d’existence et d’unicité suivant.
Théoréme 3.1.1. Sous les hypothéses (3.1.17) — (3.1.34), le probléme PV admet une

solution unique {u, o, ¢, a, f} ayant la régularité

u € WP (0,T;V)nC(0,T;V), (3.1.46)
o € W (0,T;W), (3.1.47)
o € WY (0,T;H), Div o € W (0,T; W), (3.1.48)
a € WH(0,T;L%(Q) NL*(0,T; H (), (3.1.49)
¢3evwm®j¢%m»mz (3.1.50)

Les fonctions u, o, ¢, D, 3 et « qui satisfont (3.1.40) — (3.1.45) sont appelés une solution
faible du probléme de contact P3. Nous concluons que, sous les hypothéses (3.1.17)—(3.1.34)
et(3.1.35), le probléme mécanique (3.1.1) — (3.1.17) a une unique solution faible satisfaisant
(3.1.46) — (3.1.50)

La régularité de la solution faible est donnée par (3.1.46) — (3.1.50) et, en terme de

déplacement électrique

D € WY (0, T;W). (3.1.51)

En effet , il résulte de (3.1.42) que divD(t) — qo(t) = 0 pour tout t € [0,7], et donc la
régularité (3.1.47) de ¢, combiné avec (3.1.11), (3.12), (3.1.30) et (3.1.31) implique (3.1.53).

Dans cette section, nous supposons que les hypotheses du théoréme 3.1.1 tenir, et nous
considérons que C' est une constante positive générique qui dépend de 2, I'y, 'y, I's, p,,
Pry Vus V. €6 L et peuvent changer d’un endroit a 'autre. Soit n € C(0,T; V) étre donnée.
Dans la premiére étape on considére le probléme variationnel suivant. Notre existence et la
conséquence unique que nous disons maintenant et prouver dans la section suivante est le

suivant.

3.1.3 Existence et unicité de la solution

Notre objectif principal dans ce paragraphe, est d-établir la démonstration du théoréme

d’existence et d’unicité pour le probléme variationnel P,. A cette fin, nous supposons
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dans ce qui suit que (3.1.17) — (3.1.32) et (3.1.33) sont satisfaites et, partout ci-dessous,
nous dénotons par ¢ une constante positive indépendante du temps et dont sa valeur peut
changer d’une ligne a lautre. Soit n € C'(0,7;’H) une fonction donnée.

Dans la premiére étape, nous considérons le probléme intermédiaire suivant.

Probléme PV Trouver le champ des déplacements u, : [0,7] =V tel que

(Ae ((t)) ,e(v) —e(ult)))r + B (e (u(t)), e(v) — e(i(t))n
+((t),e(v) = e(lt))n + J(uy(t), v) = J(uy(t), in(t)) (3.1.52)
= (f(t), v —uy(t))y, VeV, tel0,T],

u,(0) = up. (3.1.53)

Dans I’étude du probléme variationnel PV}7 nous avons le résultat suivant
Lemme 3.1.2. 1l existe une solution unique u, € C*([0,77;V) au probléme (3.1.52)
t (3.1.53). De plus, si u; et us. Sont deux solutions du probléme (3.1.52) et (3.1.53)

correspondant aux données n,et 1, € C([0,T]; H), alors il existe ¢ > 0 telle que

a2 () = aa(®)]ly < e(lim (&) = @)l + [lua(t) = ua(®)lly), ¥t €[0,T7. (3.1.54)

Démonstration du lemme 3.1.2. Nous allons appliquer le Théoréeme 1.8.21 dans le
cas de l'espace de Hilbert X = V muni du produit scalaire (-,-)y; et de la norme associée
|-|| v définies par (1.1.44) et (1.1.45) dans le deuxiéme chapitre de la premiére partie.
Nous utilisons le Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet pour définir les opérateurs
AV -V,

B :V — V et lafonction f, : [0,7] — V par les égalités

(Au,v)y = (Ae(u),e(v))s, (3.1.55)
(Bu,v)y = (Be(u),e(v))n, (3.1.56)
(fa(®),v)v = (f(),v)y = (n(t),£(v))n; (3.1.57)

pour tout u,v € V et ¢t € [0,T]. Il s’ensuit des hypothéses (3.1.17) et (3.1.18) que les
opérateurs A et B satisfont les conditions (1.1.56) et(1.161), respectivement.
Nous utilisons (1.1.46) pour voir que la fonctionnelle j définie dans (3.1.34) satisfait la

condition (1.1.57)(a). Moyennant (3.1.23) et (1.1.46) encore une fois nous obtenons

G, v2) = j(ur, v1) + G(ug, v1) = j(u2, v2) < G(Ly + Le) [l (8) — uz(t) Iy, [Jor () — v2(B)lly,
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Pour tout uy,uqs, vy et v9 € V, ce qui montre que la fonctionnelle j vérifie la condition
(1.1.57)(b) sur X = V. De plus, en utilisant (3.1.28) et (3.1.29) il est facile de voir que f défini
par (3.1.38) satisfait f € W1P(0,T;V) et, prenant en considération que n € C([0,T]; H),
nous concluons de (3.1.59) que f, € C([0,T];V). Finalement, notons que (3.1.34) montre
que la condition (1.1.63) est satisfaite aussi.

En utilisant maintenant (3.1.55) — (3.1.57) nous remarquons que le Lemme 3.1.2 .est une
conséquence directe du Théoréme 1.8 .21.1) ,2), ce qui achéve la preuve. 0

Ensuite, nous utilisons (3.1.57) pour voir que sin € WHP(0,T; H) alors f,, € W'P([0,T]; V),
donc, en utilisant le Théoreme 1.8.21. (3), nous notons que le Lemme 3.1.2 peut étre com-

plété le résultat de régularité suivant.
n € WH([0,T]; H) = uy € W2P([0, T]; V)

Dans I’étape suivante nous utilisons la solution u,, € C*([0,T]; V') obtenue dans le Lemme
3.1.2 pour construire le probléme variationnel suivant.

Probléme PV%. Trouver un potentiel électrique ¢, : [0,T] — W tel que

BV, (1), VOw = (Ee(uy(1)), VEw + (huy(1)), 0, (1), Ow = (¢(2),Ow,  (3.1.58)

pour tout £ € W, t € [0, T]. Pour que le probléme PV?7 soit bien posé on a le résultat
suivant.

Lemme 3.1.3. Il existe une unique solution ¢, € W*?(0,T; W) qui satisfait (3.1.58).
De plus, si ¢, et ¢, sont deux solutions de (3.1.58) correspondants a ¢, , , € C([0,T]; H)

alors il existe ¢ > 0 tel que

[0, (8) = 2, D] < e, (&) = un, )|, VE€[0,T]. (3.1.59)
Démonstration du lemme 3.1.3. Soit ¢t € [0,7]. Nous utilisons le Théoréme de

représentation de Riesz pour définir 'opérateur A, (t) : W — W par

(Ap() e, Ow = BV, (1), VEw — (Ee(uy(t), VEOW + (h(uy(t)), 0, (1)), w  (3.1.60)

Pour tout ¢, & € W. Soient ¢, ¢, € W, nous utilisons les hypothéses (3.1.20) et (3.1.35)

pour trouver

(A ()1 — Ay(t)0as 01 — @) = mm |lpy — wolliy
+ ; V(g (t) — ) (D01 — @) — P(y — o)) (01 — o)da
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et, par la condition (3.1.24)(a) combinée avec la monotonie de la fonction ¢, définie par

(1.1.40), nous obtenons

(Ay(t) o1 — An(t)ps, 01 — p2)w = m |01 — @allyy (3.1.61)

D’un autre coté, en utilisant de nouveau (3.1.20), (3.1.21)(3.1.24) et (3.1.35) nous avons

(An(t)‘:pl - An(t)wzaf)w <oy — 902||W +/r M, |01 — | €] da, VEE€ W,  (3.1.62)

ol c¢. represente une constante positive qui dépend du tenseur piézoélectrique £. 1l s’ensuit

de (3.1.62) et (1.1.49) que

(A1 — Ay(t)pa, w < (ce + Myg) o1 — pally €l

ce qui implique que

(Ay(t)or = Ag(t)pa, Ew < (e + Mycg) ley — ol (3.1.63)

Les inégalités (3.1.61) et (3.1.63) montrent que 'opérateur A, (t) est fortement monotone

et de Lipschitz sur W et, par conséquent, il existe un élément unique ¢, (t) € W tel que

Ay(t)ep, (1) = q(t). (3.1.64)

Nous combinons maintenant (3.1.60) et (3.1.64) pour déduire que ¢, (t) € W solution de
'équation variationelle (3.1.58).

Nous prouvons maintenant que ¢, (t) € W(0,T;W). A cette fin, considérons t;,t, €
[0,T] et, pour raison de simplicité, nous écrivons ¢, (t;) = @, up(t;) = wi, @(t;) = ¢,
pour: = 1, 2.

Moyennant (3.1.58), (3.1.20), (3.1.21) et (3.1.35) nous dérivons 'inégalité

2
ms |1 = @ally < cellun = ually [lor = ol + llar — @2llw ller — @2llw

+ . [V (u1 — g)o(p1 — @) — Y(u2 — 9)P(0y — @o)l o1 — @, da,

(3.1.65)

Nous utilisons les limites |t)(u; — g)| < My,|é.(¢; — ©o)| < L, la continuité de Lipschitz
des fonctions 1 et ¢;, et I'inégalité (1.1.49) a obtenir

/F (i — 9)or(0r — 0o) — Btz — 9)o1(02 — 0o)l 1 — ol da

< My [ —902|2da+LwL [uy — ual |0 — o da
I's I's

< Md)ég 1 — @2”12/[/ + Ly Leoco |ur — u2“v o1 — 902dea
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Nous remplagons cette derniére inégalité dans (3.1.65) et trouver

mg |01 — allfy < (e + LyLocofo) ur — ually + [lar — aallyy + My Iy — @l » (3.1.66)

Il s’ensuit maintenant de 'inégalité (3.1.66) et 'hypothese de petitesse (3.1.33) que

l1 = @2lly < elllur = wally +llgr = g2llw), (3.1.67)

oll ¢ est une constante positive. Notons aussi que les hypotheéses (3.1.29) combinées avec
la définition (3.1.36) impliquent que ¢ € WP(0,T; W). Donc, puisque u, € C*([0,T]; V).
L’inégalité (3.1.67) implique que ¢, € W'(0,T;W). Soit maintenant 7,71, € C([0,T]; H)
et, pour simplicité, notons ¢, = ¢;,u,, = u; pour ¢ = 1,2. Nous utilisons (3.1.58) et
moyennant des arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve de (3.1.66) pour obtenir

que

m [l¢1(t) = @2ty < (e + LyLocoto) [[ur(t) = ua(t)lly + My o1 (t) = 02l

Cette derniére inégalité combinée avec I’hypothése de petitesse sur la fonction 1(3.1.33)

meénent a (3.1.59), ce qui achéve la preuve. O

Dans la troisiéme étape, soit § € L2(0,T; L*(Q2)). On considére alors pour le champ
d’endommagement le probléme variationnel suivant.

Probléme PVy. Trouver le champ d’endommagement oy : [0,7] — H* (Q) tel que

ag (1) € K, (&g (t),€ — ap)paq talag(t),§—ay(t))

(3.1.68)
Z (0 (t) 75 — Oy (t))LQ(Q) VS € K7 p-p. 13 € (Oa T) )
ay (0) = ap. (3.1.69)
On a le résultat suivant.
Lemme 3.1.4. Le probléme PVy admet une solution unique a4 telle que
ag € H (0,T;L*(Q)) N L* (0, T; H' (2)) . (3.1.70)

Démonstration du lemme 3.1.4. L’application d’inclusion de (H L), H1(9)> dans
<L2 (), |-|L2(Q)> est continue et & image dense. Notant par (H' (Q2)) Iespace dual de H' ()

et identifiant le dual de L? (Q2) avec lui-méme, nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

H'(Q) C L*(Q) C (H' ().
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3.1. Probléme électro élasto-viscoplastique avec frottement et adhésion et endommagement

Nous utilisons la notation (-, -) 1(qy)x 1 () POUr désigner le produit de dualité entre (H' ()

et H!' (Q), nous avons

(0475)(H1(Q))’xH1(Q) = (a7§>L2(Q) Vo€ L (@), €€ H (€2).

On sait que ’ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non vide,
fermé et convexe dans H' (). Ainsi, le champ d’endommagement initial oy € K. Main-
tenant, en utilisant la définition (3.1.32) de la forme bilinéaire a, pour tout o, € H! (Q),

on a
a(p,§) =a(& ¢),

et

IN

la e, Ol < 3k[IVelly VElL

IA

¢ HSOHHl(Q) H£HH1(Q) )

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout ¢ € H' (), nous avons

a(e, ) =k|Vely,
alors
2 2 2
a(p, @)+ (k+1)|[ellrz@ = kIVelly + el
et d’ou
a(p,p)+co ||90Hi2(9) 2 H(pH?{l(Q) avec co=k+1let ¢ =Fk.

Nous remarquons que toutes les conditions du théoréme 1.8.24 sont vérifiées. Ce qui conclut
la preuve du lemme 3.1.4. 0

Dans la quatrieme étape, nous utilisons le champ des déplacements u, obtenu dans le
lemme 3.1.2 et on considére le probléme suivant.

Probléme PV . Trouver le champ d’adhésion 3, : [0, 7] — L? (T's) tel que
By (8) = = (8, () [ (B () + 72 IRy ()] =) . ppt€ (O.T),  (3.0.7)
B, (0) = B, (3.1.72)

On a le résultat suivant.
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Lemme 3.1.5. Le probléeme PV admet une solution unique (3, qui satisfait
B, € Wh>=(0,T;L*(I'3)) N Z.

Démonstration du lemme 3.1.5. On considére 'application F, : [0,T] x L? (T'3) —

L?(T'3) définie par

Fy (t,8) = = (8 [v, (R (s, (8)))" + 7 | Re (wr (0)|"] =€), VEE[0,T],5 € L (Ty).

On a d’apres (3.1.28) et les propriétés de 'opérateur R, F), est de Lipschitz par rapport a 3,
uniformément dans le temps. Cependant, pour tout 5 € L?(I's), I'application t — F, (¢, 3)
appartient a L (0,7T; L*(T'3)). Donc, d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz (théoréme
1.5.17), il existe 3, € W'>(0,T’; L*(I')) solution unique du probléme PV. En utilisant des
arguments similaires a la remarque 1.3.1 et (3.1.30), il vient que 0 < 3, (t) < 1 V¢ € [0, 7]
p.p.sur I' et donc 3, € Z, ce qui conclut la preuve du lemme 3.1.5. 0

Dans la cinquiéme étape, nous utilisons u,, ¢,, ag et 3, obtenu en lemmes 3.1.2, 3.1.3,
3.1.4 et 3.1.5, respectivement pour construire le probléme de Cauchy suivant pour le champ
de contrainte.

Probléme PV, 4. Trouver le champ de contrainte 0,4 : [0,7] — H tel que

ane(t) = Ble (uy(t))) —f—/o G (an0(s),€ (uy(s)), p(s))ds p.p. t€(0,7), (3.1.73)

On a le résultat suivant.
Lemme 3.1.6. 1l existe une unique solution de probléeme PV, et elle satisfait (3.1.48).

De plus, si u,,, 3, et o, g, représenter les solutions aux problémes PV}77 PVj et PV,y,

i
respectivement, pour (n;,0;) € WHP(0,T; H x L*(2)), i = 1,2, alors il existe C' > 0 tel que

H0-771,91(t) - 0-772792(0“3.[ < C(”um (t) - uﬂz(t)H?/ +/0 H“m(s) - u772(3)H3/d8+

' (3.1.74)
+ [ lon(s) = a0, (9300
Démonstration du lemme 3.1.6.
Soit ¥, 4 : W'P(0,T;H) — W'P(0,T;H) Dapplication proposée par
t
Spa000(t) = B (O + [ 60009, (1y(s)) ) ds. (3179
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3.1. Probléme électro élasto-viscoplastique avec frottement et adhésion et endommagement

Pour tout 0,9 € W'2(0,T;H) et t € (0,7). Pour o, ¢,(t), 00,0, (t) € WH(0,T;H)
nous utilisons (3.1.19) et (3.1.75) & obtenir pour tous t € (0,7,

t
[20.600,,61 (1) = S000,.0,(8)|, < Lg/o 70,01 (5) = 00 (5) 5 ds. (3.1.76)

Il résulte de cette inégalité que pour n assez grand, un pouvoir X7, de la cartographie
3,0 est une contraction de 1" espace de Banach W'?(0,T;H) et, par conséquent existe un
élément unique 0,9 € WH(0,T;H) tel que X, 90,0(t) = 0,0(t). En outre , qui o,y est
'unique solution au probléme de PV, et en utilisant (3.1.73) , la régularité de u,, ay et
les propriétés des opérateurs B et G, il s’ensuit que o, o, € W'?(0,T; H).

Considérons maintenant (1, 601),(ny,02) € W20, T;H x L*(2)), et pour i = 1,2,

désigner u,, = u; , 04,0, = 0i, Qg, = Q; , ¢y, = @; . NOUS avons

oi(t) = B(e (u(t))) +/O G (0i(s), e (ui(s)),a;(s)) ds p.p. t€(0,7T), (3.1.77)

et en utilisant les propriétés (3.1.18) et (3.1.20) de B et G, nous trouver

umm—@@m:ymmw—w@%+/um@—@@mm
0 (3.1.78)
—umm@—w@mw+ﬂum@—w@ﬁmms

Nous utilisons ’argument Gronwall dans I'inégalité obtenue a déduire (3.1.73), qui con-
clut la preuve du lemme 3.1.6 . 0
Enfin, & la suite de ces résultats et d’utiliser les propriétés de I'opérateur G 'opérateur

&, la fonction S pour ¢ € (0,7), nous considérons I'opérateur
A (n,0) () = (AL (n,0) (£), A% (1,0) (1)) € H x L* (). (3.1.79)
définis par les égalités

(A (n,0) (1), v)n = (g*v@n(t)75(v))7i+(/og(‘jnﬂ(s)’g(un(s))7a9(5))d575(v))717 (3.1.80)

pour tout v € V,

A% (n,0) () = S(op0(t), (uy(t)) , (1)) (3.1.81)
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Soit nous considérons I'application
AW (0,T;H x L* () — W (0, T H x L* (Q)) ,

qui fait correspondre chaque élément (n,0) € WHP(0,T; H x L*(2)), a I’élément

A(n,0) € WH(0,T;H x L*(Q)).uy, ©,, @, oy et y 4, représenter le champ de déplace-
ment, le champ de potentiel, et le champ dommagement et le champ de contraintes obtenu
dans lemmes3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5 et 3.1.6.

Lemme 3.1.7.L’application A a un point fixe (n*,0*) € W'2(0,T;H x L*(Q)), tel que
A(n™,0%) = (7, 6").

Démonstration du lemme 3.1.7.Soit t € (0,7) et (ny,01), (1,,02) € WHP(0,T;H x
L?(£2)).Nous utilisons la notation w, = w; , U, = W, B, = B ¢, = @i Ope = O
pour ¢ = 1,2. Commengons par 1’aide (1.1.49) hypotheses (3.1.19), (3.1.21) et (3.1.22), nous

avons.

1A (n, 01)( A1(772,02)( )IIH < [IE Vi (1) — EVern(t)]I5,

/ 1G (02(5), & (un(s)) o (s)) — G (ora(5), = (wa(5)) , an(s))]
t 3.1.82
< Cllen(t) — a3 + /||o—1<>—aa<>||ﬁ (1.5

/I|U1 — uy(s ||Vds+/||0f1 — )||L2 )y ds)

Nous utilisons estimation (3.1.59), (3.1.74) pour obtenir

IAY (3, 01) (1) = A (12, 62) (1)I5 < Clfun(t) = ua()II7 +/O lur(s) — uz(s)[5, ds

F1B1(8) = By )y + / o1 (5) — a(3) 2 5)
(3.1.83)

Par des arguments similaires, de(3.1.81), (3.1.74) et (3.1.22)

1A% (01, 61)(£) = A%(m, 62) (8)ll5, < Cllua(t) = ua ()5, + / lur (s) = ua(s) - ds

o (t) - an(®) 22y /Hal )= 0s(5) ooy ds)  DD. £ € (0,7)
(3.1.84)
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Par conséquent,

1Ay, 01)(8) = A1, 02) (D)3 2y < Cllua(t) = ua (D]l + /Ilul ) —us(s)ly ds

+[lar(t) = ()72 /IIOn ) — 2(8) |72y ds + 181 (1) = Bo(D)ll72r,)  P-p- £ € (0,7)
(3.1.85)

D’autre part, étant donné que w;(t) = ug + fo U;(s)ds, on sait que pour p.p.t € (0,7,

s (£) — wal®)]}y = / liea(5) — tea(5)]] . (3.1.86)

et l'utilisation de cette inégalité dans (3.1.54) on obtient

[ () = a2 ($) [l < el (t) = na2(8)ll, + /0 [u1(s) = ta(s)lly ds). (3.1.87)

Il suit maintenant un argument de Gronwall-type

/Hu1 (s ]|Vds<c/ 1,(5) = 1a(8)],, ds. (3.1.88)

ce qui implique également, en utilisant une variante de (3.1.86), qui

s (£) — wal®)]}y < e / Im2(s) — ma(s) 2, ds. (3.1.89)

D’autre part, du probléme de Cauchy (3.1.70) — (3.1.71) nous pouvons écrire

B, () = Bo — / (8 () [ (Ro (i) + 7, |1 Re (i) 2] — )., ds

et d’ou
1960 = 8 Oy < ([ 1860 R () = 5, (6) (B (0,
+ /0 181 () [1Rx (usr ()11 = Bz (8) 1Ry (war (8D 2y ds) .

En utilisant la définition de R, et R, avec ’écritire 3, = 3, — 85 + 55 pour trouver

181 () = By Dl sageyy < (/ 181(5) — B ()l oy ds (3.1.90)

N / s (5) = s ()] 2y ds) |
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En combinant (3.1.90) avec le lemme de Gronwall 1.8.25, on obtient

181 (t) — Bs (t)”LQ(Fg) < C/o [[ui (s) — u2 <S)||L2(F3)d ds,

et d’apres I'inégalité (1.1.49), on a

t
181 ()= 52 ey < ¢ [ s (5) = wa (9] s (3.1.91)
De (3.1.68), nous déduisons que
(G — g, 1 — ozg)Lz(Q) +a(a; — ag, a1 —ag) < (01 — Oy, 01 — ag)Lz(Q) p.p. t€10,7].
En intégrant I'inégalité précédente avec les conditions initiales
a1 (0) = agp et as (0) = ay,

et en utilisant 'inégalité

CL(OQ — (g, 01 —042) >0,

on obtient

3101 (0= a2 (e < [ (01 = 02(5).01 () = 02 5)) g .

Il vient alors que

t t
Hw@—w@%mélﬂaw—%@%@@+iH%@—%@me&

Nous combinons l'inégalité précédente avec le lemme de Gronwall 1.8.25, pour trouver

t
o (1) = 02 Oy < ¢ [ 1615 = 02 (9] . (3..92)

De l'inégalité et estimations précédente (3.1.85), (3.1.89), (3.1.91) et(3.1.92) il s’ensuit

que maintenant

1A (11, 01) (8) = A (11, 02) () 54 £2() < C/o 171, 01) (5) = (112, 02) (5) 3 2 -

En réitérant m fois 'inégalité précédente, on obtient

(c1)™
m!

m m 2 2
[A™ (ny,61) — A (772a92)HL2(0,T;HxL2(Q)) < (11, 01) = (n2, 92)HL2(0,T;HxL2(Q)) :
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Ce qui implique que pour m suffisamment grand, 'opérateur A™ est une contraction sur
I'espace de Banach L? (0,T;H x L?(f2)), donc, A™ posséde un point fixe unique (n*,6*) €
L2 (0,T;H x L*(2)) et par conséquent (n*, 0*) est 'unique point fixe de A. O

Maintenant, on peut établir la démonstration du théoréeme 3.3.1.

Démonstration du théoréme 3.1.1.

Existence. Soit (n*,0%) € L?(0,T;H x L*(f2)) le point fixe de A qui est défini par
(3.1.79) — (3.1.81), nous adobtons les notations

U = Uy, p =@, 0 = Ac() + EV(@) + 0o (3.1..93)
a = ap, =B, (3.1..94)

Nous montrons que (u, ¢, 0, a, ) satisfait (3.1.40) — (3.1.45) et (3.1.46) — (3.1.50).

En effet, nous écrivons (3.2.73) pour n* =7, 0" = 0 et 'utilisation (3.1.93), (3.1.94) pour
obtenir que (3.1.40) pour obtenir que (3.1.52) pour n* = 7 et utiliser la premiére égalité

dans (3.1.93) pour trouver

(Ae ((t)) ,(v) — e(i(t))r + B (e (ul(t))) ,£(v) — e(i(t)))n
+(n* (1), e(v) — () + j(ult),v) = ju(t), u(t)) (3.1.95)
> (f(t),v—a(t))y, YoeV, tel0,T],

Les équations A! (n*,0") = n* et A% (n*,0") = 6" combiné avec (3.1.80), (3.1.81), (3.1.94)
et (3.1.93) tel que

(7" (t), v)nxv = (E*Vp(t),e(v))n +
(3.1.96)
/ G(o Ae (u(s)) — E*Vp(s), e (u(s)), a(s)) ,£(v)),,ds,

0°(t) = S (o(t) — Ae (a(t)) — EVp(t), € (u(t)) , a(t)) (3.1.97)

=]

Nous remplagons maintenant (3.1.96) dans (3.1.97) et I'utilisation (3.1.40) de voir que
(3.1.41) est satisfait. Nous écrivons (3.1.68) pour 0" = 6 et l'utilisation (3.1.94) et (3.1.97)
pour constater que (3.1.43) est satisfait.

Nous considérons maintenant (3.1.70) pour n* = 7 et l'utilisation (3.1.93), (3.1.94) pour
obtenir que (3.1.44) est satisfait. Suivant (3.1.45), et régularités (3.1.46), (3.1.47), (3.1.51)
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et (3.1.48) suivez lemmes 3.1.3, 3.1.5 et 3.1.6. la régularité o € W'(0,T;H) suivante de
lemmes 3.1.3 et 3.1.7, la deuxiéme égalité dans (3.1.93) et (3.1.17).
Finalement (3.1.41) implique que

Divo(t) + fo(t) =0 dans W p.p. t € (0,7T),

et donc par (3.1.29) nous obtenons que Dive € WHP(0,T;W). On en déduit que la
régularité (3.1.48) détient qui conclut la partie existence du théoréme.

Unicité. L’unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de

I'opérateur A qui est défini par (3.1.79) — (3.1.81).
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3.2 Probléme de contact avec frottement en électro-
viscoélasticité avec mémoire longue

Dans cette section, on considére un probléme de contact avec frottement et compliance nor-
male avec adhésion dans un processus quasistatique. Le matériau est électro-viscoélastique
avec mémoire longue et endommagement. Le processus d’adhésion sur la surface de contact
est modélisé par une variable interne de surface appellée champ d’adhésion. L’endommagement
causé par les déformations élastiques du matériau est modélisé par une variable interne du
corps appellée champ d’endommagement.

Le probléme est formulé par un systéme d’équations et d’inéquations aux dérivées par-
tielles contenant I’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comportement
du matériau avec endommagement, une inclusion du type parabolique modélisant le champ
d’endommagement, une équation différentielle modélisant le champ d’adhésion et les condi-
tions aux limites auxquelles il est soumis.

Cette section est divisé en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous présen-
tons le probléeme mécanique, puis nous indiquons les hypothéses sur les données. Dans le
deuxiéme paragraphe, nous décrivons la formulation variationnelle du probléme mécanique.
Enfin, dans le troisieme paragraphe, nous étudions l’existence et 1'unicité d’une solution
faible du probléme mécanique.

Les techniques employées sont basées sur les résultats des équations variationnelles et la

théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments du point fixe.

3.2.1 Formulation mécanique du probléme et les hypothéses

Le probleme étudié dans cette section entre dans le cadre physique électro-mécanique
présenté dans le premiere paragraphe de la thése . Pour que le modele soit complet, précisons
que la loi de comportement est électro-viscoélastique du type (1.1.14) et la condition de
contact avec compliance normale est préscrite dans (1.1.27). Nous considérons les conditions
de frottement du type Coulomb (1.1.32).

Sous ces considérations, le probléme électro-mécanique qu’on étudie est le probléme 4

du chapitre 1.
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Alors, le modeéle classique pour ce processus est le suivant :

Probléme P4. Trouver le champ des déplacements u :  x [0,7] — R? le champ
des contraintes o : Q x [0,T] — S, le champ potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R,
le champ des déplacements électriques D : ©Q x [0,7] — R% le champ d’endommagement

B:Qx[0,T] — R et le champ d’adhésion a: T's x [0,7] — R tels que

o=Ae(4) +G(e(u),p)

, dans Q x (0,7), (3.2.1)

/M (t— )2 (u(s)) ds + £V

D = &¢(u) — BV, dans Q x (0,7),(3.2.2)
a—kAa+ 0ok (a)dS(e(u),a) dans Q x (0,7),(3.2.3)
0= Divo + f, dans Q x (0,7, (3.2.4)
0 = divD — go, dans Q x (0,7, (3.2.5)
u=0, sur Ty % (0,7, (3.2.6)
ov = fy, sur Ty x (0,7), (3.2.7)

—0y = DPv (uu _g)a

sur I's x (0,7), (3.2.8)
lo-l| < pr(w, —9),

Uy # 0= 0r = —pr (uy = 9) 77, sur Iy x (0,7),(3.2.9)
B=—= (81, (R () +7, R (ur)"] —&a) sur Ts x (0,T) (3.2.10)
ZS =0, sur T' x (0,7), (3.2.11)
p =0, sur T'y x (0,7), (3.2.12)
D.v =g, sur I, x (0,7, (3.2.13)
Dv=1v¢ (u,—9g)¢(p— ) , sur Ty x (0,7),(3.2.14)
u(0) =ug, a(0)=a, dans ©, (3.2.15)
B(0) = B, sur T (3.2.16)

Nous décrivons maintenant les notations dans (3.2.1) — (3.2.16) et fournissons quelques

commentaires sur les égalités et les conditions aux limites. D’abord, les équations (3.1.1) et
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(3.2.2) représentent la loi de comportement du corps avec mémoire longue ou M = (M;;)
est le tenseur de la relaxation. L’évolution du champ d’endommagement est modelisée par
'inclusion du type parabolique donnée par la relation (3.2.3) ou S est la fonction source
de I'endommagement. L’é¢quation (3.2.4) et (3.2.5) sont les équations d’équilibre pour le
stress et champ électrique déplacement,respectivement. Conditions (3.2.6) et (3.2.7) sont le
déplacement et conditions aux limites de traction, alors que (3.2.12) et (3.2.13) représenter
les conditions aux limites électriques, la champ de déplacement et le potentiel électrique sur
s’évanouissent I'y et I',, respectivement, tandis que les forces et gratuit charges électriques
sont prescrits sur I's et 'y, respectivement. La relation (3.2.11) décrit une condition aux
limites de Neumann homogeéne ou da /Ov est la dérivée normale de «v. Les relations (3.2.12)
et (3.2.13) représenter condtitions les limites électriques. Ensuite, (3.2.14) est la condition
de contact électrique sur I's qui est la principale nouveauté de ce travail. Il représente une
condition régularisés qui peut étre obtenu de la maniére suivante. Dans 1’équation (3.2.15),
ug est le déplacement initial, et aq est le dommage initial. Enfin, dans I’équation (3.2.16),
B, désigne la liaison initiale.

Pour obtenir la formulation variationnelle du probléme (3.2.1) — (3.2.16) nous intro-
duisons pour le domaine de liaison de ’ensemble

On considére maintenant les hypothéses suivantes: L’opérateur de viscosité A : QxS —

S? satisfait

( (a) Il existe Cq', C3* >0 tel que
I, Ol <G Il +C5 V(€ Sa, ppx e
(b) Il existe m4 > 0 tel que

(A2, ) — A, ) - (G = C) > mallé — Gl

(3.2.17)
YV (1, o € Sy, pp.x €
(c) lapplication x — A(x, () est Lebesgue mesurablesur (2
pour tout ( € Sy;
| (d) Tapplication ¢ — A(z, () est continuesur Sy, p.p.x € Q.
L’opérateur d’élasticité G
G:QxSYxR — S satisfait la condition (2.1.13) (3.2.18)
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Le tenseur diélectrique B
B = (By;) : Q x R? — R satisfait la condition (3.1.20) (3.2.19)
Le tenseur piézoélectrique &
E = (eijr) : Q x ST — RY, satisfait la condition (3.1.21) (3.2.20)
La fonction source d’endommagement S :  x S? x R — R satisfait
S:Qx S%x R — R satisfait la condition (2.1.14) (3.2.21)
La fonction de compliance normale p,(r = v et 7)
pr: 3 x R — R, satisfait la condition (3.1.23) (3.2.22)
Le surface conductivité électrique fonction
T3 x R — R, satisfait la condition (3.1.24) (3.2.23)
Le tenseur de la relaxation M = (M,;) satisfait
MeC(0,T;H). (3.2.24)
Les coefficients d’adhésion v, v, et €, vérifient
Yo ¥, € L®(T3), € € L*(T's), 7,,7,,€a >0, p.p. sur [, (3.2.25)
et le champ initial d’adhésion satisfait
By € L*(T3), 0<pB,<1, pp. sur 3. (3.2.26)
Enfin, le champ initial d’endommagement vérifie
ap € K. (3.2.27)
On suppose que les forces volumiques fj et les tractions surfaciques f,; ont la régularité

foeC(O,T:H), freC (O,T; L2 (FQ)d> . (3.2.28)
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De méme, la densité de charge volumique qq et surfacique ¢, satisfont
90 €C(0,T;L%(Q), ¢ €C(0,T;L*(Ty)). (3.2.29)

Finalement, nous assumons que l'interstice g, le potentiel donné et le déplacement initial

satisfont
g € L*(T'3), ¢g>0 p.p. surls, (3.2.30)
0o € L*(Ts), (3.2.31)
uw €V, (3.2.32)

Pour étudier le probleme PV4 , nous posons une hypothése de petitesse

My < ”Z—; (3.2.33)
ou les constantes positives My, mp et ¢ sont définies dans (3.1.24), (1.1.49) et (3.1.20),
respectivement. Nous notons que seule la constante de trace, la constante de coercivité B et
la limite de v sont impliqués dans (6.1.33), par conséquent, cette hypothése implique que la
petitesse la géométrie et de la partie électrique, et ne dépend pas de la mécanique données
du probléme. En outre, il est satisfait lorsque I'obstacle est isolé, depuis 1) = 0 et ainsi de
My = 0.
Rappelons que 'espace V' est donné par (1.2.2), et P'espace W est donné par(1.2.7).

Le théoréme de représentation de Riesz, entraine 'existence d’un élément f:[0,7] — V

tel que

(f(@),V) vy = / fo@t) vde+ [ fo(t).vda Yo eV pp. te(0,T), (3.2.34)
Q 2
Pour tout v € V, t € [0, T]. Ensuite, les conditions (3.2.28) impliquent
feC(0,T:V), (3.2.35)

De méme, le théoréme de représentation de Riesz entraine 'existence d’un élément ¢ :

[0,7] — W par

(Q<t)7C)W:/QQO (t)(dx—/r g2 (t) Cda V¢ € Wt € 10,77, (3.2.36)
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Pour tout ¢ € W, ¢ € [0,T]. Ensuite, les conditions (3.2.29) impliquent
geC(0,T;W). (3.2.37)
Soit j : V x V' — R la fonctionnelle d’adhésion

J (u,v) = / Py (U, — g) vyda + / pr (uy — g) ||v-]| da, (3.2.38)
I's I's

Par les hypotheses sur p, et p,, on obtient que pour v € V.

pv (uy — 9) ,pr (uy, — g) € L*(T'3), (3.2.39)

Soit 'application h : V x W — W la fonctionnelle

(h(u7 @)7§)W = . 77Z)(ul/ - g)qSL(SD - %)MCL; (3240)

Il résulte de hypotheses (3.2.17) — (3.2.34) que les intégrales dans (3.2.36) — (3.2.39) sont

bien définis.

3.2.2 Formulation variationnelle et le résultat principal

Retournons maintenant & établir une formulation variationnelle du probléeme P4. Nous
utilisons la formule de Green (1.1.1) combinée avec les égalités (3.2.4),(3.2.6), (3.2.7)
et (3.2.34) pour trouver

(a,g(u)—5(@))H+(f,u—v)H:/Fau.(v—v) Vv eV,

et, compte tenu de la décomposition du tenseur de Cauchy (1.1.3), nous avons

(U,s(v)—s(u))H:(f,v—u)H—l—/ da—l—/ o (v —ur)da , Yv eV,

I's

Nous utilisons les conditions (3.2.8) et (3.2.9) pour trouver

(0,6 (v) =& (u))y = (frv— U)H+/F3pu(uu—g)(vu—uu)da+ pr(u=g)(lv-]|=llu-da , Vo €V,

r3

Combinons cette derniére inégalité avec (3.2.1) et (3.2.38) pour obtenir

(Ae (u ( ) & () —e () +(Ge (u(t), ) e (v) —e(u) +j (u,v) = j (u,u)
+< M (t—s)e(u (s))ds,e(v)—6(u))H+(5*Vg0(t),5(v)—5(u))H (3.2.41)
> (f(t),u—v)yy,y YoeVte(0,T).
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D’autre part, en utilisant la formule de Green
(D, VQ) g + (divD, ¢) 2 /D vCda V¢ e W,
on a

/ D.V{dx + / divD(da = D.v(da + D.v(da + D.v(da ¥Y¢ € W.
Q Q

s Tq 1—‘b

De la définition de 'espace W avec (3.2.5) et (3.2.12) — (3.2.14), nous trouvons

[ p~etr= [ b @ -gote-pcdat |
Q I's

T

asCda - / wCdr Y €W,
b Q

De (3.2.36) et (3.2.40), on obtient

(D), VO +(q(t), Oy = (hu, ), w VE€ W, 1€ (0,T). (3.2.42)

Enfin, soit a (t) € K et pour tout ¢ € [0,7]. De la définition (1.1.51) de dpk (o) et de
(3.2.3), on obtient

(@ (1), € = )2y = k(Da(t),§ = all)) g
> (5(e(u(®),a),§—alt) g Y€K,

En utilisant la formule de Green avec (3.1.11) et (2.1.23), on trouve

(6(1) € = (6) ey + 0 (0 (8),€ = a (1))
> (S (e ((t),a(t) € — a(t)a Ve € K.

De (3.2.41) —(3.2.43) , (3.2.10) et (3.2.14) — (3.2.16), on obtient la formulation variationnelle

(3.2.43)

du probléeme P.

Probléme PV. Trouver le champ des déplacements « : [0,7] — V, le champ potentiel
électrique ¢ : [0,7] — W, le champ d’endommagement « : [0,7] — H' () et le champ
d’adhésion 3 : [0, 7] — L?*(T'3) tels que

(Ae (U(tt)%&( v) =g (W) + (Ge (u(t),a),e(v) —e(u) +j(u,v) = j(u,u)
( i M (t—s)e(u(s))ds,e(v)—e (u))H + (EV(t),e(v) — e (u))y (3.2.44)
> (f(t),u—v)p,y YveV,te(0,T).

90



3.2. Probléme de contact avec frottement en électro-viscoélasticité avec mémoire longue

a(t)e K, Vte[0,T], (a(t),§—a) g talalt),§—alt))
= (S(e(u(t),at),§ —alt))zg YEEK,
BV (t), V), — (€& (ult)), VO, + (A(u(t), ¢(t),Ow = (¢ (t) .y VC €W, (3.2.46)
B(t)=—(B() [, (Ry (w (1)* +7, 1R (ur 0)|I°] —€a), P-DEE(0,T),  (3.247)
u(0) = ug, , o (0) = ag, 5 (0) = B,. (3.2.48)
L’intéret principal dans cette section est le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Théoréme 3.2.1. Sous les hypotheses (3.2.17) — (3.2.34), le probleme PV admet une

(3.2.45)

solution unique {u, ¢, 3, a} ayant la régularité

u € CH(0,T;V), (3.2.49)
o € C(0,T;H,y) (3.2.50)
o € C(0,T;W), (3.2.51)
a € H'(0,T;L7(Q)NL*(0,T; H (), (3.2.52)
B e Whe(0,T;L*(Ts)) N Z. (3.2.53)

Les fonctions u, p, o, D, et [ satisfaisant (3.2.1)—(3.2.2) et (3.2.44)—(3.2.48) s’appellent
une solution faible du probléme P4. Nous concluons que sous les hypotheéses (6.1.17) —
(6.1.34), le probléme mécanique (3.2.1) — (3.2.16) a une solution faible unique qui satisfait
(3.1.49) — (3.1.53). La régularité de la solution faible est donnée par (3.2.52) — (3.2.53) et
en termes de contraintes

DeC(0,T;W). (3.2.54)
En effet, de (3.2.46), il vient que divD = qq (t) pour tout ¢ € [0,7]. De la régularité (3.2.51)
de ¢ combinée avec (3.2.2) et (3.2.17) — (3.2.29), on obtient (3.2.54).

La démonstration du théoréme 3.2.1 sera faite en plusieurs étapes, elle est basée sur les
résultats des inéquations variariationnelles, les opérateurs monotones et les arguments du
point fixe. Nous supposons dans la suite de cette section que (3.2.17) — (3.2.34) sont vérifiés,
c désigne une constante positive qui dépend de 2, I'y, I's, p,, pr, L, v, et v, dont la valeur
peut changer d’un endroit a un autre.

Soit n € C(0,T;V), et & € C(0,T;L*(Q)) est donné. Dans la premiére étape on
considere le probléme variationnel suivant. Notre existence et la conséquence unique que

nous disons maintenant et prouver dans la section suivante est le suivant.
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3.2.3 Existence et unicité de la solution

Probléme PV} Trouver le champ des déplacements u, : [0,T] — V tel que

op = Aec (i) + 1 (3.2.55)
(0, e(w —ty))y + J (wy,w) = j (wy, ty) > (fyw —ty)y,, YweV  (3.2.56)
uy (0) = uo. (3.2.57)

Dans I'étude du probleme variationnel PV} nous avons le résultat suivant
Lemme 3.2.1. Soit g € C(0,7;V). Alors il existe une fonction unique v, € C(0,7;V)
tel que

(Ae (vng) , e(w — Ung))H +Jj (g w) —Jj(8g vng) =

(3.2.58)
(faw - Uﬁg)v - (777 E(W - Ung))Ha le [O’ T]? Vw € V7

Démonstration du lemme 3.2.1. Il résulte du théoreme 1.8.20. qu’il existe une
fonction unique v, : [0,7] — V, qui résout 'inégalité variationnelle elliptique (3.2.58).
Pour établir sa régularité en montrant que v,g € C(0,7; V), Soit t1,t, € [0, 7] et désignons
par n; = n(t;), g = g(t:i), fi = f(t;) et v; = vye(t;), 7 = 1,2.Nous choisissons w = v, dans

(3.2.58) at =t1, w = dans (3.2.58) a t = t; et ajouter les deux inégalités pour obtenir

(Ae (v1) — Ae (v2) ,e(v1 — v2)) < (f1 = fo, v — v2)v + (M1 — M2, (V1 — v2))
+7 (81,v2) — j (81,v1) +j (82, v1) — j (82, v2),

Le coté gauche est minorée par (3.2.17) donc,
(A (v1) — Ae (v2) ,6(v1 — v2))y, > Mg |1 — 023, Yu,v €V (3.2.60)
La derniere ligne de (3.2.59) est délimitée par la propriété (3.2.22) suit
J(g1,v2) — j (81, v1) +j (82,01) — j (82, v2) < c(llgr — &2lly [lvr — velly)- (3.2.61)
L’utilisation de ces limites dans (3.2.59), nous obtenons

lor = wally < el fv = follv + lm = 2l + ll&r = g2lly) (3.2.62)

Ensuite, la conclusion que v,g € C([0,77; V') résulte de la continuité de f, 7, et g dans leurs

espaces respectifs V', H et V. U
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Avec T'aide du lemme 3.2.1. nous montrons maintenant ’existence suivante et résultat
d’unicité pour un probléme PVy.

Lemme 3.2.2.11 existe une solution unique & un probléeme PV} tels que u,, € C L([0,T]; V)
et 0, € C(0,T;Hy).

Démonstration du lemme 3.2.2. Nous considérons l'opérateur A, : C(0,7;V) —

C(0,T;V) défini par
t
A,g(t) =up +/ Vg (s)ds, geC0,T;V), tel0,T], (3.2.63)
0

ol v, est une solution de (3.2.58). Nous allons montrer que cet opérateur a une unique
point fixe g, € C(0,T; V). A cette fin, soit g1, g» € C(0,T; V') et notons par v; = vyg,i = 1,2.

Les solutions de (3.2.58) correspondant. En utilisant la définition (3.2.63), nous obtenons

A1 (t) = Apga(B)]]), < /0 Jv1(s) — vi(s)]]y ds, Vtelo,T], (3.2.64)

En outre, en utilisant des estimations similaires a ceux menant & (3.2.62) dans la preuve

de lemme 3.2.1, nous avons
[v1(s) = va(s)lly < cllgils) —gils)lly, Vs e[0,],
Ensuite, il découle de (3.2.64) que

1Ay81(t) = Ay (Bl < /0 Ig1(s) — g1(s)lly ds, vtelo,T], (3.2.65)

Réitérant cette inégalité m fois, nous obtenons

()™
m!

||A17mg1 - Anmg2H0(07T;V) S Hgl(s) - g1(8>”C(O,T;V) ? v t e [07 T]’

Ceci montre que pour m suffisamment grande a 'opérateur Aj" est une contraction de

'espace de Banach C'(0,7"; V). Ainsi, 'opérateur A, a un unique point fixe g, € C(0,7;V)

Ensuite, v, € C(0,T;V), u, € C'(0,T;V) et o, € C(0,T;H) solent proposée par

Uy = Upg,, (3.2.66)
¢

up(t) = wo +/ vy(s)ds, Vtel0,T], (3.2.67)
0

o, = Ac(vy))+1n (3.2.68)
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De (3.2.55) et (3.2.57) sont satisfaites. En outre, par (3.2.66) , (3.2.67) et (3.2.63) , il
s’ensuit que u, = g, et 1, = v,. Par conséquent, si nous laissons g = g,, dans

(3.2.58) on obtient (3.2.56).

Pour prouver la régularité de o,, nous choisissons w = w, £ ¢ dans (3.2.56), avec

p € C§°(R2), obtenir
(Ome(—Dr = (f. ), Vo eCP@) suw [0,7] (3.2.69)
Rappelant la définition du terme (f, ¢)y dans (3.2.34), nous trouvons
Divo, + fo =0 sur [0,7]. (3.2.70)

Maintenant, I’hypothese (3.2.28) et I'équation (3.2.70) impliquent que o,, € C([0, T]; H1).

Ceci établit I'existence dans le lemme 3.2.2. L’unicité de la solution découle directement
de (3.2.55) et (3.2.57), en utilisant (3.2.17) , (3.2.23) et I'inégalité de Gronwall lemme 1.2.14.
0

Dans la prochaine étape, nous utilisons la solution u, € C*([0,7],V), obtenu dans le
lemme 3.2.1, pour construire le variationnelle suivante probléme pour le potentiel électrique.

Probléme PVY. Trouver le champ des déplacements ¢, : [0,7] — W tel que

(van (t) ’VC)W — (Ee (uy(1)), VOW

) (3.2.71)
+(hun(t), 2, (), Ow = (¢ (1) , Oy VCEW, 1€ (0,T).

pour tout ¢ € W, ¢ € [0,T]. Pour que le probleme PVY soit bien posé on a le résultat
suivant

Lemme 3.2.3. Le probléme variationnel PV? admet une solution unique qui satisfait
la régularité (3.2.51).

De plus, si ¢, et o, sont deux solutions (3.2.51) correspondants a 7,1, € C((0, T]; H)

alors il existe ¢ tel que

[0, (8) = 0, (O], < € [Jan, (8) =, (D] vt € [0, 7). (3.2.72)

Démonstration du lemme 3.2.3. En utilisant les memes argument du lemme 3.1.2.

On note par ¢, la solution de probléeme PVY obtenue dans le lemme 3.2.3. [
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Dans la troisiéme étape, soit § € C (0,7;L?(©2)). On considére alors pour le champ
d’endommagement le probléme variationnel suivant.

Probléme PVY. Trouver le champ d’endommagement «y : [0,7] — H' (Q) tel que
ag(t) € K,  (ap(t),§— ag)raq) +alas(t),§—ap(l))
2 (9( ) -y (t))LQ(Q) V£ € Ka p.p. t € (OaT)7

ag (0) = ap. (3.2.74)

(3.2.73)

On a le résultat suivant.

Lemme 3.2.5. Le probleme variationnel PV admet une solution unique oy qui satisfait
la régularité (3.2.52).

Démonstration 3.2.5. L’inclusion de la cartographie (H' (), [|+[| z1(q,) dans (L*(Q), [l+]| 12(o))
est continue et sa gamme est dense. We désignons par H'(Q2)" la double espace de H' ()

et en identifiant le double de L?*(€2) avec lui-méme, nous pouvons écrire le Gelfand triple

HY(Q) c L*(Q) c H'(Q)

Nous utilisons la notation (s, ) g1(q)y 1y Pour représenter 'appariement de la dualité

entre H'(Q) et H'(Q). nous avons

(aaOHl(Q)xﬂl(Q)’ = (O‘aOH(Q)a Va € LQ(Q)7 QIS Hl(Q)-

et nous notons que K est un ensemble convexe fermé dans H'(§). Puis, en utilisant la
définition (2.1.23) et le fait que ag € K, , il est facile de voir que

Lemme 3.2.5 est une conséquence directement du théoréeme 1.8.24 . []

Dans la quatrieme étape, nous utilisons le champ des déplacements u, obtenu dans le

lemme 3.2.2 et on considére le probléme suivant.

Probléme PV/. Trouver le champ d’adhésion 3, : [0,7] — L* (T's) tel que

By(t) = = (B, (1) [v, (By (un))” + 7, |1Br (uge)IP] = €a) Dt € (0,7) (3.2.75)
B,(0) = By. (3.2.76)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.2.6. Le probleme PVg admet une solution unique 3, qui satisfait (3.2.53)
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Démonstration du lemme 3.2.6. On considére 'application F, : [0,T] x L? (T'3) —

L?(T'3) définie par

Ey(t,8) = — (8 [ (Ry (g () + 7, | Re (g (0)IP] = ), VE€[0.T], B e L™ (Ta).

On a d’aprés (3.2.25) et les propriétés de opérateur R, F), est de Lipschitz par rapport
a 3, uniformément dans le temps. Cependant, pour tout 3 € L?*(T3), application ¢ —
F,(t, B) appartient & L> (0, T; L? (I's)). Donc, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz voir
théoreme 1.8.22, il existe 5, € W">(0,T; L*(T's)) solution unique du probleme PV/. En
utilisant des arguments similaires & la remarque 1.3.1 et (3.2.26), il vient que 0 < 3, (t) < 1
Vt € [0,T] p.p.sur I'3 et donc B, € Z, ce qui conclut la preuve du lemme 3.2.6. ([l

Maintenant, pour ¢ € [0, 7], nous considérons l'opérateur
A:C(0,T;H x L*(Q)) — C (0,T;H x L* (),
défini par: pour chaque (n,0) € C (0, T;H x L*(Q))
A(n,0) (t) = (A" (n,0) (t),A*(n,0) (1)) € H x L*(Q), (3.2.77)

avec

(AL (1,0) (t) , V) = (G (e (?n (1)), a0 (1) .2 (V) + (E°Vi, (2) (U))7(-[3 2.78)
+ (/0 M (t = s)e (uy (5)) ds,e (U>>H

A% (0, 0) (1) = S (e (uy (1)) , g (1)) - (3.2.79)

Ici, pour tout (1,6) € C(0,T;H x L*(Q)); uy, @, et agreprésentent le champ des de-
placements, le champ potentiel éléctrique, et le champ d’endommagement obtenus dans
les lemmes 3.2.1, 3.2.3 et 3.2.4 respectivement. Nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.2.7. 1l existe un élément unique (n*,0%) € C (0,T;H x L*(Q)) tel que
A, 07) = (n",07).

Démonstration du lemme 3.2.7. Soient (1;,61) et (15,602) € C(0,T;H x L*(Q)).

Nous utilisons les notations w,, = w;, iy, =v,, =vi,@, = ¢;, et ap, = o; pour i = 1,2.
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3.2. Probléme de contact avec frottement en électro-viscoélasticité avec mémoire longue

En employant (3.2.18) et (3.2.21) — (3.2.24) avec les définitions de R,,R,,j et la remarque

1.3.1, nous avons
AT (1, 01) () - AL (113, 05) ()l < e (I1G (2 (wa (8)) 1 (1)) = G (e (w2 (1)) , 02 (£)) 15,
+/0 1M (t = )€ (ur (s) = uz () |3 ds + €V (1) — EVipa(1) 1,
< (Il (0 = ua @0F + [ T 5) = w2 01 s

+lan (1) = a2 (D)2 + lle (8) = 05 (t)lliv)

(3.2.80)
Maintenant, de (3.2.79) et (3.2.75), on obtient
A% (n,,01) (£) = A2 (1, 05) ()||7 210y <
I 0000 1) = 4 0 0) O < 2 o)
(lur () —u2 W)y + llon (£) = 2 (D) 22())-
Alors, depuis (3.2.80) et (3.2.81), on a
1A (71, 61) (£) = A (03, 02) () |30 p2(0) < € ([l (8) = w2 (D)5 +
‘ ) ) ) (3.2.82)
s 6) = ) s+l 0= 2 O+l (0= 2 Ol )
Pourtout p.p. ¢t € [0,7T]. 1l découle de (3.2.67), que
t
) = wx(®)ly < [ foa(s) = walo)ly ds. W€ 0.7) (3.2.83)
0

En utilisant (3.2.55), (3.2.56), et des estimations comparables a celles de la preuve du lemme

3.2.1 (voir (3.2.60)), nous constatons que, pours € [0, 7],

[01(s) = va(s)lly < el () = n2 (8)llp + [lua(s) —ua(s)lly),  VE€[0,T].  (3.2.84)

La combinaison de (3.2.83) et (3.2.84), et en utilisant 'inégalité de Gronwall lemme 1.2.14,

page 43), nous avons

[ua (t) = ua (D) < C/O 172 (s) = 12 ()5 s, VT € [0,T].

ce qui implique que

lua (£) = wa @)y, < C/O 3 (5) = 15 ()3, ds, ¥t € [0,T]). (3.2.85)

97



3.2. Probléme de contact avec frottement en électro-viscoélasticité avec mémoire longue

Nous utilisons (3.2.71), (3.2.19) — (3.2.20), (1.1.50) et I'inégalité de Friedrichs-Poincaré
(1.1.47) pour obtenir

oy (2) = @2 (D)l < ellur () = uz (D)5 - (3.2.86)
De (3.2.73), nous déduisons que
(G — g, 1 — 042)L2(Q) +a(a; — ag, a1 —ag) < (01 — Oy,0q — OZQ)LQ(Q) p.p. t€10,7].
En intégrant l'inégalité précédente avec les conditions initiales
ay (0) = B, et aq (0) = ay,

et en utilisant 'inégalité

a(ag —ag,aq — ) >0,

on obtient

3101 ()= a2 (e < [ (01 =02(5) 001 5) = 02 (8)) sy s, Ve € [0.7]

Il vient alors que

t t
o (1) — a2 (8) 22y < / 101 (5) — s (5)] 2oy s / o () — a2 () [Zagey ds, ¥t € [0,7]

Nous combinons 'inégalité précédente avec le lemme de Gronwall 1.8.25, pour trouver

t
o (1) = s (0)]2agqy < / 161.() — 02 (5) 220y ds, Vi € 0.7 (3.2.87)

De I'inégalité et estimations précédente (3.2.85), (3.2.86) et (3.2.87) il s’ensuit que main-

tenant

1A (13, 61) (£) = A (12, 02) (8) [ 12() < C/O 10, 01) (5) = (112, 02) (8) 3 2y -

En réitérant m fois I'inégalité précédente, on obtient

(c1)™
m!

m m 2 2
[A™ (71, 601) — A (772792)"C(O,T;H><L2(Q)) < (11, 01) = (n2, HQ)HC(O,T;HXLQ(Q)) :

Ce qui implique que pour m suffisamment grand, l'opérateur A est une contraction sur
I'espace de Banach C (0,T;H x L?(€)), donc, A™ posséde un point fixe unique (n*,0*) €
C (0, T;H x L*(2)) et par conséquent (n*,0") est 'unique point fixe de A. O
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3.2. Probléme de contact avec frottement en électro-viscoélasticité avec mémoire longue

Maintenant, on peut établir la démonstration du théoreme 3.2.1.

Démonstration du théoréme 3.2.1.

Existence. Soit (u,+,0,-) la solutions du probléeme PV, et (¢,, 3,.) sont des solutions
des problemes PVY et PVg , pour 1 = n*, et soit ay+ la solution du pronléme PV§ pour
0 =06

Depuis

n*(t) = G(e(u (1)), 5. (1)) +/0tM(t— s)e (u(s))ds +E Ve, ()  (3.2.89)

0 (1) = S(e(u. (1)), 5. (1) (3.2.90)

nous trouvons que (Uys, oyx, @, 3,x, =) sont des solutions des problémes (3.2.44) et
(3.2.48) qui satisfait (3.2.49) — (3.2.53).

Unicité. Soit (uy«, 7y, @, B, ag+) la solution de (3.2.44) — (3.2.48) obtenue ci-dessus

, et soit (u, 0, p, 5, ) soit une autre solution du probléme , qui satisfait (3.2.49) — (3.2.52).
On note n € C([0,T),H) et 6 € C([0,T]; L*(Q)) les opétreurs

n(t) = Ge(u(®),a(t))+ /o M(t—s)e(u(s))ds+EVpl(t) (3.2.91)
O(t) = Se(u(®),alt)). (3.2.92)

Maintenant (3.2.44), (3.2.45) et (3.2.48) impliquent que (u, o, ¢) est une solution du prob-
ltme PV} et PV . Du lemmes 3.2.1 et 3.2.3 , il s’ensuit que ce probléme a une solution
unique

uy € CH([0,T};V), ¢, € C([0,T]; W) et o, € C([0,T]; H1) et si nous concluons que
u=u,, o=0, e=¢, =5, (3.2.93)
Ensuite (3.2.6), (3.2.8), et un des rendements similaires argument
a=ag (3.2.94)

En utilisant maintenant (6.3.24), (6.3.39), (6.3.40), (6.3.37) et (6.3.38) nous obtenons A (7, §) =
(n,0). par Punicité du point fixe de 'opérateur A, garanti par le lemme 3.2.6 , il s’ensuit

que
n=n, 0=0" (3.2.95)
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3.2. Probléme de contact avec frottement en électro-viscoélasticité avec mémoire longue

L’unicité de la solution est maintenant une conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur

A qui est défini par (3.2.93) — (3.2.94) . O
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Conclusion

Dans cette thése, on a étudié I'existence et 'unicité de la solution de quatre problemes
aux limites de contact en mécanique ou électro mécanique ( piézoélectricité), le premier
probléme est un probléme mécanique de contact avec adhésion et endommagement entre
un corps viscoélastique et une base, le deuxiéme probléme est un probléme mécanique de
contact bilatéral avec adhésion et endommagement entre un corps viscoélastique et une
base, le troisiéme probléme est un probléme électro mécanique de contact avec adhésion
et endommagement entre un corps électro élasto-viscoplastique et une base, le quatriéme
probléme est un probléme électro mécanique de contact avec adhésion et endommagement
entre un corps électro viscoélastique avec mémoire longue et une base.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ces prob-
lemes. Comme la frontiére des corps et les données des problémes ont des bonnes régular-
itées; donc, la solution du probléme mécanique et du probléme variationnelle est la méme.

On a montré I'existence et 'unicité de la solution des problémes précédents par 1'utilisation
des arguments suivants: équation variationnelle dépendant du temps, équation variation-
nelle d’évolution, inéquation variationnelle d’évolution du type parabolique, équation dif-

férentielle et point fixe.
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