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Introduction générale

Dans la plupart des systèmes de la mécanique des milieux continus, ils existent des situations

dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d'autre corps ou bien avec une fonda-

tion rigide ou déformable. La problématique du contact est essentiellement de savoir comment

les forces sont appliquées sur une structure et comment réagissent ces structures lorsqu'elles su-

bissent ces forces. Les problèmes de contact mécanique se rencontrent principalement dans des

domaines aussi variés que l'aéronautique, la mécanique automobile, le génie civil, les sciences

du bois, la médecine, la production de l'énergie (assemblage des structures, �ssuration dans les

joints soudés) et les systèmes de transmissions. Prenant en compte les comportements divers des

milieux continus, elle englobe l'hydrodynamique, la dynamique des gaz, l'élasticité, la plasticité

et d'autres types de comportements. Vu l'importance du phénomène, des é�orts considérables

ont été consacrés à la modélisation, l'analyse ainsi que l'approximation numérique des proces-

sus physiques provenant des contacts entre des corps déformables ou entre un corps et une

base rigide, déformable ou lubri�ée. Par conséquent, une Théorie Mathématique générale de la

Mécanique du contact(MTCM) est actuellement émergée. Elle est concernée par les structures

mathématiques qui sont à la base des problèmes de contact avec des lois constitutives di�érentes,

c'est à dire, di�érents matériaux, diverses géométries et des conditions de contact di�érentes ;

voir par exemple [54, 63].

La modélisation des problèmes de contact d'un corps déformable avec une base dépent essen-

tiellement de propriétés mécaniques du matériau considéré, ainsi que des conditions aux limites
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Introduction générale

de contact.

Le sujet de l'endommagement est extrêmement important dans les conceptions en ingénierie

puisqu'il in�uence directement sur la vie usuelle de la structure ou la composante conçue. Il

existe une littérature très riche sur ce sujet. Les modèles prenant en considération l'in�uence de

l'endommagement interne du matériau sur le processus de contact ont été étudiés mathémati-

quement. L'analyse mathématique de problèmes unidimentionnels peut être trouvée dans [40].

Les premiers modèles de l'endommagement mécanique provenant des considérations thermody-

namiques sont apparus dans [33]. De modèles généraux récents dans [38, 39, 41, 49, 58] sont

issus du principe de la puissance virtuelle. Dans tous ces travaux, l'endomagemment du maté-

riau est décrit par une fonction α ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque α = 1, il n'ya pas

d'endomagemment dans le matériau, lorsque α = 0, le matériau est complètement endommagé

et lorsque 0 < α < 0, il a un d'endomagemment partiel et le système a une capacité réduite.

Certains problèmes en thermo-mécanique de contact avec endomagemment ont été étudiés dans

[9, 15, 16, 48, 50, 51, 67].

Les matériaux piézoélectriques sont extrêmement utilisés comme interrupteurs et actuateurs

dans beaucoups de systèmes d'ingénierie, en radioélectronique, l'électroacoustique et la mesure

des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et électriques.

Ce couplage conduit à l'apparition d'un potentiel électrique suite à une déformation mécanique

et, inversement, une déformation mécanique est générée lorsqu'un potentiel électrique est appli-

qué. Les matériaux piézoélectiques, pour lesquelles les propriétés mécaniques sont viscoélastiques

sont appelés "les matériaux électro-viscoélastiques" et ceux pour lesquelles les propriétés méca-

niques sont élasto-viscoplastiques sont appelés "les matériaux électro-élasto-viscoplastiques". De

modèles généraux pour des matériaux électro-élastiques ayant un e�et piézoélectiques peuvent

être trouvés dans [14, 51, 75, 45]. Un problème de contact avec "slip-dependent" pour les maté-

riaux électro-élastiques a été étudié dans [68], et pour les matériaux électro-élaso-viscoplastiques

a été étudié dans [30]. Des problèmes de contact sans frotement pour des matériaux électro-
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Introduction générale

viscoélastiques ont été étudiés dans [25, 8, 13, 64, 69] sous l'hypothèse que la fondation est

isolante.

Actuellement, un intérrêt considérable est porté aux problèmes de contact avec frottement

impliquant les matériaux piézoélectriques voir par exemple [45]. Cependant, il n'existe virtuelle-

ment pas de résultats mathématiques à propos des problèmes de contact pour de tels matériaux

et on a besoin de développer la Théorie Mathématique du Contact Mécanique (MTCM) pour

inclure le couolpage entre les propriétés mécaniques et électriques.

Les processus d'adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent non mé-

taliques, sont collées ensemble. Pour cette raison, le contact adhésif entre les corps, lorsqu'une

colle est ajoutée pour empêcher les surfaces d'un mouvement relatif, a récement reçu, de plus en

plus, une grande attention dans la littérature. Des modèles généraux avec adhésion peuvent être

trouvés dans [36, 37, 56, 62]. Des résultats sur l'analyse mathématique de plusieurs problèmes de

contact avec adhésion ; citons par exemple [25, 64, 63, 70]. Récement, les matériaux composites

ont atteint le sommet, puisqu'ils sont très solides et très légers, et par conséquent une impor-

tance considérable en aviation et en industrie automobile. Cependant, les matériaux composites

peuvent subir, sous des contraites, une délimination dans laquelle des plusieurs couches se dé-

collent et se déplacent relativement les unes par rapport aux autres. Pour modéliser le processus

lorsque le collage n'est pas permanent et un décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrir

l'adhésion et le contact ensemble. Un nombres de puplications récentes traîte des tels modèles,

voir par exemple [22, 25, 36, 35, 56, 61] et les références comprises. L'idée est d'introduire une

variable de surface interne, le champ d'adhesion β ∈ [0, 1] qui décrit la densité fractionnelle des

adhésifs actifs sur la surface de contact. En un point de la surface de contact adhésif, lorsque

β = 1, l'adhésion est complète et tous les adhésifs sont actifs ; lorsque β = 0, tous les adhésifs

sont inactifs, sévères et il n'y a pas d'adhésion. Lorsque 0 < β < 1, l'adhésion est partielle et

seulement une fraction β des adhésifs est active.

La thermodynamique a pour objet principal, l'étude des phénomènes mécaniques (travail,
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Introduction générale

pression,...) couplés aux phénomènes thermiques (chaleur, température,...), tous deux considérés

du point de vue macroscopique. Elle est née au XIXème siècle de la nécessité de comprendre

le fonctionnement des machines thermiques produites au début de l'ère industrielle. En raison

du caractère universel des principes produits par la thermodynamique, celle-ci a dépassé par la

suite le cadre strict de l'étude des machines, pour toucher tous les domaines de la physique dans

lesquels la chaleur joue un rôle (électromagnétisme, optique,..), ainsi que d'autres disciplines

scienti�ques (chimie, biologie,...).

L'objectif de cette thèse est de proposer une certaine contribution à l'étude de quelques

problèmes aux limites en mécanique de contact. Dans un processus dynamique, nous considérons

ici des lois non linéaires pour des matériaux élasto-viscoplastiques prenant en considération

l'in�uence de l'endommagement interne du matériau et un e�et thermique. On décrit l'évolution

de l'endommagement par une inclusion di�érentielle du type parabolique comme dans [58, 70].

Nous considérons également des lois de comportement pour des matériaux dites électro-

viscoélastiques ou électro-élasto-viscoplastiques, ayant des propriétés mécaniques ainsi que des

propriétés électriques (matériaux piézoélectriques). L'adhésion entre les surfaces de contact, lors-

qu'une colle ajoutée pour éviter aux surfaces un mouvement relatif, est prise en considération

dans ce travail.

Cette thèse est composée de trois parties que nous décrivons brièvement.

Dans la première partie, le but est d'introduire les outils nécessaires pour une bonne com-

préhension de la suite des problèmes traités. Nous commonçons par présenter les divers modèles

mécaniques de contact étudiés, puis, nous indiquons les espaces fonctionnels et les principales

notations utilisées tout au long de la thèse. En�n, nous rappelons quelques résultats fondamen-

taux d'analyse fonctionnelle concernant les opérateurs fortement monotones et de Lipschitz, les

équations et les inéquations variationnelles d'évolution paraboliques et les lemmes de Gronwall.

Dans la deuxième partie, nous consacrons trois chapitres pour l'étude théorique de deux

problèmes de contact pour des lois constitutives non linéaires thermo-élasto-viscoplastiques avec
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Introduction générale

endommagement et d'un problèmes de contact pour une loi de comportement linéaire en thermo-

viscoélasticité dans des processus dynamiques. Le premier chapitre qui s'inspire de l'article [9] est

consacré à l'analyse d'un problème de contact sans frottement, avec endommagement et adhé-

sion. Le contact est modélisé par une compliance normale. Nous établissons une formulation

variationnelle du problème et démontrons l'existence et l'unicité de la solution du problème va-

riationnel résultant. Les démontrations sont basées sur les équations variationnelles dépendantes

du temps, un résultat classique d'existence et d'unicité pour les inéquations paraboliques, une

version du théorème de Cauchy-Lipschitz et les arguments de point �xe. Pour le deuxième cha-

pitre, nous considérons un problème de contact avec frottement et endommagement. Le contact

est modélisé par une réponse normale instantanée associée à une loi locale de frottement. On

propose une formulation variationnelle. Pour établir l'existence et l'unicité de la solution de ce

problème, on utilise la théorie des équations d'évolutions du premier ordre, des inéquations va-

riationnelles du type parabolique et des arguments de point �xe de Banach. Tandis que dans

le troisième chapitre, on s'intéresse à l'étude d'un problème de contact avec une version du loi

de frottement de Coulomb. Le contact est modélisé par une condition de compliance normale.

Nous présentons une formulation variationnelle du problème et nous démontrons l'existence et

l'unicité de la solution.

Dans la troisième partie, nous présentons deux problèmes dynamiques de contact pour des

lois constitutives non linéaires électo-élasto-viscoplastiques et électro-viscoélastiques avec endom-

magemment, sous diverses lois de contact, étudiés dans deux chapitres séparés. Dans le premier

chapitre on considère un problème de contact électro-élasto-viscoplastique sans frottement avec

adhésion. Nous obtenons une formulation variationnelle au problème mécanique puis présentons

un résultat d'existence et d'unicité de la solution pour le modèle mécanique. Les démontra-

tions s'inspirent de celles utilisées dans le travail qui a fait l'objet du premier chapitre de la

seconde partie. Dans le deuxième chapitre nous donnons un problème électo-viscoélastique avec

contact bilateral et frottement. Les démonstrations sont basées sur des résultats classiques sur
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Introduction générale

les équations et les inéquations variationnelles d'évolution et des arguments de point �xe.

Signalons pour �nir que nous avons a adopté la convention usuelle de sommation sur l'indice

répété.
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Notations

Soit Ω est un domaine de Rd(d = 2, 3) on note par

Ω l'adhérence de Ω,

Γ la frontière de Ω supposée régulière,

mesΓ1 la mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γ1,

Γi(i = 1, 3) une partie mesurable de Γ,

ν la normale unitaire sortante à Γ,

vν , vτ les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v,

σν , στ les composantes normales et tangentielles du champ tensoriel σ,

C1(Ω̄) l'espace des fonctions réelles continuement di�érentiables sur Ω̄,

H l'espace L2(Ω)d,

H l'espace L2(Ω)d×ds ,

H1 l'espace H1(Ω)d,

H1 l'espace {σ ∈ H, Divσ = (σij,j) ∈ H},

H
1
2 (Γ) l'espace de sobolev d'ordre 1

2
sur Γ,

H−
1
2 (Γ) l'espace dual de H

1
2 (Γ),

γ : H1 → HΓ l'application trace pour les fonctions vectorielles,

W l'espace {ζ ∈ H1(Ω) | ζ = 0 sur Γa},

W l'espace {D = (Di) | Di ∈ L2(Ω), Di,i ∈ L2}.

xii



Notations

Si X est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

(., .)X le produit scalaire sur X,

〈., .〉X′×X le produit de dualité entre Xet X ′,

‖.‖X la norme sur X,

xn → x la convergence forte de la suite (xn) vers l'élementx dans X,

xn ⇀ x la convergence faible de la suite(xn) vers l'élement x dans X.

Si de plus [0, T ] un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞, on note par

C(0, T ;H) l'espace des fonctions continues de [0, T ] dans H,

C1(0, T ;H) l'espace des fonctions continûment dérévables sur [0, T ] dans H,

Lp(0, T ;H) l'espace des fonctions mesurables sur [0, T ] dans H,

‖.‖Lp(0,T ;H) la norme de Lp(0, T ;H),

W k,p(0, T ;H) l'espace de Sobolev de paramètres k et p,

‖.‖Wk,p(0,T ;H) la norme de W k,p(0, T ;H).

Pour une fonction f , on note par :

ḟ , f̈ les dérivées première et seconde de f par rapport au temps ,

dom f le domaine de f,

suppf le support de f,

∂if, f,i la dérivée partielle de f par rapport à l'ième composante xi,

∇f le gradient de f,

ε(f) la partie symétrique du gradient de f,

Divf la divergence de f,

∂f le sous di�érentiel de f,

divf la divergence de f.
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Notations

Autre notations :

lim inf limite inférieure,

lim sup la limite supérieure,

Sd l'espace des tenseurs d'ordre deux symétriques sur Rd,

”.” le produit scalaire sur Rd et Sd,

”‖.‖” la norme euclidienne sur Rd et Sd,

C une constante générique strictement positive,

Λn puissance n de l'operateur Λ,

p.p. presque partout,

χK fonction indicatrice de K.
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Partie I Modélisation et Outils Mathématiques

Partie I

Modélisation et Outils Mathématiques

A�n de faciliter la lecture de cet ouvrage, il nous est paru nécessaire de présenter dans la

première partie les cadres physiques et fonctionnels dans lesquels on va travailler. Nous précisons

d'abord les cadres physiques et les modèles mathématiques correspondants utilisés dans cette

thèse, ensuite nous décrivons les lois de comportement, les conditions de contact et les di�érentes

lois de frottement qui interviennent dans tout le document.

Après un bref rappel de la mécanique des milieux continus, nous introduisons quelques prélimi-

naires mathématiques qui seront utilisés partout dans ce mémoire. Nous commençons d'abord

par les espaces de type Sobolev associés aux opérateurs divergence et déformation utilisés en

mécanique, ainsi que leurs principaux propriétés, notamment les théorèmes de trace. Nous rap-

pelons ensuite les propriétés des espaces des fonctions à valeurs vectorielles et les espaces liés à

l'e�et piézoélectrique.

En�n, nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d'analyse fonctionnelle non li-

néaire dans les espaces de Hilbert, quelques résultats sur les opérateurs fortement monotones et

de Lipschitz, les inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d'évolution.
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Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus où nous allons

introduire les cadres physiques utilisés dans cette thèse ; il est déstiné à rappeler l'équation de

mouvement de Cauchy, à décrire les lois de comportement thermo-élasto-viscoplastiques, électro-

élasto-viscoplastiques et électro-viscoélastiques. Par ailleurs, nous précisons dans ce chapitre les

conditions aux limites de contact.

1.1 Cadres physiques - Modèles mathématiques

Dans cette section nous allons introduire les deux cadres physiques et leurs modèles mathé-

matiques des problèmes mécaniques intervenant dans cette thèse.

Cadre physique n◦1. Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Ω ⊂ Rd (d = 2, 3)

avec une surface frontière régulière Γ, partitionnée en trois parties mesurables Γ1,Γ2 et Γ3 , tel

que mesΓ1 > 0 . Nous notons par ν la normale unitaire sortante à Γ. Le corps est encastré

sur Γ1 dans une structure �xe. Sur Γ2 agissent des tractions surfaciques de densité f2 et dans

Ω agissent des forces volumiques de densité f0 et d'une source de chaleur externe donnée par

la fonction q (voir �gure 1.1). On suppose que f2 et f0 varient très lentement par rapport au

temps. Soient T > 0 et [0, T ] l'intervalle de temps en question. Le corps est en contact avec
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Partie I Chapitre 1 Modélisation

ou sans frottement, avec ou sans adhésion avec un obstacle déformable ou lubri�é sur la partie

Γ3. Nous supposons que le matétiau peut être endommagé durant le contact. Nous prenons en

considération les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera d'étudier l'évolution de ces

propriétés dans le temps, sous l'hypothèse des petites transformations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans les chapitres 3 et 4 de la thèse.

Figure 1.1 � Cadre physique no1

Cadre physique n◦2. Nous envisageons un corps matériel qui occupe un domaine borné

Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) avec une surface frontière régulière Γ, partitionnée en trois parties mesurables

Γ1,Γ2 et Γ3 , correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d'une part, et en deux parties

mesurables Γa et Γb, correspondant aux conditions aux limites électriques, d'autre part, telles

que mesΓ1 > 0, mesΓa > 0 et Γ3 ⊂ Γb. On note par ν la normale unitaire sortante à Γ. Le corps

est encastré sur Γ1 dans une structure �xe. Sur Γ2 agissent des tractions surfaciques de densité

f2 et dans Ω agissent des forces volumiques de densité f0 et des charges életcriques de densité

volumiques q0 (voir �gure 1.2). On suppose que f2 et f0 varient très lentement par rapport au
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temps. Le milieu est soumis à l'action de potentiel �xé ϕ0 sur la partie Γa de la frontière ainsi qu'à

l'action des charges électriques de densité surfacique q2, agissant sur la partie Γb. Soit T > 0 et

soit [0, T ] l'intervalle de temps en question. Le corps est (ou peut arriver) en contat avec ou sans

adhésion, avec ou sans frottement avec une fondation conductive (ou isolatrice) sur la partie Γ3.

Nous supposons que le matétiau peut être endommagé durant le contact. On étudie l'évolution

de ces propriétés dans l'intervalle de temps [0, T ], sous l'hypothèse des petites transformations.

Les hypothèses physiques introduites pour la piézoélectricité consistent à négliger les e�ets

magnétiques et thermiques et à considérer l'interaction électro-mécanique uniquement. cette

hypothèse est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques utilisés habituellement comme les

céramiques, les polyméres et les piézo-compisites.

Nous utiliserons ce cadre physique dans les chapitres 6 et 7 de cette thèse.

Figure 1.2 � Cadre physique no2

Avant d'obtenir les modèles mathématiques qui correspondent au cadre physique presenté,

voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette thèse.

Nous désignons par Sd (d = 2, 3) l'espace des tenseurs symétriques d'ordre deux sur R ; ( , ) et

6



Partie I Chapitre 1 Modélisation

‖.‖ représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur Rd et Sd. Ainsi,

nous avons

u.v = uivi, ‖v‖ = (v.v)
1
2 , ∀u, v ∈ Rd,

σ.τ = σijτij, ‖τ‖ = (τ.τ)
1
2 , ∀σ, τ ∈ Sd,

avec la convention de l'indice muet. Pour un vecteur υ, nous utilisons la notation υ pour désigner

la trace γυ de υ sur Γ. Nous notons par vν et vτ les composantes normale et tangentielle de v

sur la frontière données par

vν = v.ν, vτ = v − vνν. (1.1.1)

Nous désignons par σ = σ(x, t) le champ des contraintes, par u = u(x, t) le champ des déplace-

ments et par ε(u) le champ des déformations in�nitésimales. Pour simpli�er les notations, nous

n'indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport à x ∈ Ω̄ et t ∈ [0, T ].

Pour un champ des contraintes σ nous dénotons par σν et στ les composantes normale et tan-

gentielle à la frontière donnés par

σν = σν.ν, στ = σν − σν .ν. (1.1.2)

En utilisant (1.1.1) et (1.1.2), nous obtenons la relation

(σν).v = σνvν + στ .vτ , (1.1.3)

qui va intervenir tout au long de cette thèse, dans l'établissement des formulations variationnelles

des problèmes mécaniques de contact.

En outre, les points au-dessus d'une fonction représentent la dérivation par rapport au temps,

par exemple

u̇ =
du

dt
ü =

d2u

dt2

où u̇ désigne le champ des vitesses et ü désigne le champ des accélérations. Pour le champ des

vitesses u̇ les notations u̇ν et u̇τ représentent respectivement les vitesses normale et tangentielle

7
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à la frontière, c'est-à-dire

v̇ν = v̇ · ν, v̇τ = v̇ − v̇ν · ν.

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans l'hypothèse des petites trans-

formations

ε = (εij), εij =
1

2
(∂jui + ∂iuj) dans Ω× (0, T ). (1.1.4)

Notons qu'ici et tout au long de la thèse, un indice qui suit une virgule indique une dérivation

partielle par rapport à la composante correspondante à la variable spatiale.

Passons maintenant à la description des modèles mathématiques associées aux cadres physiques

ci-dessus.

Modèle mathématique n◦1. Le premier modèle mathématique étudié dans ce mémoire, décrit

l'évolution du corps dans le cadre physique ◦1 (page 4). Les fonctions inconnues du problème

sont le champ des déplacements u : Ω× [0, T ]→ Rd, le champ des contraintes σ : Ω× [0, T ]→ Sd,

le champ de température θ : Ω× (0, T )→ R, le champ d'endommagement α : Ω× (0, T )→ R et

le champ d'adhésion β : Ω× (0, T )→ R.

On sait qu'en général, l'évolution d'un corps matériel est décrite par l'équation de mouvement

de Cauchy.

Divσ + f0 = ρü dans Ω× (0, T ), (1.1.5)

où ρ : Ω → R+ désigne la densité de masse ; ici "Div" représente l'opérateur divergence pour

les tenseurs, Divσ = (σij,j). Le processus d'évolution dé�ni par (1.1.5) s'appelle processus dyna-

mique. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simpli�er. Par exemple, dans le

cas où le champ des vitesses u̇ varie très lentement par rapport au temps, le terme ρü peut être

négligé. Dans ce cas, le processus s'appelle quasistatique et l'équation (1.1.5) s'appelle l'équation

d'équilibre et devient

Divσ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ),
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Puisque le corps est encastré sur Γ1, le champ des déplacements s'annule

u = 0 sur Γ1 × (0, T ). (1.1.6)

La condition aux limites en tractions est

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ), (1.1.7)

Nous allons compléter ultérieurement le modèle mathématique (1.1.5)-(1.1.7) par les conditions

de contact sur la partie Γ3 de la frontière.

Modèle mathématique n◦2. Ce modèle mathématique décrit l'évolution du corps dans le

cadre physique n◦2 (page 5). C'est un modèle électro-mécanique. Les inconnues mécaniques du

problème sont le champ des déplacements u, le champ des contraintes σ satisfaisant les égalités

(1.1.6)- (1.1.7), le champ d'endommagement α et le champ d'adhésion β. A celles-ci se rajoutent

les inconnues électriques du problème, à savoir le champ de déplacements électriques D : Ω ×

[0, T ]→ Rd et le potentiel électrique ϕ : Ω× [0, T ]→ R. L'évolution du corps piézoélectrique est

décrite par l'équation d'équilibre pour le champ de déplacements électriques.

divD = q0 dans Ω× (0, T ), (1.1.8)

où "div" est l'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD = (Di, i), et q0 représente la

densité des charges électriques volumiques. Rappelons que dans le cadre physique n◦2, le potentiel

électrique s'annule sur la partie Γa de la frontière

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (1.1.9)

tandis que sur Γb, une charge électrique de densité q2 est préscrite,

D · ν = q2 sur Γb × (0, T ). (1.1.10)

Ce modèle piézoélectrique (1.1.5)-(1.1.10) sera complété ultérieurement par les conditions aux

limites sur la surface de contact Γ3.

9



Partie I Chapitre 1 Modélisation

Les équations précédentes sont insu�santes à elles seules pour décrire le mouvement du corps

matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui même, c'est

l'objet des lois de comportement que nous décrirons dans le deuxième paragraphe de ce chapitre.

1.2 Lois de comportement.

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des

déformations et leurs dérivées. C'est toute une série d'essais qu'il faut imaginer et réaliser pour

établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimension-

nels constituent le point de départ dans l'établissement des lois de comportement. Voici quatre

exemples classiques d'essais sur les solides : essais de chargement monotone, essais de charge-

décharge, essais de �uage et essais de relaxation.

Dans la description des phénomènes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi consti-

tutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes σ, le tenseur

des déformations in�nitésimales ε et leurs dérivées temporelles σ̇ et ε̇. Pour une phénomène

mécanique, une loi de comportement de matériau élasto-viscoplastique peut être écrite sous la

forme

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +

∫ t

0

G
(
σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s))

)
ds, (1.2.1)

où les opérateurs A et B sont des tenseur d'ordre quatre et non linéaires ; leurs composantes

aijkl et bijkl s'appellent coe�cients de viscosité et élasticité respectivement et G représente une

fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement viscoplastique du matériau.

Cette loi modi�e légèrement dans la description des phénomènes thermo-mécaniques ou

électro-mécaniques car ici nous devons aussi prendre en considération le champ de tempéra-

ture θ, le champ de déplacements électriques D = (Di) ainsi que le champ électrique E(ϕ) =

−∇ϕ = −(ϕ,i). Nous présentons par la suite les lois de comportement qui interviennent dans cette

thèse, elles correspondent à quatre catégories particulières de matériaux : matériaux thermo-

viscoélastiques, matériaux thermo-élasto-viscoplastiques, matériaux électro-viscoélastiques et ma-
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tériaux électro-élasto-viscoplastiques.

En conclusion, l'analyse des données expérimentales permet d'établir ce qui est propre au maté-

riau lui même et conduit à l'établissement de la forme des lois de comportement.

Lois de comportement thermo-viscoélastique ou thermo-élasto-viscoplastique avec

endommagement.

Si nous prenons en considération l'e�et thermique et l'endommagement du matériau durant le

contact, nous arrivons à une généralisation de la loi (1.2.1), qui est une loi de comportement

thermo-élasto-viscoplastique avec endommagement ayant la forme

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +

∫ t

0

G(σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)), θ(s), α(s))ds, (1.2.2)

La température θ est dé�nie par une équation parabolique, qui représente la conservation de

l'énergie comme suit

θ̇ − k0∆θ = ψ(σ −A(ε(u̇)), ε(u), θ, α) + q, (1.2.3)

où ψ est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par les forces

intérieures. Ici et ci-dessous k0 est une constante strictement positive et q une donnée, qui

représente la source de chaleur du volume.

L'endommagement α est une variable interne causé par de déformation viscoplastique, l'inclusion

di�érentielle suivante sera utilisée pour décrire l'évolution du champ d'endommagement

α̇− k1∆α + ∂χK(α) 3 S(σ −Aε(u̇), ε(u), θ, α), (1.2.4)

L'ensemble des fonctions d'endommagement admissibles K dé�ni par

K = {α ∈ H1(Ω) | 0 ≤ α ≤ 1 p.p dans Ω}

Ici et ci-dessous, k1 est une constante strictement positive, qui représente le coe�cient de di�u-

sion micro�ssuré, ∂χ est le sous-di�érentiel de la fonction indicatrice χK et S est une fonction

constitutive donnée ; qui représente la source de l'endommagement dans le système.
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Nous citons également parmi les lois thermo-élasto-viscoplastiques avec endommagement, une

autre loi de comportement qui est même une généralisation de la loi (1.2.1), et écrit sous la forme

σ(t) = Aεu̇(t) + Bε(u(t))−M(θ(t), α(t)) +

∫ t

0

G(σ(s)−Aε(u̇(s), ε(u(s)), α(s))ds, (1.2.5)

où M est un opérateur de dilatation thermique. L'évolution de champ de température θ est

régie par l'équation de la chaleur, obtenue à partir de la conservation de l'énergie, et dé�nie par

l'équation di�érentielle suivante :

θ̇ − div(K∇θ) = ψ(u̇, θ, α) + q. (1.2.6)

où K = (kij) représente le tenseur de conductivité thermique avec div(K∇θ) = (kijθ,i),i et

ψ est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par les forces

intérieures.

L'endommagement α est une variable interne dé�nie plus haut par la relation (1.2.4).

Lorsque G = 0, et pour l'endommagement α a�ecte la partie de l'élasticité, on peut dé�nir une

loi de comportement thermo-viscoélastique avec endommagement comme suit

σ = Aε(u̇) + αBε(u)−Mθ, (1.2.7)

dans ce cas sellement, les tenseurs A, B etM de viscosité, d'élasticité et thermique respective-

ment sont linéaires.

La température θ est dé�nie par une équation de la conservation de l'énergie comme suit

θ̇ − div(K∇θ) = αε(u̇).Aε(u̇)− θM.ε(u̇) + Cα(α̇)2 + q, (1.2.8)

où Cα est le coe�cient de vitesse d'endommagement et q(x, t) > 0 est la quantité de chaleur

dans le volume durant l'intervalle de temps.

L'endommagement α est décrit par l'inclusion di�érentielle suivante

α̇− k1∆α + ∂χK∗(α) 3 S(ε(u), θ, α), (1.2.9)
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L'ensemble des fonctions d'endommagement admissibles K∗ dé�ni par

K∗ = {α ∈ H1(Ω) | 0 < α∗ ≤ α ≤ 1 p.p dans Ω}.

Lois de comportement électro-viscoélastique ou électro-élasto-viscoplastique avec

endommagement.

Les matériaux piézoélectrique sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et

électriques. Ce couplage conduit à l'apparition d'un potentiel électrique lors de l'application des

contraintes mécaniques, et inversemment, des contraintes mécaniques sont générées lorsqu'un

potentiel électrique est appliqué. Un matériau piézoélectrique dont les propriétés mécaniques sont

élasto-viscoplastique est appelé matériau électro-élasto-viscoplastique et pour la contrainte on a

σ = σevp+σel, où σevp et σel sont respectivement les parties élasto-viscoplastique et électrique de

la contrainte, telles que σevp dé�nie par (1.2.1) et σel = −E∗E(ϕ). A partir de la loi (1.2.1), nous

obtenons une loi de comportement électro-élasto-viscoplastique avec endommagement comme

suit 
σ = Aε(u̇) + Bε(u)− E∗E(ϕ)

+
∫ t

0
G(σ(s)−Aε(u̇(s)) + E∗E(ϕ(s)), ε(u(s)), α(s))ds,

D = Eε(u) + CE(ϕ)

(1.2.10)

dans laquelle les opérateurs A, B, G, E , E sont dé�nis ci-dessus. C représente le tenseur de

la primitivité électique. L'endommagement α pour la loi (1.2.10) causé par des déformations

viscoplastiques, est donné par l'inclusion di�érentielle suivante

α̇− k1∆α + ∂χK(α) 3 S((σ −Aε(u̇) + E∗E(ϕ), ε(u), α) (1.2.11)

Nous utiliserons la loi de comportement (1.2.10) dans le chapitre 6 de la troisième partie de cette

thèse.

Lorsque G = 0, et pour l'endommagement α causé par des déformations élastiques, (1.2.10) se
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réduit à une loi de comportement de matériau électro-viscoélastique avec endommagement σ(t) = A(ε(u̇(t))) + B(ε(u(t)), α(t))− E∗E(ϕ(t)),

D = Eε(u) + CE(ϕ).
(1.2.12)

où l'endommagement α est donné par l'inclusion di�érentielle suivante

α̇− k1∆α + ∂χK(α) 3 S(ε(u), α) (1.2.13)

Nous utiliserons le loi de comportement (1.2.12) dans le chapitre 7 de la troisième partie de ce

mémoire.

Finalement, a�n de compléter le modèle mathématique qui décrit l'évolution du corps, il faut

préciser les conditions aux limites sur Γ3, c'est l'objet des conditions de contact et lois avec ou

sans frottement que nous décrirons dans le paragraphe suivant.

1.3 Conditions aux limites de contact et lois de frottement

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites à la fois en direction de

la normale et dans le plan tangent, ces dernières étant appelées condition de frottement. En

direction de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral (lorsque l'obstacle est

rigide), bilatéral (lorsqu'il n'y a pas de séparation entre le corps et l'obstacle), de compliance

normale(lorsque l'obstacle est déformable) ou bien de réponse normale instantanée (lorsque la

surface de contact est lubri�ée). A part le cas limite lorsque la contrainte tangentielle est nulle (le

cas sans frottement), le frottement peut être à seuil (quand le glissement se produit que lorsque

la force de frottement atteint une valeur critique) ou sans seuil (lorsque le glissement se produit

pour n'importe quelle force de frottement). Parmi les lois de frottement à seuil, les plus utilisées

dans la littérature sont celles de Coulomb et de Tresca ; elles modélisent un frottement sec, alors

que les lois de frottement sans seuil modélisent un frottement lubri�é.

Condition de contact avec compliance normale et adhésion.

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur Γ3 × (0, T ), on
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introduit une variable interne d'état β dé�nie sur Γ3×(0, T ), qui représente l'intensité d'adhésion

sur la surface de contact, telle que 0 ≤ β ≤ 1. Quand β = 1 à un point x ∈ Γ3, l'adhésion est

complète et tous les liens sont actifs, quand β = 0 tous les liens sont désactivés et il n'ya pas

d'adhésion ; et quand 0 < β < 1 c'est le cas d'une adhésion partielle et mesure la fraction

des liens. Pour plus détails sur ce paragraphe, on renvoit par exemple [13]. On suppose que la

fondation est supposée déformable et la zone de contact n'est pas connue à priori. La contrainte

normale σν satisfait la condition de compliance normale et adhésion, c'est-à-dire

−σν = pν(uν − l)− γνβ2Rν(uν) sur Γ3 × (0, T ), (1.3.1)

où σν est le déplacement normal, l représente l'intestice entre le corps et la fondation, γν est un

coe�cient positif, pν : Γ3 × R → R+ est une fonction donnée appelée fonction de compliance

normale, et la fonction Rν : R→ R+ est l'opérateur de troncature donné par

Rν(s) =


L si s < −L,

−s si − L ≤ s ≤ 0,

0 si 0 < s.

(1.3.2)

Ici L > 0 est longeur caractéristique des liens (voir �gure 1.3).

Figure 1.3 � Représentation graphique de l'opérateur de troncation Rν
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La condition (1.3.1) indique que la fondition exerce une action sur le corps en fonction de

sa pénétration uν − l, où le deuxième terme de l'égalité est la contribution de l'adhésion β à la

tension de surface, précisons que dans le chapitre 3 de la thèse nous considèrons le cas où le corps

repose sur la fondation, c'est-à-dire, l'intestice l est nule. Notons que la condition de compliance

normale avec adhésion (1.3.1) a été déjà utilisée dans [45, 70].

Quand le champ d'adhésion β est nul, (1.3.1) devient

−σν = pν(uν − l) sur Γ3 × (0, T ), (1.3.3)

ce qui représente la condition de compliance normale sans adhésion, Des expressions générales

de la forme (1.3.3) ont été utilisées dans [28, 29, 31, 58].

Comme exemple de fonction de compliance normale, nous pouvons considérer

pν(r) = cνr+,

où cν est une constante positive et r+ = max {0, r} .

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs à utiliser le collage des composites comme

étant un moyen universel d'assemblage de matériaux de natures di�érentes. Pour modéliser les

phénomènes d'adhésion, il est nécessaire d'ajouter le processus d'adhésion à la description du

contact.

L'évolution du champ d'adhésion est décrite par une équation di�érentielle de la forme

β̇ = −[β(γνRν(uν)
2 + γτ‖Rτ (uτ )‖2)− εa]+ sur Γ3 × (0, T ), (1.3.4)

β(0) = β0 sur Γ3, (1.3.5)

où γν , γτ et εa sont coe�cients d'adhérence positifs, et β0 l'adhésion initiale, tel que

0 ≤ β0 ≤ 1, p.p.x ∈ Γ3, (1.3.6)

et la fonction Rτ : Rd → Rd est l'opérateur de troncation donné par

Rτ (v) =

 υ si ‖v‖ ≤ L,

L v
‖v‖ si ‖v‖ > L.

(1.3.7)
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Sous les conditions (1.3.4)-(1.3.6), on a la remarque suivante :

Remarque 1.3.1 . Nous remarquons que le champ d'adhésion véri�e la restriction 0 ≤ β ≤ 1.

En e�et, puisque β̇ ≤ 0 donc β ≤ β0 ≤ 1. En outre, si β = 0 quand t = t0 donc β̇ = 0 pour

tout t ≥ t0, et d'où β = 0 pour tout t ≥ t0, p.p.x ∈ Γ3. Alors nous concluons que 0 ≤ β ≤ 1

pour tout t ∈ [0, T ] , p.p.x ∈ Γ3.

Condition dans le plan tangent.

Aux points de Γ3, la rigidité tangentielle générée par la colle est supposée dépendante de l'adhé-

sion β et du déplacement tangentiel uτ ,

−στ = pτ (β)Rτ (uτ ) sur Γ3 × (0, T ) (1.3.8)

où pτ : Γ3×R→ R+ est une fonction de contact tangentielle, Rτ est un opérateur de troncation

dé�ni par la relation (1.3.7). Alors, pτ (β) agit comme une constante de ressort, qui croit avec β ;

la traction est en direction opposé au déplacement. Le module maximum de la traction tangen-

tielle dans (1.3.8) est pτ (1)L. La traction de frottement tangentielle est supposée être beaucoup

plus petite que l'adhesion et donc elle est omise. Quand elle n'est pas négligeable on doit ajouter

la traction de frottement comme cela a été fait en [56].

Condition de contact avec réponse normale instantanée et frottement.

Une condition dite condition de contact avec réponse normale instantanée sur la surface poten-

tielle de contact Γ3 × (0, T ) s'écrit

−σν = pν(u̇ν) (1.3.9)

où u̇ν désigne la vitesse normale et pν est une fonction préscrite telle que pν(r) = 0 pour r ≤ 0.

L'équation(1.3.9) traduit une dépendance générale de la contrainte normale par rapport à la

vitesse normale, elle peut représenter le comportement d'une couche de lubri�ant sur la surface

de contact. De tels exemples de contact à réponse normale instantanée sous la forme (1.3.9)

peuvent etre trouvés dans [16, 59]. Dans le cas où

pτ (r) = kνr+ ∀r ∈ R
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avec Kν ≥ 0, la résistance de la fondation à la pénétration est proportionnelle à la vitesse

normale. Ce type de comportement a été considéré dans [59] modélisant le mouvement d'un

corps déformable sur le sable ou sur un matériau granulaire.

La loi de frottement associée est donnée par

−στ = pτ (u̇τ ), (1.3.10)

avec u̇τ rprésente la vitesse tangentielle sur la surface de contact. Cette seconde égalite dans

(1.3.10) est sans seuil et dit que le cisaillement tangentiel sur la surface de contact dépent de la

fonction de la vitesse tangentielle.

Les problèmes de contact avec frottement ont été étudiés dans de nombreuses publications, avec

réponse normale instantanée voir par exemple [6, 16, 20, 24, 59]. Dans ces traveaux les résultats

d'existence et d'unicité des solutions faibles ont été obtenus.

Dans le cas où

pτ (r) = Kτr ∀r ∈ Rd

avec Kτ est le coe�cient de frottement, supposé positif, (1.3.10) montre que le cisaillement

tangentielle est proportionnel à la vitesse tangentielle. Tel est le cas quand la surface de contact

est lubri�ée par une �ne couche de �uide non newtonien voir par exemple [71].

Nous pouvons également envisager d'autres exemples de fonctions de contact données par

pν(r) = kν(r+)m + p0, (1.3.11)

pτ (r) = kτ‖r‖m−1r (1.3.12)

où 0 < m ≤ 1 est coe�cient �xé et p0 est la pression de l'huile lubri�ant, supposée donnée. Pour

m = 1, l'équation (1.3.11) a été considérée dans [59] a�n de modéliser le comportement d'une

couche de lubri�ant sur la surface de contact.

Contact bilatéral avec frottement de Tresca.

Ici le contact entre le corps et la fondation se produit avec frottement bilatéral c'est-à-dire le
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contact est maintenu pendant le mouvement. Cette propriété se traduit mathématiquement par :

uν = 0 sur Γ3 × [0, T ]. (1.3.13)

La loi de Tresca présente un seuil de frottement �xe g lorsque le solide et la base rigide sont en

contact, la base rigide exerce sur le solide un e�ort tangentiel qui ne dépasse pas le seuil g.

‖στ‖ ≤ g sur Γ3 × [0, T ] (1.3.14)

Tant que la contrainte tangentielle n'a pas atteint le seuil g, le milieu continu ne peut pas se

déplacer par rapport à l'obstacle et il y'a blocage, ce qui traduit par :

‖στ‖ < g ⇒ .
uτ = 0 sur Γ3 × [0, T ] (1.3.15)

Lorsque ce seuil est atteint, le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport à la base rigide

et il y'a alors un glissement. La contrainte tangentielle s'oppose à la vitesse. Par conséquent

‖στ‖ = g ⇒ il existe λ ≥ 0 tel que στ = −λ .
uτ sur Γ3 × [0, T ] (1.3.16)

En conclusion, les conditions de contact bilatéral avec frottement de Tresca s'écrivent alors

comme suit : 
uν = 0 , ‖στ‖ ≤ g

‖στ‖ < g ⇒ u̇τ = 0

‖στ‖ = g ⇒ ∃λ ≥ 0 tel que στ = −λu̇τ

(1.3.17)

où le seuil de frottement g > 0 est une fonction réelle dé�nie sur Γ3 × (0, T ),

Loi de frottement de type Coulomb. C'est une des lois de frottement les plus répandues

dans la littérature mathématique. Elle se caractérise par l'intervention de la contrainte normale

dans le seuil de frottement et elle peut s'énoncer comme suit :
‖στ‖ ≤ µ|σν |

‖στ‖ < µ|σν | ⇒ uτ = 0

‖στ‖ = µ|σν | ⇒ ∃λ ≥ 0 tel que στ = −λuτ

(1.3.18)
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où µ ≥ 0 est le coe�cient de frottement. C'est une version statique de la loi de Coulomb.

Une version dynamique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature dite loi de

frottement sec, elle est indépendant de la vitesse de glissement et donnée par ‖στ‖ ≤ pτ |uν − l|

u̇τ 6= 0⇒ στ = −pτ |uν − l| u̇τ‖u̇τ‖
(1.3.19)

où pτ est une fonction positive. Dans (1.3.19), la contrainte tangentielle ne peut pas excéder

le seuil de frottement pτ |uν − l|. De plus, quand le seuil de frottement est atteint, le corps se

met à glisser et la contrainte tangentielle tend à s'opposer au mouvement. Cette condition de

frottement a été utilisée dans di�érents papiers, par exemple [60].

1.4 Conditions électriques à la surface de contact

Dans cette section nous allons énoncer les conditions de contact électrique, associées aux

problèmes électro-mécaniques, sur la partie Γ3 de la surface. Nous supposons que la fondation

est électriquement conductive et son potentiel est maintenu à ϕ0. La condition électrique sur Γ3

est donnée par

D · ν = ψ(uν − l)δ(ϕ− ϕ0) sur Γ3 × (0, T ). (1.4.1)

où ψ et δ sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition représente

une condition régularisée qui peut être obtenue à partir des considérations suivantes.

Lorsqu'il n'y a pas de contact en un point sur la surface (i.e. uν < l), l'interstice entre le corps

et la base est supposé être isolant (disons qu'il est rempli d'air) et la composante normale du

champ de déplacement électrique s'annule pour qu'il n'y ait aucune charge électrique libre sur

la surface. Ainsi,

uν < l⇒ D · ν = 0. (1.4.2)

Durant le processus de contact, (i.e. quand uν > l) la composante normale du champ de dépla-

cement électrique où la charge électrique libre est supposé être proportionnelle à la di�érence de
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potentiel entre la surface du corps et la fondation, avec une constante positive k comme facteur

de proportionnalité. Ainsi,

uν ≥ l ⇒ D · ν = k (ϕ− ϕ0). (1.4.3)

Combinons (1.4.2), (1.4.3) pour obtenir

D · ν = k χ[0,∞)(uν − l) (ϕ− ϕ0), (1.4.4)

où χ[0,∞) est la fonction caractéristique de l'intervalle [0,∞), qui est donnée par

χ[0,∞)(r) =


0 if r < 0,

1 if r ≥ 0.

La condition (1.4.4) décrit le contact électrique parfait. Pour la rendre plus réaliste, nous la

régularisons par la condition (1.4.1) dans laquelle δ est une fonction de troncation,

δ(s) =


−Lδ si s < −Lδ,

s si − Lδ ≤ s ≤ Lδ,

Lδ si s > Lδ,

(1.4.5)

où Lδ est une constante positive très grande.

Figure 1.4 � Représentation graphique de la fonction δ

De cette façon, la di�érence ϕ − ϕ0 est remplacée par δ(ϕ − ϕ0). Notons que cette troncation

ne pose aucune limitation pratique sur l'applicabilité du modèle puisque Lδ peut être arbitraire-

ment grand (voir �gure 1.4) et donc dans les applications δ(ϕ− ϕ0) = ϕ− ϕ0. Les raisons de la
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régularisation (1.4.1) de (1.4.4) sont mathématiques. Premièrement, nous avons besoin d'éviter

les discontinuités dans les charges électriques lorsque le contact est établi et donc nous régula-

risons la fonction kχ[0,∞) dans (1.4.4) par une fonction Lipschitzienne ψ. Un choix possible est

l'exemple suivant :

ψ(r) =


0 si r < 0,

kλr si 0 ≤ r ≤ 1
λ
,

k si r > 1
λ
,

(1.4.6)

où λ > 0 est un paramètre assez grand.

Figure 1.5 � Représentation graphique de la fonction ψ

Ce choix veut dire que durant le processus du contact, la conductivité électrique augmente avec

le contact à travers les aspérités de la surface, et se stabilise quand la pénétration uν − l atteint

la valeur 1
λ
. Deuxièmement, nous avons besoin du terme δ(ϕ− ϕ0) pour rendre le terme ϕ− ϕ0

borné (voir �gure 1.5). Notons que lorsque ψ ≡ 0 dans (1.4.1), nous obtenons

D · ν = 0, sur Γ3 × (0, T ), (1.4.7)

ce qui découple les problèmes électriques et mécaniques sur la surface de contact. La condition

(1.44) modélise le cas où l'obstacle est un isolant parfait et a été utilisée dans [68, 69, 45]. La
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condition (1.4.1) à la place de (1.4.7), introduit un couplage fort entre les conditions aux limites

mécaniques et électriques et mène vers un nouveau modèle mathématique, non standard. Elle

sera utilisée dans le chapitre 6 de la thèse. Par ailleurs, la condition (1.4.7) va être utilisée dans

le chapitre 7 de la thèse où nous avons supposé que la base est isolatrice (i.e. ψ ≡ 0).
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Chapitre 2

Outils Mathématiques

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette thèse, et

donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite. Partout dans ce chapitre Ω est un domaine

borné et Lipschitzien de Rd(d = 2, 3), de frontière Γ représentable localement comme le graphe

d'une fonction Lipschitzienne sur un ouvert Ω de Rd−1 étant situé localement d'un seul côté de

Γ. Par ailleurs, nous considérons deux décompositions de Γ, Γ = Γ1∪Γ2∪Γ3 et Γ = Γa∪Γb avec

Γi ∩ Γj = ∅, i 6= j telle que Γ1, Γ2, Γ3, Γa, Γb sont mesurables et mesΓ1 > 0, mesΓb > 0.

2.1 Espaces de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l'espace de Sobolev H1(Ω) dé�ni

par

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω) | ∂iu ∈ L2(Ω), i = 1, ...d}.

D'abord, on note par ∇u le vecteur de composante ∂iu. On a ∇u ∈ L2(Ω)d pour tout u ∈ H1(Ω).

On sait que H1(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∂iu, ∂iv)L2(Ω),
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et la norme associée

‖u‖H1(Ω) = (u, v)
1
2

H1(Ω) et on écrit ‖u‖2
H1(Ω) = ‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω)d . (2.1.1)

On a les résultats suivants :

C1(Ω̄) est dense dans H1(Ω)

Théorème 2.1.1 . ( Rellich )

H1(Ω) ⊂ L2(Ω) avec injection compacte

Théorème 2.1.2 . (trace de Sobolev) Il existe une application linéaire et continue γ : H1(Ω)→

L2(Γ) telle que γu = u|Γ pour u ∈ C1(Ω̄).

Remarque 2.1.1 . l'espace L2(Γ) ci-dessus represénte l'espace des fonctions réelles sur Γ qui

sont L2 pour la mesure super�cielle dΓ. L'application γ s'appelle application de trace ; elle est

dé�nie comme le pronlongement par densité de l'application u 7→ u|Γ dé�nie pour u ∈ C1(Ω̄).

On note que l'application de trace γ : H1(Ω)→ L2(Γ) est un opérateur compact.

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u et σ :

H ={u = (ui) | ui ∈ L2(Ω)},

H1 ={u = (ui) ∈ H | ui ∈ H1(Ω)},

H ={σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ω)},

H1 ={σ ∈ H | Div σ = (σij,j) ∈ L2(Ω)d}.

Les espaces H,H1,H et H1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires donnés

par

(u, v)H =

∫
Ω

uividx, ∀u, v ∈ H,

(u, v)H1 = (u, v)H + (ε(u), ε(v))H, ∀u, v ∈ H1,

(σ, τ)H =

∫
Ω

σijτijdx, ∀σ, τ ∈ H,

(σ, τ)H1 = (σ, τ)H + (Div σ,Div τ)H , ∀ σ, τ ∈ H1,
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respectivement, où ε : H1 → H et Div : H1 → H sont respectivement les opérateurs de

déformation et de divergence, dé�nis par

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Divσ = (σij,i).

Soit X un espace de Banach, nous désignons par ‖ · ‖X la norme associée, en particulier les

normes associées aux espaces H, H1, H et H1.

Puisque la frontière Γ est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur ν à la frontière est dé�nie

p.p. Pour tout champ de vecteurs v ∈ H1 nous utilisons la notation v pour désigner la trace γv

de v sur Γ. Rappelons que l'application de trace γ : H1 → HΓ est linéaire et continue, mais n'est

pas surjective. L'image de H1 par cette application est notée par HΓ, ce sous-espace s'injecte

continûment dans L2(Γ)d. Désignons par H ′Γ le dual de HΓ, et (·, ·) le produit de dualité entre

H ′Γ et HΓ Pour tout σ ∈ H1, il existe un élément σν ∈ H ′Γ tel que

(σν, γv) = (σ, ε(v))H + (Div σ, v)H ∀v ∈ H1. (2.1.2)

En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

(σν, γv) =

∫
Γ

σν.vda, ∀v ∈ H1. (2.1.3)

Donc, pour σ assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green) :

(σ, ε(v))H + (Div σ, v)H =

∫
Γ

σν.vda, ∀v ∈ H1. (2.1.4)

Nous dé�nissons les sous-espace fermé de L2(Ω) et H1

Y = {v ∈ L2(Ω) | εij(v) ∈ L2(Ω)} = H1(Ω) , V = {v ∈ H1|v = 0 sur Γ1}. (2.1.5)

Puisque mesΓ1 > 0, l'inégalité de Korn s'applique sur V , alors, il existe une constante CK > 0

dépendant uniquement de Ω et Γ1 telle que

‖ε(v)‖H ≥ CK‖v‖H1 , (2.1.6)
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Nous considérons sur l'espace V , le produit scalaire donné par

(u, v)V = (ε(u), ε(v))H ∀u, v ∈ V. (2.1.7)

et soit ‖ · ‖V la norme associée, i.e.

‖v‖V = ‖ε(v)‖H, v ∈ V. (2.1.8)

Par l'inégalité de Korn, il vient que ‖ · ‖H1 et ‖ · ‖V sont des normes équivalentes sur V et ainsi

(V, ‖ · ‖V ) est un espace de Hilbert. En outre, par le Théorème de trace de Sobolev il existe une

constante C0 dépendant uniquement de Ω, Γ1 et Γ3 telle que

‖v‖L2(Γ3)d ≤ C0‖v‖V , ∀v ∈ V. (2.1.9)

De plus, on note par V ′ et Y ′ les duales de V et Y respectivement. Nous utilisons les notations

〈., .〉V ′×V et 〈., .〉Y ′×Y pour représenter la dualité entre V ′ , V et Y ′ , Y respectivement.

Pour une fonction scalaire β, qui représente le champ d'adhésion sur la surface Γ3 du contact,

nous dé�nissons l'ensemble

Z = {β : Γ3 × [0, T ]→ R | 0 ≤ β(t) ≤ 1 sur Γ3}. (2.1.10)

Dans ce qui suit, nous dé�nissons les espaces de Sobolev associés aux inconnues électriques

(champ du déplacement électriqueD et le potentiel électrique ϕ ) des problèmes électro-mécaniques

qui vont être introduits dans las chapitres 5 et 6 de la thèse.

Soit les espaces

W = { D = (Di) | Di ∈ L2(Ω), divD ∈ L2(Ω)}, (2.1.11)

W = {ζ ∈ H1(Ω) | ζ = 0 sur Γa}, (2.1.12)

où divD = (Di,i). Ces espaces W et W sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires donnés par

(D,E)W = (D,E)L2(Ω)d + (divD, divE)L2(Ω), (2.1.13)

(ϕ, φ)W = (∇ϕ,∇φ)L2(Ω)d , (2.1.14)
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et leurs normes associées ‖ · ‖W et ‖ · ‖W , respectivement.

‖D‖2
W = ‖D‖2

L2(Ω)d + ‖divD‖2
L2(Ω) , ‖φ‖W = ‖∇φ‖L2(Ω)d . (2.1.15)

Puisque mes(Γa) > 0, l'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,

‖∇ζ‖L2(Ω)d ≥ CF ‖ζ‖H1(Ω), ∀ ζ ∈ W, (2.1.16)

où CF > 0 est une constante qui dépend uniquement de Ω et Γa et ∇ξ = (ξ.,i).

Il s'ensuit de (2.1.16) que ‖·‖H1(Ω) et ‖·‖W sont des normes équivalentes surW et donc (W, ‖·‖W )

est un espace réel de Hilbert . De plus, par le théorème de trace de Sobolev, il existe une constante

C̃0 dépendant uniquement de Ω, Γa et Γ3 telle que

‖ζ‖L2(Γ3) ≤ C̃0‖ζ‖W , ∀ ζ ∈ W. (2.1.17)

Aussi, rappelons que lorsque D ∈ L2(Ω)d est une fonction régulière, la formule de Green (2.1.4)

est satisfaite :

(D,∇ζ)L2(Ω)d + (divD, ζ)L2(Ω) =

∫
Γ

D · νζda, ∀ζ ∈ H1(Ω). (2.1.18)

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur par exemple

à [1, 18, 33].

2.2 Triplet de Gelfand

Dans cette section nous rappelons la dé�nition d'un Triplet de Gelfand. Pour cela on va

commencer par un rappel sur le théorème de représentation de Riesz-Fréchet :

Théorème 2.2.1 . Soit H un espace de Hilbert et soit H ′ son espace dual. Alors, pour tout

φ ∈ H ′ il existe f ∈ H unique tel que

〈φ, v〉H′×H = (f, v)H ∀v ∈ H
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On a de plus

‖φ‖H′ = ‖f‖H

Preuve. pour une démonstration, voir ([18], page 81-82).

L'importance de ce théorème est que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter

à l'aide du produit scalaire. L'application φ 7→ f est un isomorphisme isométrique qui permet

d'identi�er H et H ′.

Soit maintenant H un espace de Hilbert réel tel que V dense dans H et l'injection V ⊂ H est

continue. On identi�e H et H ′. Soit V ′ le dual de V . On peut alors prolonger H dans V ′ grâce

au procédé suivant : étant donné f ∈ H, l'application v ∈ V 7→ (f, v)H est une forme linéaire

continue sur H et a fortiori sur V ; on la note Tf ∈ V ′ de sorte que

〈Tf, v〉V ′×V = (f, v), ∀f ∈ H, ∀v ∈ V.

On véri�e que T : H → V ′ possède les propriétés suivantes :

(1) ‖Tf‖V ′ ≤ C‖f‖H ∀f ∈ H,

(2) T est injective,

(3) T (H) est dense dans V ′.

En général T n'est pas surjective de H sur V ′. A l'aide de T on prolonge H dans V ′ et on a le

schéma

V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′. (2.2.1)

où les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé Triplet de Gelfand.

on dit que H est l'espace pivot.

2.3 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Soit 0 < T < ∞ et soit (X, ‖ · ‖X) un espace de Banach réel. Nous notons par Cc(0, T ;X)

l'ensemble des fonctions continues à support compact dans (0, T ) à valeurs dans X.
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Dé�nition 2.3.1 . Une fonction f : [0, T ]→ X est dite mesurable s'il existe un sous ensemble

E ⊂ [0, T ] de mesure nulle et une suite (fn)n∈N. de fonctions appartenant à Cc(0, T ;X) telle que

‖fn(t)− f(t)‖X → 0 quand n→∞, pour tout t ∈ [0, T ]/E.

Dé�nition 2.3.2 . Une fonction f : [0, T ]→ X est dite fortement dérivable dans t0 ∈ (0, T ) s'il

existe un élément df
dt

(t0) ∈ X appelé la dérivée forte de f dans t0, tel que

Lim
h→0
‖1

h
(f(t0 + h)− f(t0))− df

dt
(t0)‖X = 0. (2.3.1)

Dé�nition 2.3.3 . Une fonction f : [0, T ] → X est dite intégrable s'il existe une suite (fn)n∈N

de fonctions appartenant à Cc(0, T ;X) telle que

Lim
n→+∞

∫ t

0

‖(fn(t)− f(t))‖Xdt = 0. (2.3.2)

Théorème 2.3.1 (Bochner) Une fonction f : [0, T ]→ X est dite mesurable et intégrable si et

seulement si x→ ‖f(x)‖X : [0, T ]→ R+ est intégrable. Dans ce cas,

‖
∫ T

0

fdt‖X ≤
∫ T

0

‖f‖Xdt. (2.3.3)

Soit 1 ≤ p ≤ ∞ l'espace de Lebesgue Lp(0, T ;X) est l'ensemble des classes de fonctions f :

(0, T ) → X mesurables telles que l'application t → ‖f(t)‖X appartient à Lp(0, T ) On sait que

Lp(0, T ;X) est un espace vectoriel normé avec la norme

‖f‖Lp(0,T ;X) = (
∫ T

0
‖f(t)‖pXdt)

1
p , si 1 ≤ p <∞, (2.3.4)

‖f‖L∞(0,T ;X) = inf{C > 0 : ‖f(t)‖X ≤ C, p.p.t ∈ (0, T )}, si p =∞. (2.3.5)

par ailleurs, on a les résultats suivants.

30



Partie I Chapitre 2 Outils Mathématiques

Proposition 2.3.1 (1) Lp(0, T ;X) (1 ≤ p <∞) est un espace de Banach.

(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (·, ·)X alors L2(0, T ;X) est aussi un

espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt.

(3) Lr(0, T ;X) ⊂ Lq(0, T ;X) avec injection continue 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.

(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

Lp(0, T ;X)′ ⊂ Lq(0, T ;X) si 1 < p ,q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1,

L1(0, T ;X)′ ⊂ L∞(0, T ;X),

où Lp(0, T ;X)′ reprèsente le dual de l'espace Lp(0, T ;X) , 1 ≤ p ≤ ∞.

Dé�nition 2.3.4 . Soit u, v ∈ L1(0, T ;X). La fonction v s'appelle la dérivée généralisée d'ordre

n de u sur (0, T ) si∫ T

0

ϕ(n)(t)u(t)dt = (−1)n
∫ T

0

ϕ(t)v(t)dt, ∀ϕ ∈ C∞c (0, T ). (2.3.6)

C∞c (0, T ) étant l'espace des fonctions réelles indé�niment dérivables, à support compact dans

(0, T ). Nous écrivons v = u̇ pour n = 1 et v = u(n) pour n ≥ 2.

Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L'espace de Sobolev W 1,p(0, T ;X) est l'espace des fonctions u : [0, T ] → X

telles que u ∈ Lp(0, T ;X) et u̇ ∈ Lp(0, T ;X) et W 1,p(0, T ;X) est un espace de Banach muni de

la norme

‖u‖W 1,p(0,T ;X) = ‖u‖Lp(0,T ;X) + ‖u‖Lp(0,T ;X).

Dé�nition 2.3.5 Une fonction f : [0, T ] → X est dite absolument continue si quelque soit

ε > 0, il existe δ = δ(ε) > 0 tel que pour toute suite d'intervalles (aj, bj) disjoints, inclus dans

[0, T ], tels que
∑
j

(bj − aj) < δ on a
∑
j

‖f(bj)− f(aj)‖X < ε

31



Partie I Chapitre 2 Outils Mathématiques

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les fonctions de

l'espace W 1,p(0, T ;X).

Théorème 2.3.2 . Soit 1 ≤ p ≤ ∞ un espace de banach re�exif et soit u ∈ Lp(0, T ;X). Les

propriétés suivantes sont èquivalentes :

(1) u ∈ W 1,p(0, T ;X).

(2) u admet un reprèsentant absolument continu presque partout dérivable ayant la dèrivée forte

dans Lp(0, T ;X).

(3) Il existe u0 ∈ X et g ∈ Lp(0, T ;X) telles que u(t) = u0 +
∫ t

0
g(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Il découle de la démonstration du Théorème 2.3.2 que, si X est un espace ré�exif, alors toute

fonction u ∈ W 1,p(0, T ;X) est fortement dérivable p.p sur (0, T ) et u̇ = du
dt

p.p sur (0, T ) par

ailleurs W 1,1(0, T ;X) coincide avec l'ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0, T ]→ X.

Étant donné un entier k ≥ 2 et un réel 1 ≤ p ≤ ∞ on dé�nit par récurrence l'espace

W k,p(0, T ;X) = {u ∈ W k−1,p(0, T ;X); u̇ ∈ W k−1,p(0, T ;X)}.

on véri�e aisément que u ∈ W k,p(0, T ;X) si et seulement s'il existe k fonctions g1, ...gk ∈

L∞(0, T ;X) telles que∫ T
0
u(t)ϕ(j)(t)dt = (−1)j

∫ T
0
gj(t)ϕ(t)dt ∀ϕ ∈ C∞c (I),∀j = 1, 2, ..., k

où ϕ(j) désigne la dérivée d'ordre j de ϕ. On peut donc considérer les dérivée successives u̇ = g1

,u(2) = g2, ..., u
(k) = gk. L'espase W k,p(0, T ;X) est un espase de banach munidela norme

‖u‖Wk,p(0,T ;X) = ‖u‖Lp(0,T ;X) +
α=k∑
α=1

‖u(α)‖Lp(0,T ;X).

Nous dénotons aussi par C([0, T ];X) et C1([0, T ];X) les espaces des fonctions continues et

continûment di�érentiables sur [0, T ] à valeurs dans X, respectivement, avec les normes

‖x‖C([0,T ];X) = Max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖X ,

‖x‖C1([0,T ];X) = Max
t∈[0,T ]

‖x(t)‖X + Max
t∈[0,T ]

‖ẋ(t)‖X
(2.3.7)
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Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par

exemple à [18].

2.4 Eléments d'analyse dans les espaces de Hilbert

Dans cette section nous rappelons quelques éléments d'analyse dans les espaces de Hilbert et

quelques résultats concernant les équations et les inéquations variationnelles d'évolution para-

boliques du première ordre qui interviennent dans l'étude des problèmes mécaniques. Puis nous

rappelons le théorème de point �xe de Banach.

2.4.1 Equations et inéquations variationnelles d'évolution

Nous commonçons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones

et de Lipschitz. Pour cela, on considère un espace de Hilbert V muni du produit scalaire (., .)V

et la norme associée ‖.‖V et V ′ l'espase dual de V en notant par 〈., .〉V ′×V pour le produit de

dualité entre V et V ′.

Dé�nition 2.4.1 . L'opérateur A : V → V ′ est dite :

(a) monotome si

〈Au− Av, v − u〉V×V ′ ≥ 0 ∀u, v ∈ V ;

(b) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que

〈Au− Av, u− v〉V×V ′ ≥ m‖u− v‖2
V ∀u, v ∈ V ;

(c) de Lipschitz s'il existe L > 0

‖Au− Av‖V ′ ≤ L‖u− v‖V ∀u, v ∈ V.

(d) est dite hemicontinu si pour toute suite numérique (λn) ⊂ R telle que λn → λ lorsque

n→ +∞ on a

〈A(u+ λnv), w〉V ′×V → 〈A(u+ λv), w〉V ′×V quand n→ +∞.
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En utilisant la dé�nition précédente, on a le résultat suivant :

Proposition 2.4.1 . Tout opérateur de Lipschitz est hemcontinu.

Proposition 2.4.2 . Soit A : V → V un operateur non linéaire fortement monotone et de

Lipschitz, c'est-à-dire (a) il existe m > 0 tel que (Au1 − Au2, u1 − u2)V ≥ m‖u1 − u2‖2
V , ∀u1, u2 ∈ V.

(b) il existe L > 0 tel que ‖Au1 − Au2‖V ≤ L‖u1 − u2‖V , ∀u1, u2 ∈ V.

Alors, pour tout f ∈ V il existe un élément unique u ∈ V tel que Au = f .

Le résultat précédent est un cas particulier du Théorème de Minty-Browder (voir par exemple

[18] p. 88).

Théorème 2.4.1 . Soit V ⊂ H ⊂ V ′ un triplet de Gelfand. Soit A : V → V ′ un opérateur

hemicontinu et monotone qui satisfait.

〈Av, v〉V ′×V ≥ ω‖v‖2
V + λ, ∀v ∈ V, (2.4.1)

‖Av‖V ′ ≤ C1(‖v‖V + 1), ∀v ∈ V (2.4.2)

Pour des constantes ω > 0, C1 > 0, et λ ∈ R. Etant donnée u0 ∈ H et f ∈ L2(0, T ;V ′), alors il

existe une fonction unique u satisfait

u ∈ L2(0.T ;V ) ∩ C([0, T ];H), u̇ ∈ L2(0.T ;V ′),

u̇(t) + Au(t) = f(t) p.p.t ∈ (0, T ),

u(0) = u0.

Théorème 2.4.2 . Soit V ⊂ H ⊂ V ′ est un triple de Gelfand, K est un sous-ensemble fermé

non vide et convexe de V, et soit A : V → V ′ est un opérateur linéaire, symétrique et continu

qui satisfait

il existe C2 ∈ R et C3 > 0 tel que 〈Av, v〉V ′×V + C2‖v‖2
H ≥ C3‖v‖2

V , ∀v ∈ V. (2.4.3)
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Alors, pour tout u0 ∈ K et f ∈ L2(0, T ;V ′), il existe une unique fonction u qui satisfaite

u ∈ L2(0, T ;V )) ∩ C(0, T ;H) ∩W 1,2(0, T ;V ′) (2.4.4)

u(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, T ], (2.4.5)

〈u̇(t), v − u(t)〉V ′×V + 〈Au(t), v − u(t)〉V ′×V

≥ 〈f(t), v − u(t)〉V ′×V , ∀v ∈ K, p.p.t ∈ (0, T ),
(2.4.6)

u(0) = u0. (2.4.7)

Si u0 ∈ K et f ∈ L2(0, T ;H), alors il existe une unique fonction u qui satisfaite (2.4.5)-(2.4.7)

et véri�e

u ∈ W 1,2(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ) (2.4.8)

Les démonstrations de deux théorèmes précédentes peuvent être trouvées par exemple dans

[11, 12].

Dans cette section, nous allons rappeler une version du théorème de Cauchy- Lipschitz (voir par

exemple [72] ,p.48).

Théorème 2.4.3 Soit (X, ‖ · ‖X) est un espace de Banach réel et soit F (t, ·) : X → X un

opérateur dé�ni p.p. sur (0, T ) qui satisfait les propriétés suivantes :

il existe LF > 0 tel que ‖F (t, x)− F (t, y)‖X ≤ LF‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ (0, T ),

il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que F (·, x) ∈ Lp(0, T ;X), ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique, x ∈ W 1,p(0, T ;X) tel que

ẋ(t) = F (t, x(t)) p.p. t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.

Le Théorème 2.4.3 sera utilisé pour prouver la solvabilité unique du problème intermédiaire

impliquant le champ d'adhésion.
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2.4.2 Théorème de point �xe de Banach

Le théorème de point �xe de Banach va être utilisé plus tard dans cette thèse pour démontrer

l'existence et l'unicité. Soit X un espace de Banach muni de la norme ‖.‖X , K ⊂ X une partie

de X et soit Λ : K → X un opérateur dé�ni sur K. On s'intéresse à l'exitence d'une solution de

l'équation

Λ(u) = u, u ∈ K (2.4.9)

Une telle solution de (2.4.9) s'appelle un point �xe de Λ dans K.

Théorème 2.4.4 . (de point �xe de Banach) Soit K une partie non vide et fermé de l'espace

de Banach X et soit Λ : K → K une contractante, i.e, ∃k ∈]0, 1[ tel que

‖Λ(u)− Λ(v)‖X ≤ k‖u− v‖X , u, v ∈ K.

Alors il exists un unique élément u ∈ K tel que Λ(u) = u, i.e, Λ possède un point �xe unique

dans K

Nous allons ainsi utiliser une version du théorème de point �xe de Banach que nous présentons

ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de l'opérateur Λ sont dé�nies récursivement par

Λn = Λ(Λn−1) pour n ≥ 2.

Théorème 2.4.5 . Sous les mêmes conditions du Théorème 2.4.4, on suppose que Λn est une

contractante pour un certain entier n ≥ 2. Alors Λ admet un point �xe unique dans K.

2.5 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-

breux problèmes de majoration et d'estimation d'erreur, en particulier pour ètablir l'unicitè de la
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solution. Pour avoir plus de détails sur les rappels �gurant dans cette section, on pourra consulter

par exemple [42].

2.5.1 Lemmes de type Gronwall

Lemme 2.5.1 . Soient m,n ∈ C([0, T ] : R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ]

et soit a ≥ 0 une constante, et φ ∈ C([0, T ];R). est une fonction telle que

(1) Si

φ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

n(s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

alors

φ(t) ≤ (a+

∫ t

0

m(s)ds) exp(

∫ t

0

n(s)ds), ∀t ∈ [0, T ].

(2) Si

φ(t) ≤ m(t) + a ·
∫ t

0

φ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors ∫ t

0

φ(s)ds ≤ eaT ·
∫ t

0

m(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient

Corollaire 2.5.1 . Soit n ∈ C([0, T ] : R) telle que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0.une

constante, et φ ∈ C([0, T ] : R) est une fonction telle que

φ(t) ≤ a+

∫ t

0

n(sφ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

alors

φ(t) ≤ a · exp(

∫ t

0

n(s)ds), ∀t ∈ [0, T ],

Le corollaire 2.5.1 est souvent utilisé pour montrer l'unicité de la solution, de la façon suivante.

On suppose deux solutions, en notant par φ la norme de la di�érence entre ces solutions, on
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essaie ensuite de majorer φ sous la forme

φ(t) ≤
∫ t

0

n(s)φ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

avec une certaine fonction n ≥ 0. En appliquant corollaire 2.5.1 donne immédiatement la nullité

de φ.

2.5.2 Sous di�érentiabilité

Nous considérons partout dans ce paragraphe que X est un espace normé, X ′ l'espace dual

de X et K un sous-ensemble de l'espace X.

Dé�nition 2.5.1 . On appelle fonction indicatrice de K , la fonction χK dé�nie par

χK =

 0 si u ∈ K,

+∞ si u /∈ K
(2.5.1)

Il est important d'introduire des notions telles que la sous-di�érentiabilité et le sous-gradiant

d'une fonction. La notion de sous-di�érentiabilité intervient fréquement en mécanique et notam-

ment dans la mécanique du contact.

Dé�nition 2.5.2 . Soit une fonction j : X → R̄ et u un élément de X tel que j(u) 6= ±∞.

Le sous-di�érentiel de j en u, noté ∂j(u) est l'ensemble de X ′ dé�ni par

∂j(u) = {u′ ∈ X ′ : j(v) ≥ j(u) + 〈u′, v − u〉X′×X , ∀ v ∈ X}. (2.5.2)

Tout élément u′ de l'ensemble ∂j(u) est appelé sous-gradient de j en u. La fonction j est dite

sous-di�érentiable en u si ∂j(u) 6= ∅, et on dit sous-di�érentiable si elle l'est en tout point u de

l'espace X.
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Dans le cas d'un espace de Hilbert X, le sous-di�érentiel de j en u peut aussi être écrit comme

∂j(u) = {u′ ∈ X : j(v) ≥ j(u) + (u′, v − u)X , ∀ v ∈ X} .

Maintenant nous supposons que K est un convexe non vide. Nous considérons la fonction in-

dicatrice χK de l'ensemble K. Nous avons de suite que si u /∈ K alors ∂χK(u) = ∅. Supposons

alors que u ∈ K. Il vient que si u′ ∈ ∂χK(u) alors 〈u′, v − u〉X′×X ≤ 0 , ∀v ∈ K.

Nous pouvons ainsi caractériser le sous-di�érentiel ∂χK d'une fonction indicatrice χK d'un en-

semble convexe non vide

∂χK(u) = {u′ ∈ X ′ : 〈u′, v − u〉X′×X ≤ 0, ∀v ∈ K} (2.5.3)

39



Deuxième partie

Problèmes de contact en

thermodynamique avec endommagement

40





Partie II Problèmes de contact en thermodynamique avec endommagement

Partie II

Problèmes de contact en

thermodynamique avec endommagement

Dans cette deuxième partie, nous allons traiter trois problèmes de contact dynamiques impli-

quant l'endommagement pour des corps thérmo-viscoélastiques ou thérmo-élasto-viscoplastiques.

Le premier problème est modélisé avec condition de compliance normale couplée avec adhésion

et sans frottement, le deuxième problème est modélisé avec condition de réponse normale instan-

tanée avec frottement et le dernier est modélisé avec condition de compliance normale couplée

avec adhésion et avec la loi de frottement sec de Coulomb. Pour ces problèmes, l'e�et thermique

est décrit par une équation di�érentielle de la chaleur et l'endommagement mécanique de ma-

tériau est décrit par une inclusion de type parabolique. On établit pour chaque problème une

formulation variationnelle et un résultat d'existence et d'unicité. Les démonstrations sont basées

sur des résultats classiques d'existence et d'unicité sur les équations et inéquations paraboliques,

résultats d'existence pour une inéquation d'évolution abstraite et une version du Théorème de

Cauchy-Lipschitz et des arguments de point �xe.
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Chapitre 3

Problème de contact avec compliance

normal et adhésion

Nous décrivons dans ce chapitre un modèle mathématique dans un processus dynamique d'un

problème de contact entre un corps thermo-élasto-viscplastique et une fondation déformable, nous

supposons que le contact est sans frottement et qu'il est avec compliance normale et adhésion.

Ce chapitre est stucturé en 3 sections. Dans la première section, nous écrivons le problème

thérmo-mécanique et nous précisons les hypothèses adéquates sur les données. Ensuite, dans la

section 2 nous obtenons la formulation faible. Puis dans la section 3 nous énonçons le Théorème

3.3.1 sur l'existence d'une solution faible unique du problème, et nous le prouvons. L'analyse de

ce problème a fait l'objet de la publication [9].

3.1 Position du problème thermo-mécanique et hypothèses

Nous nous plaçons dans le cadre physique n◦1(page 4) présenté dans la première partie de la

thèse et par conséquent nous utilisons le premier modèle mathématique n◦1(page 8). Pour que

le modèle soit complet, précisons que la loi de comportement thermo-élasto-viscplastique avec

endommagement de type (1.2.2) et la condition de compliance normale couplée avec l'adhésion
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est prescrite dans (1.3.1), où l'équation d'adhésion est décrite par (1.3.4)-(1.3.5). Alors le modèle

classique pour ce processus est le suivant :

Problème P1. Trouver un champ des déplacements u : Ω × (0, T ) → Rd, un champ des

contraintes σ : Ω × (0, T ) → Sd, un champ de température θ : Ω × (0, T ) → R, un champ

d'endommagement α : Ω× (0, T )→ R et un champ d'adhésion β : Ω× (0, T )→ R tels que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +
∫ t

0
G(σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)), θ(s), α(s))ds

dans Ω, p.p. t ∈ (0, T ),
(3.1.1)

ρü = Div σ + f dans Ω× (0, T ), (3.1.2)

θ̇ − k0∆θ = ψ(σ −Aε(u̇), ε(u), θ, α) + q dans Ω× (0, T ), (3.1.3)

α̇− k1∆α + ∂Kχ
(
α) 3 S(σ −Aε(u̇), ε(u), θ, α) dans Ω× (0, T ), (3.1.4)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (3.1.5)

σν = f0 sur Γ2 × (0, T ), (3.1.6)

−σν = pν(uν)− γνβ2Rν(uν) sur Γ3 × (0, T ), (3.1.7)

−στ = pτ (β)Rτ (uτ ) sur Γ3 × (0, T ), (3.1.8)

β̇ = −
[
β
(
γνRν(uν)

2 + γτ‖Rτ (uτ )‖2
)
− εa

]
+

sur Γ3 × (0, T ), (3.1.9)

k0
∂θ
∂ν

+ k2 θ = 0 sur Γ× (0, T ), (3.1.10)

∂α
∂ν

= 0 sur Γ× (0, T ), (3.1.11)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, θ(0) = θ0, α(0) = α0 dans Ω, (3.1.12)

β(0) = β0 sur Γ3. (3.1.13)

Maintenant, nous allons fournir quelques commentaires sur les égalités, l'inclusion et les condi-

tions aux limites (3.1.1)-(3.1.13) qui ont été déjà introduits dans le premier chapitre. L'équation

(3.1.1) représente la loi de comportement thermo-élasto-viscoplastique de la forme (1.2.2), le

processus est dynamique et (3.1.2) est l'équation du mouvement pour le champ des déplace-

ments donnée dans (1.1.5). (3.1.3) représente la conservation de l'énergie où k0 est une constante
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strictement positive, ψ est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engen-

drée par les forces intérieures, q est une donnée, qui représente la source de chaleur volumique.

L'évolution du champ d'endommagement est gouvernée par l'inclusion (3.1.4) avec k1 est une

constante strictement positive, ∂χ représente le sous-di�érentiel de la fonction indicatrice χK

et S est une fonction constitutive donnée ; qui représente la source de l'endommagement dans

le système. Les égalités (3.1.5) et (3.1.6) sont les conditions aux limites déplacement-traction,

respectivement. L'équation (3.1.7) représente la condition de compliance normale avec adhésion

sur la surface de contact Γ3 où pν est une fonction positive donnée, qui sera décrite ci-dessous, et

Rν est l'opérateur de troncation dé�nie par (1.3.3). La condition de contact (3.1.7) a été utilisé

dans divers documents, voir par exemple [22, 23, 65, 70]. La Condition (3.1.8) est la condition

de contact avec adhésion sur le plan tangentiel, dans lequel pτ une fonction donnée et Rτ est

l'opérateur de troncation dé�nie par (1.3.7).

Ebsuite, l'équation di�érentielle ordinaire (3.1.9) décrit l'évolution du champ d'adhésion et elle

a déjà été utilisée dans [22, 65], voir aussi [61] pour plus de détails. Nous notons que le processus

adhésif est irréversible, une fois que la "déliaison" se produit l'adhésion ne peut pas être rétablie,

car β̇ ≤ 0. En outre, il est facile de voir que si 0 ≤ β0 ≤ 1 p.p. sur Γ3, alors 0 ≤ β ≤ 1 p.p sur Γ3

pendant le processus. (3.1.10) est une condition à la limite de Fourier pour la température où k2

représente un coe�cient de conduction de Γ. (3.1.11) est une condition à la limite de Neumann

homogène pour le champ de l'endommagemet sur Γ. En�n, les fonctions u0, w0, θ0 et α0 dans

(3.1.12) et β0 dans (3.1.13) sont les données initiales.

Pour obtenir une formulation variationnelle du problème mécanique P1, nous avons besoin d'in-

troduire quelques hypothèses sur les données.

L'opérateur de viscosité A : Ω× Sd → Sd satisfait les propriétés suivantes :
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

(a) Il existe LA > 0 telle que

‖A(x, ε1)−A(x, ε2)‖ ≤ LA‖ε1 − ε2‖ pour tout ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(b) Il existe mA > 0 telle que (A(x, ε1)−A(x, ε2)).(ε1 − ε2) ≥ mA‖ε1 − ε2‖2

pour tout ε1, ε2 ∈ Sd p.p. x ∈ Ω.

(c) L'application x 7→ A(x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω pour tout ε ∈ Sd.

(d) L'application x 7→ A(x, 0) ∈ H.

(3.1.14)

L'opérateur d'élasticité B : Ω× Sd → Sd satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe LB > 0 telle que

‖B(x, ε1)− B(x, ε2)‖ ≤ LB‖ε1 − ε2‖ pour tout ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(b) L'application x 7→ B(x, ε) est Lebesgue mesurable sur Ω pour tout ε ∈ Sd.

(c) L'application x 7→ B(x, 0) ∈ H.

(3.1.15)

L'opérateur de viscoplasticité G : Ω× Sd × Sd × R× R→ Sd satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe LG > 0 telle que ‖G(x, σ1, ε1, θ1, α1)− G(x, σ2, ε2, θ2, α2)‖

≤ LG(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ |θ1 − θ2|+ |α1 − α2|)

pour tout σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, et pour tout θ1, θ2, α1, α2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω.

(b) L'application x 7→ G(x, σ, ε, θ, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout σ, ε ∈ Sd, pour tout θ, α ∈ R.

(c) L'application x 7→ G(x, 0, 0, 0, 0) ∈ H.

(3.1.16)

La fonction constitutive non linéaire ψ : Ω×Sd×Sd×R×R→ R satisfait les propriétés suivantes :



(a) Il existe Lψ > 0 telle que |ψ(x, σ1, ε1, θ1, α1)−

ψ(x, σ2, ε2, θ2, α2)| ≤ Lψ(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ |θ1 − θ2|+ |α1 − α2|)

pour tout σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, et pour tout θ1, θ2, α1, α2 ∈ R,

(b) L'application x 7→ ψ(x, σ, ε, θ, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout σ, ε ∈ Sd, pour tout θ, α ∈ R.

(c) L'application x 7→ ψ(x, 0, 0, 0, 0) ∈ L2(Ω).

(3.1.17)
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La fonction source d'endommagement S : Ω × Sd × Sd × R × R → R satisfait les propriétés

suivantes :

(a) Il existe LS > 0 tels que

|S(x, σ1, ε1, θ1, α1)− S(x, σ2, ε2, θ2, α2)| ≤ LS(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖

+|θ1 − θ2|+ |α1 − α2|) pour tout σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd,

pour tout θ1, θ2, α1, α2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω.

(b) L'application x 7→ S(x, σ, ε, θ, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout σ, ε ∈ Sd, pour tout θ, α ∈ R.

(c) L'application x 7→ S(x, 0, 0, 0, 0) ∈ L2(Ω).

(3.1.18)

La fonction de compliance normale pν : Γ3 × R −→ R+ satisfait :

(a) Il existe Lν > 0 telle que

|pν(x, r1)− pν(x, r2)| ≤ Lν |r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(b) L'application x 7→ pν(x, r) est Lebesgue mesurable sur Γ3, ∀r ∈ R.

(c) L'application x 7→ pν(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p. x ∈ Γ3.

(3.1.19)

La fonction de contact tangentiel pτ : Γ3 × R −→ R+ satisfait :

(a) Il existe Lτ > 0 telle que

|pτ (x, d1)− pτ (x, d2)| ≤ Lτ |d1 − d2| ∀ d1, d2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3,

(b) Il existe Mτ > 0 telle que |pτ (x, d)| ≤Mτ ∀ d ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) L'application x 7→ pτ (x, d) est Lebesgue mesurable sur Γ3, ∀ d ∈ R.

(d) L'application x 7→ pτ (x, 0) ∈ L2(Γ3).

(3.1.20)

La masse volumique satisfait

ρ ∈ L∞(Ω), Il existe ρ∗ > 0 telle que ρ(x) ≥ ρ∗ p.p. x ∈ Ω. (3.1.21)

Les coe�cients d'adhesion satisfont les conditions suivantes :

γν , γτ ∈ L∞(Γ3), εa ∈ L2(Γ3), γν , γτ , εa ≥ 0. (3.1.22)
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Les forces volumiques, les tractions surfaciques et la source de chaleur externe ont la régularité

f ∈ L2(0, T ;H), f0 ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)d), q ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), (3.1.23)

Les données initiales satisfont les conditions suivantes :

u0 ∈ V, w0 ∈ H, θ0 ∈ Y, α0 ∈ K, (3.1.24)

ki > 0, i = 0, 1, 2. (3.1.25)

Le champ d'adhésion initial satisfait

β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1, p.p sur Γ3, (3.1.26)

Le théorème de représentation de Riesz-Fréchet entraîne l'existence d'un élément F (t) ∈ V ′ tel

que :

〈F (t), v〉V ′×V = (f(t), v)H + (f0(t), γv)L2(Γ2)d ∀v ∈ V, t ∈ (0, T ). (3.1.27)

On note que la condition (3.1.23) implique que

F ∈ L2(0, T ;V ′). (3.1.28)

Nous introduisons les fonctions continues suivantes

a0 : Y × Y → R, a0(ζ, ξ) = k0

∫
Ω
∇ζ · ∇ξdx+ k2

∫
Γ
ζξda, (3.1.29)

a1 : Y × Y → R, a1(ζ, ξ) = k1

∫
Ω
∇ζ · ∇ξdx. (3.1.30)

Considérons la fonction d'adhésion jacn : L∞(Γ3)× V × V → R dé�nie par

jacn(β, u, v) =

∫
Γ3

pν(uν) vνda+

∫
Γ3

(−γνβ2Rν(uν)vν + pτ (β)Rτ (uτ ).vτ )da. (3.1.31)

Gardant à l'esprit (3.1.19) et (3.1.20), nous observons que les intégrales dans (3.1.31) sont bien

dé�nis.

Nous �nissons cette section avec d'autres notations qui sont nécessaires dans l'étude du problème.
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Ainsi dans la suite de cette thèse, nous employons un produit scolaire modi�é sur l'espace de

Hilbert H = L2(Ω)d, dé�ni par

((u, v))H = (ρu, v)H , ∀u, v ∈ H, (3.1.32)

et soit ‖.‖H une norme associée, i.e

|‖v|‖H = (ρv, v)
1
2
H , ∀v ∈ H. (3.1.33)

Suivant l'hypothèse (3.1.32), il s'en suit que |‖.|‖H et ‖ · ‖H sont des normes équivalentes sur H.

De plus l'inclusion de la trace de (V, ‖ · ‖V ) dans (H, |‖.|‖H) et (Y, ‖ · ‖Y ) dans (L2(Ω), ‖.‖L2(Ω))

sont continues et denses, et nous avons alors

〈u, v〉V ′×V = ((u, v))H , ∀u ∈ H,∀v ∈ V, (3.1.34)

〈ζ, ξ〉Y ′×Y = (ζ, ξ)L2(Ω), ∀ζ ∈ L2(Ω), ∀ξ ∈ Y. (3.1.35)

3.2 Formulation variationnelle

Nous supposons que u, σ, θ, α et β sont des fonctions régulières satisfaisantes (3.1.1)-(3.1.13).

Multiplions scalairement l'équation (3.1.2) par v ∈ V , intégrons le résultat sur Ω, et utilisons la

formule de Green (2.1.4), nous obtenons

(ρü(t), v)H + (σ(t), ε(v))H =

∫
Ω

f0(t).v dx+

∫
Γ

σ(t)ν.v da. (3.2.1)

Utilisons (3.1.5)-(3.1.8) et (1.1.3), on trouve

(ρü(t), v)H + (σ(t), ε(v))H =

∫
Ω

f(t).v dx+

∫
Γ2

f0(t).vda (3.2.2)

−
∫

Γ3

pν(uν(t)) vνda−
∫

Γ3

(−γνβ2Rν(uν(t))vν + pτ (β)Rτ (uτ (t)).vτ )da. (3.2.3)

Par conséquent, de (3.2.2), (3.1.27), (3.1.31),(3.1.32) et (3.1.34) on obtient

〈ü(t), v〉V ′×V + (σ(t), ε(v))H + jacn(β, u(t), v) = 〈F (t), v〉V ′×V . (3.2.4)
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On multiplie scalairement l'équation (3.1.3) par ω ∈ Y , en appliquant la formule de Green

(2.1.18) et utilisons (3.1.10), (3.1.29) et (3.1.35), on obtient

〈θ̇(t), ω〉Y ′×Y + a0(θ(t), ω)

= 〈ψ(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t), θ(t), α(t)), ω〉Y ′×Y + (q(t), ω)L2(Ω).

En�n, soit α(t) ∈ K et p.p. t ∈ (0, T ). D'apès l'équation (3.1.4) et la dé�nition 2.5.3 de ∂χK ,
on obtient

(α̇(t), ξ − α(t))L2(Ω) − k1(4α(t), ξ − α(t))L2(Ω)

≥ (S((σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)), ξ − α(t))L2(Ω) ∀ξ ∈ K.

En appliquant La formule de Green (2.1.18) avec (3.1.11), (3.1.30) et (3.1.35) on trouve

〈α̇(t), ξ − α(t)〉Y ′×Y + a1(α(t), ξ − α(t))

≥ 〈S(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)), ξ − α(t)〉Y ′×Y ∀ξ ∈ K.
(3.2.5)

Finalement, en combinant (3.1.1), (3.2.4)-(3.2.5), (3.1.9),(3.1.12) et (3.1.13) nous trouvons P1
V

la formulation variationnelle du Problème P1.

Problème P1
V . Trouver le champ des déplacements u : [0, T ]→ Rd, le champ des contraintes σ :

[0, T ]→ Sd, le champ de température θ : [0, T ]→ R, le champ d'endommagement α : [0, T ]→ R

et le champ d'adhesion β : [0, T ]→ R tels que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +
∫ t

0
G(σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)), θ(s), α(s))ds

p.p. t ∈ (0, T ),
(3.2.6)

〈ü(t), v〉V ′×V + (σ(t), ε(v))H + jacn(β(t), u(t), v)

= 〈F (t), v〉V ′×V ∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ),
(3.2.7)

〈θ̇(t), ω〉Y ′×Y + a0(θ(t), ω)

= 〈ψ(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)), ω〉Y ′×Y + (q(t), ω)L2(Ω) ∀ω ∈ Y, p.p. t ∈ (0, T ),
(3.2.8)

〈α̇(t), ξ − α(t)〉Y ′×Y + a1(α(t), ξ − α(t))

≥ 〈S(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)), ξ − α(t)〉Y ′×Y ∀ξ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T ), α(t) ∈ K,
(3.2.9)

β̇(t) = −
[
β(t)(γνRν(uν(t))

2 + γτ‖Rτ (uτ (t))‖2)− εa
]

+
p.p. t ∈ (0, T ), (3.2.10)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, θ(0) = θ0, α(0) = α0, β(0) = β0 (3.2.11)
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3.3 Existence et unicité de la solution

Notre intêret principale dans cette section est d'obtenir un résultat d'existence et d'unicité

pour le problème variationnel P1
V

Théorème 3.3.1 Sous les hypothèses (3.1.14)-(3.1.26), le problème variationnel P1
V admet une

solution unique (u, σ, θ, α, β) ayant la régularité

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1([0, T ];H), (3.3.1)

ü ∈ L2(0, T ;V ′), (3.3.2)

σ ∈ L2(0, T ;H), (3.3.3)

θ ∈ L2(0, T ;Y ) ∩ C([0, T ];L2(Ω))), (3.3.4)

θ̇ ∈ L2(0, T ;Y ′), (3.3.5)

α ∈ L2(0, T ;Y ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), (3.3.6)

α̇ ∈ L2(0, T ;Y ′), (3.3.7)

β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z. (3.3.8)

Un quintuple (u, σ, θ, α, β) satisfaisant (3.2.6)-(3.2.11) s'appelle solution faible du problème de

contact thermo-élasto-vescoplastique P1. Nous concluons que, sous les conditions précisées dans

le Théorème 3.3.1, le problème (3.1.1)-(3.1.13) a une solution faible unique.

Nous occupons maintenant de la preuve du Théorème 3.3.1, qui est basée sur des résultats

classiques des équations et des inéquations d'évolution avec les opérateurs monotones et les

arguments du point �xe. A cette �n, nous supposons dans la suite que (3.1.14)-(3.1.26) sont

véri�ées, et C représentera une constante strictement positive qui peut dépendre des données

du problème mais elle est indépendante du temps t, et sa valeur peut changer d'un endroit à

l'autre. Pour la simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses

fonctions sur x ∈ Ω ∪ Γ.
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Soit η ∈ L2(0, T ;V ′) donné. Dans la première étape, nous considérons le problème variationnel

suivant.

Problème P1
uη . Trouver le champ des déplacements uη : [0, T ]→ V , tels que pour t ∈ [0, T ]

〈üη(t), v〉V ′×V + (Aε(u̇η(t)), ε(v))H + 〈η(t), v〉V ′×V = 〈F (t), v〉V ′×V ,∀v ∈ V, (3.3.9)

uη(0) = u0, u̇η(0) = w0. (3.3.10)

Nous avons le résultat suivant

Lemme 3.3.1 . Pour tout η ∈ L2(0, T ;V ′), le problème P1
uη possède une unique solution satis-

fait (3.3.1)-(3.3.2).

Démonstration. En utilisant le théorème de représentation de Riesz-Fréchet. Nous dé�nissons

l'opérateur A : V → V ′ par

〈Aw, v〉V ′×V = (Aε(w), ε(v))H. (3.3.11)

Il s'ensuit de (3.3.11) et (3.1.14)(a) avec (2.1.8) et pour tout v, w ∈ V on a

‖Aw − Av‖V ′ ≤ C‖w − v‖V , (3.3.12)

ce qui montre que A : V → V ′ est de Lipschitz et donc hemicontinu.

En utilisant (3.3.11), (3.1.14)(b) et (2.1.8)

〈Aw − Av,w − v〉V ′×V ≥ mA‖w − v‖2
V ∀v, w ∈ V, (3.3.13)

i.e, que A : V → V ′ est un opérateur monotone.

Maintenant, nous choisissons v = 0V dans (3.3.13), on obtient

(Aw,w)V ′×V ≥ mA‖w‖2
V − ‖A0V ‖V ′‖w‖V

≥ 1

2
mA‖w‖2

V −
1

2mA
‖A0V ‖2

V ′ ∀w ∈ V.
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Alors, A satisfait la condition(2.4.1) du Théorème 2.4.1 avec ω = 1
2
mA et λ = − 1

2mA
‖A0V ‖2

V ′ .

Ensuite, par (3.3.12) nous déduisons que

‖Aw‖V ′ ≤ C(‖w‖V + ‖A0V ‖V ′), ∀w ∈ V.

Cette inégalité montre que A satisfait la condition(2.4.2) du Théorème 2.4.1. D'une autre part

nous pouvons écrire (3.3.9) comme suit

üη(t) + Au̇η(t) = Fη(t) dans V
′, t ∈ (0, T ). (3.3.14)

D'après (3.1.24) et (3.1.28) nous avons

Fη = F − η ∈ L2(0, T ;V ′) et w0 ∈ H.

Finalement, nous remarquons que toutes les conditions du Théorème 2.4.1 sont véri�èes, donc

nous concluons qu'il existe une unique fonction wη et qui satisfait

wη ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;H), ẇη ∈ L2(0, T ;V ′), (3.3.15)

ẇη(t) + Awη(t) = Fη(t) p.p.t ∈ (0, T ), (3.3.16)

wη(0) = w0. (3.3.17)

Nous dé�nissons la fonction uη : [0, T ]→ V par

uη(t) =

∫ t

0

wη(s)ds+ u0 ∀t ∈ [0, T ]. (3.3.18)

Moyennant (3.3.11) et (3.3.15)-(3.3.18), nous impliquons que uη est une solution du problème

variationnel P1
uη , et qui satisfait la régularité (3.3.1)-(3.3.2). L'unicité de la solution vient de

l'unicité de la solution du problème (3.3.15)-(3.3.17) ; grâce au Théorème 2.4.1. �

Dans la deuxième étape, nous utilisons le champ de déplacement uη obtenu dans le Lemme 3.3.1

et nous considérons le problème de valeur initiale suivant.
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Problème P1
βη
. Trouver le champ d'adhésion βη : [0, T ]→ L2(Γ3) tel que

β̇η(t) = −
[
βη(t)(γνRν(uην)(t)

2 + γτ‖Rτ (uητ (t))‖2)− εa
]

+
, p.p. t ∈ (0, T ), (3.3.19)

βη(0) = β0. (3.3.20)

Lemme 3.3.2 . Il existe une unique solution βη ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z du problème P1
βη
.

Démonstration. On considère la fonction de trace Gη : [0, T ]× L2(Γ3)→ L2(Γ3) dé�nie par

Gη(t, β) = −[β(γνRν(uην(t))
2 + γτ‖Rτ (uητ (t))‖2)− εa]+

pour t ∈ [0, T ] et β1, β2 ∈ L2(Γ3). D'après les propriétés des opérateurs de troncation Rν et Rτ

nous avons

‖Gη(t, β1)−Gη(t, β2)‖L2(Γ3) ≤ ‖β1 − β2‖L2(Γ3)L
2‖γν + γτ‖L2(Γ3)

≤ C‖β1 − β2‖L2(Γ3),

et d'autre part

‖Gη(t, β)‖L2(Γ3) ≤ ‖β‖L2(Γ3)L
2‖γν + γτ‖L2(Γ3) + ‖εa‖L2(Γ3)

≤ C.

Donc, nous impliquons que Gη est Lipschitz continue par rapport au deuxième argument, et cela

uniformément dans le temps. D'ailleurs, pour n'importe quel β ∈ L2(Γ3), la fonction de trace

t→ Gη(t, β) appartient à L∞(0, T ;L2(Γ3)). Ainsi, en utilisant le Théorème 2.4.3, nous obtenons

qu'il existe une fonction unique βη ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) qui satisfait (3.3.19) et (3.3.20). Aussi,

d'après les arguments utilisés dans la Remarque 1.3.1 et (3.1.26) nous déduisons que 0 ≤ βη(t) ≤

1 pour tout t ∈ [0, T ], p.p. sur Γ3. Par conséquent, de la dé�nition de Z nous montrons que

βη ∈ Z, ce qui donne la preuve du Lemme. 3.3.2. �
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Problème P1
θλ
. Trouver le champ de température θλ : [0, T ]→ Y tel que

〈θ̇λ(t), ω〉Y ′×Y + a0(θλ(t), ω) = 〈λ(t) + q(t), ω〉Y ′×Y , ∀ω ∈ Y, p.p.t ∈ (0, T ), (3.3.21)

θλ(0) = θ0. (3.3.22)

Lemme 3.3.3 Pour tout λ ∈ L2(0, T ;Y ′), il existe une solution unique θλ du problème P1
θλ

satisfait (3.3.4)-(3.3.5).

Démonstration. L'inclusion de la trace de (Y, ‖ · ‖Y ) dans (L2(Ω), ‖ · ‖L2(Ω)) est continue et

dense, nous pouvons écrire le Triplet de Gelfand

Y ⊂ L2(Ω) ⊂ Y ′.

On considère l'opérateur linéaire A0 : Y → Y ′ dé�ni par

〈A0ζ, ξ〉Y ′×Y = a0(ζ, ξ), ∀ζ, ξ ∈ Y. (3.3.23)

Nous utilisons (3.3.23) et la dé�nition (3.1.29), on peut écrire pour tout ζ, ξ ∈ Y.

|〈A0ζ, ξ〉Y ′×Y | ≤ k0

∫
Ω

|∇ζ.∇ξ|dx+ k2

∫
Γ

|ζξ|da

En utilusant l'inégalité de Hölder on obtient

|〈A0ζ, ξ〉Y ′×Y | ≤ k0‖∇ζ‖L2(Ω)d‖∇ξ‖L2(Ω)d + k2‖ζ‖L2(Γ)‖ξ‖L2(Γ) (3.3.24)

Gardant en tête Théorème 2.1.2 (trace de Sobolev), l'inégalité (3.3.24) devient

‖A0ζ‖Y ′ ≤ C‖ζ‖Y , (3.3.25)

ce qui montre que A0 : Y → Y ′ est continu et donc hemicontinu.

D'après la dé�nition (3.3.23) on véri�e

〈A0ζ, ζ〉Y ′×Y ≥ 0,
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i.e, que A0 : Y → Y ′ est un opérateur monotone.

D'autre part, moyennant (3.3.24), comme k2 > 0 et pour tout ζ ∈ Y on résulte

〈A0ζ, ζ〉Y ′×Y ≥ k0‖∇ζ‖2
L2(Ω)d ,

et d'où

〈A0ζ, ζ〉Y ′×Y ≥ k0‖ζ‖2
Y − k0‖ζ‖2

L2(Ω).

Alors, A0 satisfait la condition (2.4.1) du Théorème 2.4.1 avec ω = k0 et λ = −k0‖ξ‖2
L2(Ω).

Ensuite, de (3.3.25) nous déduisons que A0 satisfait la condition (2.4.2).

Il s'ensuit maintenant de la régularité (3.1.23)-(3.1.24) et λ ∈ L2(0, T ;Y ′) que qλ = λ + q ∈

L2(0, T ;L2(Ω)) et θ0 ∈ L2(Ω).

Finalement, nous remarquons que toutes les conditions du Théorème 2.4.1 sont véri�ées, donc

nous concluons qu'il existe une unique fonction θλ qui satisfait

θλ ∈ L2(0, T ;Y ) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), θ̇λ ∈ L2(0, T ;Y ′), (3.3.26)

θ̇λ(t) + A0θλ(t) = qλ(t) p.p.t ∈ (0, T ), (3.3.27)

θλ(0) = θ0. (3.3.28)

�

Problème P1
αµ. Trouver le champ d'endommagement αµ : [0, T ]→ Y tel que

〈α̇µ(t), ξ − αµ(t)〉Y ′×Y + a1(αµ(t), ξ − αµ(t))

≥ 〈µ, ξ − αµ(t)〉Y ′×Y , ∀ξ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T ), αµ(t) ∈ K,
(3.3.29)

αµ(0) = α0. (3.3.30)

Lemme 3.3.4 . Pour tout µ ∈ L2(0, T ;Y ′), Il existe une unique solution αµ du Problème P1
αµ

satisfait (3.3.6)-(3.3.7).
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Démonstration. La preuve de ce lemme est basé sur l'application du Théorème 2.4.2. L'inclu-

sion de la trace de (Y, ‖ · ‖Y ) dans (L2(Ω), ‖ · ‖L2(Ω)) est continue et dense, nous pouvons écrire

le Triplet de Gelfand

Y ⊂ L2(Ω) ⊂ Y ′.

On sait que l'ensemble du champ d'endommagement admissible K est un sous-ensemble non

vide, fermé et convexe dans Y. Ainsi, le champ initial d'endommagement α0 ∈ K.

On considère l'opérateur A1 : Y → Y ′ dé�ni par

〈A1ζ, ξ〉Y ′×Y = a1(ζ, ξ), ∀ζ, ξ ∈ Y. (3.3.31)

Nous utilisons (3.3.31) et la dé�nition (3.1.30), on peut véri�er que A1 est linéaire, continu et

symétrique.

Ainsi, pour tout ξ ∈ Y nous avons

〈A1ξ, ξ〉Y ′×Y = k1‖∇ξ‖2
L2(Ω)d ,

alors

〈A1ξ, ξ〉Y ′×Y + (k1 + 1)‖ξ‖2
L2(Ω) ≥ k1(‖∇ξ‖2

L2(Ω)d + ‖ξ‖2
L2(Ω)),

et d'où

〈A1ξ, ξ〉Y ′×Y + C2‖ξ‖2
L2(Ω) ≥ C3‖ξ‖2

Y avec C2 = k1 + 1 et C3 = k1.

Nous remarquons que toutes les conditions du Théorème 2.4.2 sont véri�ées, ce qui conclut la

preuve de Lemme 3.3.4. �

Dans ce qui suit, nous utilisons les champs de déplacement uη, de température θλ et d'endomma-

gement αµ, pour construire le problème de Cauchy associé au champ du tenseur des contraintes.

Problème P1
ση ,λ,µ

. Trouver le champ de contrainte ση,λ,µ : [0, T ]→ H tel que

ση,λ,µ(t) = Bε(uη(t)) +

∫ t

0

G(ση,λ,µ(s), ε(uη(s)), θλ(s), αµ(s))ds ∀t ∈ [0, T ]. (3.3.32)
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Lemme 3.3.5 . Il existe une unique solution du problème P1
ση,λ,µ

et elle satisfait (3.3.3). En

outre, si uηi , θλi , αµi et σηi,λi,µi représentent les solutions des problèmes P1
uηi

, P1
θλi
, P1

αµi
et

P1
σηi,λi,µi

respectivement, pour i = 1, 2, alors il existe C > 0 tel que

‖ση1,λ1,µ1(t)− ση2,λ2,µ2(t)‖2
H ≤ C

(
‖uη1(t)− uη2(t)‖2

V

+

∫ t

0

(‖uη1(s)− uη2(s)‖2
V + ‖θλ1(s)− θλ2(s)‖2

Y + ‖αµ1(s)− αµ2(s)‖2
Y )ds

)
.

(3.3.33)

Démonstration.

On considère Λη,λ,µ : L2(0, T ;H)→ L2(0, T ;H) l'opérateur donné par

Λη,λ,µσ(t) = Bε(uη(t)) +

∫ t

0

G(σ(s), ε(uη(s)), θλ(s), αµ(s))ds. (3.3.34)

Soit σi ∈ L2(0, T ;H), i = 1, 2 et t1 ∈ (0, T ).

D'après l'hypothèse (3.1.16) et l'inégalité de Hölder, on trouve

‖Λη,λ,µσ1(t1)− Λη,λ,µσ2(t1)‖2
H ≤ L2

GT

∫ t1

0

‖σ1(s)− σ2(s)‖2
Hds. (3.3.35)

En utilisant l'opérateur Λη,λ,µ une autre fois, on obtient

‖Λ2
η,λ,µσ1(t)1 − Λ2

η,λ,µσ2(t1)‖2
H ≤ L4

GT
2

t1∫
0

t2∫
0

‖σ1(s)− σ2(s)‖2
Hdsdt2.

On fait une itération sur cette dernière inégalité n fois pour trouver

‖Λn
η,λ,µσ1(t1)− Λn

η,λ,µσ2(t1)‖2
H ≤ L2n

G T
n

t1∫
0

t2∫
0

...

tn∫
0

‖σ1(s)− σ2(s)‖2
Hdsdtn...dt2.

L'intégration sur l'intervalle de temps (0, T ), il s'ensuit que

‖Λn
η,λ,µσ1 − Λn

η,λ,µσ2‖2
L2(0,T ;H) ≤

L2n
G T

n

n!
‖σ1 − σ2‖2

L2(0,T ;H). (3.3.36)

Ce qui implique que pour n su�samment grand, l'opérateur Λn
η,λ,µ est une contraction sur l'espace

de Banach L2(0, T ;H) donc il existe un élément unique ση,λ,µ ∈ L2(0, T ;H) telle que Λn
η,λ,µση,λ,µ =
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ση,λ,µ, qui représente l'unique solution du problème P1
ση,λ,µ

, en utilisant (3.3.32), la régularité de

uη, θλ, αµ et les propriétés des opérateurs A, B et G, il vient que ση,λ,µ ∈ L2(0, T ;H).

En outre, si uηi , θλi , αµi et σηi,λi,µi représentent les solutions des problèmes P1
uηi

, P1
θλi
, P1

αµi
et

P1
σηi,λi,µi

, respectivement, pour i = 1, 2, nous utilisons (2.1.8), les propriétés (3.1.15) et (3.1.16)

de B et G avec l'inégalité de Young pour obtenir

‖ση1,λ1,µ1(t)− ση2,λ2,µ2(t)‖2
H

≤C
(
‖uη1(t)− uη2(t)‖2

V +

∫ t

0

(‖ση1,λ1,µ1(s)− ση2,λ2,µ2(s)‖2
H

+ ‖uη1(s)− uη2(s)‖2
V + ‖θλ1(s)− θλ2(s)‖2

Y + ‖αµ1(s)− αµ2(s)‖2
Y )ds

)
.

En utilisant l'argement de Gronwall dans l'inégalité précédente nous déduisons (3.3.33), ce qui

achève la démonstration. �

On considère l'opérateur Λ : L2(0, T ;V ′ × Y ′ × Y ′)→ L2(0, T ;V ′ × Y ′ × Y ′), dé�ni par

Λ
(
η(t), λ(t), µ(t)

)
=
(
Λ0(η(t), λ(t), µ(t)),Λ1(η(t), λ(t), µ(t)),Λ2(η(t), λ(t), µ(t))

)
, (3.3.37)

où v ∈ V , t ∈ [0, T ] avec les opérateurs Λ0,Λ1 et Λ2 sont donnés par

〈
Λ0

(
η(t), λ(t), µ(t)

)
, v
〉
V ′×V = (Bε(uη(t)), ε(v))H + jacn(βη(t), uη(t), v)

+(
∫ t

0
G
(
ση,λ,µ(s), ε(uη(s)), θλ(s), αµ(s)

)
ds, ε(v))H,

(3.3.38)

Λ1(η(t), λ(t), µ(t)) = ψ
(
ση,λ,µ(t), ε(uη(t)), θλ(t), αµ(t)

)
, (3.3.39)

Λ2(η(t), λ(t), µ(t)) = S
(
ση,λ,µ(t), ε(uη(t)), θλ(t), αµ(t)

)
. (3.3.40)

Lemme 3.3.6 . L'operateur Λ admet un point �xe unique (η∗, λ∗, µ∗) ∈ L2(0, T ;V ′× Y ′× Y ′).

Démonstration. Soient (η1, λ1, µ1), (η2, λ2, µ2) ∈ L2(0, T ;V ′ × Y ′ × Y ′).

Pour simplicité, nous utilisons les notation uηi = ui, u̇ηi = u̇i, üηi = üi, βηi = βi, θλi = θi, αµi =

αi et σηi,λi,µi = σi pour i = 1, 2. En utilisant (2.1.8), les hypothèses (3.1.15), (3.1.16) et (3.1.18)-
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(3.1.20) avec les dé�nitions de Rη et Rτ et la Remarque 1.3.1 nou avons

‖Λ0

(
η1(t), λ1(t), µ1(t)

)
− Λ0(η2(t), λ2(t), µ2(t))‖2

V ′ ≤ ‖Bε(u1(t))− Bε(u2(t))‖2
H

+

∫ t

0

‖G(σ1(s), ε(uη(s)), θ1(s), α1(s))− G
(
σ2(s), ε(u2(s)), θ2(s), α2(s)

)
‖2
Hds

+ C(‖pν(u1ην(t))− pν(u2ην(t))‖2
L2(Γ3))

+ C(‖β2
1(t)Rν(u1ην(t))− β2

2(t)Rν(u2ην(t))‖
2

L2(Γ3))

+ C(
∥∥pτ (β1(t))‖Rτ (u1ητ (t))‖ − pτ (β2(t))‖Rτ (u2ητ (t))‖

∥∥2

L2(Γ3)
),

ainsi, on obtient

‖Λ0(η1(t), λ1(t), µ1(t))− Λ0(η2(t), λ2(t), µ2(t))‖2
V ′

≤C
(∫ t

0

(
‖σ1(s)− σ2(s)‖2

H + ‖u1(s)− u2(s)‖2
V + ‖θ1(s)− θ2(s)‖2

Y

+ ‖α1(s)− α2(s)‖2
Y

)
ds+ ‖u1(t)− u2(t)‖2

V + ‖β1(t)− β2(t)‖2
L2(Γ3)

)
.

(3.3.41)

Nous utilisons estimation (3.3.33) pour obtenir

‖Λ0

(
η1(t), λ1(t), µ1(t)

)
− Λ0

(
η2(t), λ2(t), µ2(t)

)
‖2
V ′

≤C
(∫ t

0

(
‖u1(s)− u2(s)‖2

V + ‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Y

+ ‖α1(s)− α2(s)‖2
Y

)
ds+ ‖u1(t)− u2(t)‖2

V + ‖β1(t)− β2(t)‖2
L2(Γ3)

)
.

(3.3.42)

Du problème de Cauchy (3.3.19)-(3.3.20), nous pouvons écrire

βi(t) = β0 −
∫ t

0

[
βi(s)

(
γνRν(uν(s))

2 + γτ‖Rτ

(
uτ (s)‖2

)
)− εa

]
+
ds,

et alors

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ C

∫ t

0

‖β1(s)
(
Rν(u1ν(s))

)2 − β2(s)
(
Rν(u2ν(s))

)2‖L2(Γ3)ds

+ C

∫ t

0

∥∥β1(s)‖Rτ (u1τ (s))‖2 − β2(s)‖Rτ (u2τ (s))‖2
∥∥
L2(Γ3)

ds.

En utilisant la dé�nition de Rν etRτ et on écrit β1 = β1 − β2 + β2, nous obtenons

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ C
(∫ t

0

‖β1(s)− β2(s)‖L2(Γ3)ds+

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖L2(Γ3)dds
)
.
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Ensuite, nous appliquons l'inégalité de Gronwall pour déduire

‖β1(t)− β2(t)‖L2(Γ3) ≤ C

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖L2(Γ3)dds,

Moyennant (2.1.9) on obtient que

‖β1(t)− β2(t)‖2
L2(Γ3) ≤ C

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖2
V ds (3.3.43)

D'autre part, d'après ui(t) = u0 +
∫ t

0
u̇i(s)ds, on sait que pour p.p. t ∈ (0, T ),

‖u1(t)− u2(t)‖V ≤
∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V ′ds. (3.3.44)

En appliquant les inégalités de Young et Hölder, (3.3.42) devient, via (3.3.43) et (3.3.44)

‖Λ0

(
η1(t), λ1(t), µ1(t)

)
− Λ0

(
η2(t), λ2(t), µ2(t)

)
‖2
V ′

≤C
(∫ t

0

(
‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2

V ′ + ‖u1(s)− u2(s)‖2
V

+ ‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Y + ‖α1(s)− α2(s)‖2

Y

)
ds
)

p.p. t ∈ (0, T ).

(3.3.45)

En outre, on trouve en prenant la substitution η = η1, η = η2 dans (3.3.9), et on choisit v = u̇1−u̇2

comme fonction test

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′×V + (Aε(u̇1(t))−Aε(u̇2(t))), ε(u̇1(t)− u̇2(t))
)
H

= 〈η2(t)− η1(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′×V p.p. t ∈ (0, T ).

En vertu de (2.1.8), (3.1.14)(b), (3.1.32), (3.1.34) et (3.1.21), l'équation précedente devient

(ρ∗)2

2

d

dt
‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2

H +mA‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2
V ′ ≤ ‖η2(t)− η1(t)‖V ′‖u̇1(t)− u̇2(t)‖V .

On intègre cette inégalité par rapport au temps et par l'inégalité de Young mène à

(ρ∗)2‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2
H +mA

∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2
V ′ds ≤

2

mA

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ds.

En conséquence,∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2
V ′ds ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ds p.p. t ∈ (0, T ), (3.3.46)
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ce qui implique également, en utilisant une variante de (3.3.44), que

‖u1(t)− u2(t)‖2
V ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ds p.p. t ∈ (0, T ). (3.3.47)

De plus, si nous prenons la substitution λ = λ1, λ = λ2 dans (3.3.21) et en soustrayant les deux

équations obtenues, on déduit en choisissant ω = θλ1 − θλ2 comme fonction test

〈θ̇1(t)− θ̇2(t), θ1(t)− θ2(t)〉Y ′×Y + a0(θ1(t)− θ2(t), θ1(t)− θ2(t))

= 〈λ1(t)− λ2(t), θ1(t)− θ2(t)〉Y ′×Y , p.p. t ∈ (0, T ).

On intègre l'égalité précédente, en utilisant (3.1.35), les conditions intiales θ1(0) = θ2(0) = θ0 et

comme a0 est Y-elliptique nous obtenons

1

2
‖θ1(t)− θ2(t)‖2

L2(Ω) + C

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Y ds ≤

∫ t

0

〈λ1(s)− λ2(s), θ1(s)− θ2(s)〉Y ′×Y ds

Employant les inégalité de Hölder et Young, on en déduit que

1

2
‖θ1(t)−θ2(t)‖2

L2(Ω) +C

∫ t

0

‖θ1(s)−θ2(s)‖2
Y ds ≤

∫ t

0

‖θ1(s)−θ2(s)‖2
Y ds+

∫ t

0

‖λ1(s)−λ2(s)‖2
Y ′ds.

Moyennant une version des lemmes de Gronwall (Corollaire 2.5.1), il s'ensuit que

‖θ1(t)− θ2(t)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Y ds ≤ C

∫ t

0

‖λ1(s)− λ2(s)‖2
Y ′ds. (3.3.48)

En substituant maintenant µ = µ1, ξ = αµ1 , µ = µ2, ξ = αµ2 dans (3.3.29) et moyennant des

arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve de (3.3.48) pour obtenir que

‖α1(t)− α2(t)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0

‖α1(s)− α2(s)‖2
Y ds ≤ C

∫ t

0

‖µ1(s)− µ2(s)‖2
Y ′ds. (3.3.49)

Nous pouvons en déduire, en utilisant (3.3.45)-(3.3.49), que

‖Λ0(η1(t), λ1(t), µ1(t))− Λ0(η2(t), λ2(t), µ2(t))‖2
V ′

≤C
(
‖η1(t)− η2(t)‖2

V ′ + ‖λ1(t)− λ2(t)‖2
Y ′ + ‖µ1(t)− µ2(t)‖2

Y ′

)
.

(3.3.50)
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D'après l'hypothèse (3.1.17) et (3.3.33) il s'ensuit

‖Λ1(η1(t), λ1(t), µ1(t))− Λ1(η2(t), λ2(t), µ2(t))‖2
Y ′

=‖ψ
(
σ1(t), ε(u1(t)), θ1(t), α1(t)

)
− ψ

(
σ2(t), ε(u2(t)), θ2(t), α2(t)

)
‖2
Y ′

≤C
(
‖u1(t)− u2(t)‖2

V + ‖θ1(t)− θ2(t)‖2
Y ′ + ‖α1(t)− α2(t)‖2

Y ′

)
p.p. t ∈ (0, T ).

Cela nous permet de déduire, via (3.3.47), (3.3.48) et (3.3.49), que

‖Λ1(η1(t), λ1(t), µ1(t))− Λ1(η2(t), λ2(t), µ2(t))‖2
Y ′

≤C
(
‖η1(t)− η2(t)‖2

V ′ + ‖λ1(t)− λ2(t)‖2
Y ′ + ‖µ1(t)− µ2(t)‖2

Y ′

)
.

(3.3.51)

De même, en utilisant (3.3.33) et (3.3.47)-(3.3.49), on obtient l'estimation suivante pour Λ2

‖Λ2(η1(t), λ1(t), µ1(t))− Λ2(η2(t), λ2(t), µ2(t))‖2
Y ′

=‖S
(
σ1(t), ε(u1(t)), θ1(t), α1(t)

)
− S

(
σ2(t), ε(u2(t)), θ2(t), α2(t)

)
‖2
Y ′

≤C
(
‖η1(t)− η2(t)‖2

V ′ + ‖λ1(t)− λ2(t)‖2
Y ′ + ‖µ1(t)− µ2(t)‖2

Y ′

)
.

(3.3.52)

D'après (3.3.50), (3.3.51) et (3.3.52), nous concluons qu'il existe une constante positive C > 0

véri�ant

‖Λ(η1, λ1, µ1)− Λ(η2, λ2, µ2)‖2
L2(0,T ;V ′×Y ′×Y ′)

≤C‖η1 − η2, λ1 − λ2, µ1 − µ2‖2
L2(0,T ;V ′×Y ′×Y ′).

(3.3.53)

On généralise cette procédure par récurrence sur n. On obtient alors la formule

‖Λn(η1, λ1, µ1)− Λn(η2, λ2, µ2)‖2
L2(0,T ;V ′×Y ′×Y ′)

≤C
nT n

n!
‖(η1 − η2, λ1 − λ2, µ1 − µ2)‖2

L2(0,T ;V ′×Y ′×Y ′),
(3.3.54)

ce qui implique que pour n su�samment grand une puissance Λn de Λ est une contraction dans

l'espace de Banach L2(0, T ;V ′ × Y ′ × Y ′), ce qui conclut la preuve. �

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théorème 3.3.1.

Démonstration du Théorème 3.3.1.
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Soit (η∗, λ∗, µ∗) ∈ L2(0, T ;V ′ × Y ′ × Y ′) être le point �xe de Λ dé�nie par (3.3.37)-(3.3.40) et

notons par

(a) u = uη∗ , (b) θ = θλ∗ , (c) α = αµ∗ , (3.3.55)

(a) σ = Aε(u̇) + ση∗λ∗µ∗ , (b) β = βη∗ . (3.3.56)

Nous prouvons que (u, σ, θ, α, β) satisfait (3.2.6)-(3.2.11) et (3.3.1)-(3.3.8). En e�et, nous écrivons

(3.3.32) pour η = η∗ , λ = λ∗ avec µ = µ∗ en utilisant (3.3.55) et (3.3.56)(a) pour obtenir que

(3.2.6) est satisfaite. Maintenant, nous considérons (3.3.9) pour η = η∗ et en utilisant (3.3.55)(a)

pour trouver

〈ü, v〉V ′×V + (Aε(u̇(t)), ε(v))H + 〈η∗(t), v〉V ′×V = 〈F (t), v〉V ′×V

∀v ∈ V, p.p.t ∈ (0, T ).
(3.3.57)

Les égalités Λ0(η∗, λ∗, µ∗) = η∗ , Λ1(η∗, λ∗, µ∗) = λ∗, Λ2(η∗, λ∗, µ∗) = µ∗ combinés avec (3.3.38)-

(3.3.40), (3.3.55) et (3.3.56) montrent que

〈η∗(t), v〉V ′×V =
(
Bε(u(t)), ε(v)

)
H + jacn(β(t), u(t), v)

+
( ∫ t

0
G
(
σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)), α(s)

)
ds, ε(v)

)
H ∀v ∈ V,

(3.3.58)

λ∗(t) = ψ
(
σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)

)
, (3.3.59)

µ∗(t) = S
(
σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)

)
. (3.3.60)

Maintenant, nous substituons (3.3.58) dans (3.3.57) et l'utilisation (3.2.6) de voir que (3.2.7) est

satisfaite. Nous écrivons (3.3.21) pour λ = λ∗ et l'utilisation (3.3.55)(b) et (3.3.59) de constater

que (3.2.8) est satisfait, aussi nous écrivons (3.3.29) pour µ = µ∗ et en utilisant (3.3.55)(c) et

(3.3.60) à trouver que (3.2.9) est satisfaite. Nous considérons maintenant (3.3.19) pour η = η∗ et

l'utilisation (3.3.55)(a) et (3.3.56)(b) pour obtenir que (3.2.10) est satisfaite. Suivant (3.2.11) et

la régularité (3.3.1)-(3.3.2),(3.3.4)-(3.3.8) suivre Lemmes 3.3.1, 3.3.2 , 3.3.3 et 3.3.4. La régularité

(3.3.3) suit du Lemme 3.3.5. La partie unicité du Théorème 3.3.1 est une conséquence de l'unicité

du point �xe de l'opérateur Λ dé�nie par (3.3.37)-(3.3.40) et la solvabilité unique des problèmes

P1
uη ,P

1
βη

, P1
θλ

, P1
αµ et P1

ση,λ,µ
qui achève la démonstration. �
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Chapitre 4

Problème de contact avec réponse normale

instantanée et frottement

Dans ce chapitre nous étudions un problème dynamique avec frottement, endommagement et

réponse normale instantanée pour une loi de comportement thermo-élasto-viscoplastique (1.2.5).

Notre objectif est de prouver l'éxistence et l'unicité d'une solution faible.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la première section nous commençons par donner

une formulation thermo-mécanique du problème. Ensuite dans la deuxième section nous déri-

vons la formulation variationnelle sous une forme d'un système couplant une équation intégro-

di�érentielle, une équation variationnelle du second ordre, une équation variationnelle du premier

ordre et une inéquation variationnelle du premier ordre. Puis dans la section 3 nous énonçons

Théorème 2.4.1 sur l'existence d'une solution unique du problème, et nous le démontrons.

4.1 Position du problème thermo-mécanique et hypothèses

Nous reprenons le cadre physique no1 (page 4), schématisée à la �gure 1.1. Nous considérons

que le corps est thermo-élasto-viscoplastique. Le corps peut être en contact avec une base défor-

mable sur la surface potentielle de contact Γ3 avec une couche de lubri�ant supposé entre eux.
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De ces considérations, le modèle mathématique no1 (page 8) nous conduit à formuler le problème

thermo-mécanique suivant :

Problème P2. Trouver le champ des déplacements u : Ω×(0, T )→ Rd, le champ des contraintes

σ : Ω× (0, T )→ Sd, le champ d'endommagement α : Ω× (0, T )→ R et le champ de température

θ : Ω× (0, T )→ R tels que.

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t))−M(θ(t), α(t))

+
∫ t

0
G
(
σ(s)−A(ε(u̇(s))), ε(u(s)), α(s)

)
ds dans Ω, p.p .t ∈ (0, T ),

(4.1.1)

ü = Div σ + f dans Ω× (0, T ), (4.1.2)

θ̇ − div(K∇θ) = ψ(u̇, θ, α) + q dans Ω× (0, T ), (4.1.3)

α̇− k1∆α + ∂Kχ
(
α) 3 S

(
σ −A

(
ε(u̇)

)
, ε(u), θ, α

)
dans Ω× (0, T ), (4.1.4)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (4.1.5)

σν = f0 sur Γ2 × (0, T ), (4.1.6)

−σν = pν(u̇ν), −στ = pτ (u̇τ ) sur Γ3 × (0, T ), (4.1.7)

−kijθ,iνj = ke(θ − θR)− hτ (‖u̇τ‖) sur Γ3 × (0, T ), (4.1.8)

θ = 0 sur Γ1 ∪ Γ2 × (0, T ), (4.1.9)

∂α
∂ν

= 0 sur Γ× (0, T ), (4.1.10)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, θ(0) = θ0, α(0) = α0 dans Ω, (4.1.11)

L'équation (4.1.1) représente la loi de comportement d'un matériau thermo-élasto-viscoplastique

avec endommagement, qui est causé par des déformations viscoplastique intoduite dans (1.2.2).

Ensuite (4.1.2) représente l'équation du mouvement donnée dans (1.1.5), où le processus est

dynamique. La condition (4.1.3) représente la conservation de l'énergie avec ψ une fonction

constitutive non linéaire qui représente la chaleur produite par le travail des forces internes.

L'évolution du champ d'endommagement est gouvernée par l'inclusion di�érentielle donnée par

la relation (4.1.4). Les conditions (4.1.5) et (4.1.6) sont des conditions déplacement-traction
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introduits par (1.1.6) et (1.1.7). (4.1.7) décrit les conditions de contact avec réponse normale

instantanée et frottement sur la partie Γ3. L'équation (4.1.8) représente la condition au bord

associée à la température dérivée de la condition de Fourier avec θR est la température de

fondation, ke représente l'échange de la température entre le corps déformable et la fondation,

hτ la fonction tangentielle. (4.1.9) la condition aux limites de la température sur Γ1∪Γ2. (4.1.10)

est la condition à la limite de Neumann, (4.1.11) représente les conditions initiales.

D'autre part, pour le champ de température, nous dé�nissons l'ensemble Y1 de H1(Ω) par

Y1 = {ω ∈ H1(Ω) / ω = 0 sur Γ1 ∪ Γ2}. (4.1.12)

Avant d'etablir une formulation variationnelle au probleme P2, nous avons besoin de quelques

hypothèses. Nous assumons que les opérateurs A, B et la fonction S veri�ent les hypothèses

(3.1.14), (3.1.15) et (3.1.18) du chapitre précédent.

Nous supposons que l'opérateur de viscoplasticé G : Ω×Sd×Sd×R→ Sd satisfait les propriétés

suivantes :

(a) Il existe LG > 0 telle que ‖G(x, σ1, ε1, α1)− G(x, σ2, ε2, α2)‖

≤ LG(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ |α1 − α2|)

pour tout σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, pour tout α1, α2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω.

(b) L'application x 7→ G(x, σ, ε, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout σ, ε ∈ Sd, pour tout α ∈ R.

(c) L'application x 7→ G(x, 0, 0, 0) ∈ H.

(4.1.13)

Le tenseur thermiqueM : Ω× R× R→ Sd satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe LM > 0 telle que ‖M(x, θ1, α1)−M(x, θ2, α2)‖

≤ LM(|θ1 − θ2|+ |α1 − α2|) pour tout θ1, θ2, α1, α2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω.

(b) L'application x 7→ M(x, θ, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout θ, α ∈ R.

(c) L'application x 7→ M(x, 0, 0) ∈ H.

(4.1.14)
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La fonction constitutive non linéaire ψ : Ω×Rd×R×R→ R satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe Lψ > 0 telle que |ψ(x, ξ1, θ1, α1)−

ψ(x, ξ2, θ2, α2)| ≤ Lψ(‖ξ1 − ξ2‖+ |θ1 − θ2|+ |α1 − α2|)

pour tout ξ1, ξ2 ∈ Rd, et pour tout θ1, θ2, α1, α2 ∈ R,

(b) L'application x 7→ ψ(x, ξ, θ, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout ξ ∈ Rd, pour tout θ, α ∈ R.

(c) L'application x 7→ ψ(x, 0, 0, 0, 0) ∈ L2(Ω).

(4.1.15)

La fonction de contact normale pν : Γ3 × R→ R satisfait

(a) Il existe Cν
1 , C

ν
2 > 0 tel que |pν(x, r)| ≤ Cν

1 |r|+ Cν
2 ∀r ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(b) (pν(x, r1)− pν(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0 ∀r1, r2 ∈ R. p.p x ∈ Γ3.

(c) L'application x→ pν(x, r) est Lebesgue mesurable sur Γ3 pour tout r ∈ R.

(d) L'application r → pν(x, r) est continue sur R, p.p x ∈ Γ3.

(4.1.16)

La fonction de contact tangentiel pτ : Γ3 × Rd → Rd satisfait

(a) Il existe Cτ
1 , C

τ
2 > 0 tel que ‖pτ (x, d)‖ ≤ Cτ

1 ‖d‖+ Cτ
2 ∀d ∈ Rd, p.p x ∈ Γ3.

(b) (pτ (x, d1)− pτ (x, d2)).(d1 − d2) ≥ 0 ∀d1, d2 ∈ Rd, p.p x ∈ Γ3.

(c) L'application x→ pτ (x, d) est Lebesgue mesurable sur Γ3 pour tout d ∈ Rd.

(d) L'application d→ pτ (x, d) est continue sur Rd, p.p x ∈ Γ3.

(e) pτ (x, d).ν(x) = 0 ∀d ∈ Rd tel que d.ν(x) = 0 p.p x ∈ Γ3.

(4.1.17)

De même, nous supposons que la fonction tangentielle hτ : Γ3 × R+ → R+ satisfait
(a) Il existe Lτ > 0 telle que |hτ (x, r1)− hτ (x, r2)| ≤ Lτ |r1 − r2|

∀r1, r2 ∈ R+, p.p x ∈ Γ3,

(b) L'application x→ hτ (x, r) ∈ L2(Γ3) est Lebesgue mesurable sur Γ3,∀r ∈ R+.

(4.1.18)

La masse volumique satisfait

ρ ∈ L∞(Ω), Il existe ρ∗ > 0 telle que ρ(x) ≥ ρ∗ p.p. x ∈ Ω. (4.1.19)
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Les forces volumiques , les tractions surfaciques et et la densité de la source de chaleur externe

ont la régularité

f ∈ L2(0, T ;H), f0 ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)d), q ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)). (4.1.20)

et pour certains CK > 0, pour tout (ξi) ∈ R :

K = (kij), kij = kji ∈ L∞(Ω), kijξiξj ≥ CKξiξj, (4.1.21)

Les données aux limites et initiales satisfont les conditions suivantes :

u0 ∈ V, w0 ∈ H, θ0 ∈ Y1, θR ∈ L2(0, T ;L2(Γ3)), ke ∈ L∞(Ω,R+), α0 ∈ K. (4.1.22)

Nous dé�nissons la forme bilinéaire a :Y × Y → R par

a : Y × Y → R, a(ζ, ξ) = k

∫
Ω

∇ζ · ∇ξdx. (4.1.23)

Nous noutons par F : [0, T ]→ V la fonction dé�nie par

〈F (t), v〉V ′×V = (f(t), v)H + (f0(t), γv)L2(Γ2)d ∀v ∈ V, t ∈ (0, T ). (4.1.24)

On note que la condition (4.1.20) implique que

F ∈ L2(0, T ;V ′). (4.1.25)

Par la suite, nous dé�nissons les formes linéaires Q : [0, T ] → Y ′1 , R : Y1 → Y ′1 et aussi Θ :

V × Y1 × Y → Y ′1 par

〈Q(t), ω〉Y ′1×Y1 =

∫
Ω

q(t)ωdx+

∫
Γ3

keθR(t)ωda ∀ω ∈ Y1, (4.1.26)

〈Rτ, ω〉Y ′1×Y1 =
d∑

i,j=1

∫
Ω

ki,jτ,jω,idx+

∫
Ω

keτωdx ∀τ, ω ∈ Y1, (4.1.27)
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〈Θ(v, ζ, ξ), ω〉Y ′1×Y1 =

∫
Ω

ψ(v, ζ, ξ)ωdx+

∫
Γ3

hτ (‖vτ‖V )ωda

∀v ∈ V, ξ ∈ Y et ∀ζ, ω ∈ Y1,

(4.1.28)

Finalement, nous dé�nissons l'application jrni : V × V → R dé�nie par

jrni(u, v) =

∫
Γ3

(pν(uν)vν + pτ (uτ ).vτ )da, ∀u, v ∈ V. (4.1.29)

Nous �nissons cette section avec une autre notation qui est nécessaire dans l'étude du problème,

ainsi dans la suite de cette thèse. On sait que l'inclusion (Y1, ‖ · ‖Y1) dans (L2(Ω), ‖.‖L2(Ω)) est

continue et dense, et nous avons alors

〈ζ, ξ〉Y ′1×Y1 = (ζ, ξ)L2(Ω), ∀ζ ∈ L2(Ω), ∀ξ ∈ Y1. (4.1.30)

4.2 Formulation variationnelle.

Nous supposons que u, σ, θ et α sont des fonctions régulières satisfaisantes (4.1.1)-(4.1.11).

Nous procédons comme le chapitre précédent pour obtenir une formulation faible du problème

P2 et nous obtenons alors une équation similaire à (3.2.1).

(ρü(t), v)H + (σ(t), ε(v))H =

∫
Ω

f0(t).v dx+

∫
Γ

σ(t)ν.v da. (4.2.1)

Nous appliquons les conditions aux bords (4.1.5)-(4.1.7) et (1.1.3) nous obtenons

(ρü(t), v)H + (σ(t), ε(v))H =
∫

Ω
f(t).v dx+

∫
Γ2
f0(t).vda

−
∫

Γ3
(pν(u̇ν(t)) vν + pτ (u̇τ (t)).vτ )da.

(4.2.2)

Par conséquent, d'après (4.2.2), (4.1.24), (4.1.29),(3.1.32) et (3.1.34) on obtient

〈ü(t), v〉V ′×V + (σ(t), ε(v))H + jrni(u̇(t), v) = 〈F (t), v〉V ′×V (4.2.3)

On multiplie scalairement l'équation (4.1.3) par ω ∈ Y1 (ω = 0 sur Γ1 ∪ Γ2 ), en appliquant la

formule de Green (2.1.18) on obtient∫
Ω

θ̇(t)ωdx+ (K∇θ(t),∇ω)L2(Ω)d −
∫

Γ

K∇θ(t).νωda =

∫
Ω

(ψ(u̇(t), θ(t), α(t)) + q(t))ωdx, (4.2.4)
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d'ou

(θ̇(t), ω)L2(Ω) +
d∑

i,j=1

∫
Ω

ki,jθ,jω,idx−
∫

Γ3

kijθ,iνjωda =

∫
Ω

(ψ(u̇(t), θ(t), α(t)) + q(t))ωdx. (4.2.5)

On remplace par (4.1.8) on trouve

(θ̇(t), ω)L2(Ω) +
d∑

i,j=1

∫
Ω

ki,jθ,jγ,idx+

∫
Γ3

(ke(θ − θR)− hτ (‖u̇‖V )ωda

=

∫
Ω

ψ(u̇(t), θ(t), α(t))ωdx+

∫
Ω

q(t)ωdx

(4.2.6)

Nous utilisons les dé�nitions (4.1.26), (4.1.27) et (4.1.28) de R, Θ et Q(t) respectivement, avec

(4.1.30) on écrit

θ̇(t) +Rθ(t) = Θ(u̇(t), θ(t), α(t)) +Q(t) dans Y ′1 . (4.2.7)

En�n, soit α(t) ∈ K et p.p. t ∈ (0, T ). D'apès l'équation (6.1.4) en utilisant des calcules

similaires à ceux utilisés dans la preuve de (3.2.5), on obtient l'inégalité suivante

(α̇(t), ξ − α(t))L2(Ω) + a(α(t), ξ − α(t))

≥ (S(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)), ξ − α(t))L2(Ω) ∀ξ ∈ K.
(4.2.8)

Finalement, en combinant (4.1.1), (4.2.3), (4.2.7), (4.2.8) et (4.1.11) nous trouvons P2
V la formu-

lation variationnelle du Problème P2.

Problème P2
V . Trouver le champ des déplacements u : [0, T ] → Rd, le champ des contraintes

σ : [0, T ] → Sd , le champ d'endommagement α : [0, T ] → R et le champ de température
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θ : [0, T ]→ R tels que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t))−M(θ(t), α(t))

+
∫ t

0
G
(
σ(s)−A

(
ε(u̇(s))

)
, ε
(
u(s)

)
, α(s)

)
ds p.p. t ∈ (0, T ),

(4.2.9)

〈ü(t), v〉V ′×V + (σ(t), ε(v))H + jrni(u̇(t), v) = 〈F (t), v〉V ′×V

∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ),
(4.2.10)

θ̇(t) +Rθ(t) = Θ(u̇(t), θ(t), α(t)) +Q(t) dans Y ′1 (4.2.11)

α(t) ∈ K, (α̇(t), ξ − α(t))L2(Ω) + a(α(t), ξ − α(t))

≥
(
S(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)), ξ − α(t))L2(Ω) ∀ξ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T ),

(4.2.12)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, θ(0) = θ0, α(0) = α0. (4.2.13)

4.3 Existence et unicité de la solution

Notre intêret principale dans cette section est d'obtenir un résultat d'existence et d'unicité

pour le problème variationnel P2
V

Théorème 4.3.1 Sous les hypothèses (3.1.14)-(3.1.18),(3.1.21)-(3.1.25), (4.1.16) et (4.1.17) le

problème variationnel P2
V admet une solution unique {u, σ, θ, α} ayant la régularité

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1(0, T ;H) ∩W 2,2(0, T ;V ′), (4.3.1)

σ ∈ L2(0, T ;H), (4.3.2)

θ ∈ L2(0, T ;Y1) ∩ C(0, T ;L2(Ω)) ∩W 1,2(0, T ;Y ′1), (4.3.3)

α ∈ L2(0, T ;Y ) ∩W 1,2(0, T ;L2(Ω)), (4.3.4)

Un quadruple (u, σ, θ, α) qui satisfait (4.2.9)-(4.2.13) s'appelle une solution faible du problème

mécanique P2

La démonstration du Théorème 4.3.1 sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basée sur les
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résultats des équations et des inéquations d'évolution avec les opérateurs monotones et les argu-

ments du point �xe. Nous supposons dans la suite C est une constante positive qui dépend de

Ω,Γ1, Γ3, A, G, pυ, pτ et T mais ne dépend pas que t, ni du reste des données, dont la valeur

varie d'une place à l'autre.

Soit η ∈ L2(0, T ;V ′) , dans la première étape, on considère le problème variationnel suivant.

Problème P2
uη . Trouver le champ des déplacements uη : [0, T ]→ V, tel que

〈üη(t), v〉V ′×V + (Aε(u̇η(t)), ε(v))H + jrni(u̇η(t), v) + 〈η(t), v〉V ′×V

= 〈F (t), v〉V ′×V ,∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ),
(4.3.5)

uη(0) = u0, u̇η(0) = w0. (4.3.6)

Lemme 4.3.1 . Il existe une solution unique du problème P2
uη qui satisfait la régularité (4.3.1).

Démonstration. En utilisant le théorème de représentation de Riesz-Fréchet, nous dé�nissons

l'opérateur A : V → V ′

〈Aw, v〉V ′×V = (Aε(w), ε(v))H + jrni(w, v), w, v ∈ V, (4.3.7)

et on dé�nit un élement Fη(t) ∈ V ′ par

〈Fη(t), v〉V ′×V = 〈F (t)− η(t), v〉V ′×V ∀v ∈ V, t ∈ [0, T ]. (4.3.8)

Soient v, w ∈ V , en utilisant (4.3.7) et la dé�nition de jrni donnée par (4.1.29) nous trouvons :

〈Aw − Av,w − v〉V ′×V = (Aε(w))− (Aε(v), ε(w − v))H

+

∫
Γ3

(pν(wν)− pυ(vν))(wν − vν)da

+

∫
Γ3

(pτ (wτ )− pτ (vτ )).(wτ − v2τ )da.

D'après (3.1.14)(b), (4.1.16)(b) et (4.1.17)(b) avec (2.1.8), nous obtenons

〈Aw − Av,w − v〉V ′×V ≥ mA‖w − v‖2
V , (4.3.9)
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l'inégalité précédente indique que l'opérateur A est fortement monotone sur V .

En utilisant de nouveau (4.3.7) et (4.1.29) il vient, pour tout v ∈ V que

〈Aw1 − Aw2, v〉V ′×V = (Aε(w1)−Aε(w2), ε(v))H

+

∫
Γ3

(pν(w1ν)− pν(w2ν))vνda

+

∫
Γ3

(pτ (w1τ )− pτ (w2τ )).vτda,

par (2.1.9) et (3.1.14)(a) nous déduisons que

‖Aw1 − Aw2‖V ′ ≤ LA‖w1 − w2‖V + C0‖pν(w1ν)− pν(w2ν)‖L2(Γ3)

+C0‖pτ (w1τ )− pτ (w2τ )‖L2(Γ3)d .
(4.3.10)

L'inégalité (4.3.10) et l'hypothèses (4.1.16)(d), (4.1.17)(d) impliquent que l'opérateur A : V → V ′

est continu et ainsi est hemicontinu.

En utilisant des calculs similaires à ceux utilisés dans le problème précédent, on résulte que

A véri�e toutes les conditions du Théorème 2.4.1, donc nous concluons qu'il existe une unique

fonction wη et qui satisfaite

wη ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;H), ẇη ∈ L2(0, T ;V ′), (4.3.11)

ẇη(t) + Awη(t) = Fη(t) p.p.t ∈ [0, T ], (4.3.12)

wη(0) = w0 (4.3.13)

Soit uη : [0, T ]→ V la fonction dé�nie par

uη(t) =

∫ t

0

wη(s)ds+ u0 ∀t ∈ [0, T ] (4.3.14)

Il vient de (4.3.7) et (4.3.11)-(4.3.14) que uη est une solution du problème variationnel P2
uη et elle

satisfait la régularité exprimée dans (4.3.1). Ce qui conclut la partie existence du Lemme 4.3.1.

L'unicité de la solution vient de l'unicité de la solution du problème (4.3.12)-(4.3.13), grâce au

Théorème 2.4.1.
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Dans la deuxième étape, soit λ ∈ L2(0, T ;Y ′1) et nous considérons le problème de valeur initiale

suivant.

Problème P2
θλ
. Trouver le champ de température θλ : [0, T ]→ Y1 tel que

θ̇λ(t) +Rθλ(t) = λ(t) +Q(t) dans Y ′1 , p.p. t ∈ (0, T ), (4.3.15)

θλ(0) = θ0. (4.3.16)

Lemme 4.3.2 . Il existe une solution unique θλ du problème P2
θλ

qui satisfait la régularité

(4.3.3).

Démonstration. Le résultat découle de l'évolution d'équation classique du premier ordre donné.

Nous allons appliquer le Théorème 2.4.1. Ici, le Triple de Gelfand est donnée par

Y1 ⊂ L2(Ω) = (L2(Ω))′ ⊂ Y ′1 .

L'opérateur R est linéaire et coercitive. Par l'inégalité de Korn, nous avons

〈Rτ, τ〉Y1×Y ′1 ≥ C‖τ‖2
Y1
. (4.3.17)

Moyennant (4.1.27) et pour tout τ, ω ∈ Y1 on a

〈Rτ, ω〉Y ′1×Y1 ≤
d∑

i,j=1

‖ki,j‖L∞(Γ3)‖τ,i‖L2(Ω)‖ω,i‖L2(Ω) + ‖ke‖L∞(Γ3)‖ω‖L2(Ω),

en utilisant (2.1.1) on trouve

〈Rτ, ω〉Y ′1×Y1 ≤ C‖τ‖Y1‖ω‖Y1 . (4.3.18)

D'un autre coté, d'après la dé�nition de Q on déduit que

Qλ = λ+Q ∈ L2(0, T ;Y ′1). (4.3.19)
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Les inégalités (4.3.17), (4.3.18) et la régularité (4.3.19),θ0 ∈ L2(Ω) implique que toutes les condu-

tions du Théorème 2.4.1 sont véri�ées, donc nous concluons qu'il existe une unique fonction θλ

et qui satisfaite

θλ ∈ L2(0, T ;Y1) ∩ C(0, T ;L2(Ω)), θ̇λ ∈ L2(0, T ;Y ′1), (4.3.20)

θ̇λ(t) +Rθλ(t) = Qλ(t) p.p.t ∈ (0, T ), (4.3.21)

θλ(0) = θ0. (4.3.22)

Troixième étape, soit µ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) donné, on considère le problème suivant, dont l'inconnu

est le champ d'endommagement.

Problème P2
αµ . Trouver le champ d'endommagement αµ : [0, T ]→ Y tel que

(α̇µ(t), ξ − αµ(t))L2(Ω) + a(αµ(t), ξ − αµ(t))

≥ (µ, ξ − αµ(t))L2(Ω) ∀ξ ∈ K, p.p. t ∈ (0, T ), αµ(t) ∈ K,
(4.3.23)

αµ(0) = α0. (4.3.24)

Lemme 4.3.3 . Il existe une solution unique αµ du problème P2
αµ, pour tout µ ∈ L

2(0, T ;L2(Ω))

satisfait la régularité (4.3.4).

Démonstration. Nous utilisons la dé�nition (4.1.23) et le fait que α0 ∈ K dans (4.1.22) et

un résultat classique d'existence et d'unicité sur les inéquations paraboliques données dans le

Théorème 2.4.2.

Dans la quatrième étape, nous utilisons le champs de déplacement uη obtenu dans le Lemme

4.3.1, le champ de température θλ obtenue dans le Lemme 4.3.2 et le champ d'endommagement

αµ obtenu dans le Lemme 4.3.3, pour construire le problème de Cauchy associé au champ du

tenseur des contraintes.

Problème P2
ση,λ,µ

. Trouver le champ des contraintes ση,λ,µ : [0, T ]→ H tel que

ση,λ,µ(t) = Bε(uη(t))−M(θλ(t), αµ(t))

+

∫ t

0

G
(
ση,λ,µ(s), ε(uη(s)), αµ(s)

)
ds ∀t ∈ [0, T ].

(4.3.25)
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Lemme 4.3.4 . Il existe une unique solution du problème P2
ση,λ,µ

et elle satisfait (4.3.2). En

outre, si uηi , θλi , αµi et σηi,λi,µi représentent les solutions des problèmes P2
uηi

, P2
θλi

, P2
αµi

et

P2
σηi,λi,µi

, respectivement, pour i = 1, 2, alors il existe C > 0 telle que

‖ση1,λ1,µ1(t)− ση2,λ2,µ2(t)‖2
H ≤ C

(
‖uη1(t)− uη2(t)‖2

V + ‖θλ1(t)− θλ2(t)‖2
L2(Ω)

+ ‖αµ1(t)− αµ2(t)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0

(‖uη1(s)− uη2(s)‖2
V + ‖αµ1(s)− αµ2(s)‖2

Y )ds
)
.

(4.3.26)

Démonstration.

Etape 1. Soit l'application Λη,λ,µ : L2(0, T ;H)→ L2(0, T ;H) dé�nie par

Λη,λ,µσ(t) = Bε(uη(t))−M(θλ(t), αµ(t)) +

∫ t

0

G
(
σ(s), ε(uη(s)), αµ(s)

)
ds. (4.3.27)

Soit σi ∈ L2(0, T ;H), i = 1, 2. D'après l'hypothèse (4.1.13) et l'inégalité de Hölder. En utilisant

des arguments semblables à celui de la preuve du Lemme 3.3.5 du troisième chapitre, nous

trouvons

‖Λn
η,λ,µσ1 − Λn

η,λ,µσ2‖2
L2(0,T ;H) ≤

L2n
G T

n

n!
‖σ1 − σ2‖2

L2(0,T ;H).

nous trouvons, pour n su�samment grand, que l'opérateur Λn
η,λ,µ est une contraction dans l'es-

pace de Banach L2(0, T ;H) , et par conséquent, du théorème Banach du point �xe, il existe un

élément unique ση,λ,µ ∈ L2(0, T ;H) telle que Λn
η,λ,µση,λ,µ = ση,λ,µ, qui représente l'unique solution

du problème P2
ση,λ,µ

.

En outre, si uηi , θλi , αµi et σηi,λi,µi représentent les solutions de problèmes P2
uηi

, P2
θλi

, P2
αµi

et

P2
σηi,µi

, respectivement, pour i = 1, 2, puis nous utilisons (2.1.8), les hypothèses (3.1.15), (4.1.13)

et (4.1.14) de B, G et M, l'inégalité de Young et le lemme de Gronwall, on obtient l'inégalité

(4.3.26). �

Etape 2. On considère l'opérateur Λ : L2(0, T ;V ′, Y ′1 , L
2(Ω)) → L2(0, T ;V ′, Y ′1 , L

2(Ω)), dé�ni

par

Λ(η(t), λ(t), µ(t)) =
(
Λ0(η(t), λ(t), µ(t)),Θ(u̇η(t), θ(t)λ, α(t)µ), S(ση,λ,µ(t), ε(uη(t)), θλ(t), αµ(t))

)
,

(4.3.28)
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où l'opérateur Λ0 est donné par

〈Λ0(η(t), λ(t), µ(t)), v〉V ′×V =
(
Bε(uη(t))−M(θλ(t), αµ(t)), ε(v)

)
H.

+
( t∫

0

G(ση,λ,µ(s), ε(uη(s)), αµ(s))ds, ε(v)
)
H

(4.3.29)

Lemme 4.3.5 . L'operateur Λ admet un point �xe unique (η∗, λ∗, µ∗) ∈ L2(0, T ;V ′×Y ′1×L2(Ω)).

Démonstration.

Soient (η1, λ1, µ1), (η2, λ2, µ2) ∈ L2(0, T ;V ′, Y ′1 , L
2(Ω)). Au début, on utilise (4.3.29), (2.1.8) et

les hypothèses (3.1.14), (3.1.15), (4.1.13) et (4.1.14) et en appliquons les inégalités de Young et

Holder, on obtient

‖Λ0(η1(t), λ1(t), µ1(t))− Λ0(η2(t), λ2(t), µ2(t))‖2
V ′ ≤ C

(
‖uη1(t)− uη2(t)‖2

V

+ ‖θλ1(t)− θλ2(t)‖2
L2(Ω) + ‖αµ1(t)− αµ2(t)‖2

L2(Ω)

+

∫ t

0

(‖ση1,µ1(s)− ση2,µ2(s)‖2
H + ‖uη1(s)− uη2(s)‖2

V + ‖αµ1(s)− αµ1(s)‖2
Y )ds

) (4.3.30)

D'autre part, on sait que ui(t) = u0 +
∫ t

0
u̇i(s)ds pour tout t ∈ (0, T ),

‖uη1(s)− uη2(s)‖V ≤
∫ t

0

‖u̇η1(s)− u̇η2(s)‖V ′ds. (4.3.31)

A l'aide de (4.3.26) et (4.3.31), l'inéquation (4.3.30) devient

‖Λ0(η1(t), λ(t), µ1(t))− Λ0(η2(t), µ2(t)))‖2
V ′ ≤ C

(
‖θλ1(t)− θλ2(t)‖2

L2(Ω)

+‖αµ1(t)− αµ1(t)‖2
L2(Ω) +

∫ t
0
(‖u̇η1(s)− u̇η2(s)‖2

V ′

+‖uη1(s)− uη2(s)‖2
V + ‖αµ1(s)− αµ1(s)‖2

Y )ds
)
.

(4.3.32)

En outre, on trouve en prenant la substitution η = η1, η = η2 dans (4.3.5), et on choisit v = u̇1−u̇2

comme fonction test

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′×V + 〈A(ε(u̇1(t)))−A(ε(u̇2(t))), ε(u̇1(t)− u̇2(t))〉V ′×V

+jrni(u̇1(t), u̇1(t)− u̇2(t))− jrni(u̇2(t), u̇1(t)− u̇2(t))

= −〈η1(t)− η2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′×V p.p. t ∈ (0, T ).

(4.3.33)
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En utilisant les hypothèses (4.1.16), (4.1.17) et la dé�nition (4.1.29), nous déduisons que

jrni(u̇1(t), u̇1(t)− u̇2(t))− jrni(u̇2(t), u̇1(t)− u̇2(t)) ≥ 0. (4.3.34)

Et d'après (3.1.32), (3.1.34) et (4.3.33), (4.3.34) l'égalité devint

ρ((ü1(t)− ü2(t)), u̇1(t)− u̇2(t))H + 〈A(ε(u̇1(t)))−A(ε(u̇2(t))), ε(u̇1(t)− u̇2(t))〉V ′×V

≤ −〈η1(t)− η2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′×V .
(4.3.35)

On intègre l'inégalité (4.3.35) par rapport au temps, et en vertu de (3.1.14)(b) et (2.1.8), en

utilisant (4.1.19) et les conditions initiales u̇1(0) = u̇2(0) = w0 , on trouve

mA

∫ t

0

(‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2
V )ds ≤ −

∫ t

0

〈η1(s)− η2(s), u̇1(s)− u̇2(s)〉V ′×V ds, (4.3.36)

en utilisant l'inégalité 2ab ≤ a2

mA
+mAb

2, nous obtenons∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2
V ds ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ds ∀t ∈ [0, T ]. (4.3.37)

D'après (4.3.31) on a

‖u1(t)− u2(t)‖2
V ds ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ds ∀t ∈ [0, T ] (4.3.38)

De plus, si nous prenons la substitution λ = λ1, λ = λ2 dans (4.3.15) et en soustrayant les deux

équations obtenues, on déduit en choisissant θλ1 − θλ2 comme fonction test

〈θ̇1(t)− θ̇2(t), θ1(t)− θ2(t)〉Y ′1×Y1 + 〈Rθ1(t)−Rθ2(t), θ1(t)− θ2(t)〉Y ′1×Y1

= 〈λ1(t)− λ2(t), θ1(t)− θ2(t)〉Y ′1×Y1 , p.p. t ∈ (0, T ).

On intègre l'inégalité précédente, en utilisant (3.1.35), les conditions intiales θµ1(0) = θµ2(0) = θ0

et comme R est linéaire et coercive, nous obtenons

1

2
‖θ1(t)− θ2(t)‖2

L2(Ω) + C

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Y1
ds ≤

∫ t

0

〈λ1(s)− λ2(s), θ1(s)− θ2(s)〉Y ′1×Y1ds
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Employant les inégalité de Hölder et Young, on en déduit que

1

2
‖θ1(t)− θ2(t)‖2

L2(Ω) +C

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Y1
ds ≤ 1

2

∫ t

0

(‖λ1(s)−λ2(s)‖2
Y ′1

+‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Y1

)ds.

Moyennant une version des lemmes de Gronwall (Corollaire 2.5.1), il s'ensuit que

‖θ1(t)− θ2(t)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0

‖θ1(s)− θ2(s)‖2
Y1
ds ≤ C

∫ t

0

‖λ1(s)− λ2(s)‖2
Y ′1
ds. (4.3.39)

Maintenant, en substitutant µ = µ1, ξ = αµ1 , µ = µ2, ξ = αµ2 dans (4.3.23) et en soustrayant les

deux équations obtenues, on trouve

(α̇µ1(t)− α̇µ2(t), αµ1(t)− αµ2(t))L2(Ω) + a(αµ1(t)− αµ2(t), αµ1(t)− αµ2(t))

≤ (µ1(t)− µ2(t), αµ1(t)− αµ2(t))L2(Ω), p.p. t ∈ (0, T ).

On intègre l'inégalité précédente, en utilisant les conditions intiales αµ1(0) = αµ2(0) = α0 et

comme a est Y -elliptique nous obtenons

1

2
‖αµ1(t)−αµ2(t)‖2

L2(Ω) +C

∫ t

0

‖αµ1(s)−αµ2(s)‖2
Y ds ≤

∫ t

0

(µ1(s)−µ1(s), αµ1(s)−αµ2(s))L2(Ω)ds

Employant les inégalité de Hölder et Young, et lemme de Gronwall on déduit que

‖αµ1(t)− αµ2(t)‖2
L2(Ω) +

∫ t

0

‖αµ1(s)− αµ2(s)‖2
Y ds ≤ C

∫ t

0

‖µ1(s)− µ2(s)‖2
L2(Ω)ds. (4.3.40)

De (4.3.32) et (4.3.37)-(4.3.40) on a∫ t

0

‖Λ0(η1(s), λ1(s), µ1(s))− Λ0(η2(s), λ2(s), µ2(s))‖2
V ′ds

C

∫ T

0

( ∫ T

0

(‖η1(r)− η2(r)‖2
V ′ + ‖λ1(r)− λ2(r)‖2

Y ′1
+ ‖µ1(r)− µ2(r)‖2

L2(Ω)dr)
)
ds

On intègre la deuxième intégrale par rapport à s ∈ [0, T ] on trouve∫ T

0

‖Λ0((η1(s), λ1(s), µ1(s))− Λ0(η2(s), λ2(s), µ2(s))‖2
V ′ds

≤ C

∫ T

0

(‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ + ‖λ1(s)− λ2(s)‖2

Y ′1
+ ‖(µ1(s)− µ2(s)‖2

L2(Ω))ds

(4.3.41)

80



Partie II Chapitre 4 Problème de contact avec réponse normale instantanée et frottement

D'après la dé�nition (4.1.28) de Θ et les hypothèses (4.1.15), (4.1.18) on obtient

‖Θ(u̇1(t), θ1(t), α1(t))−Θ(u̇2(t)), θ2(t), α2(t))‖2
Y ′1

≤C(‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2
V + ‖θ1(t)− θ2(t)‖2

Y1
+ ‖α1(t)− α2(t)‖2

L2(Ω)) p.p. t ∈ (0, T ).

Cela nous permet de déduire, via (4.3.37), (4.3.39) et (4.3.40), que∫ T

0

‖Θ(η1(s), λ1(s), µ1(s))−Θ(η2(s), λ2(s), µ2(s))‖2
Y ′1
ds

≤C
∫ T

0

(‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ + ‖λ1(s)− λ2(s)‖2

Y ′1
+ ‖µ1(s)− µ2(s)‖2

L2(Ω))ds.

(4.3.42)

En utilisant hypothèse (3.1.18) et l'igalité (2.1.8) avec les estimations (4.3.26), (4.3.37)-(4.3.40)

on obtient l'estimation de S∫ t

0

‖S(ση1,λ1,µ1(s), ε(uη1(s)), θη1(s), αµ1(s))

− S(ση2,λ2,µ2(s), ε(uη2(s)), θη2(s), αµ2(s))‖2
L2(Ω)ds

≤ C

∫ T

0

(‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ + ‖(λ1(s)− λ2(s)‖2

Y ′1
+ ‖(µ1(s)− µ2(s)‖2

L2(Ω))ds.

(4.3.43)

De (4.3.41)-(4.3.43), nous concluons qu'il existe une constante positive C > 0 véri�er

‖Λ(η1, λ1, µ1)− Λ(η2, λ2, µ2)‖L2(0,T ;V ′×Y ′1×L2(Ω))

≤ C‖η1 − η2, λ1 − λ2, µ1 − µ2‖L2(0,T ;V ′×Y ′1×L2(Ω))

(4.3.44)

En réitérant l'inégalité (4.3.44) n fois on obtient

‖Λn((η1, λ1, µ1)− Λn(η2, λ2, µ2)‖L2(0,T ;V ′×Y ′1×L2(Ω))

≤ Cn

n!
‖η1 − η2, λ1 − λ2, µ1 − µ2‖L2(0,T ;V ′×Y ′1×L2(Ω)).

(4.3.45)

pour n assez grand, l'opérateur Λn est contractant sur l'espace L2(0, T ;V ′ × Y ′1 × L2(Ω)), donc

Λ a un point �xe unique. �

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théorème 4.3.1.

Démonstration du Théorème 4.3.1.

81



Partie II Chapitre 4 Problème de contact avec réponse normale instantanée et frottement

Soit (η∗, λ∗, µ∗) ∈ L2(0, T ;V ′ × Y ′1 × L2(Ω)) être le point �xe de Λ dé�ni par (4.3.28),(4.3.29) et

notons par

(a) u = uη∗ , (b) θ = θλ∗ , (c) α = αµ∗ , (d) σ = Aε(u̇) + ση∗,λ∗,µ∗ , (4.3.46)

où u, θ, α et ση∗,λ∗,µ∗ sont des solutions des problèmes P2
uη , P

2
θη
, P2

αµ et P2
ση,λ,µ

respectivement,

pour η = η∗, λ = λ∗ et µ = µ∗. Nous prouvons que (u, σ, θ, α) satisfait (4.2.9)-(4.2.13) et (4.3.1)-

(4.3.4). En e�et, nous écrivons (4.3.25) pour η = η∗, λ = λ∗ avec µ = µ∗ en utilisant (4.3.46)

pour obtenir que (4.2.9) est satisfaite.

Maintenant, nous considérons (4.3.5) pour η = η∗ et en utilisant (4.3.46)(a) pour trouver

〈ü, v〉V ′×V + (Aε(u̇(t)), ε(v))H + jrni(u̇(t), v) + 〈η∗(t), v〉V ′×V = 〈F (t), v〉V ′×V

∀v ∈ V, p.p.t ∈ (0, T ).
(4.3.47)

Les égalités Λ0(η∗, λ∗, µ∗) = η∗, Θ(u̇η∗ , θλ∗ , αµ∗) = λ∗ et S(ση∗,λ∗,µ∗ , ε(uη∗), θλ∗ , αµ∗) = µ∗ combi-

nés avec (4.3.46) montrent que

〈η∗(t), v〉V ′×V =
(
Bε(u(t))−M(θ(t), α(t)), ε(v)

)
H

+
( ∫ t

0
G
(
σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)), α(s)

)
ds, ε(v)

)
H ∀v ∈ V,

(4.3.48)

λ∗(t) = Θ(u̇(t), θ(t), α(t)), (4.3.49)

µ∗(t) = S
(
σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), θ(t), α(t)

)
. (4.3.50)

Maintenant, nous substituons (4.3.48) dans (4.3.47) et l'utilisation (4.2.9) de voir que (4.2.11) est

satisfaite. Nous écrivons (4.3.15) pour λ = λ∗ avec l'utilisation (4.3.46)(b) et (4.3.49) de constater

que (4.2.11) est satisfait, aussi nous écrivons (4.3.23) pour µ = µ∗ et en utilisant (4.3.46)(c) et

(4.3.50) à trouver que (4.2.12) est satisfaite. Suivant (4.2.13) et la régularité (4.3.1), (4.3.3)-

(4.3.4) et (4.3.2) proviennent de Lemmes 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3 et 4.3.4 respectivement, la partie

unicité du théorème 4.3.1 est une conséquence de l'unicité du point �xe de l'opérateur Λ dé�ni

par (4.3.28)-(4.3.29) et la solvabilité unique des problèmes P2
uη , P2

θη
, P2

αµ et P2
ση,λ,µ

qui achève

la démonstration. �
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Chapitre 5

Problème de contact avec compliance

normale et frottement

Dans ce chapitre on considère un problème de contact avec frottement en thermo-viscoélasticité

linéaire dans le cas dynamique entre un corps thermo-viscoélastique et une fondation déformable,

nous supposons que Le contact est modélisé avec une condition de compliance normale et frot-

tement sec de type Coulomb .

Ce chapitre est stucturé en 3 sections. Dans la première section, nous écrivons le problème

thérmo-mécanique et nous précisons les hypothèses adéquates sur les données. Ensuite, dans la

section 2 nous obtenons la formulation faible. Puis dans la section 3 nous énonçons le Théorème

5.3.1 sur l'existence d'une solution faible unique du problème, et nous le prouvons.

5.1 Position du problème thermo-mécanique et hypothèses

Nous nous plaçons dans le cadre physique n◦1(page 4) présenté dans la première partie de la

thèse et par conséquent nous utilisons le premier modèle mathématique n◦1(page 8). Pour que le

modèle soit complet, précisons que la loi de comportement thermo-élasto-viscoélastique linéaire.
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Alors le modèle classique pour ce processus est le suivant :

Problème P3. Trouver un champ des déplacements u : Ω × (0, T ) → Rd, un champ des

contraintes σ : Ω× (0, T )→ Sd et un champ de température θ : Ω× (0, T )→ R tels que

σ = Aε(u̇) + Bε(u)−Mθ, dans Ω× (0, T ), (5.1.1)

ρü = Div σ + f dans Ω× (0, T ), (5.1.2)

θ̇ − div(K∇θ) = −M.∇u̇+ q dans Ω× (0, T ), (5.1.3)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (5.1.4)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ), (5.1.5)

−σν = pν(uν − l) sur Γ3 × (0, T ), (5.1.6)

‖στ‖ ≤ pτ (uν − l), στ = −pτ (uν − l) u̇τ
‖u̇τ‖ si u̇τ 6= 0 sur Γ3 × (0, T ), (5.1.7)

−kijθ,iνj = ke(θ − θR)− hτ (‖u̇τ‖) sur Γ3 × (0, T ), (5.1.8)

θ = 0 sur Γ1 ∪ Γ2 × (0, T ), (5.1.9)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, θ(0) = θ0, dans Ω. (5.1.10)

L'équation (5.1.1) représente la loi de comportement d'un matériau thermo-viscoélastique avec

endommagement. (5.1.2) représente l'équation du mouvement. La condition (5.1.3) représente

l'équation de la conservation d'énergie où q(x, t) est la quantité de chaleur dans le volume

Ω durant l'intervalle de temps où K = (kij) représente le tenseur de conductivité thermique,

div(K∇θ) = (kijθ), i représente la densité du volume de la source température. Les conditions

(5.1.4) et (5.1.5) sont des conditions déplacement-traction. (5.1.6) et (5.1.7) sont les conditions

de contact de compliance normale et la version générale de la loi de frottement de Coulomb

en vitesse sur la partie Γ3. (5.1.8) représente la condition au bord associée à la température

dérivée de la condition de Fourier avec θR est la température de fondation, ke est échange de la

température entre le corps déformable et la fondation, hτ une fonction tangentielle. (5.1.9) est

la condition à la limite de la température sur Γ1∪ Γ2. (5.1.10) représente les conditions initiales.
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Pour les champs des déplacements et de température, nous dé�nissons le cadre fonctionnel sui-

vant :

U0 = {v ∈ W 1,∞(0, T ;V ) ∩W 2,∞(0, T ;H) | v(0) = u0, v̇(0) = w0},

Y1 = {ω ∈ H1(Ω) | ω = 0 sur Γ1 ∪ Γ2}.

Pour obtenir une formulation variationnelle du problème mécanique P3, nous avons besoin d'in-

troduire quelques hypothèses sur les données.

Soient A = (Aijkl), B = (Bijkl) deux tenseurs linéaires du quatrième ordre, tenseur de viscosité

et tenseur d'élasticité respectivement satisfaites les propriétés de symétrie et d'ellipticité :

Aijkl = Ajikl = Aklij , Bijkl = Bjikl = Bklij , 1 ≤ i, j, k, l ≤ d (5.1.11)

∃ mA > 0, Aijklτijτkl ≥ mAτijτkl, ∀τ = (τij), tel que τij = τji,

∃ mB > 0, Bijklτijτkl ≥ mBτijτkl, ∀τ = (τij), tel que τij = τji.
(5.1.12)

L'opérateur de viscosité A : Ω× Sd → Sd satisfait

∃ LA > 0 tel que ‖A(x, ε)‖ ≤ LA‖ε‖, ∀ε ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω. (5.1.13)

L'opérateur d'élasticité B : Ω× Sd → Sd satisfait

∃ LB > 0 tel que ‖B(x, ε)‖ ≤ LB ‖ε‖, ∀ε ∈ Sd p.p x ∈ Ω (5.1.14)

La fonction de compliance normal, de contact tangentiel ps, (s = ν ou s = τ) : Γ3 × R −→ R+

satisfait :

(a) Il existe Lp > 0 tel que

|ps(x, r1)− ps(x, r2)| ≤ Ls|r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R, p.p x ∈ Γ3.

(b) L'application x −→ ps(x, r) est mesurable sur Γ3, ∀r ∈ R,

(c) L'application x −→ ps(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0, p.p x ∈ Γ3.

(5.1.15)

Nous supposons que la fonction tangentielle hτ : Γ3 × R+ → R+ satisfait
(a) Il existe Lτ > 0 telle que |hτ (x, r1)− hτ (x, r2)| ≤ Lτ |r1 − r2|

∀r1, r2 ∈ R+, p.p x ∈ Γ3,

(b) L'application x→ hτ (x, r) ∈ L2(Γ3) est Lebesgue mesurable sur Γ3, ∀r ∈ R+.

(5.1.16)
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La masse volumique satisfait

ρ ∈ L∞(Ω), Il existe ρ∗ > 0 telle que ρ(x) ≥ ρ∗ p.p. x ∈ Ω. (5.1.17)

Les forces volumiques et les tractions surfaciques ont la régularité

f ∈ W 1,2(0, T ;V ), f0 ∈ W 1,2(0, T ;L2(Γ2)d). (5.1.18)

L'interstice l entre le corps et la base véri�e

l ∈ L2(Γ3), l(x) ≥ 0, p.p. x ∈ Γ3. (5.1.19)

Nous noutons par F : [0, T ]→ V la fonction dé�nie par

(F (t), v)V = (f(t), v)H + (f0(t), γv)L2(Γ2)d ∀v ∈ V, t ∈ (0, T ), (5.1.20)

et on note que la condition (5.1.18) implique que

F ∈ W 1,2(0, T ;V ). (5.1.21)

Le tenseur thermique et la quantité de chaleur dans le volume satisfont

M = (mij), mij = mji ∈ L∞(Ω), q ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Ω)). (5.1.22)

Pour certains CK > 0, pour tout (ξi) ∈ R :

K = (kij), kij = kji ∈ L∞(Ω), kijξiξj ≥ CKξiξj. (5.1.23)

Les données aux limites et initiales satisfont les conditions suivantes :

u0, w0 ∈ V, θ0 ∈ Y1, θR ∈ L2(0, T ;L2(Γ3)), ke ∈ L∞(Γ3,R+). (5.1.24)

Nous supposons la condition de compatibilité sur les données initiales :

∃f1 ∈ H, a(w0, v) + b(u0, v) = (F (0), v)V = (f1(t), v)H + (Mθ0, ε(v))H, ∀v ∈ V. (5.1.25)
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Nous dé�nissons les fonctionnelles suivantes

a : V × V → R, a(u, v) = (Aε(u), ε(v))H, (5.1.26)

b : V × V → R, b(u, v) = (Bε(u), ε(v))H. (5.1.27)

Nous considérons l'application jcnf : [0, T ]× V × V → R dé�nie par

jcnf (t, u, v) =

∫
Γ3

pν(uν − l) vνda+

∫
Γ3

pτ (uν − l) ‖vτ‖L2(Γ3)dda. (5.1.28)

Par la suite, nous dé�nissons les formes linéaires Q : [0, T ] → Y ′1 , R : Y1 → Y ′1 et aussi Θ :

V → Y ′1 par

〈Q(t), ω〉Y ′1×Y1 =

∫
Ω

q(t)ωdx+

∫
Γ3

keθR(t)ωda, ∀ω ∈ Y1, (5.1.29)

〈Rτ, ω〉Y ′1×Y1 =
d∑

i,j=1

∫
Ω

ki,jτ,jω,idx+

∫
Γ3

keτωda, ∀τ, ω ∈ Y1, (5.1.30)

〈Θv, ω〉Y ′1×Y1 =

∫
Γ3

hτ (‖vτ‖L2(Γ3)d)ωda− (M.∇v, ω)L2(Ω), ∀v ∈ V, ∀ω ∈ Y1, (5.1.31)

5.2 Formulation variationnelle.

Nous supposons que u, σ et θ sont des fonctions régulières satisfaisantes (5.1.1)-(5.1.10).

On multiplie l'équation (5.1.2) par (v̇−u̇) ∈ V , on intègre le résultat sur Ω, et utilisons la formule

de Green (2.1.4), nous obtenons

(ρü(t), v̇ − u̇)H + (σ(t), ε(v̇ − u̇))H =

∫
Ω

f0(t).(v̇ − u̇) dx+

∫
Γ

σ(t)ν.(v̇ − u̇) da.

Utilisons les conditions (5.1.4), (5.1.5) et la dé�nition (1.1.3), on trouve

(ρü(t), v̇ − u̇)H + (σ(t), ε(v̇ − u̇))H =

∫
Ω

f0(t).(v̇ − u̇) dx

+

∫
Γ2

f0(t).(v̇ − u̇)da

∫
Γ3

σν(v̇ν − u̇ν)da+

∫
Γ3

(v̇ν − u̇ν).στda.
(5.2.1)
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D'après (5.1.6) on a ∫
Γ3

σν(v̇ν − u̇ν)ds =

∫
Γ3

−pν(uν − l)(v̇ν − u̇ν)ds

En�n, il s'ensuit de la deuxième partie dans (5.1.7) que

στ .v̇τ ≥ −‖στ‖H‖v̇τ‖L2(Γ3)d ≥ −pτ (uν − l)‖v̇τ‖L2(Γ3)d ,

−στ .u̇τ = ‖στ‖H‖u̇τ‖L2(Γ3)d = pτ (uν − l)‖u̇τ‖L2(Γ3)d ,

et ainsi,

−
∫

Γ3

στ (v̇τ − u̇τ )da ≤
∫

Γ3

pτ (uν − l)(‖v̇τ‖L2(Γ3)d − ‖u̇τ‖L2(Ω)d)da∫
Ω

(ρü(t), v̇ − u̇)Hdx+

∫
Ω

(σ(t), ε(v̇ − u̇))Hdx+

∫
Γ3

pν(uν − l)(v̇ν − u̇ν)da

+

∫
Γ3

pτ (uν − l)(‖v̇τ‖L2(Ω)d − ‖u̇τ‖L2(Ω)d)da ≥
∫

Γ2

f0(v̇ − u̇)da+

∫
Ω

f(v̇ − u̇)dx.

A l'aide des dé�nitions (5.1.26), (5.1.27) et(5.1.28) de fonctionnelles a, b et jcnf avec (5.1.20),

(3.1.32) on obtient∫ T

0

[
((ü, v̇ − u̇))H + a(u̇, v̇ − u̇) + b(u, v̇ − u̇) + jcnf (t, u, v̇)

− jcnf (t, u, u̇)− (Mθ, ε(v̇ − u̇))H
]
dt ≥

∫ T

0

(F (t), v̇ − u̇(t))V dt.

(5.2.2)

On multiplie scalairement l'équation (5.1.3) par ω ∈ Y1, en appliquant la formule de Green

(2.1.18) et utilisons (5.1.8), (5.1.9) et (4.1.30), nous pouvons suivre une démarche semblable à

celle utilisée pour (4.2.7) on démontre que

θ̇(t) +Rθ(t) = Θu̇(t) +Q(t) dans Y ′1 . (5.2.3)

Finalement, en combinant (5.2.2), (5.2.3) et (5.1.10) nous trouvons P3
V la formulation variation-

nelle du Problème P3.

Problème P3
V . Trouver le champ des déplacements u : [0, T ]→ Rd et le champ de température

88



Partie II Chapitre 5 Problème de contact avec compliance normale et frottement

θ : [0, T ]→ R tels que∫ T
0

[
((ü(t), v̇ − u̇(t)))H + a(u̇(t), v̇ − u̇(t)) + b(u(t), v̇(t)− u̇(t)) + jcnf (t, u(t), v̇)

−jcnf (t, u(t), u̇(t))− (Mθ, ε(v̇ − u̇(t)))H
]
dt ≥

∫ T
0

(F (t), v̇ − u̇(t))V ds,∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ),
(5.2.4)

θ̇(t) +Rθ(t) = Θu̇(t) +Q(t) dans Y ′1 (5.2.5)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, θ(0) = θ0. (5.2.6)

5.3 Résultat d'existence et d'unicité

Théorème 5.3.1 Supposons que (5.1.11)-(5.1.15), (4.1.18) et (5.1.17)-(5.1.24) sont véri�és.

Alors il existe une solution unique {u, θ} au problème P3
V . En outre, la solution satisfait

u ∈ W 1,∞(0, T ;V ) ∩W 2,∞(0, T ;H), (5.3.1)

θ ∈ W 1,2(0, T ;Y ′1) ∩ L2(0, T ;Y1) ∩ C(0, T ;L2(Ω)) (5.3.2)

Un triplet des fonctions (u, σ, θ) satisfaisant (5.1.1), (5.2.4)-(5.2.6) s'appelle solution faible du

problème de contact thermo-viscoélastique P3. Nous concluons que sous les hypothèses ci-dessus,

le problème (5.1.1)-(5.1.10) a une unique solution faible. Pour préciser la régularité de la solution

faible nous notons que (5.1.1), les conditions (5.1.11), (5.1.12), (5.1.18), (5.1.22) et la régularité

(5.3.1), (5.3.2) montrent que

σ ∈ L2(0, T ;H), Div σ ∈ L2(0, T ;V ′). (5.3.3)

Nous nous occupons maintenant de la preuve du Theoreme 5.3.1 qui est basée sur l'application

des arguments du point �xe et selon un résultat d'existence pour une inéquation d'évolution

abstraite qui suit

5.3.1 Résultat d'existence pour une inéquation d'évolution abstraite

Soient (H, ‖.‖H) et (V, ‖.‖V ) être deux espace de Hilbert dont les produits scalaires seront notés

par (., .)H et (., .)V , tel que V est dense dans H avec injection compacte.
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Nous introduisons l'espace W0 et l'ensemble K0 comme

W0 = W 1,∞(0, T ;V ) ∩W 2,∞(0, T ;H), K0 = {v ∈ W0 | v(0) = u0, v̇(0) = w0},

avec u0, w0 dans V .

(1) Soient a, b être deux formes bilinéaires, symétriques, continues et V -elliptiques dé�nies sur

V 2 dans le sens suivant :

� il existe mA > 0 tel que pour tout u, v dans V,

a(u, v) ≤ mA‖u‖V ‖v‖V , (5.3.4)

� il existe mB > 0 tel que pour tout u, v dans V,

b(u, v) ≤ mB‖u‖V ‖v‖V , (5.3.5)

� il existe A > 0, λA ≥ 0 tels que pour tout u dans V,

a(u, u) ≥ A‖u‖2
V − λA‖u‖2

H , (5.3.6)

� il existe B > 0, λB ≥ 0 tels que pour tout u dans V

b(u, u) ≥ B‖u‖2
V − λB‖u‖2

H . (5.3.7)

(2) On considère l'application φ : [0, T ] × V × V → R que se décompose en deux parties φ1 et

φ2 telles que pour tout t, u, v ∈ [0, T ]× V × V, φ(t, u, v) = φ1(u, v) + φ2(t, u, v) avec φ1, φ2(t, ., .)

séquentiellement faiblement continues pour tout t ∈ [0, T ] et satisfaisant les conditions suivantes :

(a) pour toute suite faiblement convergente (uk)k∈N telle que uk ⇀
k−→+∞

u dans W0.

lim inf
k→∞

∫ T

0

φ(t, uk(t), u̇k(t))dt ≥
∫ T

0

φ(t, u(t), u̇(t))dt, (5.3.8)

(b) pour tout u ∈ V, φ1(u, .) est linéaire, il existe une application C1, notée par ϑ : V → R, telle

que :

∀v ∈ W0,∀t ∈ [0, T ], p.p. ϑ(v(t)) ≥ 0 et
dϑ(v(t))

dt
= φ1(v(t), v̇(t)) (5.3.9)
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(c) φ2(t, u, .) est convexe, positivement homogène véri�e

φ2(0, u0, .) = 0, φ2(t, u,−v) = φ2(t, u, v), ∀ v ∈ V. (5.3.10)

(d) φ satisfait la propriété suivante

∀r > 0,∃κ(r) > 0,∀v1, v2, w1, w2 ∈ V, ∀t1, t2 ∈ [0, T ] tel que ‖v1‖V ≤ r, ‖v2‖V ≤ r :

|φ(t1, v1, w1)− φ(t1, v1, w2) + φ(t2, v2, w2)− φ(t2, v2, w1)|

≤ (κ(r)‖v1 − v2‖V + κ0|t1 − t2|) ‖ w1 − w2‖V ,

(5.3.11)

où κ0 est une constante positive.

(3) Soit l'application f appartient àW 1,2(0, T ;V ) et nous assumons la condition de compatibilité

suivante sur les conditions initiales :

∃l1 ∈ H a(w0, v) + b(u0, v) + φ1(u0, v) = (f(0), v)V + (l1, v)H , ∀v ∈ V (5.3.12)

Théorème 5.3.2 . Sous les hypothèses ci dessus, il existe une solution unique u ∈ K0 du pro-

blème suivant :∫ T

0

(ü(t), v̇(t)− u̇(t))Hdt+

∫ T

0

a(u(t), v̇(t)− u̇(t))dt+

∫ T

0

b(u̇(t), v̇(t)− u̇(t))ds

+

∫ T

0

φ(t, u(t), v̇(t))dt−
∫ T

0

φ(t, u(t), u̇(t))ds ≥
∫ T

0

(f(t), v̇(t)− u̇(t))V ds ∀v ∈ K0.

Démonstration. Pour la preuve du Théorème 5.3.2 voir [57].

5.3.2 Démonstration du Théorème 5.3.1

Soit η ∈ W 1,2(0, T ;V ′), on considère le problème variationnel suivant.

Problème P3
1,uη . Trouver un champ des déplacements uη : [0, T ]→ V tel que pour t ∈ [0, T ]∫ T

0

[
((üη(t), v̇ − u̇η(t)))H + a(u̇η(t), v̇ − u̇η) + b(uη(t), v̇ − u̇η)

− 〈η(t), v̇ − u̇η(t)〉V×V + jcnf (t, uη(t), v̇)− jcnf (t, uη(t), u̇η(t))
]
ds

≥
∫ T

0

(F (t), v̇ − u̇η(t))V ds, ∀v ∈ V.

(5.3.13)
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En utilisant (5.1.18) et le Théorème de représentation de Riesz-Fréchet ; on peut alors dé�nir un

élément Fη ∈ W 1,2(0, T ;V ) par l'égalité

(Fη(t), v)V = (F (t), v)V + 〈η(t), v〉V ′×V , ∀v ∈ V,

alors le problème P3
1,uη est équivalent au problème suivant.

Problème P3
2,uη . Trouver un champ des déplacements uη ∈ U0 tel que pour∫ T

0

[((üη(t), v̇ − u̇η(t)))H + a(u̇η(t), v̇ − u̇η(t)) + b(uη(t), v̇ − u̇η(t))

+ jcnf (t, uη(t), v̇)− jcnf (t, uη(t), u̇η(t))]ds ≥
∫ T

0

(Fη(t), v̇ − u̇η(t))V ds, v ∈ U0.

(5.3.14)

Lemme 5.3.1 . Sous les hypothèses (5.1.11)-(5.1.13), (5.1.17)-(5.1.21), (5.1.24) et (5.1.25) il

existe une solution unique uη ∈ U0 du problème P3
2,uη . En outre, si uηi représente la solution des

problèmes P3
2,uηi

, pour ηi ∈ W 1,2(0, T ;V ′), i = 1, 2, alors il existe une constante C > 0 telle que

‖u̇η1(t)− u̇η2(t)‖2
V ds+ ‖u1η(t)− u2η(t)‖2

V ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ds (5.3.15)

Démonstration.

Il su�t d'appliquer le Théorème 5.3.2, d'existence et unicité pour une inéquation d'évolution

abstraite.

D'après les hypothèses (5.1.11) sur A et B. on déduit que a et b sont bilinéaires et symétriques.

De (5.1.13), (2.1.8) il arrive que a est continue car :

a(u, v) ≤ ‖A(ε(u(t))), ε(v)‖H ≤ LA‖u‖V ‖v‖V .

De la même manière, d'après l'hypothèse (5.1.14) on démontre que b est continue, donc les

conditions (5.3.4) et (5.3.5) sont véri�ées.

Puisque A est dé�nie positive alors a est coercive et la condtition (5.3.6) est véri�ée pour λA = 0.
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Puisque B est dé�nie positive alors b est coercive et la condition (5.3.7) est véri�ée pour λB = 0.

On dé�nit φ1, φ2 pour t ∈ [0, T ], u, v ∈ V , comme suit :

φ1(u, v) =

∫
Γ3

pν(uν − l)vνda, φ2(t, u, v) =

∫
Γ3

pτ (uν − l)‖vτ‖L2(Γ3)dda,

et on écrit

jcnf (t, u, v) = φ1(u, v) + φ2(t, u, v).

Pour toute suite faiblement convergente (uk)k∈N telle que uk ⇀ u dans U0, soit un ⇀ u faiblement

dans V , il s'en suit des résultats de compacité de V dans L2(Γ3)d que

un → u dans L2(Γ3)d, u̇n → u̇ dans L2(Γ3)d.

En utilisant (5.1.15)(a) on déduit

φ1(un, v)→ φ1(u, v), ∀v ∈ V.

D'autre part, on utilise (5.1.15)(a) et la continuité de la norme, il résulte que

φ2(t, un, u̇n)→ φ2(t, u, u̇).

Nous concluons que pour tout v ∈ V ,

lim inf
n→∞

jcnf (t, un, u̇n) = jcnf (t, u, u̇),

donc l'inégalité (5.3.9) est véri�ée.

Pour tout u ∈ V, il est clair que φ1(u, .) est linéaire.

D'après les hypothèses (5.1.15) on résulte que pν est continue et borné alors elle est intégrable

et on a

∃P : R→ R tel que
dP

dt
(v) = pν(v).

Alors

∃ϑ : V → R, ϑ(v) =

∫
Γ3

P (vν − l)da,
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et nous avons

dϑ

dt
(v(t)) =

d

dt

∫
Γ3

P (vν(t)− l)da =

∫
Γ3

pν(vν(t)− l)v̇ν(t)da = φ1(v(t), v̇(t))

Véri�ons maintenant les conditions sur φ2. En utilisant les propriétés de la norme on peut montrer

que φ2 est convexe, positivement homogène et veri�e

φ2(t, u,−v) = φ2(t, u, v),∀v ∈ V

Puisque u0ν ≤ l alors pτ (uν0 − l) = 0 il arrive que

φ2(0, u0, v) =

∫
Γ3

pτ (uν0 − l)‖vτ‖L2(Γ3)dda = 0,

donc φ2 satisfait (5.3.10).

Posons :

L = |jcnf (t1, v1, w1)− jcnf (t1, v1, w2) + jcnf (t2, v2, w2)− jcnf (t2, v2, w1)|

L =

∫
Γ3

pν(v1ν − l)(w1ν − w2ν)da+

∫
Γ3

pτ (v1ν − l)(‖w1τ‖L2(Γ3)d − ‖w2τ‖L2(Γ3)d)da

+

∫
Γ3

pν(v2ν − l)(w2ν − w1ν)da+

∫
Γ3

pτ (v2ν − l)(‖w2τ‖L2(Γ3)d − ‖w1τ‖L2(Γ3)d)da

L ≤ ‖pν(v1ν − l)− pν(v2ν − l)‖L2(Γ3)‖w1ν − w2ν‖‖L2(Γ3)

+ ‖pτ (v1ν − l)− pτ (v2ν − l)‖L2(Γ3)‖w1τ − w2τ‖L2(Γ3)d

En utilisant (5.1.15) on trouve

L ≤ Lν‖v1ν − v2ν‖L2(Γ3)‖w1ν − w2ν‖L2(Γ3) + Lτ‖v1ν − v2ν‖L2(Γ3)‖‖w1τ − w2τ‖L2(Γ3)

Moyennant (2.1.9), nous obtenons

L ≤ C0Lν‖v1 − v2‖V ‖w1 − w2‖V + C0Lτ‖v1 − v2‖V ‖w1 − w2‖V .

Donc

∃κ(r) = C0Lν + C0Lτ = C, κ0 = 0, tels que L ≤ κ(r)‖v1 − v2‖V ‖w1 − w2‖V ,
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et par conséquant la condition (5.3.11) est véri�eé.

La condition (5.3.12) est déduite par l'hypothèse (5.1.25).

Finalement toutes les conditions (5.3.4)-(5.3.12) de Théorème 5.3.2 sont satisfaites, on peut dire

que le problème P3
2,uη possède une solution unique uη ∈ U0.

Maintenant on va démontrer l'inégalité (5.3.15). En prenant la substitution η = η1, η = η2 dans

(5.3.14) on trouve

((üη1 − üη2 , u̇η1 − u̇η2))H + a(u̇η1 − u̇η2 , u̇η1 − u̇α,η2)

+ b(uη1 − uη2 , u̇η2 − u̇η1)− jcnf (t, uη1 , u̇η2) + jcnf (t, uη1 , u̇η1)

− jcnf (t, uη2 , u̇η1) + jcnf (t, uη2 , u̇η2) ≤ (η1 − η2, u̇η1 − u̇η2)V .

(5.3.16)

On pose

I = jcnf (t, uη1 , u̇α,η2)− jcnf (t, uη1 , u̇η1) + jcnf (t, uη2 , u̇η1)− jcnf (t, uη2 , u̇η2)

=

∫
Γ3

pν(uη1 − l)u̇ν,η2da+

∫
Γ3

pτ (uα,η1 − l)‖u̇τ,η2‖L2(Γ3)dds−
∫

Γ3

pν(uη1 − l)u̇νη1da

−
∫

Γ3

pτ (uη1 − l)‖u̇τη1‖da+

∫
Γ3

pν(uη2 − l)u̇νη1da+

∫
Γ3

pτ (uη2 − l)‖u̇τη1‖L2(Γ3)d

−
∫

Γ3

pν(uα,η2 − l)u̇νη2da−
∫

Γ3

pτ (uη2 − l)‖u̇τη2‖L2(Γ3)dda

=

∫
Γ3

pν(uη1 − l)(u̇νη2 − u̇νη1)da+

∫
Γ3

pτ (uη1 − l)(‖u̇τη2‖L2(Γ3)d − ‖u̇τη1‖L2(Γ3)d)da

+

∫
Γ3

pν(uη2 − l)(u̇νη1 − u̇νη2)da+

∫
Γ3

pτ (uη2 − l)(‖u̇τη1‖L2(Γ3)d − ‖u̇τη2‖L2(Γ3)d)da

=

∫
Γ3

(pν(uη1 − l)− pν(uη2 − l))(u̇νη2 − u̇νη1)da

+

∫
Γ3

(pτ (uη1 − l)− pτ (uη2 − l))(‖u̇τη2‖L2(Γ3)d − ‖u̇τη1‖L2(Γ3)d)da

On utilise l'inégalité de Hölder, l'hypothèse (5.1.15) et l'inégalité (2.1.9), on obtient

I ≤ (Lν + Lτ )C0‖uη1 − uη2‖V ‖u̇η1 − u̇η2‖V (5.3.17)

En combinant l'inéquation (5.3.16) avec (5.3.17), gardant à l'esprit (5.1.17) et on intègre entre
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0 et t, nous obtenons

C

2
‖u̇η1 − u̇η2‖2

V +

∫ t

0

a(u̇η1 − u̇η2 , u̇η1 − u̇η2)ds

+

∫ t

0

b(uη1 − uη2 , u̇η1 − u̇η2)dt ≤
∫ t

0

Ids+

∫ t

0

(η1 − η2, u̇η1 − u̇η2)ds.

En tenant compte de (5.1.12), (5.3.17) on obtient

C

2
‖u̇η1 − u̇η2‖2

V +mA

∫ t

0

‖u̇η1 − u̇η2‖2
V ds+

mB
2
‖uη1 − uη2‖2

V

≤ (Lν + Lτ )C0

∫ t

0

‖uη1(s)− uη2(s)‖V ‖u̇η1(s)− u̇η2(s)‖V ds

+

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖V ′‖u̇η1(s)− u̇η2(s)‖V ds.

En appliquant l'inégalité de Young et l'inégalité (ab ≤ 1
2
a2 + 1

2
b2) pour l'inéquation précédente,

nous obtenons que

C

2
‖u̇η1 − u̇η2‖2

V +mA

∫ t

0

‖u̇η1 − u̇η2‖2
V ds+

mB
2
‖uη1 − uη2‖2

V

≤ 1

2
(Lν + Lτ )C0

∫ t

0

(‖uη1 − uη2‖2
V + ‖u̇η1 − u̇η2‖2

V )ds+
1

2

∫ t

0

(‖η1(s)− η2‖2
V ′ + ‖u̇η1 − u̇η2‖2

V )ds.

Puisque mA > 0 il vient

C
2
‖u̇η1 − u̇η2‖2

V + mB
2
‖uη1 − uη2‖2

V

≤ C0

2
(Lν + Lτ )

∫ t
0
(‖uη1(s)− uη2(s)‖2

V + ‖u̇η1(s)− u̇η2(s)‖2
V )ds

+ 1
2

∫ t
0
(‖η1(s)− η2(s)‖2

V ′
+ ‖u̇η2(s)− u̇η1(s)‖2

V )ds.

Alors ∃C = min(C,mB)

C
2

(‖u̇η1 − u̇η2‖2
V + ‖uη1 − uη2‖2

V )

≤
(
C0

2
(Lν + Lτ ) + 1

2

) ∫ t
0
(‖uη1(s)− uη2(s)‖2

V + ‖u̇η1(s)− u̇η2(s)‖2
V )ds

+ 1
2

∫ t
0
‖η1(s)− η2(s)‖2

V ′
ds.

Donc

‖u̇η1 − u̇η2‖2
V + ‖uη1 − uη2‖2

V ≤ 1
C

(
C0(Lν + Lτ ) + 1

2

) ∫ t
0
(‖uη1(s)− uη2(s)‖2

V

+‖u̇η1(s)− u̇η2(s)‖2
V )ds+ 1

C

∫ t
0
‖η1(s)− η2(s)‖2

V
′ds,
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on applique le Lemme de Gronwell, on trouve

‖u̇1η(t)− u̇2η(t)‖2
V + ‖u1η(t)− u2η(t)‖2

V ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′
ds (5.3.18)

ce qui termine la preuve du Lemme 5.3.1. �

Dans la deuxième étape, nous utilisons le champ de déplacement uη obtenu dans le Lemme 5.3.1

et nous considérons le problème d'evolution suivant.

Problème P3
θη
. Trouver le champ de température θη : [0, T ]→ Y1 tel que

θ̇η(t) +Rθη(t) = Θu̇η +Q(t) dans Y ′1 (5.3.19)

Lemme 5.3.2 . Il existe une solution unique du problème P3
θη

ayant la régularité (5.2.5). De

plus, si θη1 et θη2 sont deux solutions du probleme P3
θηi

correspondantes aux donnees η1, η2 ∈

W 1,2([0, T ;V ′) alors il existe une constante C > 0 telle que

‖θη1(t)− θη2(t)‖2
L2(Ω) ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′ds. (5.3.20)

Démonstration. On applique Théorème 2.4.1, on sait que l'inclusion de la trace de (Y1, ‖ · ‖Y1)

dans (L2(Ω), ‖ · ‖L2(Ω)) est continue et dense, nous pouvons écrire le Triplet de Gelfand

Y1 ⊂ L2(Ω) ⊂ Y ′1 .

L'opérateur R est linéaire et coercitive. En utilisant l'inégalité de Korn, nous avons

〈Rτ, τ〉Y1×Y ′1 ≥ C‖τ‖2
Y1
. (5.3.21)

Moyennant (5.1.23), (5.1.24) et (5.1.30) pour tout τ, ω ∈ Y1 on a

〈Rτ, ω〉Y ′1×Y1 ≤
d∑

i,j=1

‖ki,j‖L∞(Γ3)‖τ,i‖L2(Ω)‖ω,i‖L2(Ω) + ‖ke‖L∞(Γ3)‖ω‖L2(Ω),
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en utilisant (2.1.1) et théorème de trace de Sobolev on trouve

〈Rτ, ω〉Y ′1×Y1 ≤ C‖τ‖Y1‖ω‖Y1 . (5.3.22)

D'autre part, d'après la dé�nition de Θ et Q on déduit que

Θ +Q ∈ L2(0, T ;Y ′1). (5.3.23)

Comme θ0 ∈ L2(Ω), d'après les inégalités (5.3.21), (5.3.22) et la régularité (5.3.23), on résulte

que l'opérateur R est hemicontinu et monotone et satisfait les conditions du Théorème 2.4.1,

donc nous concluons qu'il existe une unique fonction θη ayant la régularité (5.3.2).

Maintenant on démontre l'inégalité (5.3.20). Soit θη1 , θη2 deux solutions des problèmes P3
θη1

et

P3
θη2

respectivement, alors

θ̇η1 − θ̇η2 +Rθη1 −Rθη2 = Θu̇η1 −Θu̇η2 , sur Y ′1 .

On peut écrire pour p.p. t ∈ (0;T ) :

〈θ̇η1(t)− θ̇η2(t), θη1(t)− θη2(t)〉Y ′1×Y1 + 〈R(θη1(t)− θη2(t)), θη1(t)− θη2(t)Y ′1×Y1

= 〈Θu̇η1 −Θu̇η2 , θη1(t)− θη2(t)〉Y ′1×Y1 .
(5.3.24)

De la dé�nition (5.1.31), nous déduisons

〈Θu̇η1 −Θu̇η2 , θη1(t)− θη2(t)〉Y ′1×Y1 ≤ ‖M.∇u̇η1(t)−M.∇u̇η2(t)‖L2(Ω)‖θη1(t)− θη2(t)‖L2(Ω)

+ ‖hτ (‖u̇τη1(t)‖L2(Γ3)d)− hτ (‖u̇τη2(t)‖L2(Γ3)d)‖L2(Γ3)‖θη1(t)− θη2(t)‖L2(Ω).

(5.3.25)

En utilisant (5.1.22), (5.1.16) et (2.1.9)

〈Θu̇η1 −Θu̇η2 , θη1(t)− θη2(t)〉Y ′1×Y1 ≤ C‖u̇η1(t)− u̇η2(t)‖V ‖θη1(t)− θη2(t)‖L2(Ω). (5.3.26)

Moyennant (5.3.24) et on utilise (4.1.30), (5.1.23) et (5.3.26) nous obtenons

1

2

d

dt
‖θη1(t)− θη2(t)‖2

L2(Ω) + CK‖θη1(t)− θη2(t)‖2
L2(Ω)

≤ ‖u̇η1(t)− u̇η2(t)‖V ‖θη1(t)− θη2(t)‖L2(Ω).

(5.3.27)
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En utilisant l'inégalité de Young, l'inéquation précédente devient

d

dt
‖θη1(t)− θη2(t)‖2

L2(Ω) ≤ C(‖u̇η1(t)− u̇η2(t)‖2
V + ‖θη1(t)− θη2(t)‖2

L2(Ω)), (5.3.28)

en utilisant l'estimation (5.3.15), les conditions initiales θη1(0) = θη2(0) = θ0 et le lemme de

Gronwall, on trouve (5.3.20), ce qui achève la preuve du Lemme 5.3.2. �

Dans la troisième étape. Pour chaque η ∈ W 1,2(0, T ;V ′), nous notons par uη la solution du

problème P3
1,uη fournie dans le Lemme 5.3.1, par θη la solution du problème P3

θη
fournie dans le

Lemme 5.3.2. En outre, nous appliquons le théorème de représentation de Riesz-Fréchet pour

dé�nir l'application Λη : W 1,2(0, T ;V ′)→ W 1,2(0, T ;V ′) dé�nie par

〈Λη(η(t)), v〉V ′×V = (Mθη(t), ε(v))H, (5.3.29)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 5.3.3 . L'operateur Λη admet un point �xe unique η∗ ∈ W 1,2(0, T ;V ′).

Démonstration.

Soient η1, η2 ∈ W 1,2(0, T ;V ′). D'après la dé�nition (5.3.29), nous avons

‖Λη(η1(t))− Λη(η2(t))‖2
V ′ ≤ ‖θη1(t)M− θη2(t)M‖2

H

≤ ‖M‖2
L∞(Ω)‖θη1(t)− θη2(t)‖2

L2(Ω).

De (5.3.20), l'inéquation précédente devient∫ T

0

‖Λη(η1(t))− Λη(η2(t))‖2
V ′dt ≤ C

∫ T

0

‖η1(t)− η2(t)‖2
V ′dt. (5.3.30)

De plus

〈 d
dt

(Ληη(t)), v〉V ′×V = (θ̇η(t)M, ε(v))H. (5.3.31)

D'après (5.3.31) on déduit

‖ d
dt

Λη(η1(t))− d

dt
Λη(η2(t))‖2

V ′ ≤ ‖M‖2
L∞(Ω)‖θ̇η1(t)− θ̇η2(t)‖2

L2(Ω). (5.3.32)
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D'autre part, on utilise (5.3.24), (5.1.16) et (5.1.22)-(5.1.24) il résulte que

‖θ̇η1(t)− θ̇η2(t)‖L2(Ω) ≤ ‖Θu̇η1(t)−Θu̇η2(t)‖Y ′1
≤ C‖u̇η1(t)− u̇η2(t)‖V .

(5.3.33)

En utilisant (5.3.15) nous obtenons

‖θ̇η1(t)− θ̇η2(t)‖2
L2(Ω) ≤ C

∫ T

0

‖η1(t)− η2(t)‖2
V ′dt. (5.3.34)

Nous combinons maintenant les inégalités (5.3.32) avec (5.3.34) pour déduire que∫ T

0

‖ d
dt

Λη(η1(t))− d

dt
Λη(η2(t))‖2

V ′dt ≤ C

∫ T

0

‖η1(t)− η2(t)‖2
V ′dt. (5.3.35)

Les inégalités (5.3.30) et (5.3.35) implique que

‖Λη(η1)− Λη(η2)‖W 1,2(0,T ;V ′) ≤ C‖η1 − η2‖W 1,2(0,T ;V ′) (5.3.36)

Réitérons cette dernière inégalité n fois pour trouver que

‖Λn
η (η1)− Λn

η (η2)‖W 1,2(0,T ;V ′) ≤
Cn

n!
‖η1 − η2‖W 1,2(0,T ;V ′), (5.3.37)

ce qui implique que pour n grand l'opérateur Λn
η est une contraction dans l'espace de Banach

W 1,2(0, T ;V ′), donc il possède un point �xe unique η∗ ∈ W 1,2(0, T ;V ′), et par consequent η∗ est

l'unique point �xe de l'opérateur Λη. �

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théorème 5.3.1.

Existence. Soit η∗ ∈ W 1,2(0, T ;V ′) un point �xe de Λη et soit u la solution du problème P3
2,uη

et P3
θη

pour η = η∗, i.e, u = uη∗ et θ = θη∗ . Clairement, les égalités (5.2.4), (5.2.5) viennent des

problèmes P3
2,uη et P3

θη
. En�n, les régularités (5.3.1), (5.3.2) proviennent des Lemmes 5.3.1 et

5.3.2 ce qui conclut la partie existence de la preuve.

Unicité. C'est une conséquence de l'unicité du point �xe de l'opérateur Λη donné par (5.3.29)

et de l'unique solvabilité des problèmes P3
2,uη et P

3
θη
. �

100



Partie II Chapitre 5 Problème de contact avec compliance normale et frottement

Remarque 5.3.1 . Le cas de même problème pour un matériau thermo-viscoélastique linéaire

avec endommagement dont la loi de comportement dé�nie par (1.2.7) et la température θ dé�nie

par une équation de la conservation de l'énergie (1.2.8) fait parté d'un problème ouvert.
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Partie III

Problèmes de contact des matériaux

piézoélectriques avec endommagement

Dans cette partie de la thèse, composée de deux chapitres, nous procédons à l'étude de deux pro-

blèmes de contact dynamiques avec endommagement entre un corps électo-élasto-viscoplastique

ou électo-viscoélastique et une fondation.

Le premier chapitre propose l'analyse d'un problème électo-élasto-viscoplastique non linéaire

avec variable interne d'état qui décrit l'endommagement du matériau causé par les déforma-

tion viscoplastique. Le contact est sans frottement, en modélisant à l'aide d'une condition de

compliance normale dans laquelle on tient compte de l'adhésion des surfaces en contact.

Le dernier chapitre concerne l'étude d'un problème électo-viscoélastique non linéaire avec

endommagement causé par des déformations élastiques. Le contact est bilatéral avec frottement ;

il décrit à l'aide de la loi de Tresca.

Dans l'étude de ces problèmes, on propose des formulations variationnelles et on obtient des

résultats d'existence et d'unicité de la solution faible. Les démonstrations sont basées sur l'étude

des problèmes intermédiaires, ensuite nous considérons une contraction dont l'unique point �xe

nous permet d'obtenir l'existence et l'unicité de la solution du problème original.
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Chapitre 6

Problème électro-élasto-viscoplastique de

contact avec compliance normale et

adhésion

Nous considérons un problème de contact dans le cas dynamique entre un corps piézoélec-

trique et un obstacle qui est électriquement conductif. Le contact est modélisé avec une condition

de compliance normale et adhésion sans frottement. Ce chapitre est dévisé en trois sections. Dans

la première, nous présentons le problème électro-mécanique, puis nous indiquons les hypothèses

sur les données. Dans la deuxième section nous décrivons une formulation variationnelle. En�n,

dans la troisième section, nous énonçons le Théorème 6.3.1 et nous fournissons l'existence et

l'unicité d'une solution faible du problème, et nous le prouvons. Les résultats présentés dans ce

chapitre font l'objet d'un article [8].

6.1 Position du problème électro-mécanique et hypothèses

Nous nous placons dans le cadre physique n◦2 (page 5). Nous considérons que le corps est

électro-élasto-viscoplastique, plus exactement on utlise une loi de comportement de la forme

(1.2.10). En ce qui concerne le contact, nous le modelisons par une condition de compliance

105



Partie III Chapitre 6 Problème de contact avec compliance normale et adhésion

normale couplée avec l'adhesion. Avec ces considerations, le modèle mathématique n◦2 (page 9)

nous conduit au problème électro-mecanique suivant

Problème P4. Trouver un champ des déplacements u : Ω×[0, T ]→ Rd, un champ des contraintes

σ : Ω × [0, T ] → Sd, un champ de potentiel électrique ϕ : Ω × [0, T ] → R, un champ des

déplacements électriques D : Ω× [0, T ]→ Rd, un champ d'endommagement α : Ω× [0, T ]→ R,

ainsi qu'un champ d'adhésion β : Γ3 × [0, T ]→ R tels que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t))− E∗E(ϕ(t))

+
∫ t

0
G
(
σ(s)−Aε(u̇(s)) + E∗E(ϕ(s)), ε(u(s)), α(s)

)
ds dans Ω× (0, T ),

(6.1.1)

D = Eε(u) + CE(ϕ) dans Ω× (0, T ), (6.1.2)

α̇− k1∆α + ∂Kχ(α) 3 S(σ(t)−Aε(u̇(t)) + E∗E(ϕ(t)), ε(u), α) dans Ω× (0, T ),(6.1.3)

Div σ + f0 = ρü dans Ω× (0, T ), (6.1.4)

divD − q0 = 0 dans Ω× (0, T ), (6.1.5)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (6.1.6)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ), (6.1.7)

−σν = pν(uν − l)− γνβ2Rν(uν) sur Γ3 × (0, T ), (6.1.8)

−στ = pτ (β)Rτ (uτ ) sur Γ3 × (0, T ), (6.1.9)

β̇ = −[β(γνRν(uν)
2 + γτ‖Rτ (uτ )‖2)− εa]+ sur Γ3 × (0, T ), (6.1.10)

∂α
∂ν

= 0 sur Γ× (0, T ), (6.1.11)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (6.1.12)

D · ν = q2 sur Γb × (0, T ), (6.1.13)

D · ν = ψ(uν − l)δ(ϕ− ϕ0) sur Γ3 × (0, T ), (6.1.14)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, α(0) = α0 dans Ω, (6.1.15)

β(0) = β0 sur Γ3. (6.1.16)
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Nous fournissons maintenant quelques commentaires sur les équations et les conditions (6.1.1)-

(6.1.16) et renvoyons à [63, 68] pour plus de détails sur les conditions (6.1.8)-(6.1.10) qui décrivent

le contact sans frottement avec adhésion.

D'abord, les équations (6.1.1) et (6.1.2) représentent la loi de comportement électro-élasto-

viscoplastique avec endommagement que nous avons déjà introduite dans (1.2.10), où A, B,

G et sont les opérateurs de viscosité, d'élasticité et de viscoplasticité à champs électriques nuls,

E = (eijk) le tenseur piézoélectrique à champ constant ou nul, C = (cij) le tenseur de la primi-

tivité électique à déformation nulle et E(ϕ) = −∇ϕ représente le champ électrique, l'évolution

du champ d'dommagement est régi par inclusion du type parabolique donnée par la relation

(6.1.3). les équations (6.1.4) et (6.1.5) sont les équations du mouvement écrite pour le champ de

contrainte et d'équilibre écrite pour le champ de déplacement électrique , que nous avons déja vu

dans (1.1.5) et (1.1.8), les conditions (6.1.6) et (6.1.7) sont les conditions aux limites classiques

de déplacement et traction tandis que l'équation (6.1.8) représente la condition de compliance

normale avec adhésion sur la surface de contact Γ3 que nous avons dé�ni dans (1.3.1) , (6.1.9)

est la condition de contact avec adhésion sur le plan tangentiel. Ensuite, l'equation di�érentielle

ordinaire (6.1.10) décrit l'évolution du champ d'adhésion, avec la condition initiale (6.1.16) où

α0 est un champ d'adhesion donnée,la relation (6.1.11) représente un état de frontière homogène

de neumann, où ∂α
∂ν

représente la dérivée normale de α. (6.1.12) et (6.1.13) sont les conditions

aux limites électriques. Finalement (6.1.15) représente les champs de déplacement et d'endom-

magement initiales.

Pour obtenir une formulation variationnelle du problème P4 nous avons besoin d'introduire

quelques hypothèses sur les données.

Nous supposons que l'opérateur piézoélectrique E : Ω× Sd → Rd satisfait les hypothèses.

 (a) E(x, τ) = (eijk(x)τjk), ∀τ = (τij) ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω,

(b) (eijk) = (eikj) ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k ≤ d.
(6.1.17)
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L'opérateur de permittivité C = (cij) : Ω× Rd → Rd satisfait les hypothèses.

(a) C(x,E) = (cij(x)Ej) ∀E = (Ei) ∈ Rd, p.p. x ∈ Ω,

(b) cij = cji ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j ≤ d,

(c) il existe mC > 0 telle que cij(x)Ei.Ej ≥ mC‖E‖2

∀E = (Ei) ∈ Rd p.p. x ∈ Ω.

(6.1.18)

Ces hypothèses indiquent que l'opérateur piézoélectrique E et l'opérateur de permittivité élec-

trique C sont supposés être linéaires, avoir les composantes bornées et mesurables des éléments

notés eijk et cij, respectivement et de plus C est symétrique et dé�ni positif. Rappelons aussi que

le tenseur transposé E∗ est donné par E∗ = (e∗ijk) où e
∗
ijk = ekij et l'égalité suivante est satisfaite :

Eσ.v = σ.E∗v, ∀σ ∈ Sd, v ∈ Rd. (6.1.19)

La fonction source d'endommagement S : Ω×Sd×Sd×R→ R satisfait les propriétés suivantes :



(a) Il existe LS > 0 tels que |S(x, σ1, ε1, α1)− S(x, σ2, ε2, α2)|

≤ LS(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ |α1 − α2|)

pour tout σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, pour tout α1, α2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω.

(b) L'application x 7→ S(x, σ, ε, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout σ, ε ∈ Sd, pour tout α ∈ R.

(c) L'application x 7→ S(x, 0, 0, 0) ∈ L2(Ω).

(6.1.20)

La fonction de conductivité électrique ψ :Γ3 × R→ R+ satisfait les hypothèses.

(a) Il existe Lψ > 0 telle que

|ψ(x, r1)− ψ(x, r2)| ≤ Lψ|r1 − r2|, ∀ r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3,

(b) Il existe Mψ > 0 telle que |ψ(x, r)| ≤Mψ ∀ r ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(c) L'application x 7→ ψ(x, r) est lebesgue mesurable sur Γ3, ∀ r ∈ R.

(d) L'application x 7→ ψ(x, r) = 0 pour tout r ≤ 0.

(6.1.21)
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De même, nous supposons que les opérateurs A, B et G satisfont les hypothèses (3.1.14),(3.1.15)

et (4.1.13) respectivement, en plus des hypothèses (6.1.20), (3.1.19) et (3.1.20) sur la fonction

d'endommagement S, la fonction de compliance normale pν et la fonction de contact tangentiel

pτ , nous supposons encore que la masse volumique ρ satis�ait la condition (3.1.21), les coe�cients

d'adhésion γν , γτ et εa véri�ont l'hypothèse (3.1.22) que nous venons de voir dans le chapitre

précédent.

Les forces volumiques f0, les tractions surfaciques f2 et les densités des charges électriques

volumiques q0 et surfaciques q2 véri�ent

f0 ∈ L2(0, T ;H), f2 ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)d), (6.1.22)

q0 ∈ W 1,p(0, T ;L2(Ω)), q2 ∈ W 1,p(0, T ;L2(Γb)), (6.1.23)

Nous supposons qu'il y a un interstice l entre le corps et la base qui véri�e

l ∈ L2(Γ3), l(x) ≥ 0, p.p. x ∈ Γ3, (6.1.24)

Les champs initiales des déplacements, de vitesse, de potentiel et d'endommagement satisfont

u0 ∈ V, w0 ∈ H, ϕ0 ∈ L2(Γ3), α0 ∈ K. (6.1.25)

En�n le champ initial d'adhésion satisfait

β0 ∈ L2(Γ3), 0 ≤ β0 ≤ 1, p.p sur Γ3, (6.1.26)

Nous dé�nissons la forme bilinéaire a : Y × Y → R par

a(ξ, ϕ) = k1

∫
Ω

∇ξ.∇ϕ dx. (6.1.27)

Le théorème de représentation de Riesz-Fréchet entraîne l'existence d'une fonctionF (t) ∈ V ′

dé�nie par

〈F (t), v〉V ′×V = (f0(t), v)H + (f2(t), γv)L2(Γ2)d ∀v ∈ V, t ∈ (0, T ). (6.1.28)
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De même, le théorème de représentation de Riesz-Fréchet entraîne l'existence d'un élément q(t) ∈

W dé�ni par

(q(t), φ)W =

∫
Ω

q0(t)φdx−
∫

Γb

q2(t)φda ∀φ ∈ W, t ∈ [0, T ], (6.1.29)

On remarque que les conditions (6.1.22) et (6.1.23) impliquent que

f ∈ L2(0, T ;V ′), q ∈ W 1,p(0, T ;W ) (6.1.30)

Pour étudier le problème variationnelle du P3, nous posons une hypothèse de petitesse

Mψ <
mC

C̃2
0

, (6.1.31)

où les constantes positives Mψ, mC et C̃0 sont de�nies dans (6.1.21), (6.1.18) et (2.1.17) respec-

tivement.

Par la suite, on considère les applications jacn : L∞(Γ3)×V ×V → R et h : V ×W → W dé�nies

par

jacn(β, u, v) =

∫
Γ3

[pν(uν − l)− γνβ2Rν(uν)]vν da+

∫
Γ3

pτ (β)Rτ (uτ ).vτ da, (6.1.32)

h((u, ϕ), φ) =

∫
Γ3

ψ(uν − l)δ(ϕ− ϕ0)φ da. (6.1.33)

6.2 Formulation variationnelle

A l'aide des formules de Green (2.1.4), (2.1.18), les hypothèse (3.1.34) et en utilisant des cal-

cules similaires à ceux utilisés dans la preuve à chacune de (3.2.2) et (3.2.5), on voit directement

que si u, σ, ϕ, D, α et β sont des fonctions régulières satisfaisantes (6.1.1)-(6.1.16), alors pour

tout t ∈ [0, T ], on obtient les équations et l'inéquations suivantes :

〈ü(t), v〉V ′×V + (σ(t), ε(v))H + jacn(β(t), u(t), v) = 〈F (t), v〉V ′×V ∀v ∈ V, (6.2.1)

(D(t).∇φ)H + (q(t), φ)W = h((u(t), ϕ(t)), φ) ∀φ ∈ W, (6.2.2)

〈α̇(t), ξ − α(t)〉Y ′×Y + a(α(t), ξ − α(t))

≥ 〈S(σ(t)−Aε(u̇(t)) + E∗(E(ϕ(t))), ε(u(t)), α(t)), ξ − α(t)〉Y ′×Y ∀ξ ∈ K.
(6.2.3)
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Nous introduisons (6.1.2) dans (6.2.2), nous utilisons la notation E(ϕ) = −∇ϕ sans oublier

l'equation (6.1.10) et les conditions initiales (6.1.15) et (6.1.16) pour obtenir la formulation

variationnelle P3
V en termes de déplacement, de champ des contraintes, de champ du potentiel

électrique, de champ d'endommagement et de champ d'adhésion.

Problème P4
V . Trouver le champ des déplacements u : [0, T ] → V, le champ des contraintes

σ : [0, T ] → H, le champ de potentiel électrique ϕ : [0, T ] → W, le champ d'endommagement

α : [0, T ]→ Y et le champ d'adhésion β : [0, T ]→ L∞(Γ3) tels que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) + E∗∇ϕ(t)

+
∫ t

0
G(σ(s)−Aε(u̇(s))− E∗∇ϕ(s), ε(u(s)), α(s))ds p.p. t ∈ (0, T ),

(6.2.4)

〈ü(t), v〉V ′×V + (σ(t), ε(v))H + jacn(β(t), u(t), v) = 〈F (t), v〉V ′×V

∀v ∈ V, p.p.t ∈ (0, T ),
(6.2.5)

〈α̇(t), ξ − α(t)〉Y ′×Y + a(α(t), ξ − α(t))

≥ 〈S(σ(t)−Aε(u̇(t))− E∗∇ϕ(t), ε(u(t)), α(t)), ξ − α(t)〉Y ′×Y

α(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, T ] ,∀ξ ∈ K,

(6.2.6)

(C∇ϕ(t),∇φ)H − (Eε(u(t)),∇φ)H + h((u(t), ϕ(t)), φ) = (q(t), φ)W

∀φ ∈ W, t ∈ (0, T ),
(6.2.7)

β̇ = −
[
β(γνRν(uν(t))

2 + γτ‖Rτ (uτ (t))‖2)− εa
]

+
p.p. t ∈ (0, T ), (6.2.8)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, α(0) = α0, β(0) = β0. (6.2.9)

6.3 Existence et unicité de la solution

Dans ce paragraphe nous obtenons un résultat d'existence et d'unicité de la solution (u, ϕ, σ,D, β, α)

du problème P4
V c'est-à-dire l'existence d'une solution faible unique du problème électro-mécanique

P4. Notre résultat est le suivant.

Théorème 6.3.1 . Sous les hypothèses (3.1.14), (3.1.15), (4.1.13), (3.1.18)-(3.1.22) et (6.1.17)-
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(6.1.26), le problème variationnel P3
V admet une solution unique {u, σ, ϕ, α, β} ayant la régularité

u ∈ W 1,2(0, T ;V ) ∩ C1(0, T ;H), ü ∈ L2(0, T ;V ′), (6.3.1)

ϕ ∈ W 1,p(0, T ;W ), (6.3.2)

σ ∈ L2(0, T ;H), Div σ ∈ L2(0, T ;V ′), (6.3.3)

α ∈ L2(0, T ;Y ) ∩ C(0, T ;L2(Ω)), α̇ ∈ L2(0, T ;Y ′), (6.3.4)

β ∈ W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z. (6.3.5)

Un jeu de fonctions (u, ϕ, σ,D, βα) satisfaisant (6.1.2), (6.1.3) et (6.2.5)-(6.2.7) s'appelle solu-

tion faible du problème de contact électro-élasto-viscoplastique P3. Nous concluons que sous les

hypothèses ci-dessues , le problème (6.1.1)-(6.1.16) a une unique solution faible. Pour préciser

la régularité de la solution faible nous notons que la relation constitutive (6.1.2), les conditions

(6.1.17),(6.1.18) et la régularité (6.3.1), (6.3.2) montrent que D ∈ W 1,p(0, T ;L2(Ω)d) ; d'ailleurs,

il s'ensuit de (6.2.7) que (6.2.2) est véri�é et en utilisant la dé�nition de q par un procédé

standard, nous obtenons

divD(t) = q0(t) ∀t ∈ [0, T ].

Il découle maintenant de la régularité (6.1.23) que divD ∈ W 1,p([0, T ];L2(Ω)), ce qui montre que

D ∈ W 1,p([0, T ];W). (6.3.6)

Nous concluons que la solution faible (u, ϕ, σ,D, β, α) du problème piézoélectrique de contact

P3 possède la régularité (6.3.1)-(6.3.6).

La démonstration du Théorème 6.3.1 sera e�ectué dans plusieurs étapes. A cet e�et, nous as-

sumons dans la suite que les hypothèses du Théorème 6.3.1 sont satisfaites ; ci-après, C est une

constante positive générique qui peut dépendre des données du problème mais elle est indépen-

dante du temps, dont la valeur peut changer d'un endroit a l'autre. Pour la simplicité, nous

supprimons dans ce qui suit la dependance explicite des diverses fonctions sur x ∈ Ω ∪ Γ.
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Dans la première étape nous considérons le problème auxiliaire suivant pour le champ de dépla-

cement, dans lequel η ∈ L2(0, T ;V ′) est donné.

Problème P4
uη . Trouver le champ des déplacements uη : [0, T ]→ V tels que

〈üη(t), v〉V ′×V + (Aε(u̇η(t)), ε(v))H + 〈η(t), v〉V ′×V = 〈F (t), v〉V ′×V , ∀v ∈ V. (6.3.7)

uη(0) = u0, u̇η(0) = w0. (6.3.8)

Lemme 6.3.1 . Il existe une solution unique du problème P4
uη et cela satisfait (6.3.1). En outre,

si ui représente la solution du problème P4
uη pour ηi ∈ L

2(0, T ;V ′), i = 1, 2, alors il existe C > 0

tel que ∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2
V ds ≤ C

∫ t

0

‖η1(t)− η2(t)‖2
V ′ ds ∀t ∈ [0, T ]. (6.3.9)

Démonstration. Voir la démonstration du Lemme 3.3.1. Pour démontrer (6.3.9) nous pouvons

suivre une démarche semblable à celle de la preuve (3.3.46). �

Nous utilisons maintenant la solution uη obtenue dans le Lemme 6.3.1 pour construire le problème

auxiliaire suivant pour le champ de potentiel électrique.

Problème P4
ϕη . Trouver un champ de potentiel électrique ϕη : [0, T ]→ W tel que

(C∇ϕη(t),∇φ)H−(Eε(uη(t)),∇φ)H+h((u(t), ϕ(t)), φ) = (q(t), φ)W ∀φ ∈ W, t ∈ [0, T ]. (6.3.10)

Nous avons le résultat suivant d'existence et d'unicité.

Lemme 6.3.2 Il existe une solution unique du problème P4
ϕη et cela satisfait la régularité (6.3.2).

De plus si ϕη1 et ϕη2 sont deux solutions de (6.3.10) correspondantes à η1, η2 ∈ L2(0, T ;V ′) alors

il existe C > 0 tel que

‖ϕη1(t)− ϕη2(t)‖W ≤ C‖uη1(t)− uη2(t)‖V , ∀t ∈ [0, T ]. (6.3.11)
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Démonstration. Soit t ∈ [0, T ]. Nous utilisons le théorème de représentation de Riesz-réchet

pour de�nir l'opérateur Aη(t) : W → W par

(Aη(t)ϕ, φ)W = (C∇ϕ,∇φ)W − (Eε(uη(t)),∇φ)W + (h(uη(t), ϕ), φ)W , (6.3.12)

pour tout ϕ, φ ∈ W . Soient ϕ1, ϕ2 ∈ W , nous utilisons les hypothèses (6.1.18) et (6.1.33) pour

trouver

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ϕ1 − ϕ2)W

≥ mC ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W +

∫
ΓC

ψ(uην(t)− l)[δ(ϕ1 − ϕ0)− δ(ϕ2 − ϕ0)](ϕ1 − ϕ2) da,

et, par l'hypothèse (6.1.21)(a) combinée avec la monotonie de la fonction δ de�nie par (1.4.5),

nous obtenons

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, ϕ1 − ϕ2)W ≥ mC ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W . (6.3.13)

D'un autre côté, en utilisant de nouveau (6.1.17), (6.1.18), (6.1.21) et (6.1.33) nous avons

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t)ϕ2, φ)W

≤ CE‖ϕ1 − ϕ2‖W‖φ‖W +

∫
ΓC

Mψ‖ϕ1 − ϕ2‖W‖φ‖W da, ∀φ ∈ W,
(6.3.14)

où CE représente une constante positive qui dépend du tenseur piézoélectrique E . Il s'ensuit de

(6.3.14) et (2.1.17) que

(Aη(t)ϕ1 − Aη(t), φ)W ≤ (CE +MψC
2
0)‖ϕ1 − ϕ2‖W‖φ‖W ,

ce qui implique que

‖Aη(t)ϕ1 − Aη(t)‖W ≤ (CE +MψC
2
0)‖ϕ1 − ϕ2‖W . (6.3.15)

Les inégalités (6.3.13) et (6.3.15) montrent que l'opérateur Aη(t) est fortement monotone et de

Lipschitz surW ; donc, en utilisant un résultat standard sur les égalités variationnelles, il s'ensuit

qu'il existe un unique élément ϕη(t) ∈ W tel que

Aη(t)ϕη(t) = q(t). (6.3.16)
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Nous combinons maintenant (6.3.12) et (6.3.16) pour deduire que ϕη(t) ∈ W est l'unique solution

de l'équation variationelle (6.3.10).

Nous prouvons maintenant dire que ϕη ∈ W 1,p(0, T ;W ). A cette �n, considérons t1, t2 ∈ [0, T ]

et, pour raison de simplicité, nous écrivons ϕη(ti) = ϕi, uην(ti) = ui, q(ti) = qi, pour i = 1, 2.

Moyennant (6.3.10), (6.1.17), (6.1.18) et (6.1.33) nous dérivons l'inégalité

mC ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W ≤ CE‖u1 − u2‖V ‖ϕ1 − ϕ2‖W + ‖q1 − q2‖W‖ϕ1 − ϕ2‖W

+

∫
ΓC

|ψ(u1 − g)δ(ϕ1 − ϕ0)− ψ(u2 − g)δ(ϕ2 − ϕ0)| |ϕ1 − ϕ2| da.
(6.3.17)

Nous utilisons les bornes |ψ(ui− l)| ≤Mψ, |δ(ϕi−ϕ0)| ≤ Lδ, les propriétés des fonctions ψ, δ et

l'inégalité (2.1.17), on obtient∫
ΓC

|ψ(u1 − l)δ(ϕ1 − ϕ0)− ψ(u2 − l)δ(ϕ2 − ϕ0)| |ϕ1 − ϕ2| da

≤Mψ

∫
ΓC

|ϕ1 − ϕ2|2 da+ LψLδ

∫
ΓC

|u1 − u2| |ϕ1 − ϕ2| da

≤Mψ C
2
0‖ϕ1 − ϕ2‖2

W + Lψ LδC0C̃0‖u1 − u2‖V ‖ϕ1 − ϕ2‖W .

Nous remplaçons cette dernière inégalité dans (6.3.17) et trouver que

mC ‖ϕ1 − ϕ2‖W ≤ (CE + LψLδC0C̃0) ‖u1 − u2‖V + ‖q1 − q2‖W +Mψ C
2
0‖ϕ1 − ϕ2‖W . (6.3.18)

Il s'ensuit maintenant de l'inégalité (6.3.18) et l'hypothèse de petitesse (6.1.31) que

‖ϕ1 − ϕ2‖W ≤ C(‖u1 − u2‖V + ‖q1 − q2‖W ). (6.3.19)

où C est une constante positive. Comme q ∈ W 1,p(0, T ;W ) et uη ∈ C1([0, T ];H), l'inégalité

(6.3.19) implique que ϕη ∈ W 1,p(0, T ;W ).

Soit maintenant η1, η2 ∈ L2(0, T ;V ′) et pour simplicité, notons ϕηi = ϕi, uηi = ui, i = 1, 2.

Nous utilisons (6.3.10) et moyennant des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve de

(6.3.18) pour obtenir que

mC ‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖W ≤ (CE + LψLδC0C̃0) ‖u1(t)− u2(t)‖V

+Mψ C
2
0‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖W , ∀t ∈ [0, T ].
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Cette dernieèe inégalité combinée avec l'hypothèse de petitesse sur la fonction ψ (6.1.31) mènent

à (6.3.11), ce qui achève la preuve. �

Dans la troisième étape, nous utilisons encore la solution uη obtenue dans le Lemme 6.3.1 ;

notons par uην et uητ ses composants normales et tangentielles, respectivement, et construisons

le problème de Cauchy suivant pour le champ d'adhésion.

Problème P4
βη
. Trouver le champ d'adhésion βη : [0, T ]→ L2(Γ3) tels que

β̇η(t) = −
[
βη(t)

(
γνRν(uην(t))

2 + γτ‖Rτ (uητ (t))‖2
)
− εa

]
+
, (6.3.20)

βη(0) = β0. (6.3.21)

Lemme 6.3.3 . Le problème P4
βη

possède une solution unique qui satisfait la regularité βη ∈

W 1,∞(0, T ;L2(Γ3)) ∩ Z

La démonstration du Lemme 6.3.3 est similaire à celle du Lemme 3.3.2. Pour plus de détails,

nous renvoyons le lecteur à voir la preuve (page 54).

Dans la quatrième étape, nous considérons le problème auxiliaire suivant pour le champ d'en-

dommagement dans lequel µ ∈ L2(0, T ;Y ′) est donné.

Problème P4
αµ . Trouver le champ d'endommagement αµ : [0, T ]→ Y tels que

αµ(t) ∈ K, 〈α̇µ(t), ξ − αµ〉Y ′×Y + a(αµ(t), ξ − αµ(t))

≥ 〈µ(t), ξ − αµ(t)〉Y ′×Y , ∀ξ ∈ K p.p.t ∈ [0, T ],
(6.3.22)

αµ(0) = α0. (6.3.23)

Lemme 6.3.4 . Pour tout µ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), il existe une unique solution αµ du problème

auxiliaire P4
αµ satisfait (6.3.4).

Démonstration. D'après la dé�ntion (6.1.27), on peut démontrer que l'opérateur Aµ : Y →

Y ′ dé�ni comme suit 〈Aµζ, ξ〉Y ′×Y = a(ζ, ξ) est linéaire, symétrique, continu et satisfait la

condition (2.4.3) et comme α0 ∈ K ; donc, en appliquant le Théorème 2.4.2 on démontre que

αµ ∈ L2(0, T ;Y ) ∩ C(0, T ;L2(Ω)) et α̇µ ∈ L2(0, T ;Y ′).
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Dans cette étape, nous utilisons les solutions uη et αµ obtenues dans les Lemmes 6.3.1 et 6.3.4

et construisons le problème suivant pour le champ des contraintes.

Problème P4
ση,µ . Trouver le champ des contraintes ση,µ : [0, T ]→ H tel que

ση,µ(t) = Bε(uη(t)) +

∫ t

0

G(ση,µ(s), ε(uη(s)), αµ(s))ds p.p.t ∈ (0, T ). (6.3.24)

Lemme 6.3.5 Il existe une unique solution du problème P4
η,µ et elle satisfait σ ∈ L2(0, T ;H).

De plus, si uηi , αµi et σηi,µi représentent les solutions des problèmes P4
uηi

, P4
αµi

et P4
σηi,µi

, respec-

tivement, pour (ηi, µi) ∈ L2(0, T ;V ′ × Y ′), i = 1, 2, alors il existe C > 0 tel que

‖ση1,µ1(t)− ση2,µ2(t)‖2
H ≤ C

(∫ t

0

(
‖u̇η1(s)− u̇η2(s)‖2

V + ‖uη1(s)− uη2(s)‖2
V

+ ‖αµ1(s)− αµ2(s)‖2
L2(Ω)

)
ds
)
, ∀t ∈ [0, T ]

(6.3.25)

Démonstration. Soit Λη,µ : L2(0, T ;H)→ L2(0, T ;H) être l'opérateur donné par

Λη,µσ(t) = Bε(uη(t)) +

∫ t

0

G
(
σ(s), ε(uη(s)), αµ(s)

)
ds. (6.3.26)

pour tout σ ∈ L2(0;T ;H) et t ∈ [0;T ]. Pour σ1, σ2 ∈ L2(0;T ;H), nous utilisons (6.3.26) et

(4.1.13), on obtient pour tout t ∈ [0;T ]

‖Λη,µσ1(t)− Λη,µσ2(t)‖H ≤ LG

∫ t

0

‖σ1(s)− σ2(s)‖Hds. (6.3.27)

Ce qui implique, pour n su�samment grand, que l'opérateur Λn
η,µ est une contraction dans

l'espace de Banach L2(0, T ;H). Ainsi, il existe un élément unique ση,µ ∈ L2(0, T ;H) telle que

Λη,µση,µ = ση,µ, qui représente l'unique solution du problème P4
η,µ.

En outre, si uηi , αµi et σηi,µi représentent les solutions de problèmes P4
uηi

, P4
αµi

et P4
σηi,µi

, respec-

tivement, pour i = 1, 2 ; en utilisant (2.1.8), (3.1.15), (4.1.13), l'inégalité de Young et le lemme

de Gronwall, on obtient l'inégalité (6.3.25). �
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Considérons maintenant, pour t ∈ [0, T ], l'opérateur Λ : L2(0, T ;V ′ × Y ′) → L2(0, T ;V ′ × Y ′),

dé�ni par

Λ(η(t), µ(t)) =
(
Λ0(η(t), µ(t)),Λ1(η(t), µ(t))

)
∈ V ′ × Y ′ (6.3.28)

où les opérateurs Λ0 et Λ1 sont donnés par

〈Λ0(η(t), µ(t)), v〉V ′×V = (Bε(uη(t)) + E∗∇ϕη(t), ε(v))H + jacn(βη(t), uη(t), v)

+ (

∫ t

0

G
(
ση,µ(s), ε(uη(s)), αµ(s)

)
ds, ε(v))H, ∀v ∈ V,

(6.3.29)

Λ1(η(t), µ(t)) = S(ση,µ(t), ε(uη(t)), αµ(t)) (6.3.30)

Dans la dérnière étape, nous montrons que l'opérateur Λ possède un point �xe unique.

Lemme 6.3.6 Il existe un élément unique (η∗, µ∗) ∈ L2(0, T ;V ′ × Y ′) telle que

Λ(η∗, µ∗) = (η∗, µ∗).

Démonstration. Soient (η1, µ1), (η2, µ2) ∈ L2(0, T ;V ′×Y ′), nous utilisons les notations ui, βi, αi

et σi pour les fonctions uηi , ϕηi , βηi , αµi et σηi,µi obtenues dans les Lemmes 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3,

6.3.4 et 6.3.5, respectivement et notons encore u̇ηi = u̇i, üηi = üi pour i = 1, 2, nous avons

‖Λ0

(
η1(t), µ1(t)

)
− Λ0

(
η2(t), µ2(t)

)
‖2
V ′ ≤ ‖Bε(u1(t))− Bε(u2(t))‖2

H + ‖E∗∇ϕ1(t)− E∗∇ϕ2(t)‖2
H

+

∫ t

0

‖G(σ1(s), ε(uη(s)), α1(s))− G
(
σ2(s), ε

(
u2(s)

)
, α2(s))

)
‖2
Hds

+ C
(
‖pν(u1ν(t))− pν(u2ν(t))‖2

L2(Γ3) + ‖β2
1(t)Rν(u1ν(t))− β2

2(t)Rν(u2ν(t))‖
2

L2(Γ3)

+
∥∥pτ (β1(t))‖Rτ (u1τ (t))‖ − pτ (β2(t))‖Rτ (u2τ (t))‖

∥∥2

L2(Γ3)

)
,

En utilisant les hypothèses (3.1.14), (3.1.16), (4.1.13), (3.1.19), (3.1.20) et (2.1.8) avec la dé-

�nition de Rη et Rτ et la Remarque 1.3.1, et gardant en tête (6.3.11) et (6.3.25), on obtient

‖Λ0(η1(t), µ1(t))− Λ0(η2(t), µ2(t))‖2
V ′

≤ C
(∫ t

0

(
‖u1(s)− u2(s)‖2

V + ‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2
V ′ + ‖α1(s)− α2(s)‖2

L2(Ω)

)
ds

+ ‖u1(t)− u2(t)‖2
V + ‖β1(t)− β2(t)‖2

L2(Γ3)

)
.

(6.3.31)
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On utilise des arguments similaires à ceux utilisés dans la preuve de (3.3.50), l'estimation (6.3.31)

dévient

‖Λ0(η1(t), µ1(t))− Λ0(η2(t), µ2(t))‖2
V ′ ≤ C(‖η1(t)− η2(t)‖2

V ′ + ‖µ1(t)− µ2(t)‖2
Y ′). (6.3.32)

Nous pouvons encore suivre des démarches semblables à celles utilisées dans la preuve de (3.3.52)

pour obtenir

‖Λ1(η1(t), µ1(t))− Λ1(η2(t), µ2(t))‖2
Y ′ ≤ C(‖η1(t)− η2(t)‖2

V ′ + ‖µ1(t)− µ2(t)‖2
Y ′). (6.3.33)

D'après (6.3.32) et (6.3.33), nous concluons qu'il existe une constante positive C > 0 véri�ant

‖Λ(η1, µ1)− Λ(η2, µ2)‖L2(0,T ;V ′×Y ′) ≤ C‖(η1 − η2, µ1 − µ2)‖L2(0,T ;V ′×Y ′), (6.3.34)

On fait une itération sur cette dernière inégalité n fois pour trouver

‖Λn(η1, µ1)− Λn(η2, µ2)‖L2(0,T ;V ′×Y ′) ≤
Cn

n!
‖(η1 − η2, µ1 − µ2)‖L2(0,T ;V ′×Y ′). (6.3.35)

Nous savons que la suite (Cn/n!)n converge vers 0, pour n assez grand Cn

n!
< 1. Il signi�e que Λn

est une contraction de L2(0, T ;V ′ × Y ′). Par conséquent, le théorème de point �xe de Banach

montre que Λ admet un point �xe unique (η∗, µ∗) ∈ L2(0, T ;V ′ × Y ′). �

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour fournir la preuve du Théorème 2.4.1.

Démonstration du Théorème 6.3.1.

Soit (η∗, µ∗) ∈ L2(0, T ;V ′ × Y ′) le point �xe de Λ qui est dé�ni par (6.3.28)-(6.3.30) nous

adoptons les notations

(a) u∗ = uη∗ (b) β∗ = βη∗ (c) ϕ∗ = ϕη∗ (6.3.36)

(a) σ∗ = Aε(u̇∗) + E∗∇ϕ∗ + ση∗µ∗ , (b) α∗ = αµ∗ . (6.3.37)

Nous montrons que (u∗, σ∗, ϕ∗, β∗, α∗) est une solution unique du problème variationnelle P4
V et

satisfait la régularité (6.3.1)-(6.3.5). En e�et, nous écrivons (6.3.24) pour η = η∗, µ = µ∗, en
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utilisant (6.3.36) et (6.3.37) on obtient

σ∗(t) = Aε(u̇∗(t)) + Bε(u∗(t)) + E∗∇ϕ∗(t)

+
∫ t

0
G(σ∗(s)−A(ε(u̇∗(s)))− E∗∇ϕ∗(s), ε(u∗(s)), α∗(s))ds p.p.t ∈ (0, T ),

(6.3.38)

et nous considérons (6.3.7) avec η = η∗ et en utilisant (6.3.36)(a) pour trouver que

〈ü∗, v〉V ′×V + (Aε(u̇∗(t)), ε(v))H + 〈η∗(t), v〉V ′×V = 〈F (t), v〉V ′×V

∀v ∈ V, p.p.t ∈ (0, T ),
(6.3.39)

et nous écrivons (6.3.22) avec µ = µ∗ et en utilisant (6.3.37)(b) pour trouver que

α∗(t) ∈ K, 〈α̇∗(t), ξ − α∗〉Y ′×Y + a(α∗(t), ξ − α∗(t)) ≥ 〈µ∗(t), ξ − α∗(t)〉Y ′×Y , (6.3.40)

aussi nous écrivons (6.3.10) pour η = η∗ et en employant (6.3.36)(a) et (6.3.36)(c) de voir que

(B∇ϕ∗(t),∇φ)H − (Eε(u∗(t)),∇φ)H

+ h((u∗(t), ϕ∗(t)), φ) = (q(t), φ)W ∀φ ∈ W, t ∈ (0, T ),
(6.3.41)

maintenant, nous considérons (6.3.20) où η = η∗ et nous utilisons (6.3.36)(a) et (6.3.36)(b) pour

obtenir que

β̇∗ = −
[
β∗(γνRν(u∗ν)

2 + γτ‖Rτ (u∗τ )‖2)− εa
]

+
. (6.3.42)

Les égalités Λ0(η∗, µ∗) = η∗ et Λ1(η∗, µ∗) = µ∗ combinés avec (6.3.29), (6.3.30), (6.3.36) et

(6.3.37) montrent que

〈η∗(t), v〉V ′×V =
(
Bε(u∗(t)), ε(v)

)
H + (E∗∇ϕ∗(t), ε(v))H + jacn(β∗(t), u∗(t), v)

+
( ∫ t

0

G
(
σ∗(s)−Aε(u̇∗(s))− E∗∇ϕ∗(s), ε(u∗(s)), α∗(s)

)
ds, ε(v)

)
H ∀v ∈ V,

(6.3.43)

µ∗(t) = S(σ∗(t)−Aε(u̇∗(t))− E∗∇ϕ∗(t), ε(u∗(t)), α∗(t)). (6.3.44)

Puisque (u∗, ϕ∗) satisfait (6.3.1)-(6.3.2) et de (6.3.38) trouvons que

σ∗ ∈ L2(0, T ;H). (6.3.45)
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Nous choisissons v ∈ D(Ω) dans (6.3.39), en utilisant (6.3.38) et (6.1.28) pour obtenir que

ρü∗(t) = Div σ∗(t) + f0(t) dans V ′ ∀t ∈ (0, T ). (6.3.46)

D'après l'égalité (6.3.46) avec (3.1.21),(6.1.22),(6.3.1) et (6.3.45) on obtient

Div σ∗ ∈ L2(0, T ;V ′).

En�n, nous concluons que la solution faible (u∗, σ∗, ϕ∗, β∗, α∗) du problème de contact piezoelec-

trique P4 ayant la régularité (6.3.1)-(6.3.5), en ce qui termine la preuve de la partie d'existence

du Théorème 6.3.1. L'unicité de la solution est une conséquence de l'unicité de point �xe de

l'opérateur Λ qui est dé�ni par (6.3.28)-(6.3.30).
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Chapitre 7

Problème électro-viscoélastique de contact

bilatéral avec frottement de Tresca

Nous considérons un problème dynamique entre un corps piézoélectrique et un obstacle isola-

teur. Les conditions de contact sont de type bilatérale et avec frottement de Tresca. Le comporte-

ment du matériau est modélisé avec une loi constitutive électro-viscoélastique avec endommage-

ment. On obtient des résultats d'existence et d'unicité en se basant sur des techniques similaires

à celle utilisées dans le chapitre précédent.

7.1 Position du problème électro-mécanique et hypothèses

Nous nous placons dans le cadre physique n◦2 de la �gure 1.1 (page 6). On considère que le

corps est électro-viscoélastique, plus exactement on utlise une loi de comportement de la forme

(1.2.12). En ce qui concerne le contact, on le modélise par une condition de contact bilatéral

avec frottement de Tresca. Sous ces considérations, le problème électro-mécanique qu'on étudie

peut être formulée de la manière suivante

Problème P5. Trouver un champ des déplacements u : Ω×[0, T ]→ Rd, un champ des contraintes

σ : Ω × [0, T ] → Sd, un champ de potentiel électrique ϕ : Ω × [0, T ] → R, un champ des
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déplacements électriques D : Ω × [0, T ] → Rd , ainsi qu'un champ d'endommagement α :

Ω× [0, T ]→ R tels que

σ(t) = Aε(u̇(t)) + B(ε(u(t)), α(t))− E∗E(ϕ(t)) dans Ω× (0, T ), (7.1.1)

D = Eε(u) + CE(ϕ) dans Ω× (0, T ), (7.1.2)

α̇−∆α + k1∂χK(α) 3 S(ε(u), α) dans Ω× (0, T ), (7.1.3)

Div σ + f0 = ρü dans Ω× (0, T ), (7.1.4)

divD − q0 = 0 dans Ω× (0, T ), (7.1.5)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (7.1.6)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ), (7.1.7)
uν = 0 , ‖στ‖ ≤ g

‖στ‖ < g ⇒ u̇τ = 0

‖στ‖ = g ⇒ ∃λ ≥ 0 telle que στ = −λu̇τ

sur Γ3 × (0, T ), (7.1.8)

∂α
∂ν

= 0 sur Γ× (0, T ), (7.1.9)

ϕ = 0 sur Γa × (0, T ), (7.1.10)

D · ν = q2 sur Γb × (0, T ), (7.1.11)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, α(0) = α0 dans Ω. (7.1.12)

Rappelons que les équations (7.1.1) et (7.1.2) représentent la loi de comportement électro-

viscoélastique avec endommagement que nous avons déjà introduite dans (1.2.12), où A et B sont

les opérateurs de viscosité et d'élasticité à champs électriques nuls, E = (eijk) le tenseur piézo-

électrique à champ constant ou nul, C = (cij) le tenseur de la primitivité électique à déformation

nulle et E(ϕ) = −∇ϕ représente le champ électrique, l'évolution du champ d'dommagement est

régi par inclusion du type parabolique donnée par la relation (7.1.3). Les équations (7.1.4) et

(7.1.5) sont les équations du mouvement écrite pour le champ de contrainte et d'équilibre et

pour le champ de déplacement électrique, que nous avons déjà vu dans (1.1.5) et (1.1.8), les
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conditions (7.1.6) et (7.1.7) sont les conditions aux limites classiques de déplacement et traction.

Nous passons maintenant à la condition (7.1.8). Nous supposons que le contact est bilatérale

avec frottement de Tresca, où g désigne la limite de seuil de frottement, qui est supposée dé-

pendre uniquement de chaque point de Γ3. u̇τ désigne la vitesse tangentielle et στ représente la

contrainte tangentielle. L'inégalité forte est véri�ée dans la zone de blocage, et l'égalité dans la

zone de glissement. La relation (7.1.9) représente un état de frontière homogène de neumann,

où ∂α
∂ν

représente la dérivée normale de α. (7.1.10) et (7.1.11) sont les conditions aux limites

électriques. Finalement (7.1.12) représente les champs de déplacement, de vitesse et d'endom-

magement initiales.

Pour obtenir une formulation variationnelle du problème P4 nous nous plaçons dans le cadre

fonctionnel (page 5). Nous avons besoin des notations supplémentaires. Pour les conditions de

frottement, nous dé�nissons l'espace des déplacements admissibles V1 comme un sous-espace

fermé de H1

V1 = {v ∈ H1 | v = 0 sur Γ1 et vν = 0 sur Γ3}. (7.1.13)

Ensuite, l'inégalité de Korn sur V1 est véri�ée, alors, il existe une constante CK > 0 dépendant

uniquement de Ω et Γ1 telle que

‖ε(v)‖H ≥ CK‖v‖H1 , ∀v ∈ V1 (7.1.14)

Sur l'espace V1, nous considérons le produit scalaire donné par

(u, v)V1 = (ε(u), ε(v))H ∀u, v ∈ V1, (7.1.15)

et soit ‖ · ‖V1 la norme associée, i.e.

‖v‖V1 = ‖ε(v)‖H, v ∈ V1. (7.1.16)

Par l'inégalité de Korn, il vient que ‖ · ‖H1 et ‖ · ‖V1 sont des normes équivalentes sur V1 et ainsi

(V1, ‖ · ‖V1) est un espace de Hilbert. En outre, par le Théorème de trace de Sobolev il existe une
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constante C0 dépend uniquement de Ω, Γ1 et Γ3 telle que

‖v‖L2(Γ3)d ≤ C0‖v‖V1 , ∀v ∈ V1. (7.1.17)

Et d'autre part, nous avons encore besoin d'introduire quelques hypothèses sur les données.

L'opérateur d'élasticité B : Ω× Sd × R→ Sd satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe LB > 0 telle que

‖B(x, ε1, α1)− B(x, ε2, α2)‖ ≤ LB‖ε1 − ε2‖+ |α1 − α2|

pour tout ε1, ε2 ∈ Sd, pour tout α1, α2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω.

(b) L'application x 7→ B(x, ε, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout ε ∈ Sd, pour tout α ∈ R.

(c) L'application x 7→ B(x, 0, 0) ∈ H.

(7.1.18)

La fonction source d'endommagement S : Ω× Sd × R→ R satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe LS > 0 tels que

|S(x, ε1, α1)− S(x, ε2, α2)| ≤ LS(‖ε1 − ε2‖+ |α1 − α2|)

pour tout pour tout ε1, ε2 ∈ Sd, pour tout α1, α2 ∈ R, p.p. x ∈ Ω.

(b) L'application x 7→ S(x, ε, α) est Lebesgue mesurable sur Ω

pour tout ε ∈ Sd, pour tout α ∈ R.

(c) L'application x 7→ S(x, 0, 0) ∈ L2(Ω).

(7.1.19)

En plus les hypothèses (3.1.14), (6.1.17) et (6.1.18) sur les opérateurs A, E et C, respectivement,

que nous venons de voir dans les chapitres précédents .

La masse volumique satisfait

ρ ∈ L∞(Ω), Il existe ρ∗ > 0 telle que ρ(x) ≥ ρ∗, p.p. x ∈ Ω. (7.1.20)

La seuil de frottement g satisfait

g ∈ L∞(Γ3), g ≥ 0 sur Γ3. (7.1.21)
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Les forces volumiques f0, les tractions surfaciques f2 et les densités des charges électriques

volumiques q0 et surfaciques q2 véri�ent

f0 ∈ L2(0, T ;H), f2 ∈ L2(0, T ;L2(Γ2)d), (7.1.22)

q0 ∈ C(0, T ;L2(Ω)), q2 ∈ C(0, T ;L2(Γb)), (7.1.23)

q2(t) = 0 sur Γ3 ∀t ∈ [0, T ]. (7.1.24)

Rappelons que l'hypothèse (7.1.24) est de nature physique et elle est considérée ici pour modéliser

le fait que la base est supposée être isolatrice.

Les champs initiales des déplacements, de vitesse, et d'endommagement satisfont

u0 ∈ V1, w0 ∈ V1, α0 ∈ K. (7.1.25)

Enonçons maintenant quelques dé�nitions qui vont être utilisées dans la suite de ce chapitre,

d'abord nous dé�nissons la forme bilinéaire a : Y × Y → R par

a(ξ, ϕ) = k1

∫
Ω

∇ξ.∇ϕ dx. (7.1.26)

Nous utiliserons le produit scalaire mode�é sur H = L2(Ω)d, donné par

((u, v))H = (ρu, v)H , ∀u, v ∈ H. (7.1.27)

Soit ‖ . ‖H une norme associée, i.e

|‖v|‖H = (ρv, v)
1
2
H , ∀v ∈ H. (7.1.28)

En utilisant l'hypothèse (7.1.20), il vient que |‖.|‖H et ‖ · ‖H sont des normes équivalentes sur

H. De plus l'inclusion de la trace de (V1, ‖ · ‖V1) dans (H, |‖.|‖H) est continue et dense.

Nous utilisons la notation 〈·, ·〉V ′1×V1 pour représenter le produit de dualité entre V ′1 et V1, où

V ′1 le dual de V1. Identi�ant le dual de H avec lui même, donc nous pouvons écrire le Triple de

Gelfand V1 ⊂ H ⊂ V ′1 , donc nous avons

〈u, v〉V ′1×V1 = ((u, v))H ∀u ∈ H,∀v ∈ V1. (7.1.29)
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Le théorème de représentation de Riesz-Fréchet entraîne l'existence d'une fonction F (t) ∈ V ′1

dé�nie par

〈F (t), v〉V ′1×V1 = (f0(t), v)H + (f2(t), γv)L2(Γ2)d ∀v ∈ V1, t ∈ (0, T ). (7.1.30)

De même, le théorème de représentation de Riesz-Fréchet entraîne l'existence d'un élément q(t) ∈

W dé�nie par

(q(t), φ)W =

∫
Ω

q0(t)φdx−
∫

Γb

q2(t)φda ∀φ ∈ W, t ∈ [0, T ], (7.1.31)

On remarque que les conditions (7.1.22) et (7.1.23) impliquent que

F ∈ L2(0, T ;V ′1), q ∈ C(0, T ;W ) (7.1.32)

Ensuite, on dé�nit la fonctionnelle j : V1 → R comme suit

j(v) =

∫
Γ3

g‖vτ‖L2(Γ3)d da. (7.1.33)

7.2 Formulation variationnelle

A l'aide des formules de Green (2.1.4), (2.1.18), on obtient la formulation variationnelle du

problème P5 en termes de déplacement, de champ du potentiel électrique et de champ d'endom-

magement.

Problème P5
V . Trouver le champ des déplacements u : [0, T ] → V1, le champ de potentiel

électrique ϕ : [0, T ]→ W et le champ d'endommagement α : [0, T ]→ Y tels que

〈ü(t), v − u̇(t)〉V ′1×V1 + (Aεu̇(t), ε(v − u̇(t)))H + (B(ε(u(t)), α(t)), ε(v − u̇(t)))H

+(E∗∇ϕ(t), ε(v − u̇(t)))H + j(v)− j(u̇(t)) ≥ 〈F (t), v − u̇(t)〉V ′1×V1
∀v ∈ V1, p.p. t ∈ (0, T ),

(7.2.1)

(C∇ϕ(t),∇φ)H − (Eε(u(t)),∇φ)H = (q(t), φ)W ∀φ ∈ W, t ∈ (0, T ), (7.2.2)

(α̇(t), ξ − α(t))L2(Ω) + a(α(t), ξ − α(t))

≥ (S(ε(u(t)), α(t)), ξ − α(t))L2(Ω) α(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, T ] , ∀ξ ∈ K,
(7.2.3)

u(0) = u0, u̇(0) = w0, α(0) = α0. (7.2.4)
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7.3 Existence et unicité de la solution

L'existence d'une solution unique du problème variationnel P5
V est donnée par le Théorème

suivant :

Théorème 7.3.1 . Supposons que les hypothèses (3.1.14), (6.1.17),(6.1.18) et (7.1.20)-(7.1.25)

sont véri�ées. Alors, il existe une solution unique {u, ϕ, α} au problème P5
V ayant la régularité

u ∈ W 1,2(0, T ;V1) ∩ C1(0, T ;H) ∩W 2,2(0, T ;V ′1), (7.3.1)

ϕ ∈ C(0, T ;W ), (7.3.2)

α ∈ W 1,2(0, T ;L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;Y ). (7.3.3)

Un quintuple de fonctions (u, ϕ, σ,D, α) qui satisfont (7.1.1), (7.1.2) et (7.3.1)-(7.3.3) s'appelle

solution faible du problème de contact électro-viscoélastique P5. Nous concluons par le Théo-

rème 7.3.1 qu'il existe une unique solution faible du problème P5. Pour préciser la régularité

de la solution faible nous notons que les relations constitutives (7.1.1) et (7.1.2), les hypothèses

(6.1.17), (6.1.18) et (7.1.20), et la régularité (7.3.1)-(7.3.3) montrent que σ ∈ L2(0, T ;H) et

D ∈ C([0, T ];L2(Ω)d). Nous prenons v = u̇(t)± z, où z ∈ D(Ω)d dans (7.2.1) et φ ∈ D(Ω) dans

(7.2.2) et utilisant les notations (7.1.30) et (7.1.31) pour obtenir

Div σ(t) + f0 = 0, divD(t) = q0(t) ∀t ∈ [0, T ].

Il s'ensuit maintenamt de la régularité (7.1.22), (7.1.23) que Div σ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)d) et divD ∈

C([0, T ];L2(Ω)) ce qui montre

σ ∈ L2(0, T ;H1). (7.3.4)

D ∈ C([0, T ];W) (7.3.5)

Nous concluons que la solution faible (u, ϕ, σ,D, α) du problème piézoélectrique de contact P5

possède la régularité (7.3.1)-(7.3.5).
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La preuve du Théorème 7.3.1 sera réalisée en plusieurs étapes. Il est basé sur des arguments des

équations et des inéquations de l'évolution non linéaires de premier ordre, et les arguments de

point �xe.

Dans la première étape nous considérons le problème auxiliaire suivant pour le champ de dépla-

cement, dans lequel η ∈ L2(0, T ;V ′) est donné.

Problème P5
uη . Trouver le champ des déplacements uη : [0, T ]→ V1 tel que

〈üη(t), v − u̇(t)〉V ′1×V1 + (Aε(u̇η(t)), ε(v − u̇(t)))H + j(v)− j(u̇(t))

+〈η(t), v − u̇(t)〉V ′1×V1 ≥ 〈F (t), v − u̇(t)〉V ′1×V1 , ∀v ∈ V1.
(7.3.6)

uη(0) = u0, u̇η(0) = w0. (7.3.7)

Nous dé�nissons h(t) ∈ V ′1 pour p.p. t ∈ (0, T ), par

〈h(t), v〉V ′1×V1 = 〈Fη(t), v〉V ′1×V1 = 〈F (t)− η(t), v〉V ′1×V1 , ∀v ∈ V1. (7.3.8)

En utilisant le théorème de représentation de Riesz-Fréchet, nous dé�nissons l'opérateur A :

V1 → V ′1

〈Au, v〉V ′1×V1 = (Aε(u), ε(v))H, u, v ∈ V, (7.3.9)

En utilisant la variable de vitesse wη = u̇η, le problème P5
uη est écrit pour p.p. t ∈ (0, T ) :

Problème P5
wη . Trouver le champ des vitesses wη : [0, T ]→ V1 tel que

〈ẇη(t), v − wη(t)〉V ′1×V1 + 〈Awη(t), v − wη(t)〉V ′1×V1 + j(v)− j(wη(t))

≥ 〈Fη(t), v − wη(t)〉V ′1×V1 , ∀v ∈ V1.
(7.3.10)

wη(0) = w0. (7.3.11)

Pour résoudre le problème P5
wη , nous démontrons le résultat suivant.

Lemme 7.3.1 . Supposons que les hypothèses (3.1.14) et (7.1.21) sont véri�ées. Alors l'opéra-
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teur A et la fonctionnelle j dé�nis respectivement par (7.3.9) et (7.1.33) satisfont

(a) A : V → V ′ est un opérateur hemicontinu et fortement monotone,

(b) ∃ C1 ≥ 0, ∃ C2 ≥ 0,∀v ∈ V ‖Av‖V ′ ≤ C1‖v‖V + C2,

(c) pour toute suite (un) et u dans L2(0, T ;V ) telle que

un ⇀ u faiblement dans L2(0, T ;V ) alors

Aun ⇀ Au faiblement étoile dans L2(0, T ;V ′)

et lim inf
n→+∞

∫ T
0
〈Aun(t), un(t)〉V ′×V dt ≥

∫ T
0
〈Au(t), u(t)〉V ′×V dt

(7.3.12)



(a) j : V → R est une fonctionnelle convexe et semi-continue,

Il existe une suite des fonctions de C1 et convexe (jn) : V → R tels que

(b) ∃ d1 ≥ 0, ∃ d2 ≥ 0, ∀n ∈ N, ‖j′n(v)‖V ′ ≤ d1‖v‖V + d2,

(c) ∀v ∈ L2(0, T ;V ), lim
n→+∞

∫ T
0
jn(v(t))dt =

∫ T
0
j(v(t))dt,

(d) pour toute suite (vn) et v dans L2(0, T ;V ) telle que

vn ⇀ v faiblement dans L2(0, T ;V ) alors

lim inf
n→+∞

∫ T
0
jn(vn(t))dt ≥

∫ T
0
j(v(t))dt.

(7.3.13)

j′n(v) désigne la dérivée au sens de Fréchet de jn en v.

Démonstration. D'après la dé�nition (7.3.9) de l'opérateur A, les hypothèses (3.1.14) et (2.1.8)

nous pouvons véri�er que A satisfait les conditions (7.3.12)(a)-(b), et en appliquant le théorème

de Lebesgue on déduit la condition (7.3.12)(c).

D'autre part, en utilisant l'injection continue de V1 dans L2(Γ3)d nous trouvons alors que la

fonctionnelle j est continue et convexe. Pour approcher la fonction j, nous utilisons la suite des

fonctonnelles (jn) : V1 → R dé�nie par

jn(v) =

∫
Γ3

g
√
‖vτ‖2

L2(Γ3)d
+ exp(−n) da, ∀v ∈ V1, ∀n ∈ N.

Nous véri�ons que la dérivée au sens de Fréchet de jn en v est donnée par

〈j′n(v), h〉V ′1×V1 =

∫
Γ3

g
(vτ , hτ )√

‖vτ‖2
L2(Γ3)d

+ e−n
da, ∀h ∈ V1. (7.3.14)
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Nous constatons que jn est continûment di�érentiable. On peut véri�er que pour tout a ≥ 0,

b ≥ 0, tels que a+ b = 1, pour tous x, y ∈ R et n ∈ N√
(ax+ by)2 + e−n ≤ a

√
x2 + e−n + b

√
y2 + e−n. (7.3.15)

Alors jn est convexe pour tout n ∈ N. En utilisant (7.3.14) il s'ensuit que

∃ C ≥ 0, ∀v ∈ V1, ‖j′n(v)‖V ′ ≤ C‖g‖L∞(Γ3),

donc (7.3.13)(b) est satisfaite. D'après la dé�nition de jn on a lim
n→+∞

jn(v) = j(v) et comme jn

est continue sur V1, en appliquant le théorème de Lebesgue, on déduit la propriété (7.3.13)(c).

En�n (7.3.13)(d) est une conséquence du fait que

∀v ∈ V1, ∀n ∈ N, jn(v) ≥ j(v).

Nous concluons que l'opérateur A, les fonctionnelles j et jn véri�ent les conditions (7.3.12) et

(7.3.13). �

Lemme 7.3.2 . Sous les hypothèses (7.3.12) et (7.3.13) et pour tout η ∈ L2(0, T ;V ′1), le problème

P5
wη a une solution unique ayant la régularité

wη ∈ C(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V1) ∩W 1,2(0, T ;V ′1)

.
Démonstration. En utilisant(7.3.12)(a)-(b) et (7.3.13)(b), on déduit que l'opérateur A+j′n est

hemicontinu et fortement monotone et véri�e les conditions (2.4.1) et (2.4.2) du Théorème 2.4.1.

Alors, ∀n ∈ N, ∃!wnη ∈ L2(0, T ;V1) ∩ C([0, T ];H) ∩W 1,2(0, T ;V ′1) tels que ẇnη (t) + Awnη (t) + j′n(wnη (t)) = h(t) dans V ′1 , p.p. t ∈ (0, T ),

wnη (0) = w0.
(7.3.16)

Alors, nous obtenons

〈ẇnη (t), v − wnη (t)〉V ′1×V1 + 〈Awnη (t), v − wnη (t)〉V ′1×V1 + j(v)− j(wnη (t))

≥ 〈h(t), v − wnη (t)〉V ′1×V1 , ∀v ∈ V1, p.p. t ∈ (0, T ).
(7.3.17)
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D'après (7.3.16), nous avons

〈ẇnη (t), wnη (t)〉V ′1×V1 + 〈Awnη (t), wnη (t)〉V ′1×V1 + 〈j′n(wnη (t)), (wnη (t))〉V ′1×V1
= 〈h(t), wnη (t)〉V ′1×V1 , p.p. t ∈ (0, T ).

(7.3.18)

On intègre la dernière égalité sur [0, t], t ∈ [0, T ], et en utilisant (3.1.14) et la monotonie de j′n,

pour déduire que

∃ C > 0, ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, T ], ‖wnη (t)‖H ≤ C,

∫ T

0

‖wnη (t)‖2
V1
dt ≤ C.

D'après (7.3.16), (7.3.12)(b) et (7.3.13)(b) nous avons

∃ C > 0, ∀n ∈ N
∫ T

0

‖ẇnη (t)‖2
V1
dt ≤ C.

Nous pouvons donc extraire une sous-suite notée encore (wnη ) pour trouver que wnη ⇀ wη faiblement dans L2(0, T ;V1) et faiblement étoile dans L∞(0, T ;H),

ẇnη ⇀ ẇη faiblement étoile dans L2(0, T ;V ′1).
(7.3.19)

Il s'ensuit que

wη ∈ C([0, T ];H) et wnη (t) ⇀ wη(t) faiblement étoile dans H, ∀t ∈ [0, T ]. (7.3.20)

On intègre (7.3.17), nous avons ∀v ∈ L2(0, T ;V1)∫ T

0

〈ẇnη (t), v〉V ′1×V1dt+

∫ T

0

〈Awnη (t), v〉V ′1×V1dt+

∫ T

0

jn(v)dt

≥
∫ T

0

〈ẇnη (t), wnη (t)〉V ′1×V1dt+

∫ T

0

〈Awnη (t), wnη (t)〉V ′1×V1dt

+

∫ T

0

jn(wnη (t))dt+

∫ T

0

〈h(t), v − wnη (t)〉V ′1×V1dt,

et nous trouvons ∫ T

0

〈ẇnη (t), v〉V ′1×V1dt+

∫ T

0

〈Awnη (t), v〉V ′1×V1dt+

∫ T

0

jn(v)dt

≥ 1

2
‖wnη (T )‖2

H −
1

2
‖wnη (0)‖2

H +

∫ T

0

〈Awnη (t), wnη (t)〉V ′1×V1dt

+

∫ T

0

jn(wnη (t))dt+

∫ T

0

〈h(t), v − wnη (t)〉V ′1×V1dt,

(7.3.21)
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Nous utilisons (7.3.13)(c)-(d), (7.3.19), (7.3.20) et la semi-continuité inférieurement faiblement,

on obtient que ∀v ∈ L2(0, T ;V1)∫ T

0

〈ẇη, v − wη〉V ′1×V1dt+

∫ T

0

〈Awη, v − wη〉V ′1×V1dt+

∫ T

0

(j(v)− j(wη))dt

≥
∫ T

0

〈Fη, v − wη〉V ′1×V1dt.
(7.3.22)

L'inégalité précédente implique que

〈ẇη(t), v − wη(t)〉V ′1×V1 + 〈Awη(t), v − wη(t)〉V ′1×V1 + j(v)− j(wη(t))

≥ 〈Fη(t), v − wη(t)〉V ′1×V1 ∀v ∈ V1, p.p. t ∈ (0, T ).

Nous concluons que P5
wη a au moins une solution wη ∈ C(0, T ;H)∩L2(0, T ;V1)∩W 1,2(0, T ;V ′1).

Pour l'unicité, soient w1η, w2η deux solutions de P5
wη . Nous utilisons (7.3.10) à obtenir pour p.p

t ∈ (0, T )

〈ẇ2η(t)− ẇ1η(t), w2η(t)− w1η(t)〉V ′1×V1 + 〈Aw2η(t)− Aw1η(t), w2η(t)− w1η(t)〉V ′1×V1 ≥ 0.

Intégrons l'inégalité précédente, en utilisant (7.3.9) et (3.1.14), nous trouvons

1

2
‖w2η(t)− w1η(t)‖2

H +

∫ t

0

‖w2η(s)− w1η(s)‖2
V1
ds ≤ 0, ∀t ∈ [0, T ],

ce qui implique

w1η = w2η

�

On considère maintenant uη : [0, T ]→ V1 la fonction dé�nie par

uη =

∫ t

0

wη(s)ds+ u0, ∀t ∈ [0, T ]. (7.3.23)

Dans l'étude du problème P5
uη , nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.3.3 . P4
uη a une solution unique ayant la régularité exprimé dans (7.3.1).
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Démonstration. La preuve du Lemme 7.3.3 est une conséquence du Lemme 7.3.2 et la relation

(7.3.23). �

Dans la prochaine étape, nous utilisons la solution uη obtenue dans le Lemme 7.3.3.

Problème P5
ϕη . Trouver un champ de potentiel électrique ϕη : [0, T ]→ W tel que

(C∇ϕη(t),∇φ)H − (Eε(uη(t)),∇φ)H = (q(t), φ)W ∀φ ∈ W, t ∈ [0, T ]. (7.3.24)

Nous avons le résultat suivant d'existence et d'unicité.

Lemme 7.3.4 Il existe une solution unique du problème P5
ϕη et cela satisfait la régularité (7.3.2).

Démonstration. Nous dé�nissons la forme bilinéaire b : W ×W → R par

b(ϕ, φ) = (C∇ϕ,∇φ)L2(Ω)d ∀ϕ, φ ∈ W. (7.3.25)

D'après (7.3.25) ,(6.1.18) ,(2.1.15) et (2.1.16) avec l'inégalité de Holder, nous pouvons démon-

ter que la forme bilinéaire b est continue, symétrique et coercive sur W. Ainsi, gardant à l'es-

prit l'hypothèse (6.1.17) sur le tenseur piézoélectrique E , la régularité uη ∈ C1(0, T ;H) et

q ∈ C([0, T ];W ) dans (6.1.30), nous obtenons que la forme liniéaire Lη : [0, T ] → W dé�-

nie par

(Lη(t), φ)W = (q(t), φ)W + (Eε(uη(t)),∇φ)H ∀φ ∈ W, t ∈ [0, T ].

est continue. En appliquant le théorème de Lax-Milgram, nous demontrons qu'il existe un élément

unique ϕη(t) ∈ W tel que

b(ϕη(t), φ) = (Lη(t), φ)W ∀φ ∈ W. (7.3.26)

Nous concluons que ϕη(t) est une solution de P5
ϕη , soient t1, t2 ∈ [0, T ], il résulte de (2.1.15),

(2.1.16), (6.1.17), (6.1.18) et (7.3.24) que

‖ϕη(t1)− ϕη(t2)‖W ≤ C(‖uη(t1)− uη(t2)‖V + ‖q(t1)− q(t2)‖W ). (7.3.27)

L'inégalité (7.3.27) et les régularités de uη et q impliquent que ϕη ∈ C([0, T ];W ). �
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Problème P5
αµ . Trouver le champ d'endommagement αµ : [0, T ]→ Y tels que

αµ(t) ∈ K, (α̇µ(t), ξ − αµ)L2(Ω) + a(αµ(t), ξ − αµ(t))

≥ (µ(t), ξ − αµ(t))L2(Ω) , ∀ξ ∈ K p.p.t ∈ [0, T ],
(7.3.28)

αµ(0) = α0. (7.3.29)

Lemme 7.3.5 . Pour tout µ ∈ L2(0, T ;Y ′), il existe une unique solution αµ du problème auxi-

liaire P5
αµ satisfait (7.3.3).

Démonstration. Nous utilisons la dé�nition (7.1.26) et le fait que α0 ∈ K dans (7.2.4) et

un résultat classique d'existence et d'unicité sur les inéquations paraboliques données dans le

Théorème 2.4.2. �

Pour chaque (η, µ) ∈ L2([0, T ];V ′1 × L2(Ω)) nous notons par uη la solution du probleme P5
uη

fournie dans le Lemme 7.3.3, par ϕη la solution du probleme P5
ϕη fournie dans le Lemme 7.3.4 et

par αµ la solution du probleme P5
αµ fournie dans le Lemme 7.3.5, En outre, nous appliquons le

théorème de représentation de Riesz-Fréchet pour dé�nir la fonction Λ(η, µ) : [0, T ]→ V ′1×L2(Ω)

par

Λ(η(t), µ(t)) = (Λ0(η(t), µ(t)),Λ1(η(t), µ(t))) (7.3.30)

où Λ0 et Λ1 donnés par

〈Λ0(η(t), µ(t)), v〉V ′1×V1 =
(
B(ε(uη(t)), αµ(t)) + E∗∇ϕη(t), ε(v)

)
H

(7.3.31)

Λ1(η(t), µ(t)) = S(ε(uη(t)), αµ(t)) (7.3.32)

Lemme 7.3.6 . Pour chaque (η, µ) ∈ L2(0, T ;V ′1 × L2(Ω)), la fonction Λ(η, µ) appartient à

l'espace L2(0, T ;V ′1 × L2(Ω)). Par ailleurs, l'opérateur Λ : L2(0, T ;V ′1 × L2(Ω))→ L2(0, T ;V ′1 ×

L2(Ω)) possède un point �xe (η∗, µ∗) unique.
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Démonstration. Soient (η1, θ1), (η2, θ2) ∈ L2(0, T ;V ′ × L2(Ω)). Pour simplicité, nous utilisons

les notations uηi = ui, u̇ηi = u̇i, ϕηi = ϕi et αµi = αi, pour i = 1, 2, nous avons

‖Λ0(η1, µ1)− Λ0(η2, µ2)‖V ′ ≤ ‖B(ε(u1), α1)− B(ε(u2), α1)‖H + ‖E∗∇ϕ1 − E∗∇ϕ2‖H

D'après la dé�nition (7.3.30) combinée avec les hypothèses (2.1.8), (7.1.18) sur B et (6.1.17) sur

E , on en déduit qu'il existe C > 0 telle que

‖Λ0(η1, µ1)− Λ0(η2, µ2)‖2
V ′ ≤ C(‖u1 − u2‖2

V1
+ ‖α1 − α2‖2

L2(Ω) + ‖ϕ1 − ϕ2‖2
W ). (7.3.33)

Comme u1 et u2 ont la même valeur initiale, il s'ensuit que

‖u1(t)− u2(t)‖V1 ≤
∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V ′1ds, ∀t ∈ [0, T ]. (7.3.34)

Mettons η = η1, v = u̇2 et η = η2, v = u̇1 dans (7.3.6), gardant à l'esprit (7.3.9) et en combinant

les inégalités résultantes, nous en trouvons

〈ü1 − ü2, u̇1 − u̇2〉V ′1×V1 + 〈Au̇1 − Au̇2, u̇1 − u̇2〉V ′1×V1 ≤ −〈η1 − η2, u̇1 − u̇2〉V ′1×V1 ,

en utilisant des arguments semblables à celui qui fait pour (3.3.46), nous trouvons∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2
V ′1
ds ≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′1
ds p.p. t ∈ (0, T ). (7.3.35)

De (7.3.34) et (7.3.35), on déduire

‖u1(t)− u2(t)‖2
V1
≤ C

∫ t

0

‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′1
ds p.p. t ∈ (0, T ). (7.3.36)

Nous employons les hypothèses (6.1.17) et (6.1.18) sur les tenseurs piézoélectriques et la permit-

tivité respectivement avec l'inégalité de Friedrichs-Poincaré (2.1.16), il s'ensuit de (7.3.24) que

‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖2
W ≤ C‖u1(t)− u2(t)‖2

V1
, ∀t ∈ [0, T ]. (7.3.37)
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En outre, en substitutant µ = µ1, ξ = αµ1 , µ = µ2, ξ = αµ2 dans (7.3.28) et en soustrayant les

deux inégalités obtenues, on trouve

(α̇µ1(t)− α̇µ2(t), αµ1(t)− αµ2(t))L2(Ω) + a(αµ1(t)− αµ2(t), αµ1(t)− αµ2(t))

≤ (λ1(t)− λ2(t), αµ1(t)− αµ2(t))L2(Ω), p.p. t ∈ (0, T ).

On intègre l'égalité précédente et en appliquant les inégalité de Hölder et Young, et lemme de

Gronwall on déduit que

‖αµ1(t)− αµ2(t)‖2
L2(Ω) ≤ C

∫ t

0

‖µ1(s)− µ2(s)‖2
L2(Ω)ds. (7.3.38)

Nous substituons (7.3.36)-(7.3.38) dans (7.3.33) nous obtenons∫ T

0

‖Λ0(η1(s), µ1(s))− Λ0(η2(s), µ2(s))‖2
V ′1×L2(Ω)ds

≤ C

∫ T

0

(‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′1

+ ‖µ1(s)− µ2(s)‖2
L2(Ω))ds.

(7.3.39)

En utilisant l'hypothèse (7.1.19), l'égalité (2.1.8) avec les estimations (7.3.36) et (7.3.38) on

obtient l'estimation de Λ1∫ T

0

‖Λ1(η1(s), µ1(s))− Λ1(η2(s), µ2(s))‖2
V ′1×L2(Ω)ds

=

∫ T

0

‖S(ε(u1(s)), α1(s))− S(ε(u2(s)), α2(s))‖2
V ′1×L2(Ω)ds

≤ C

∫ T

0

(‖η1(s)− η2(s)‖2
V ′1

+ ‖µ1(s)− µ2(s)‖2
L2(Ω))ds.

(7.3.40)

Nous combinons les inégalités (7.3.39) et (7.3.40) pour obtenir

‖Λ(η1, µ1)− Λ(η2, µ2)‖2
L2(0,T ;V ′1×L2(Ω)) ≤ C‖η1 − µ1, η2 − µ2‖2

L2(0,T ;V ′1×L2(Ω)). (7.3.41)

En réitérant n fois l'inégalité (7.3.41) on obtient :

‖Λn(η1, µ1)− Λn(η2, µ2)‖2
L2(0,T ;V ′1×L2(Ω)) ≤

Cn

n!
‖η1 − µ1), η2 − µ2‖2

L2(0,T ;V ′1×L2(Ω)), (7.3.42)

ce qui implique que pour n su�samment grand une puissance Λn de Λ est une contraction dans

l'espace de Banach L2(0, T ;V ′1 × L2(Ω)), ce qui conclut la preuve. �
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Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour fournir la preuve du Théorème 7.3.1.

Démonstration du Théorème 7.3.1.

Existence. Soit (η∗, µ∗) ∈ L2(0, T ;V ′1 × L2(Ω)) le point �xe de Λ et soit u, ϕ et α la solution

du probleme P5
uη ,P5

ϕη et P5
αµ pour η = η∗ et µ = µ∗ c'est-à-dire u = uη∗ , ϕ = ϕη∗ et α = αµ∗ .

Les égalités Λ0(η∗, µ∗) = η∗ et Λ1(η∗, µ∗) = µ∗ combinées avec (7.3.31) et (7.3.32) montrent que

(7.2.1)-(7.2.3) sont satisfaites. Ensuite, (7.2.4) et la régularité (7.3.1)-(7.3.3) résulte de Lemmes

7.3.3, 7.3.4 et 7.3.5. Comme u ∈ W 1,2(0, T ;V1) , il s'ensuit de (7.1.1), (6.1.17), (3.1.14) et (7.1.18)

que σ ∈ L2(0, T ;H). Maintenant les hypothèses (7.1.20), (7.1.22) et la regularité ü ∈ L2(0, T ;V ′1)

impliquent que Divσ ∈ L2(0, T ;V ′1).

Unicité. L'unicité de la solution est une conséquence de l'unicité du point �xe de l'opérateur Λ

dé�ni par (7.3.30)-(7.3.32) et la solvabilité unique de problème P5
uη , P

5
ϕη et P

5
αµ . �

7.4 Dépendance continue de la solution par rapport au seuil

de frottement

Nous étudions les comportement de la solution du problème (7.2.1)-(7.2.4) donnée par le

Théorème 7.3.1 par rapport au seuil de frottement g. Les principaux résultats de cette section

sont les suivants.

Théorème 7.4.1 . Supposons que les hypothèses (3.1.14), (6.1.17),(6.1.18) et (7.1.20)-(7.1.25)

sont véri�ées. Soit (ui, ϕi, αi) la solution du problème variationnel P5
V , avec gi qui satisfont

(7.1.21), pour i = 1, 2. Alors, il existe C > 0, qui dépend de Ω,Γ,A,B, E , C et T , telle que

‖u1 − u2‖L2(0,T ;V1) ≤ C‖g1 − g2‖L∞(Γ3), (7.4.1)

‖ϕ1 − ϕ2‖C([0,T ];W ) ≤ C‖g1 − g2‖L∞(Γ3), (7.4.2)

‖α1 − α2‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ C‖g1 − g2‖L∞(Γ3). (7.4.3)
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En plus de l'intérêt mathématique dans ce résultat, le théorème 7.4.1 est important dans les

applications mécaniques, car il montre que les petites inexactitudes ou des variations du seuil de

frottement conduisent à de petits changements dans la solution

Démonstration. Nous utilisons la notation ji, i = 1, 2, pour la fonction dé�nie par (7.1.33)

avec g = gi. Par conséquent,

ji(v) =

∫
Γ3

gi‖vτ‖L2(Γ3)d da, ∀v ∈ V1. (7.4.4)

En utilisant(7.1.1) et (7.2.1)-(7.2.4), pour j = ji, i = 1, 2, on en déduit que

σi(t) = Aεu̇i(t))) + B(ε(ui(t)), αi(t)) + E∗∇ϕi(t) (7.4.5)

〈üi(t), v − u̇i(t)〉V ′1×V1 + (σi(t), ε(v − u̇i(t)))H + ji(v)− ji(ui(t))

≥ 〈F (t), v − u̇i(t)〉V ′1×V1 , ∀v ∈ V1, p.p. t ∈ (0, T ),
(7.4.6)

(C∇ϕi(t),∇φ)H − (Eε(ui(t)),∇φ)H = (q(t), φ)W , ∀φ ∈ W, t ∈ (0, T ), (7.4.7)

(α̇i(t), ξ − αi(t))L2(Ω) + a(αi(t), ξ − αi(t))

≥ (S(ε(ui(t)), αi(t)), ξ − αi(t))L2(Ω), αi(t) ∈ K, ∀t ∈ [0, T ] ,∀ξ ∈ K,
(7.4.8)

ui(0) = u0, u̇i(0) = w0, αi(0) = α0. (7.4.9)

On prend v = u̇2 pour i = 1, et v = u̇1 pour i = 2 dans l'inégalité (7.4.6), pour obtenir

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′1×V1 + (σ1(t)− σ2(t), ε(u̇1(t)− u̇2(t)))H (7.4.10)

≤ j1(u̇2(t))− j1(u̇1(t)) + j2(u̇2(t))− j2(u̇1(t)), p.p. t ∈ (0, T ), (7.4.11)

Nous dé�nissons

σep1 (t) = σ1(t)−Aε(u̇(t)), σep2 (t) = σ2(t)−Aε(u̇(t)). (7.4.12)

Notant que (7.4.5) pour i = 1, 2, nous obtenons

σep1 (t) = B(ε(u1(t)), α1(t)) + E∗∇ϕ1(t) (7.4.13)

σep2 (t) = B(ε(u2(t)), α2(t))) + E∗∇ϕ2(t) (7.4.14)
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Nous combinons (7.4.10) et (7.4.12) pour obtenir

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′1×V1 + (Aε(u̇1(t))−Aε(u̇2(t)), ε(u̇1(t)− u̇2(t)))H

≤ −(σep1 (t)− σep2 (t), ε(u̇1(t)− u̇2(t)))H + j1(u̇2(t))− j1(u̇1(t))

+ j2(u̇2(t))− j2(u̇1(t)), p.p. t ∈ (0, T ),

(7.4.15)

Il résulte de (3.1.14) que pour p.p. t ∈ (0, T ),

(Aε(u̇1(t))−Aε(u̇2(t)), ε(u̇1(t)− u̇2(t)))H ≥ mA‖u̇1(t)− u̇2(t)‖V1 (7.4.16)

Nous utilisons maintenant (7.1.18) et (7.1.16) pour obtenir

‖σep1 (t)− σep2 (t)‖H ≤ C(‖u1(t)− u2(t)‖V1 + ‖α1(t)− α2(t)‖L2(Ω) + ‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖W ) (7.4.17)

En substituant maintenant i = 1, ξ = α2, i = 2, ξ = α1 dans (7.4.8) on trouve

(α̇1(t)− α̇2(t), α1(t)− α2(t))L2(Ω) + a(α1(t)− α2(t), α1(t)− α2(t))

= (S(ε(u1(t)), α1(t))− S(ε(u2(t)), α2(t)), α1(t)− α2(t))L2(Ω), p.p. t ∈ (0, T ).

On intègre l'inégalité précédente, en utilisant les conditions intiales α1(0) = α2(0) = α0 et comme

a est Y -elliptique nous obtenons,

1

2
‖α1(t)− α2(t)‖2

L2(Ω) + C

∫ t

0

‖α1(s)− α2(s)‖2
Y ds

≤
∫ t

0

(S(ε(u1(t)), α1(t))− S(ε(u2(t)), α2(t)), α1(t)− α2(t))L2(Ω)ds

Employant (7.1.19)(a), (7.1.16), les inégalités de Hölder et Young et lemme de Gronwall on

déduit que

‖α1(t)− α2(t)‖2
L2(Ω) ≤ C

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖2
V1
ds. (7.4.18)

Nous employons les hypothèses (6.1.17) et (6.1.18) et avec l'inégalité (2.1.16), il s'ensuit de (7.4.7)

que

‖ϕ1(t)− ϕ2(t)‖W ≤ C‖u1(t)− u2(t)‖V1 , ∀t ∈ [0, T ]. (7.4.19)
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Depuis u1(0) = u2(0) = u0, nous voyons que

‖u1(t)− u2(t)‖V ≤
∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V1ds, ∀s ∈ [0, T ]. (7.4.20)

En tenant compte de (7.4.19) et (7.4.20) nous obtenons

‖σep1 (t)− σep2 (t)‖H ≤ C(‖α1(t)− α2(t)‖L2(Ω) +

∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V1ds). (7.4.21)

L'inégalité (7.4.21) montre que

− (σep1 (t)− σep2 (t), ε(u̇1(t)− u̇2(t)))H

≤ C(‖α1(t)− α2(t)‖L2(Ω) +

∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V1ds)‖u̇1(t)− u̇2(t)‖V1 .
(7.4.22)

D'après la dé�nition (7.1.33) de la fonction ji pour i = 1, 2 et (7.1.17), on obtient

j1(u̇2(t))− j1(u̇1(t)) + j2(u̇2(t))− j2(u̇1(t)) ≤ C‖g1 − g2‖L∞(Γ3)‖u̇1(t)− u̇2(t)‖V1 (7.4.23)

Nous substituons (7.4.22) et (7.4.23) dans (7.4.15) pour obtenir pour p.p. t ∈ (0, T )

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′1×V1 +mA‖u̇1(t)− u̇2(t)‖V1

≤ C(‖g1 − g2‖L∞(Γ3) + ‖α1(t)− α2(t)‖L2(Ω)

+

∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖V1ds)‖u̇1(t)− u̇2(t)‖V1 .

(7.4.24)

En utilisant (7.4.24), l'inégalité (ab ≤ 1
2mA

a2 + mA
2
b2), l'inégalité de Hölder, (7.4.18) et (7.4.20),

nous trouvons

〈ü1(t)− ü2(t), u̇1(t)− u̇2(t)〉V ′1×V1 +
mA
2
‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2

V1

≤ C(‖g1 − g2‖2
L∞(Γ3) +

∫ t

0

‖u̇1(s)− u̇2(s)‖2
V1
ds), p.p .t ∈ (0, T )

(7.4.25)

On intègre l'inégalité précédente sur [0, s] et utilisons la condition initiale u̇1(0) = u̇2(0) = w0

pour avoir

mA
2

∫ s

0

‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2
V1
dt

≤ C(

∫ s

0

‖g1 − g2‖2
L∞(Γ3)dt+

∫ s

0

∫ t

0

‖u̇1(r)− u̇2(r)‖2
V1
drdt), ∀s ∈ [0, T ]

(7.4.26)
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Nous appliquons l'inégalité de Gronwall pour obtenir∫ s

0

‖u̇1(t)− u̇2(t)‖2
V1
dt ≤ C

∫ s

0

‖g1 − g2‖2
L∞(Γ3)dt ≤ C‖g1 − g2‖2

L∞(Γ3), ∀s ∈ [0, T ], (7.4.27)

Des inégalités (7.4.20) et (7.4.27) on résulte l'estimation (7.4.1). Les estimations (7.4.2) et (7.4.3)

respectivement sont des conséquences de (7.4.19) et (7.4.18). �
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