MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR
ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE FERHAT ABBAS - SETIF 1

THESE

Présentée a la faculté des Sciences

Département de Mathématiques
Pour I'obtention du diplome de
DOCTORAT EN SCIENCES
Option : Mathématiques Appliquées
Par
Azeb Ahmed ABDELAZIZ

THEME

Etude théorique de quelques problémes
dynamiques en contact avec endommagement

Soutenu le : 26 /05/ 2015

Devant le jury :

Président Dr. A. KADEM Prof. Université de Sétif 1

Encadreur Dr. S. BOUTECHEBAK M.C. Université de Sétif 1

Examinateurs Dr. A. AYADI Prof. Université d’Oum EL Bouaghi
Dr. A. MEROUANI M.C. Université de Bordj Bou Arréridj



Remerciements

Mes premiers remerciements vont, comme il se doit, & Docteur "Souraya Boutechebak" qui a
dirigé cette these. C’est trés difficile en quelques lignes de remercier mon directeur de these. Tout
d’abord, je la remercie de m’avoir permis suivre cette aventure de la recherche en Mathématiques
Appliquées ou j’ai pu apprécier tant sa dynamisme que sa rigueur scientifique. Je tiens ensuite
a leur exprimer mes plus vifs remerciements pour tous les précieux conseils qu’elle m’a donnés
en orientant et en guidant mon travail. Outre sa compétence, la patience et la confiance qu’elle
m’a accordée, travailler sous sa direction fit pour moi un grand plaisir.

Ma reconnaissance va aussi a Monsieur A. Kadem pour avoir accepté d’étre président de ce
jury. Je le remercie profondédement pour les suggestions importantes qu’il m’a faits.

Je remercie également Messieurs A. Merouani et A. Ayadi de m’avoir 'honneur de participer
au jury. Je les remercies trés chaleureusement.

Je tiens enfin & exprimer mes remerciements a tous les miens qui m’ont soutenue par leur
amour et leur confiance ; mes amis qui trouveront ici toute ma reconnaissance pour leur aide et

leur encouragement qui m’a permis de terminer cette thése.

i



Table des matiéres

Introduction générale
Notations

Liste des figures

I Modélisation et Outils Mathématiques

1 Modélisation
1.1 Cadres physiques - Modéles mathématiques . . . . . . ..
1.2 Lois de comportement. . . . . . .. ... ... ... .. ..
1.3 Conditions aux limites de contact et lois de frottement . .

1.4 Conditions électriques a la surface de contact . . . . . . ..

2 OQOutils Mathématiques
2.1 Espacesde Sobolev . . . .. .. ... ... ... ...
2.2 Triplet de Gelfand . . . .. .. ... ... ... ......
2.3 Espaces des fonctions & valeurs vectorielles . . . . . . . ..
2.4 Eléments d’analyse dans les espaces de Hilbert . . . . . . .

2.4.1 Equations et inéquations variationnelles d’évolution

iii

xi

xiv

XV

10
14
20

24



Table des matiéres

2.4.2 Théoréme de point fixede Banach . . . . .. ... ... ... .. ... ..
2.5 Compléments divers . . . . . . . . L
2.5.1 Lemmes de type Gronwall . . . . . ... ... ... ... ...

2.5.2 Sous différentiabilité . . . . . . . ...

IT Problémes de contact en thermodynamique avec endommage-

ment

3 Probléme de contact avec compliance normal et adhésion

3.1 Position du probléme thermo-mécanique et hypothéses . . . . . . ... .. ..
3.2 Formulation variationnelle . . . . . . . . .. . ... ... ... ...

3.3 Existence et unicité de la solution . . . . . . . . .. ...

4 Probléme de contact avec réponse normale instantanée et frottement

4.1 Position du probléme thermo-mécanique et hypothéses . . . .. .. ... ...
4.2 Formulation variationnelle. . . . . . . . . . ... .. oL

4.3 Existence et unicité de la solution . . . . . . . . . . ...

5 Probléme de contact avec compliance normale et frottement

5.1 Position du probléme thermo-mécanique et hypothéses . . . . . . ... .. ..
5.2 Formulation variationnelle. . . . . . . . . . . ...
5.3 Résultat d’existence et d’unicité . . . . . . . .. ... L.

5.3.1 Reésultat d’existence pour une inéquation d’évolution abstraite . . . . .

5.3.2 Démonstration du Théoréme 5.3.1 . . . . . . . . . . . . . .. ... ...

III Problémes de contact des matériaux piézoélectriques avec en-

v

40

43
43
49

ol

65
65
70
72

83



Table des matiéres

dommagement 102

6

Probléme électro-élasto-viscoplastique de contact avec compliance normale et

adhésion 105
6.1 Position du probléme électro-mécanique et hypothéses . . . . . . .. .. .. ... 105
6.2 Formulation variationnelle . . . . . .. ... oo 110
6.3 Existence et unicité de la solution . . . . . .. ... oo 0oL 111

7 Probléme électro-viscoélastique de contact bilatéral avec frottement de Trescal22
7.1 Position du probléme électro-mécanique et hypothéses . . . . . . . . .. ... .. 122
7.2 Formulation variationnelle . . . . . .. ... oo oo 127
7.3 Existence et unicité de la solution . . . . . .. ... o oo 128
7.4 Dépendance continue de la solution par rapport au seuil de frottement . . . . . . 138

Bibliographie 143



Introduction générale

Dans la plupart des systémes de la mécanique des milieux continus, ils existent des situations
dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d’autre corps ou bien avec une fonda-
tion rigide ou déformable. La problématique du contact est essentiellement de savoir comment
les forces sont appliquées sur une structure et comment réagissent ces structures lorsqu’elles su-
bissent ces forces. Les problémes de contact mécanique se rencontrent principalement dans des
domaines aussi variés que 1’aéronautique, la mécanique automobile, le génie civil, les sciences
du bois, la médecine, la production de 'énergie (assemblage des structures, fissuration dans les
joints soudés) et les systémes de transmissions. Prenant en compte les comportements divers des
milieux continus, elle englobe I'hydrodynamique, la dynamique des gaz, I’élasticité, la plasticité
et d’autres types de comportements. Vu 'importance du phénoméne, des éfforts considérables
ont été consacrés a la modélisation, 'analyse ainsi que 'approximation numérique des proces-
sus physiques provenant des contacts entre des corps déformables ou entre un corps et une
base rigide, déformable ou lubrifiée. Par conséquent, une Théorie Mathématique générale de la
Mécanique du contact(MTCM) est actuellement émergée. Elle est concernée par les structures
mathématiques qui sont a la base des problémes de contact avec des lois constitutives différentes,
c’est a dire, différents matériaux, diverses géométries et des conditions de contact différentes;
voir par exemple [54, 63].

La modélisation des problémes de contact d’un corps déformable avec une base dépent essen-

tiellement de propriétés mécaniques du matériau considéré, ainsi que des conditions aux limites
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Introduction générale

de contact.

Le sujet de 'endommagement est extrémement important dans les conceptions en ingénierie
puisqu’il influence directement sur la vie usuelle de la structure ou la composante concue. Il
existe une littérature trés riche sur ce sujet. Les modéles prenant en considération 'influence de
I’endommagement interne du matériau sur le processus de contact ont été étudiés mathémati-
quement. L’analyse mathématique de problémes unidimentionnels peut étre trouvée dans [40].
Les premiers modéles de 'endommagement mécanique provenant des considérations thermody-
namiques sont apparus dans [33]. De modéles généraux récents dans [38, 39, 41, 49, 58| sont
issus du principe de la puissance virtuelle. Dans tous ces travaux, I’endomagemment du maté-
riau est décrit par une fonction « ayant des valeurs entre zéro et un. Lorsque a = 1, il n’ya pas
d’endomagemment dans le matériau, lorsque a = 0, le matériau est complétement endommagé
et lorsque 0 < a < 0, il a un d’endomagemment partiel et le systéme a une capacité réduite.
Certains problémes en thermo-mécanique de contact avec endomagemment ont été étudiés dans

[9, 15, 16, 48, 50, 51, 67|.

Les matériaux piézoélectriques sont extrémement utilisés comme interrupteurs et actuateurs
dans beaucoups de systémes d’ingénierie, en radioélectronique, I’électroacoustique et la mesure
des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et électriques.
Ce couplage conduit a 'apparition d’un potentiel électrique suite & une déformation mécanique
et, inversement, une déformation mécanique est générée lorsqu’un potentiel électrique est appli-
qué. Les matériaux piézoélectiques, pour lesquelles les propriétés mécaniques sont viscoélastiques
sont appelés "les matériaux électro-viscoélastiques" et ceux pour lesquelles les propriétés méca-
niques sont élasto-viscoplastiques sont appelés "les matériaux électro-élasto-viscoplastiques". De
modéles généraux pour des matériaux électro-élastiques ayant un effet piézoélectiques peuvent
étre trouves dans [14, 51, 75, 45]. Un probléme de contact avec "slip-dependent" pour les maté-
riaux électro-élastiques a été étudié dans [68], et pour les matériaux électro-élaso-viscoplastiques

a été étudié dans [30]. Des problémes de contact sans frotement pour des matériaux électro-
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Introduction générale

viscoélastiques ont été étudiés dans [25, 8, 13, 64, 69| sous I'hypothése que la fondation est

isolante.

Actuellement, un intérrét considérable est porté aux problémes de contact avec frottement
impliquant les matériaux piézoélectriques voir par exemple [45]. Cependant, il n’existe virtuelle-
ment pas de résultats mathématiques a propos des problémes de contact pour de tels matériaux
et on a besoin de développer la Théorie Mathématique du Contact Mécanique (MTCM) pour

inclure le couolpage entre les propriétés mécaniques et électriques.

Les processus d’adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent non mé-
taliques, sont collées ensemble. Pour cette raison, le contact adhésif entre les corps, lorsqu’une
colle est ajoutée pour empécher les surfaces d’un mouvement relatif, a récement recu, de plus en
plus, une grande attention dans la littérature. Des modéles généraux avec adhésion peuvent étre
trouves dans [36, 37, 56, 62|. Des résultats sur 'analyse mathématique de plusieurs problémes de
contact avec adhésion ; citons par exemple |25, 64, 63, 70|. Récement, les matériaux composites
ont atteint le sommet, puisqu’ils sont trés solides et trés légers, et par conséquent une impor-
tance considérable en aviation et en industrie automobile. Cependant, les matériaux composites
peuvent subir, sous des contraites, une délimination dans laquelle des plusieurs couches se dé-
collent et se déplacent relativement les unes par rapport aux autres. Pour modéliser le processus
lorsque le collage n’est pas permanent et un décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrir
I’adhésion et le contact ensemble. Un nombres de puplications récentes traite des tels modéles,
voir par exemple [22, 25, 36, 35, 56, 61] et les références comprises. L'idée est d’introduire une
variable de surface interne, le champ d’adhesion 5 € [0, 1] qui décrit la densité fractionnelle des
adhésifs actifs sur la surface de contact. En un point de la surface de contact adhésif, lorsque
£ = 1, adhésion est compléte et tous les adhésifs sont actifs; lorsque g = 0, tous les adhésifs
sont inactifs, sévéres et il n’y a pas d’adhésion. Lorsque 0 < 8 < 1, adhésion est partielle et

seulement une fraction S des adhésifs est active.

La thermodynamique a pour objet principal, I'étude des phénoménes mécaniques (travail,
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Introduction générale

pression,...) couplés aux phénomeénes thermiques (chaleur, température,...), tous deux considérés
du point de vue macroscopique. Elle est née au XIXéme siécle de la nécessité de comprendre
le fonctionnement des machines thermiques produites au début de I’ére industrielle. En raison
du caractére universel des principes produits par la thermodynamique, celle-ci a dépassé par la
suite le cadre strict de I’étude des machines, pour toucher tous les domaines de la physique dans
lesquels la chaleur joue un role (électromagnétisme, optique,..), ainsi que d’autres disciplines
scientifiques (chimie, biologie,...).

L’objectif de cette thése est de proposer une certaine contribution a 1’étude de quelques
problémes aux limites en mécanique de contact. Dans un processus dynamique, nous considérons
ici des lois non linéaires pour des matériaux élasto-viscoplastiques prenant en considération
I'influence de 'endommagement interne du matériau et un effet thermique. On décrit I’évolution
de 'endommagement par une inclusion différentielle du type parabolique comme dans [58, 70].

Nous considérons également des lois de comportement pour des matériaux dites électro-
viscoélastiques ou électro-¢élasto-viscoplastiques, ayant des propriétés mécaniques ainsi que des
propriétés électriques (matériaux piézoélectriques). L’adhésion entre les surfaces de contact, lors-
qu'une colle ajoutée pour éviter aux surfaces un mouvement relatif, est prise en considération
dans ce travail.

Cette thése est composée de trois parties que nous décrivons briévement.

Dans la premiére partie, le but est d’introduire les outils nécessaires pour une bonne com-
préhension de la suite des problémes traités. Nous commoncons par présenter les divers modéles
mécaniques de contact étudiés, puis, nous indiquons les espaces fonctionnels et les principales
notations utilisées tout au long de la thése. Enfin, nous rappelons quelques résultats fondamen-
taux d’analyse fonctionnelle concernant les opérateurs fortement monotones et de Lipschitz, les
équations et les inéquations variationnelles d’évolution paraboliques et les lemmes de Gronwall.

Dans la deuxiéme partie, nous consacrons trois chapitres pour 1’étude théorique de deux

problémes de contact pour des lois constitutives non linéaires thermo-élasto-viscoplastiques avec
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Introduction générale

endommagement et d’un problémes de contact pour une loi de comportement linéaire en thermo-
viscoélasticité dans des processus dynamiques. Le premier chapitre qui s’inspire de I’article [9] est
consacré a I'analyse d’un probléme de contact sans frottement, avec endommagement et adhé-
sion. Le contact est modélisé par une compliance normale. Nous établissons une formulation
variationnelle du probléme et démontrons 'existence et 'unicité de la solution du probléme va-
riationnel résultant. Les démontrations sont basées sur les équations variationnelles dépendantes
du temps, un résultat classique d’existence et d’unicité pour les inéquations paraboliques, une
version du théoréme de Cauchy-Lipschitz et les arguments de point fixe. Pour le deuxiéme cha-
pitre, nous considérons un probléme de contact avec frottement et endommagement. Le contact
est modélisé par une réponse normale instantanée associée a une loi locale de frottement. On
propose une formulation variationnelle. Pour établir 'existence et I'unicité de la solution de ce
probléme, on utilise la théorie des équations d’évolutions du premier ordre, des inéquations va-
riationnelles du type parabolique et des arguments de point fixe de Banach. Tandis que dans
le troisiéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude d’un probléme de contact avec une version du loi
de frottement de Coulomb. Le contact est modélisé par une condition de compliance normale.
Nous présentons une formulation variationnelle du probléme et nous démontrons I'existence et

I'unicité de la solution.

Dans la troisiéme partie, nous présentons deux problémes dynamiques de contact pour des
lois constitutives non linéaires électo-élasto-viscoplastiques et électro-viscoélastiques avec endom-
magemment, sous diverses lois de contact, étudiés dans deux chapitres séparés. Dans le premier
chapitre on considére un probléme de contact électro-élasto-viscoplastique sans frottement avec
adhésion. Nous obtenons une formulation variationnelle au probléme mécanique puis présentons
un résultat d’existence et d’'unicité de la solution pour le modéle mécanique. Les démontra-
tions s’inspirent de celles utilisées dans le travail qui a fait ’objet du premier chapitre de la
seconde partie. Dans le deuxiéme chapitre nous donnons un probléme électo-viscoélastique avec

contact bilateral et frottement. Les démonstrations sont basées sur des résultats classiques sur
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les équations et les inéquations variationnelles d’évolution et des arguments de point fixe.
Signalons pour finir que nous avons a adopté la convention usuelle de sommation sur I'indice

répété.
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Notations

Soit 2 est un domaine de R%(d = 2,3) on note par

I’adhérence de 2,

la frontiére de Q) supposée réguliére,

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T'y,

une partie mesurable de I,

la normale unitaire sortante a I,

les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v,
les composantes normales et tangentielles du champ tensoriel o,
'espace des fonctions réelles continuement différentiables sur €,
I'espace L*(Q)?,

espace L%(Q)%*4,

espace H'(Q)?,

I'espace {c € H, Divo = (045;) € H},

I’espace de sobolev d’ordre % sur I,

Pespace dual de Hz (),

I’application trace pour les fonctions vectorielles,

'espace {¢ € H'(Q) | ¢ =0sur [,},

lespace {D = (D;) | D; € L*(Q), D;; € L*}.

xii



Notations

Si X est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

(., )x le produit scalaire sur X,

(.,)xrxx le produit de dualité entre Xet X',

|-l x la norme sur X,

x, — x la convergence forte de la suite (x,) vers I’élementx dans X,

x, — x la convergence faible de la suite(z,) vers I’élement  dans X.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T;H) I'espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

CY0,T;H)  Despace des fonctions continiiment dérévables sur [0, 7] dans H,
LP(0,T; H) ’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,

|1l e (0,720 la norme de LP(0,T; H),

WHP(0,T; H) Despace de Sobolev de paramétres k et p,

| \lweo@r.m lanorme de W»(0,T; H).

Pour une fonction f, on note par :

f , f les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps ,
dom f le domaine de f,

suppf le support de f,

Oif, fi la dérivée partielle de f par rapport a l'iéme composante z;,
Vf le gradient de f,

e(f) la partie symétrique du gradient de f,

Divf  la divergence de f,

af le sous différentiel de f,

divf la divergence de f.

xiii



Notations

Autre notations :

lim inf limite inférieure,

lim sup la limite supérieure,

S4 I'espace des tenseurs d’ordre deux symétriques sur R?,
7N

le produit scalaire sur R? et S¢,

?|I]7 la norme euclidienne sur R? et S¢,

C une constante générique strictement positive,
A" puissance n de 'operateur A,

p-p- presque partout,

XK fonction indicatrice de K.
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Partie 1 Modélisation et Outils Mathématiques

Partie 1

Modélisation et Outils Mathématiques

Afin de faciliter la lecture de cet ouvrage, il nous est paru nécessaire de présenter dans la
premiére partie les cadres physiques et fonctionnels dans lesquels on va travailler. Nous précisons
d’abord les cadres physiques et les modéles mathématiques correspondants utilisés dans cette
thése, ensuite nous décrivons les lois de comportement, les conditions de contact et les différentes
lois de frottement qui interviennent dans tout le document.

Aprés un bref rappel de la mécanique des milieux continus, nous introduisons quelques prélimi-
naires mathématiques qui seront utilisés partout dans ce mémoire. Nous commencons d’abord
par les espaces de type Sobolev associés aux opérateurs divergence et déformation utilisés en
mécanique, ainsi que leurs principaux propriétés, notamment les théorémes de trace. Nous rap-
pelons ensuite les propriétés des espaces des fonctions a valeurs vectorielles et les espaces liés a
I'effet piézoélectrique.

Enfin, nous passons en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle non li-
néaire dans les espaces de Hilbert, quelques résultats sur les opérateurs fortement monotones et

de Lipschitz, les inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolution.



Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus oti nous allons
introduire les cadres physiques utilisés dans cette thése; il est déstiné a rappeler I’équation de
mouvement de Cauchy, a décrire les lois de comportement thermo-élasto-viscoplastiques, électro-
élasto-viscoplastiques et électro-viscoélastiques. Par ailleurs, nous précisons dans ce chapitre les

conditions aux limites de contact.

1.1 Cadres physiques - Modéles mathématiques

Dans cette section nous allons introduire les deux cadres physiques et leurs modéles mathé-
matiques des problémes mécaniques intervenant dans cette these.
Cadre physique n°1. Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q C R? (d = 2,3)
avec une surface frontiére réguliére I', partitionnée en trois parties mesurables I'y, 'y et I'3 | tel
que mesl'y > 0 . Nous notons par v la normale unitaire sortante a I'". Le corps est encastré
sur I'y dans une structure fixe. Sur 'y agissent des tractions surfaciques de densité f5 et dans
Q) agissent des forces volumiques de densité f; et d’'une source de chaleur externe donnée par
la fonction ¢ (voir figure 1.1). On suppose que f, et f, varient trés lentement par rapport au

temps. Soient 7' > 0 et [0,7] l'intervalle de temps en question. Le corps est en contact avec

4



Partie T Chapitre 1 Modélisation

ou sans frottement, avec ou sans adhésion avec un obstacle déformable ou lubrifié sur la partie
I's. Nous supposons que le matétiau peut étre endommagé durant le contact. Nous prenons en
considération les propriétés mécaniques du corps. Notre objectif sera d’étudier I’évolution de ces
propriétés dans le temps, sous I’hypothése des petites transformations.

Nous utiliserons ce cadre physique dans les chapitres 3 et 4 de la thése.

Contact thermique

F1GURE 1.1 — Cadre physique n°l

Cadre physique n°2. Nous envisageons un corps matériel qui occupe un domaine borné
Q) C R? (d = 2,3) avec une surface frontiére réguliére ', partitionnée en trois parties mesurables
I', 'y et '3 , correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d’une part, et en deux parties
mesurables I', et Iy, correspondant aux conditions aux limites électriques, d’autre part, telles
que mesl’y > 0, mesI', > 0 et I's C I',. On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le corps
est encastré sur ['y dans une structure fixe. Sur I's agissent des tractions surfaciques de densité
fo et dans Q agissent des forces volumiques de densité fy et des charges életcriques de densité

volumiques qo (voir figure 1.2). On suppose que f; et fy varient trés lentement par rapport au
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temps. Le milieu est soumis & ’action de potentiel fixé ¢ sur la partie I', de la frontiére ainsi qu’a
I’action des charges électriques de densité surfacique ¢, agissant sur la partie I',. Soit 7" > 0 et
soit [0, T'| I'intervalle de temps en question. Le corps est (ou peut arriver) en contat avec ou sans
adhésion, avec ou sans frottement avec une fondation conductive (ou isolatrice) sur la partie I's.
Nous supposons que le matétiau peut étre endommagé durant le contact. On étudie ’évolution
de ces propriétés dans Pintervalle de temps [0, T, sous 'hypothése des petites transformations.

Les hypothéses physiques introduites pour la piézoélectricité consistent a négliger les effets
magnétiques et thermiques et a considérer l'interaction électro-mécanique uniquement. cette
hypothése est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques utilisés habituellement comme les
céramiques, les polymeéres et les piézo-compisites.

Nous utiliserons ce cadre physique dans les chapitres 6 et 7 de cette thése.

FIGURE 1.2 — Cadre physique n°2

Avant d’obtenir les modéles mathématiques qui correspondent au cadre physique presenté,
voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette theése.

Nous désignons par S¢ (d = 2, 3) I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R; (, ) et

6



Partie T Chapitre 1 Modélisation

||| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R¢ et S¢. Ainsi,

nous avons

UV = Uiy, o] = (v.v)2, Vu,veRY,

0T = 0T, 7| = (r.7)2, Vo, € S,

avec la convention de l'indice muet. Pour un vecteur v, nous utilisons la notation v pour désigner
la trace yv de v sur I'. Nous notons par v, et v, les composantes normale et tangentielle de v
sur la frontiére données par

UV, =0V, Uy =0 — U, (1.1.1)

Nous désignons par o = o(x,t) le champ des contraintes, par u = u(x,t) le champ des déplace-
ments et par €(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les notations, nous
n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport a z € Q et ¢t € [0, 7).

Pour un champ des contraintes ¢ nous dénotons par o, et o, les composantes normale et tan-

gentielle & la frontiére donnés par
0, =0V.V, Op=0V—0,.U. (1.1.2)
En utilisant (1.1.1) et (1.1.2), nous obtenons la relation
(ov)w = o,v, + 0,.0,, (1.1.3)

qui va intervenir tout au long de cette thése, dans I’établissement des formulations variationnelles
des problémes mécaniques de contact.
En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au temps,

par exemple
du . d*u

= it

ol © désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations. Pour le champ des

vitesses 1 les notations wu, et ., représentent respectivement les vitesses normale et tangentielle

7
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a la frontiére, c¢’est-a-dire

U, =0V, V=0V — 10, V.

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans ’hypothése des petites trans-

formations

1
g = (&j), €ij = 5(8Jul + @uj) dans ) x (O,T) (114)

Notons qu’ici et tout au long de la thése, un indice qui suit une virgule indique une dérivation
partielle par rapport & la composante correspondante a la variable spatiale.

Passons maintenant a la description des modéles mathématiques associées aux cadres physiques
ci-dessus.

Modéle mathématique n°1. Le premier modéle mathématique étudié dans ce mémoire, décrit
I'évolution du corps dans le cadre physique °1 (page 4). Les fonctions inconnues du probléme
sont le champ des déplacements u : 2 x [0, 7] — R?, le champ des contraintes o : Q x [0, T] — S,
le champ de température 6 : Q x (0,7) — R, le champ d’endommagement v : Q x (0,7) — R et
le champ d’adhésion 5: Q x (0,7) — R.

On sait qu’en général, I'évolution d’un corps matériel est décrite par ’équation de mouvement

de Cauchy.

Divo + fo = pii dans Q x (0,7), (1.1.5)

ol p: 2 — R, désigne la densité de masse; ici "Div" représente 'opérateur divergence pour
les tenseurs, Dive = (0y;,;). Le processus d’évolution défini par (1.1.5) s’appelle processus dyna-
mique. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier. Par exemple, dans le
cas ol le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport au temps, le terme pii peut étre
négligé. Dans ce cas, le processus s’appelle quasistatique et ’équation (1.1.5) s’appelle I’équation

d’équilibre et devient

Dive + fo =0 dans € x (0,7),
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Puisque le corps est encastré sur ['y, le champ des déplacements s’annule

u=0 sur Iy x(0,7). (1.1.6)
La condition aux limites en tractions est

o, =fs sur Ty x(0,T), (1.1.7)

Nous allons compléter ultérieurement le modéle mathématique (1.1.5)-(1.1.7) par les conditions
de contact sur la partie I's de la frontiére.

Modéle mathématique n°2. Ce modéle mathématique décrit ’évolution du corps dans le
cadre physique n°2 (page 5). C’est un modéle électro-mécanique. Les inconnues mécaniques du
probléme sont le champ des déplacements u, le champ des contraintes o satisfaisant les égalités
(1.1.6)- (1.1.7), le champ d’endommagement « et le champ d’adhésion 5. A celles-ci se rajoutent
les inconnues électriques du probléme, a savoir le champ de déplacements électriques D : €) x
[0, 7] — R? et le potentiel électrique ¢ :  x [0,T] — R. L’évolution du corps piézoélectrique est

décrite par I’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques.
divD = ¢y dans 2 x (0,7), (1.1.8)

ou "div" est Popérateur de divergence pour les vecteurs, divD = (Di,i), et gy représente la
densité des charges électriques volumiques. Rappelons que dans le cadre physique n°2, le potentiel

électrique s’annule sur la partie I', de la frontiére
=0 sur I',x(0,7), (1.1.9)
tandis que sur I'y, une charge électrique de densité g est préscrite,
D-v=gqy sur T, x(0,7). (1.1.10)

Ce modéle piézoélectrique (1.1.5)-(1.1.10) sera complété ultérieurement par les conditions aux

limites sur la surface de contact I's.
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Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire le mouvement du corps
matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme, c’est

I'objet des lois de comportement que nous décrirons dans le deuxiéme paragraphe de ce chapitre.
1.2 Lois de comportement.

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour
établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimension-
nels constituent le point de départ dans 1’établissement des lois de comportement. Voici quatre
exemples classiques d’essais sur les solides : essais de chargement monotone, essais de charge-
décharge, essais de fluage et essais de relaxation.

Dans la description des phénoménes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi consti-
tutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes o, le tenseur
des déformations infinitésimales € et leurs dérivées temporelles ¢ et €. Pour une phénomeéne
mécanique, une loi de comportement de matériau élasto-viscoplastique peut étre écrite sous la

forme
o(t) = Aez(u(t)) + Be(u(t)) +/O G(o(s) — Ae(u(s)), e(u(s)))ds, (1.2.1)

ou les opérateurs A et B sont des tenseur d’ordre quatre et non linéaires; leurs composantes
a;jrr et biji s’appellent coefficients de viscosité et élasticité respectivement et G représente une
fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement viscoplastique du matériau.

Cette loi modifie légérement dans la description des phénomeénes thermo-mécaniques ou
électro-mécaniques car ici nous devons aussi prendre en considération le champ de tempéra-
ture 6, le champ de déplacements électriques D = (D;) ainsi que le champ électrique E(p) =
—V¢ = —(p,). Nous présentons par la suite les lois de comportement qui interviennent dans cette
thése, elles correspondent & quatre catégories particuliéres de matériaux : matériaux thermo-

viscoélastiques, matériaux thermo-élasto-viscoplastiques, matériaux électro-viscoélastiques et ma-

10
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tériaux électro-élasto-viscoplastiques.

En conclusion, ’analyse des données expérimentales permet d’établir ce qui est propre au maté-
riau lui méme et conduit a ’établissement de la forme des lois de comportement.

Lois de comportement thermo-viscoélastique ou thermo-élasto-viscoplastique avec
endommagement.

Si nous prenons en considération 'effet thermique et I’endommagement du matériau durant le
contact, nous arrivons a une généralisation de la loi (1.2.1), qui est une loi de comportement

thermo-élasto-viscoplastique avec endommagement ayant la forme
t
o(t) = Ae(a(t)) + Be(u(t)) + / G(o(s) — As(u(s)), e(u(s)), 0(s), a(s))ds, (1.2.2)
0

La température 0 est définie par une équation parabolique, qui représente la conservation de
I’énergie comme suit

6 — koA = 1)(0 — Ale(w)), e(w), 0, q) + g, (1.2.3)

oll ¢ est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par les forces
intérieures. Ici et ci-dessous ky est une constante strictement positive et ¢ une donnée, qui
représente la source de chaleur du volume.

L’endommagement « est une variable interne causé par de déformation viscoplastique, I'inclusion

différentielle suivante sera utilisée pour décrire ’évolution du champ d’endommagement
& — kiAa+ Oxk(a) 5 S(o — Ae(d),e(u), 0, a), (1.2.4)
[’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K défini par
K={a€c H(Q)|0<a<1p.pdans Q}

Ici et ci-dessous, ki est une constante strictement positive, qui représente le coefficient de diffu-
sion microfissuré, dy est le sous-différentiel de la fonction indicatrice xyx et S est une fonction

constitutive donnée ; qui représente la source de 'endommagement dans le systéme.

11
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Nous citons également parmi les lois thermo-élasto-viscoplastiques avec endommagement, une

autre loi de comportement qui est méme une généralisation de la loi (1.2.1), et écrit sous la forme

o(t) = Aet(t) + Be(u(t)) — M(0(t), a(t)) + /0 G(o(s) — Ae(u(s), e(u(s)), a(s))ds, (1.2.5)

ol M est un opérateur de dilatation thermique. L’évolution de champ de température 6 est
régie par ’équation de la chaleur, obtenue & partir de la conservation de 1’énergie, et définie par

I’équation différentielle suivante :
0 — div(KV8) = ¢(1,6,a) + q. (1.2.6)

ot I = (k;;) représente le tenseur de conductivité thermique avec div(KV0) = (k;;0;); et
1 est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par les forces
intérieures.

L’endommagement « est une variable interne définie plus haut par la relation (1.2.4).

Lorsque G = 0, et pour I'’endommagement « affecte la partie de I'élasticité, on peut définir une

loi de comportement thermo-viscoélastique avec endommagement comme suit
o= Ae(u) + aBe(u) — M0, (1.2.7)

dans ce cas sellement, les tenseurs A, B et M de viscosité, d’élasticité et thermique respective-
ment sont linéaires.

La température 6 est définie par une équation de la conservation de ’énergie comme suit
0 — div(KV0) = ae(i).As(it) — OM (i) + Cold)? + ¢, (1.2.8)

ou C, est le coefficient de vitesse d’endommagement et ¢(z,t) > 0 est la quantité de chaleur
dans le volume durant l'intervalle de temps.

L’endommagement « est décrit par I'inclusion différentielle suivante

& — kiAa+ Oxk. () 2 S(e(u),0, a), (1.2.9)

12
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L’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K, défini par
K.={a€ H(Q)|0< a, <a<1p.pdans Q}.

Lois de comportement électro-viscoélastique ou électro-élasto-viscoplastique avec
endommagement.
Les matériaux piézoélectrique sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et
électriques. Ce couplage conduit a 'apparition d’un potentiel électrique lors de I’application des
contraintes mécaniques, et inversemment, des contraintes mécaniques sont générées lorsqu’un
potentiel électrique est appliqué. Un matériau piézoélectrique dont les propriétés mécaniques sont
élasto-viscoplastique est appelé matériau électro-élasto-viscoplastique et pour la contrainte on a
o= 0P+ 0° ol 0°P et 0 sont respectivement les parties élasto-viscoplastique et électrique de
la contrainte, telles que o°*? définie par (1.2.1) et 0 = —E*E(y). A partir de la loi (1.2.1), nous
obtenons une loi de comportement électro-élasto-viscoplastique avec endommagement comme
suit

o= Ae(u) + Be(u) — EE(p)

+ Jo G(o(s) — As(ils)) + E*Ep(s)), 2(uls)), als))ds, (1.2.10)
D = E&e(u) +CE(p)

dans laquelle les opérateurs A, B, G, £, E sont définis ci-dessus. C représente le tenseur de
la primitivité électique. L’endommagement a pour la loi (1.2.10) causé par des déformations

viscoplastiques, est donné par l'inclusion différentielle suivante
& — kiAa+ Oxk(a) 3 S((0 — As(u) + E E(p),e(u), a) (1.2.11)

Nous utiliserons la loi de comportement (1.2.10) dans le chapitre 6 de la troisiéme partie de cette
thése.

Lorsque G = 0, et pour I'endommagement « causé par des déformations élastiques, (1.2.10) se

13
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réduit a une loi de comportement de matériau électro-viscoélastique avec endommagement

o(t) = Ale(u(t)) + Ble(u(t)), a(t)) — E*E(p(t)),

(1.2.12)
D = Ec(u) +CE(yp).
ol 'endommagement « est donné par 'inclusion différentielle suivante
& — k1Aa+ Oxk(a) 3 S(e(u), o) (1.2.13)

Nous utiliserons le loi de comportement (1.2.12) dans le chapitre 7 de la troisiéme partie de ce
mémoire.

Finalement, afin de compléter le modéle mathématique qui décrit 1’évolution du corps, il faut
préciser les conditions aux limites sur I's, c’est 'objet des conditions de contact et lois avec ou

sans frottement que nous décrirons dans le paragraphe suivant.
1.3 Conditions aux limites de contact et lois de frottement

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites a la fois en direction de
la normale et dans le plan tangent, ces derniéres étant appelées condition de frottement. En
direction de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral (lorsque lobstacle est
rigide), bilatéral (lorsqu’il n’y a pas de séparation entre le corps et 'obstacle), de compliance
normale(lorsque Pobstacle est déformable) ou bien de réponse normale instantanée (lorsque la
surface de contact est lubrifiée). A part le cas limite lorsque la contrainte tangentielle est nulle (le
cas sans frottement), le frottement peut étre a seuil (quand le glissement se produit que lorsque
la force de frottement atteint une valeur critique) ou sans seuil (lorsque le glissement se produit
pour n’importe quelle force de frottement). Parmi les lois de frottement & seuil, les plus utilisées
dans la littérature sont celles de Coulomb et de Tresca ; elles modélisent un frottement sec, alors
que les lois de frottement sans seuil modélisent un frottement lubrifié.

Condition de contact avec compliance normale et adhésion.

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur I's x (0,7, on
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introduit une variable interne d’état  définie sur I's x (0, T"), qui représente I'intensité d’adhésion
sur la surface de contact, telle que 0 < 8 < 1. Quand f = 1 a un point x € I's, I'adhésion est
compléte et tous les liens sont actifs, quand 8 = 0 tous les liens sont désactivés et il n’ya pas
d’adhésion; et quand 0 < 8 < 1 c’est le cas d’une adhésion partielle et mesure la fraction
des liens. Pour plus détails sur ce paragraphe, on renvoit par exemple [13]. On suppose que la
fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas connue a priori. La contrainte

normale o, satisfait la condition de compliance normale et adhésion, c’est-a-dire
—0, = py(u, — 1) —1B%R,(u,) sur T3 x (0,7T), (1.3.1)

oll g, est le déplacement normal, [ représente 'intestice entre le corps et la fondation, 7, est un
coefficient positif, p, : I's x R — R, est une fonction donnée appelée fonction de compliance

normale, et la fonction R, : R — R, est 'opérateur de troncature donné par

L si s<—L,
R(s)=4 —s si —L<s5<0, (1.3.2)
0 si 0<s.

Ici L > 0 est longeur caractéristique des liens (voir figure 1.3).

A

R;,(S)

v

FIGURE 1.3 — Représentation graphique de 'opérateur de troncation R,
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La condition (1.3.1) indique que la fondition exerce une action sur le corps en fonction de
sa pénétration u, — [, ou le deuxiéme terme de 1’égalité est la contribution de I’adhésion 3 a la
tension de surface, précisons que dans le chapitre 3 de la thése nous considérons le cas ot le corps
repose sur la fondation, c¢’est-a-dire, I'intestice [ est nule. Notons que la condition de compliance
normale avec adhésion (1.3.1) a été déja utilisée dans [45, 70].

Quand le champ d’adhésion 3 est nul, (1.3.1) devient
—o, =p,(u, —1) sur T'3x(0,7), (1.3.3)

ce qui représente la condition de compliance normale sans adhésion, Des expressions générales
de la forme (1.3.3) ont été utilisées dans [28, 29, 31, 58].

Comme exemple de fonction de compliance normale, nous pouvons considérer

pu(r) = cury,
ol ¢, est une constante positive et ry = max{0,7}.

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs a utiliser le collage des composites comme
étant un moyen universel d’assemblage de matériaux de natures différentes. Pour modéliser les
phénoménes d’adhésion, il est nécessaire d’ajouter le processus d’adhésion a la description du
contact.

L’évolution du champ d’adhésion est décrite par une équation différentielle de la forme
B = —[BO R + 7l Re () [2) = e sur Ty x (0,7), (1.3.4)
B(0) =By sur T, (1.3.5)
ol v, V- et g, sont coefficients d’adhérence positifs, et 5y 'adhésion initiale, tel que
0<B, <1, p.pxels, (1.3.6)

et la fonction R, : RY — RY est 'opérateur de troncation donné par

v si|jv]| <L,
R, (v) = (1.3.7)
L% si o] > L.
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Sous les conditions (1.3.4)-(1.3.6), on a la remarque suivante :

Remarque 1.3.1 . Nous remarquons que le champ d’adhésion vérifie la restriction 0 < 5 < 1.
En effet, puisque B <0 done B < By < 1. En outre, si £ =0 quand t =ty donc ﬁ = 0 pour
tout t > to, et d’ou B = 0 pour tout t > ty, p.p.x € I's. Alors nous concluons que 0 < f <1

pour tout t € [0,T], p.p.x € I's.

Condition dans le plan tangent.
Aux points de I's, la rigidité tangentielle générée par la colle est supposée dépendante de 'adhé-

sion 8 et du déplacement tangentiel u.,,
—0; = p-(B)R-(u;) sur I'3x(0,7) (1.3.8)

ol p, : I's x R — R, est une fonction de contact tangentielle, R, est un opérateur de troncation
défini par la relation (1.3.7). Alors, p, () agit comme une constante de ressort, qui croit avec 3 ;
la traction est en direction opposé au déplacement. Le module maximum de la traction tangen-
tielle dans (1.3.8) est p,(1)L. La traction de frottement tangentielle est supposée étre beaucoup
plus petite que 'adhesion et donc elle est omise. Quand elle n’est pas négligeable on doit ajouter
la traction de frottement comme cela a été fait en [56].
Condition de contact avec réponse normale instantanée et frottement.
Une condition dite condition de contact avec réponse normale instantanée sur la surface poten-
tielle de contact I's x (0,7 s’écrit

—0, = pu(y) (1.3.9)
ol 1, désigne la vitesse normale et p, est une fonction préscrite telle que p,(r) = 0 pour r < 0.
L’équation(1.3.9) traduit une dépendance générale de la contrainte normale par rapport a la
vitesse normale, elle peut représenter le comportement d’une couche de lubrifiant sur la surface
de contact. De tels exemples de contact & réponse normale instantanée sous la forme (1.3.9)

peuvent etre trouvés dans [16, 59|. Dans le cas ou
pr(r) =k,ory VreR
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avec K, > 0, la résistance de la fondation & la pénétration est proportionnelle a la vitesse
normale. Ce type de comportement a été considéré dans [59] modélisant le mouvement d’un
corps déformable sur le sable ou sur un matériau granulaire.

La loi de frottement associée est donnée par

—0r :pT(uT)7 (1310)

avec U, rprésente la vitesse tangentielle sur la surface de contact. Cette seconde égalite dans
(1.3.10) est sans seuil et dit que le cisaillement tangentiel sur la surface de contact dépent de la
fonction de la vitesse tangentielle.

Les problémes de contact avec frottement ont été étudiés dans de nombreuses publications, avec
réponse normale instantanée voir par exemple [6, 16, 20, 24, 59]. Dans ces traveaux les résultats
d’existence et d’unicité des solutions faibles ont été obtenus.

Dans le cas ou
pr(r) = K,r VreR?

avec K, est le coeflicient de frottement, supposé positif, (1.3.10) montre que le cisaillement
tangentielle est proportionnel & la vitesse tangentielle. Tel est le cas quand la surface de contact
est lubrifiée par une fine couche de fluide non newtonien voir par exemple [71].

Nous pouvons également envisager d’autres exemples de fonctions de contact données par

(1) = ku(r4)™ + po, (1.3.11)

pT(T) = ]{;THer_lr (1312)

o1 0 < m < 1 est coefficient fixé et py est la pression de ’huile lubrifiant, supposée donnée. Pour
m = 1, 'équation (1.3.11) a été considérée dans [59] afin de modéliser le comportement d’une
couche de lubrifiant sur la surface de contact.

Contact bilatéral avec frottement de Tresca.

Ici le contact entre le corps et la fondation se produit avec frottement bilatéral c’est-a-dire le
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contact est maintenu pendant le mouvement. Cette propriété se traduit mathématiquement par :

u, =0 sur T3 x[0,T]. (1.3.13)

La loi de Tresca présente un seuil de frottement fixe g lorsque le solide et la base rigide sont en

contact, la base rigide exerce sur le solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas le seuil g.

ol <g sur T3 x[0,T] (1.3.14)

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil g, le milieu continu ne peut pas se

déplacer par rapport a l'obstacle et il y’a blocage, ce qui traduit par :
ol <g=1i,=0 sur Tj3x[0,7] (1.3.15)

Lorsque ce seuil est atteint, le solide peut se déplacer tangentiellement par rapport a la base rigide

et il y’a alors un glissement. La contrainte tangentielle s’oppose a la vitesse. Par conséquent

|o7]] = g = il existe A > 0 tel que o, = —=Au, sur T x [0,T] (1.3.16)

En conclusion, les conditions de contact bilatéral avec frottement de Tresca s’écrivent alors

comme suit :

w=0, lol<g
lorll < g =t =0 (1.3.17)
lo-|| = g = 3IX >0 tel que o, = =i,

ot le seuil de frottement g > 0 est une fonction réelle définie sur I's x (0,7,

Loi de frottement de type Coulomb. C’est une des lois de frottement les plus répandues

dans la littérature mathématique. Elle se caractérise par 'intervention de la contrainte normale

dans le seuil de frottement et elle peut s’énoncer comme suit :

lo |l < plov]|
oIl < ulow] = ur =0 (1.3.18)

llo-|| = ploy| = 3IX >0 tel que o, = —Au,
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otl i1 > 0 est le coefficient de frottement. C’est une version statique de la loi de Coulomb.
Une version dynamique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature dite loi de

frottement sec, elle est indépendant de la vitesse de glissement et donnée par

Or Spruu_l
lor |l < pr| | (13.19)

iy # 0= op = —prlu, — |72

[l ]
ol p, est une fonction positive. Dans (1.3.19), la contrainte tangentielle ne peut pas excéder
le seuil de frottement p,|u, — [|. De plus, quand le seuil de frottement est atteint, le corps se
met & glisser et la contrainte tangentielle tend a s’opposer au mouvement. Cette condition de

frottement a été utilisée dans différents papiers, par exemple [60].
1.4 Conditions électriques a la surface de contact

Dans cette section nous allons énoncer les conditions de contact électrique, associées aux
problémes électro-mécaniques, sur la partie I's de la surface. Nous supposons que la fondation
est électriquement conductive et son potentiel est maintenu a ¢y. La condition électrique sur I's
est donnée par

D-v=1y(u, —1)d(p — o) sur I's x (0,7). (1.4.1)

ot 1 et ¢ sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette condition représente
une condition régularisée qui peut étre obtenue a partir des considérations suivantes.

Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point sur la surface (i.e. u, < [), l'interstice entre le corps
et la base est supposé étre isolant (disons qu’il est rempli d’air) et la composante normale du
champ de déplacement électrique s’annule pour qu’il n’y ait aucune charge électrique libre sur
la surface. Ainsi,

u, <l=D-v=0. (1.4.2)

Durant le processus de contact, (i.e. quand u, > [) la composante normale du champ de dépla-

cement électrique ol la charge électrique libre est supposé étre proportionnelle a la différence de
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potentiel entre la surface du corps et la fondation, avec une constante positive k comme facteur
de proportionnalité. Ainsi,

u, >0l = D-v=Fk(p— o). (1.4.3)

Combinons (1.4.2), (1.4.3) pour obtenir

D v =k X[o,00) (s — 1) (¢ — ¥0), (1.4.4)

01l X[o,00) €st la fonction caractéristique de I'intervalle [0,00), qui est donnée par

0 ifr<o,
X[O,oo)(lr) =
1 ifr>0.

La condition (1.4.4) décrit le contact électrique parfait. Pour la rendre plus réaliste, nous la

régularisons par la condition (1.4.1) dans laquelle ¢ est une fonction de troncation,

p
—Ls sis< —L(;,

6(s)=<% s si —Ls<s<Ls, (1.4.5)

\L(; SiS>L5,

oll Ls est une constante positive trés grande.

m‘L

FIGURE 1.4 — Représentation graphique de la fonction o

De cette fagon, la différence ¢ — ¢ est remplacée par §(¢ — o). Notons que cette troncation
ne pose aucune limitation pratique sur ’applicabilité du modéle puisque Ls peut étre arbitraire-

ment grand (voir figure 1.4) et donc dans les applications d(¢ — ¢o) = ¢ — @o. Les raisons de la
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régularisation (1.4.1) de (1.4.4) sont mathématiques. Premiérement, nous avons besoin d’éviter
les discontinuités dans les charges électriques lorsque le contact est établi et donc nous régula-
risons la fonction kxo) dans (1.4.4) par une fonction Lipschitzienne . Un choix possible est

I’exemple suivant :

0 sir <0,
() =qkx si0<r<i (1.4.6)
\k sir > %,
ot A > 0 est un parameétre assez grand.
T w)
k l— —
I
I
|
I
| —
1/A4 r

FIGURE 1.5 — Représentation graphique de la fonction ¢

Ce choix veut dire que durant le processus du contact, la conductivité électrique augmente avec
le contact a travers les aspérités de la surface, et se stabilise quand la pénétration u, — [ atteint
la valeur % Deuxiémement, nous avons besoin du terme (¢ — ¢g) pour rendre le terme ¢ — g

borné (voir figure 1.5). Notons que lorsque ¢ = 0 dans (1.4.1), nous obtenons
D-v=0, surT3x(0,7), (1.4.7)

ce qui découple les problémes électriques et mécaniques sur la surface de contact. La condition

(1.44) modélise le cas ou l'obstacle est un isolant parfait et a été utilisée dans [68, 69, 45|. La
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condition (1.4.1) & la place de (1.4.7), introduit un couplage fort entre les conditions aux limites
mécaniques et électriques et méne vers un nouveau modéle mathématique, non standard. Elle
sera utilisée dans le chapitre 6 de la thése. Par ailleurs, la condition (1.4.7) va étre utilisée dans

le chapitre 7 de la thése ott nous avons supposé que la base est isolatrice (i.e. ¢ = 0).
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Chapitre 2

Outils Mathématiques

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette thése, et
donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite. Partout dans ce chapitre €2 est un domaine
borné et Lipschitzien de RY(d = 2,3), de frontiére I' représentable localement comme le graphe
d’une fonction Lipschitzienne sur un ouvert  de R?~! étant situé localement d’un seul coté de
I'. Par ailleurs, nous considérons deux décompositions de I', I' =T Ul UT's et I' = T', UT, avec

INT; =0, i # j telle que I'y, I'y, T's, T'y, T’y sont mesurables et mesI'y > 0, mesI'y, > 0.

2.1 Espaces de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur 'espace de Sobolev H'(€) défini

par

HY(Q) = {ue LA(Q) | due L¥Q), i=1,..d}.

D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L*(Q)? pour tout u € H* ().

On sait que H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u,v) 1) = (u,v)1200) + (Qiu, 0v) 12(q),
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et la norme associée
1 .
|l 1) = (u, U)ip(g) et on écrit ”U’|12HI(Q) = ||UH%2(Q) + HVUH2L2(Q)d- (2.1.1)

On a les résultats suivants :

C' () est dense dans H*(Q)
Théoréme 2.1.1 . ( Rellich )

H'Y(Q) C L*(Q) avec injection compacte

Théoréme 2.1.2 . (trace de Sobolev) Il existe une application linéaire et continue y : H'(Q) —

L*(T) telle que yu = u|r pour u € C1(Q).

Remarque 2.1.1 . ['espace L*(T') ci-dessus represénte ’espace des fonctions réelles sur T' qui
sont L? pour la mesure superficielle dU. L’application v s’appelle application de trace; elle est
définie comme le pronlongement par densité de ’application u — ulp définie pour u € C*(Q).

On note que 'application de trace v : H* () — L*(T') est un opérateur compact.
Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u et o :
H ={u = (w) | ui € L*(Q)},
Hy ={u=(w;) € H|u € H(Q)},
H ={o = (03) | 03 = 05 € L ()},
H, ={oc € H | Dive = (0y;,) € L*(Q)7}.

Les espaces H, H,,H et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires donnés

par
(u,v)g = / w;vidr, Yu,v € H,
Q

(U’7 U)Hl = (U,U)H + (E(U),E('U))'H, \V/U,U S Hla
(o, 7))y = / oijTijdr, Vo, € H,
Q

(0,7)y, = (0,7)y + (Dive,Divr)y, Yo, 7€ H,
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respectivement, ou € : H; — H et Div : H; — H sont respectivement les opérateurs de
déformation et de divergence, définis par
1 :
e(u) = (eyj(w),  ei(u) = 5(uiy +ujs), Dive = (07).

Soit X un espace de Banach, nous désignons par || - ||x la norme associée, en particulier les
normes associées aux espaces H, Hi, H et H;.

Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére est définie
p.p- Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour désigner la trace yv
de v sur I'. Rappelons que I'application de trace v : H; — Hy est linéaire et continue, mais n’est
pas surjective. L'image de H; par cette application est notée par Hr, ce sous-espace s’injecte
continiiment dans L?(T")?. Désignons par Hj le dual de Hr, et (-,-) le produit de dualité entre

HY. et Hy Pour tout o € H,, il existe un élément ov € HJ. tel que
(ov,vv) = (0,e(v))y + (Dive,v)g Vv € Hy. (2.1.2)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule
(ov,yv) = /Ul/.vda, Vv € H;. (2.1.3)
r
Donc, pour o assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green) :

(0,6(v))y + (Divo,v)y = /ay.vda, Vv € Hj. (2.1.4)

T

Nous définissons les sous-espace fermé de L*(2) et H,
Y ={vel*Q) | i) e l*(Q)}=H(Q) ,V={ve Hv=0surI'}. (2.1.5)

Puisque mesI'; > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V, alors, il existe une constante C'x > 0

dépendant uniquement de Q et I'y telle que

le()lls = Cr vl (2.1.6)
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Nous considérons sur I'espace V', le produit scalaire donné par
(u,v)y = (e(u),e(v))yy Yu,v e V. (2.1.7)
et soit || - || la norme associée, i.e.
[olly = lle@)ll, veV. (2.1.8)

Par l'inégalité de Korn, il vient que || - ||z, et || - || sont des normes équivalentes sur V' et ainsi
(V|| - [[v) est un espace de Hilbert. En outre, par le Théoréme de trace de Sobolev il existe une

constante Cy dépendant uniquement de €2, I'; et '3 telle que
HUHL2(P3)d < Coljvlly, VveV. (2.1.9)

De plus, on note par V' et Y’ les duales de V' et Y respectivement. Nous utilisons les notations
(., Yvixv et (., .)yrxy pour représenter la dualité entre V' | V et Y’ | Y respectivement.
Pour une fonction scalaire (3, qui représente le champ d’adhésion sur la surface I's du contact,

nous définissons ’ensemble
Z={f:T3x[0,T] >R |0<5(t) <1 surI's}. (2.1.10)

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux inconnues électriques
(champ du déplacement électrique D et le potentiel électrique ¢ ) des problémes électro-mécaniques
qui vont étre introduits dans las chapitres 5 et 6 de la these.

Soit les espaces
W={D=(Dy)| D; € L*(Q),divD € L*(Q)}, (2.1.11)
W={CeH(Q)|(=0surI,}, (2.1.12)

ou divD = (D;;). Ces espaces W et W sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires donnés par
(D, E)W = (D, E)LQ(Q)d + (le D, div E)LQ(Q), (2113)

(907 ¢)W = (VQO, V¢)L2(Q)d7 (2114)
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et leurs normes associées || - ||y et || - |[w , respectivement.
IDISy = IDIIZ20ye + divDlZ2q) - llollw = V] 2. (2.1.15)
Puisque mes(I',) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,
IVCll2ye > Crlilaey, Y¢eEW, (2.1.16)

ot Cr > 0 est une constante qui dépend uniquement de Q et I'; et V&€ = (€ ;).
Il s’ensuit de (2.1.16) que |||/, () et ||-||w sont des normes équivalentes sur W et donc (W, ||-||w)
est un espace réel de Hilbert . De plus, par le théoréme de trace de Sobolev, il existe une constante

Cy dépendant uniquement de Q, I', et T's telle que
1<l 2y < CollCllw, V¢ eW. (2.1.17)

Aussi, rappelons que lorsque D € L?(Q2)? est une fonction réguliére, la formule de Green (2.1.4)

est satisfaite :
(D, V) 2yt + (divD, ) oy = / D.vida, YCe H'(Q). (2.1.18)
r

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur par exemple

a[l, 18, 33].

2.2 'Triplet de Gelfand

Dans cette section nous rappelons la définition d’un Triplet de Gelfand. Pour cela on va

commencer par un rappel sur le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet :

Théoréme 2.2.1 . Soit H un espace de Hilbert et soit H' son espace dual. Alors, pour tout

¢ € H' il existe f € H unique tel que

(0, Vs = (f,v)g Yve H
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On a de plus
18]l = [ f]lm

Preuve. pour une démonstration, voir ([18|, page 81-82).

L’importance de ce théoréme est que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter
a l'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme isométrique qui permet
d’identifier H et H'.

Soit maintenant H un espace de Hilbert réel tel que V' dense dans H et l'injection V' C H est
continue. On identifie H et H'. Soit V' le dual de V. On peut alors prolonger H dans V' grace
au procédé suivant : étant donné f € H, 'application v € V +— (f,v)y est une forme linéaire

continue sur H et a fortiori sur V' ; on la note T'f € V' de sorte que
(Tf,v)yixv =(f,v), VfeH, YveV.

On vérifie que T : H — V' posséde les propriétés suivantes :

W ANT v < Cllflln VS € H,

(2) T est injective,

(3) T(H) est dense dans V.

En général T n’est pas surjective de H sur V'. A l'aide de T on prolonge H dans V' et on a le
schéma

VCH=H CV. (2.2.1)

oll les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé Triplet de Gelfand.

on dit que H est 'espace pivot.

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Soit 0 < T < oo et soit (X, || - |[x) un espace de Banach réel. Nous notons par C.(0,7; X)

I'ensemble des fonctions continues & support compact dans (0,7") a valeurs dans X.
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Définition 2.3.1 . Une fonction f :[0,7] — X est dite mesurable s’il existe un sous ensemble
E C [0,T] de mesure nulle et une suite (f,)nen. de fonctions appartenant a C.(0,7'; X) telle que

| fu(t) — f(t)|]|x — 0 quand n — oo, pour tout ¢t € [0,7]/E.

Définition 2.3.2 . Une fonction f : [0,7] — X est dite fortement dérivable dans ¢, € (0,7 s’il

existe un élément %(to) € X appelé la dérivée forte de f dans tg, tel que

df

Lim| 7 ((to + 1) — f(t0) — &

—(to)llx = 0. (2.3.1)

Définition 2.3.3 . Une fonction f :[0,7] — X est dite intégrable s’il existe une suite (f,)nen

de fonctions appartenant a C.(0,7T; X) telle que

Lim/ (£ (t) — F(E)]xdt = 0. (2.3.2)

n—-+o0o

Théoréme 2.3.1 (Bochner) Une fonction f :[0,T] — X est dite mesurable et intégrable si et

seulement si x — || f(z)||x : [0,T] — Ry est intégrable. Dans ce cas,
H / fit]lx < / Il (233)

Soit 1 < p < oo l'espace de Lebesgue LP(0,7; X) est I’ensemble des classes de fonctions f :
(0,7) — X mesurables telles que I'application ¢t — || f(t)||x appartient & LP(0,7") On sait que

LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

£l ooy = (fy [F@)|Rdt)7, sil<p< oo, (2.3.4)

[ fll=(0,rx) = inf{C >0 : ||f(t)|x <C, ppte(0,T)}, sip=oc. (2.3.5)

par ailleurs, on a les résultats suivants.
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Proposition 2.3.1 (1) LP(0,T;X) (1 <p < o0) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-)x alors L*(0,T; X) est aussi un

espace de Hilbert avec le produit scalaire

(1, 0) 20005 = /0 (u(t), () x .

(8) L™(0,T; X) C L90,T; X) avec injection continue 1 < q < r < oo.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

LP(0,7;X) C L0, T;X) sil<p,g<oo, =+

SR
Q=

LY0,T; X) € L®(0,T; X),
ou LP(0,T; X)) represente le dual de lespace LP(0,T;X) ,1<p < 0.

Définition 2.3.4 . Soit u,v € L'(0,T; X). La fonction v s’appelle la dérivée généralisée d’ordre
n de u sur (0,7) si

/T oM (Hu(t)dt = (—1)" /Tw(t)v(t)dt Vi € C(0,7). (2.3.6)

C(0,T) étant I'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, & support compact dans

0, 7). Nous écrivons v = @ pour n = 1 et v = u™ pour n > 2.
(7 p P

Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev W1P(0,T; X) est Pespace des fonctions u : [0,T] — X
telles que u € LP(0,T; X) et u € LP(0,T; X) et WP(0,T; X) est un espace de Banach muni de
la norme

ullwrrorx) = lullzeo.rx) + |l zeo.rx)-

Définition 2.3.5 Une fonction f : [0,7] — X est dite absolument continue si quelque soit

e > 0, il existe § = d(¢) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints, inclus dans

[0, 77, tels que 3 (b; —a;) < donad [|f(b;)— flay)llx <e
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Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les fonctions de

I'espace W1P(0,T; X).

Théoréme 2.3.2 . Soit 1 < p < oo un espace de banach reflexif et soit uw € LP(0,T;X). Les
propriétés suivantes sont eéquivalentes :

(1) u e WhHr(0,T; X).

(2) w admet un représentant absolument continu presque partout dérivable ayant la dérivée forte
dans LP(0,T; X).

(3) I existe ug € X et g € LP(0,T; X) telles que u(t) = ug + fot g(s)ds Vtel[0,T].

Il découle de la démonstration du Théoréme 2.3.2 que, si X est un espace réflexif, alors toute
fonction u € WHP(0,T; X) est fortement dérivable p.p sur (0,7) et u = ((11_7; p.p sur (0,7) par
ailleurs W11(0, T; X) coincide avec I'ensemble des fonctions lipschitziennes u : [0, 7] — X.

Etant donné un entier k > 2 et un réel 1 < p < oo on définit par récurrence 1’espace
WEP(0,T; X) = {u € WEEP(0,T; X); 0 € WE12(0,T; X)1.

on vérifie aisément que u € WH*P(0,T; X) si et seulement s’il existe k fonctions gy, ...qx €

L>(0,T; X) telles que

Ji u(t)p(t)d 1) 1 g;()p(t)dt Vo € C2(I),¥j = 1,2, ...,k

ot o) désigne la dérivée d’ordre j de . On peut donc considérer les dérivée successives 1 = ¢,

u® =gy .. u®) = g.. L’espase W*P(0,T; X) est un espase de banach munidela norme
a=k

lullwesorxy = lullrerx) + 1 o).

a=1

Nous dénotons aussi par C([0,T]; X) et C1([0,T]; X) les espaces des fonctions continues et

continiment différentiables sur [0, 7] & valeurs dans X, respectivement, avec les normes
lzlleqoryx) = Maz|jz ()] x,

tel0.1] (2.3.7)
¥ = Maz||z(t Maz||&(t
lzllerqoryey = Mazllo(®)lx + Maz|la()llx
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Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par

exemple a [18].
2.4 Eléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

Dans cette section nous rappelons quelques éléments d’analyse dans les espaces de Hilbert et
quelques résultats concernant les équations et les inéquations variationnelles d’évolution para-
boliques du premiére ordre qui interviennent dans 1’étude des problémes mécaniques. Puis nous

rappelons le théoréme de point fixe de Banach.

2.4.1 Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous commoncons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert V' muni du produit scalaire (.,.)y
et la norme associée ||.|| et V' l'espase dual de V' en notant par (.,.)ysyy pour le produit de

dualité entre V et V',

Définition 2.4.1 . L’opérateur A : V — V' est dite :
(a) monotome si

(Au — Av,v — wyyxy >0 Yu,v € V;

(b) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u — v)yxyr > mllu—v|3, Yu,v eV,
(c) de Lipschitz s’il existe L > 0
|Au — Av||y: < L|lu —v|ly Yu,veV.

(d) est dite hemicontinu si pour toute suite numérique (A,) C R telle que A\, — X lorsque

n — 400 on a
(A(u 4+ A\v), w)yrxy = (A(u+ A),w)yrxy quand n — +oo.
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En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant :

Proposition 2.4.1 . Tout opérateur de Lipschitz est hemcontinu.
Proposition 2.4.2 . Soit A : V. — V un operateur non linéaire fortement monotone et de
Lipschitz, c¢’est-a-dire

(a) il existe m > 0 tel que (Au; — Aug,uy — ug)y > m|lu; — usll3, Yuy,us € V.
(b) il existe L > 0 tel que ||Auy — Auslly < L||luy — us|ly, Yug,us € V.

Alors, pour tout f € V il existe un élément unique u € V tel que Au= f.

Le résultat précédent est un cas particulier du Théoréme de Minty-Browder (voir par exemple

[18] p. 88).
Théoréme 2.4.1 . Soit V C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A : 'V — V' un opérateur
hemicontinu et monotone qui satisfait.

(Av, V)yrey > wlv]|Z + A, Yo €V, (2.4.1)

JAvllv < Culllollv +1), Vo eV (24.2)

Pour des constantes w > 0, C; > 0, et A € R. Etant donnée ug € H et f € L*(0,T;V"), alors il
existe une fonction unique u satisfait

uwe L20.T;V)NnC([0,T]; H), e L*0.T;V"),

alt) + Au(t) = f(t) ppd € (0,T),

u(0) = wuo.
Théoréme 2.4.2 . Soit V C H C V' est un triple de Gelfand, K est un sous-ensemble fermé
non vide et convexe de V, et soit A .V — V' est un opérateur linéaire, symétrique et continu
qui satisfait

il existe Cy € R et O3 > 0 tel que (Av,v)yrp + Col|v||% > Cs||v||}, Vv € V. (2.4.3)
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Alors, pour tout ug € K et f € L*(0,T;V"), il existe une unique fonction u qui satisfaite

u€ L20,T;V))NnC(0,T; H) N W20, T; V") (2.4.4)

u(t) € K, Vte|0,T], (2.4.5)
(@(t), v —u(®))vxy + (Au(t), v — u(t))vixy (2.4.6)

> (f(t),v — u(t))V/X\/, Yo € K, p.p.t € (O,T),

u(0) = . (2.4.7)

Siug € K et f € L*(0,T; H), alors il existe une unique fonction u qui satisfaite (2.4.5)-(2.4.7)

et vérifie
we Wh2(0,T; H) N L0, T; V) (2.4.8)

Les démonstrations de deux théorémes précédentes peuvent étre trouvées par exemple dans
[11, 12].
Dans cette section, nous allons rappeler une version du théoréme de Cauchy- Lipschitz (voir par

exemple |72] ,p.48).

Théoréme 2.4.3 Soit (X, || - ||x) est un espace de Banach réel et soit F(t,-) : X — X un

opérateur défini p.p. sur (0,T) qui satisfait les propriétés suivantes :
il existe Lp > 0 tel que |F(t,z) — F(t,y)|lx < Lp|lx —yllx, Yo,y € X, p.p.t € (0,T),
il existe 1 < p < oo tel que F(-,x) € LP(0,T;X), Vze X.

Alors, pour tout g € X, il existe une fonction unique, v € WHP(0,T; X) tel que

(t) = F(t,z(t)) p.p.-te(0,T),
x(0) = xo.

Le Théoréme 2.4.3 sera utilisé pour prouver la solvabilité unique du probléme intermédiaire

impliquant le champ d’adhésion.
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2.4.2 Théoréme de point fixe de Banach

Le théoréme de point fixe de Banach va étre utilisé plus tard dans cette thése pour démontrer
'existence et I'unicité. Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.||x, K C X une partie
de X et soit A : K — X un opérateur défini sur K. On s’intéresse a I'exitence d’une solution de
I’équation

Alu)=u, ueK (2.4.9)

Une telle solution de (2.4.9) s’appelle un point fixe de A dans K.

Théoréme 2.4.4 . (de point fire de Banach) Soit K une partie non vide et fermé de l’espace

de Banach X et soit A : K — K une contractante, i.e, 3k €]0, 1] tel que

Alors il exists un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, A posséde un point fixe unique

dans K

Nous allons ainsi utiliser une version du théoréme de point fixe de Banach que nous présentons
ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de 'opérateur A sont définies récursivement par

A" = A(A") pour n > 2.

Théoréme 2.4.5 . Sous les mémes conditions du Théoreme 2.4.4, on suppose que A" est une

contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fixe unique dans K.

2.5 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-

breux problémes de majoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour établir I'unicite de la
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solution. Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans cette section, on pourra consulter

par exemple [42].

2.5.1 Lemmes de type Gronwall

Lemme 2.5.1 . Soient m,n € C([0,T] : R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout t € [0,T]
et soit a > 0 une constante, et ¢ € C([0,T];R). est une fonction telle que
(1) S
¢ ¢
o(t) < a—i—/ m(s)ds —|—/ n(s)p(s)ds, Vt e [0,T],
0 0

alors
o(t) < (a+/0 m(s)ds)exp(/o n(s)ds), Vte[0,T].
(2) Si
o(1) §m(t)+a-/0 6(s)ds Vi € [0,T),
alors

/Otgb(s)ds <e'. /Otm(s)ds vt € [0, T,

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient

Corollaire 2.5.1 . Soit n € C([0,77] : R) telle que n(t) > 0 pour tout t € [0, 7] et soit a > 0.une

constante, et ¢ € C([0,7] : R) est une fonction telle que

o(t) <a+ /Otn(sqb(s)ds, vt € (0,77,

alors

o(t)<a- exp(/0 n(s)ds), Vte[0,T],

Le corollaire 2.5.1 est souvent utilisé pour montrer 'unicité de la solution, de la facon suivante.

On suppose deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence entre ces solutions, on
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essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

6(t) < /0 n(8)6(s)ds. Vi € [0.T],

avec une certaine fonction n > 0. En appliquant corollaire 2.5.1 donne immédiatement la nullité

de ¢.

2.5.2 Sous différentiabilité

Nous considérons partout dans ce paragraphe que X est un espace normé, X’ I'espace dual

de X et K un sous-ensemble de 'espace X.

Définition 2.5.1 . On appelle fonction indicatrice de K , la fonction yx définie par

0 si uek,
XK = (2.5.1)
+oo si ué¢ K

Il est important d’introduire des notions telles que la sous-différentiabilité et le sous-gradiant
d’une fonction. La notion de sous-différentiabilité intervient fréquement en mécanique et notam-

ment dans la mécanique du contact.

Définition 2.5.2 . Soit une fonction j : X — R et u un élément de X tel que j(u) # %oo.

Le sous-différentiel de j en u, noté 0j(u) est 'ensemble de X’ défini par
dj(u) ={u' € X": j(v) > jlu)+ (W, v —u)xvx, VveX} (2.5.2)

Tout élément u' de ensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de j en u. La fonction j est dite
sous-différentiable en u si dj(u) # 0, et on dit sous-différentiable si elle est en tout point u de

I'espace X.
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Dans le cas d’un espace de Hilbert X, le sous-différentiel de j en u peut aussi étre écrit comme
dj(u) ={u' € X: j(v) > j(u)+ (,v—u)x, YveX}.

Maintenant nous supposons que K est un convexe non vide. Nous considérons la fonction in-
dicatrice yx de ’ensemble K. Nous avons de suite que si u ¢ K alors dxg(u) = (). Supposons
alors que u € K. Il vient que si v’ € Oxg(u) alors (v/,v —u)xxx <0, Vv € K.

Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel Oxx d’une fonction indicatrice xx d’un en-

semble convexe non vide

Oxg(u)={u e X" : (W,v—u)xxx <0, Yo e K} (2.5.3)
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Partie 11

Problémes de contact en

thermodynamique avec endommagement

Dans cette deuxiéme partie, nous allons traiter trois problémes de contact dynamiques impli-
quant 'endommagement pour des corps thérmo-viscoélastiques ou thérmo-élasto-viscoplastiques.
Le premier probléme est modélis¢ avec condition de compliance normale couplée avec adhésion
et sans frottement, le deuxiéme probléme est modélisé avec condition de réponse normale instan-
tanée avec frottement et le dernier est modélisé avec condition de compliance normale couplée
avec adhésion et avec la loi de frottement sec de Coulomb. Pour ces problémes, I'effet thermique
est décrit par une équation différentielle de la chaleur et 'endommagement mécanique de ma-
tériau est décrit par une inclusion de type parabolique. On établit pour chaque probléme une
formulation variationnelle et un résultat d’existence et d’unicité. Les démonstrations sont basées
sur des résultats classiques d’existence et d’unicité sur les équations et inéquations paraboliques,
résultats d’existence pour une inéquation d’évolution abstraite et une version du Théoréme de

Cauchy-Lipschitz et des arguments de point fixe.
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Probléme de contact avec compliance

normal et adhésion

Nous décrivons dans ce chapitre un modéle mathématique dans un processus dynamique d’un
probléme de contact entre un corps thermo-élasto-viscplastique et une fondation déformable, nous
supposons que le contact est sans frottement et qu’il est avec compliance normale et adhésion.
Ce chapitre est stucturé en 3 sections. Dans la premiére section, nous écrivons le probléme
thérmo-mécanique et nous précisons les hypothéses adéquates sur les données. Ensuite, dans la
section 2 nous obtenons la formulation faible. Puis dans la section 3 nous énoncons le Théoréme
3.3.1 sur lexistence d’une solution faible unique du probléme, et nous le prouvons. L’analyse de

ce probléme a fait I'objet de la publication [9].

3.1 Position du probléme thermo-mécanique et hypothéses

Nous nous plagons dans le cadre physique n°1(page 4) présenté dans la premiére partie de la
thése et par conséquent nous utilisons le premier modeéle mathématique n°1(page 8). Pour que
le modéle soit complet, précisons que la loi de comportement thermo-élasto-viscplastique avec

endommagement de type (1.2.2) et la condition de compliance normale couplée avec 1’adhésion
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est prescrite dans (1.3.1), ou I'équation d’adhésion est décrite par (1.3.4)-(1.3.5). Alors le modéle
classique pour ce processus est le suivant :

Probléme P!. Trouver un champ des déplacements v : Q x (0,7) — R? un champ des
contraintes o :  x (0,7) — S% un champ de température 6 : Q x (0,7) — R, un champ

d’endommagement a : Q x (0,7) — R et un champ d’adhésion §: Q x (0,7) — R tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) + fot G(o(s) — Az(u(s)),e(u(s)),0(s), a(s))ds

(3.1.1)
dans Q, p.p. t € (0,7,
pii=Dive + f dans Q x (0,7), (3.1.2)
0 — koAO = p(0 — As(1),e(u),0,0) + ¢ dans Q x (0,7), (3.1.3)
& — kiAa + Ok x(a) > S(o — Ae(i),e(u),8,a) dans Q x (0,7T), (3.1.4)
w=0 surTyx(0,7), (3.1.5)
ov=fy surTyx(0,T), (3.1.6)
—0, = py(u,) — 1A*R,(u,) sur Ty x (0,7), (3.1.7)
—0, = p(B)R.(u,) sur I's x (0,T), (3.1.8)
B = —[B(wR(w)? + 7R (ur)||?) = ea] , sur Ts x (0,7), (3.1.9)
ko2l +ky 0 =0 sur I x (0,7), (3.1.10)
90 =0 sur ' x (0,7), (3.1.11)
w(0) = ug, w(0) =wo, 6(0)=0, a(0)=oqay dansQ, (3.1.12)
B(0) =B, sur L. (3.1.13)

Maintenant, nous allons fournir quelques commentaires sur les égalités, I'inclusion et les condi-
tions aux limites (3.1.1)-(3.1.13) qui ont été déja introduits dans le premier chapitre. L’équation
(3.1.1) représente la loi de comportement thermo-élasto-viscoplastique de la forme (1.2.2), le
processus est dynamique et (3.1.2) est 'équation du mouvement pour le champ des déplace-

ments donnée dans (1.1.5). (3.1.3) représente la conservation de I'énergie ot kg est une constante
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strictement positive, 1 est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engen-
drée par les forces intérieures, ¢ est une donnée, qui représente la source de chaleur volumique.
L’évolution du champ d’endommagement est gouvernée par l'inclusion (3.1.4) avec ki est une
constante strictement positive, Jx représente le sous-différentiel de la fonction indicatrice y g
et S est une fonction constitutive donnée; qui représente la source de I'endommagement dans
le systéme. Les égalités (3.1.5) et (3.1.6) sont les conditions aux limites déplacement-traction,
respectivement. L’équation (3.1.7) représente la condition de compliance normale avec adhésion
sur la surface de contact I's ol p, est une fonction positive donnée, qui sera décrite ci-dessous, et
R, est Popérateur de troncation définie par (1.3.3). La condition de contact (3.1.7) a été utilisé
dans divers documents, voir par exemple [22, 23, 65, 70]. La Condition (3.1.8) est la condition
de contact avec adhésion sur le plan tangentiel, dans lequel p, une fonction donnée et R, est
I'opérateur de troncation définie par (1.3.7).

Ebsuite, I’équation différentielle ordinaire (3.1.9) décrit I’évolution du champ d’adhésion et elle
a déja été utilisée dans [22, 65|, voir aussi [61] pour plus de détails. Nous notons que le processus
adhésif est irréversible, une fois que la "déliaison" se produit I’adhésion ne peut pas étre rétablie,
car 4 < 0. En outre, il est facile de voir que si 0 < By < 1 p.p. sur I's, alors 0 < 8 < 1 p.p sur 'y
pendant le processus. (3.1.10) est une condition a la limite de Fourier pour la température ou ko
représente un coefficient de conduction de I'. (3.1.11) est une condition a la limite de Neumann
homogéne pour le champ de 'endommagemet sur I'. Enfin, les fonctions ug, wg, 0y et oy dans
(3.1.12) et [y dans (3.1.13) sont les données initiales.

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme mécanique P!, nous avons besoin d’in-
troduire quelques hypothéses sur les données.

L’opérateur de viscosité A : Q x ST — S satisfait les propriétés suivantes :
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(
(a) Il existe Ly > 0 telle que

|A(x,e1) — A(z,89)|| < Laller — &2 pour tout e1,69 € S¢, p.p. z € Q.

(b) 1l existe m4 > 0 telle que (A(z,&1) — Az, e2)).(e1 — €2) > maller — ea|?

(3.1.14)
pour tout £1,&2 € S p.p. x € Q.
(c) L’application z — A(x,€) est Lebesgue mesurable sur 2 pour tout € € S%.
| (d) L’application z — A(z,0) € H.
L’opérateur d’élasticité B : Q x S¢ — S satisfait les propriétés suivantes :
( (a) Il existe Lg > 0 telle que
|B(x,e1) — B(x,22)|| < Lg|ler — ea|| pour tout £1,6, € S4, p.p. x € Q. (31.15)

(b) L’application x — B(z,¢) est Lebesgue mesurable sur § pour tout ¢ € S%.

(c) Lapplication x — B(z,0) € H.

L’opérateur de viscoplasticité G : Q x ST x S¢ x R x R — S? satisfait les propriétés suivantes :

(

(a) Il existe Lg > 0 telle que ||G(x,01,e1,01, 1) — G(x, 09,2, 05, as)||

< Lg(lloy — o2 + [[ex — &2l + [61 — b2] + [ar — az)

pour tout oy, 09,£1,2 € S%, et pour tout 04,6, 04,00 € R, p.p. z € Q. (3.1.16)
(b) L’application z — G(x,0,¢,0, a) est Lebesgue mesurable sur

pour tout o,e € S pour tout 6, a € R.

(¢) TL’application x — G(x,0,0,0,0) € H.
La fonction constitutive non linéaire 1 : QxS¢xS¥xR xR — R satisfait les propriétés suivantes :
(
(a) Il existe L, > 0 telle que |¢(z, 01,¢1, 61, 00)—
(T, 09, €9, 02, )| < Ly(|loy — 02| + |ler — eaf| + 61 — o] + a1 — o)
pour tout oy, 09, €1,82 € S, et pour tout 0y, 05, a1, a0 € R,
(3.1.17)

(b) L’application z — ¥ (x,0,¢, 6, ) est Lebesgue mesurable sur €

pour tout o, € S¢, pour tout 0, € R.

| (¢) Lapplication x +— 1(x,0,0,0,0) € L3(Q).
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La fonction source d’endommagement S :  x S x S x R x R — R satisfait les propriétés

suivantes :

(

(a) Il existe Lg > 0 tels que
|S(x,01,e1,61,a1) — S(x,09,89,00,00)| < Lg(|lo1 — 2| + [le1 — 2|
+|0; — O] + |y — a|) pour tout oy, 09,21,65 € SY,
pour tout 01,605, a1, € R, p.p. x € Q.

(b) L’application z — S(x,0,¢,60,a) est Lebesgue mesurable sur €

pour tout o, € S¢, pour tout 6, € R.

| (¢c) Lapplication x> S(z,0,0,0,0) € L*().

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R, satisfait :

(

(a) Il existe L, >0 telle que

lpu(z,71) — pol@,m0)| < Lylri —mo| ¥V 71,1 €R, p.p.w €T3,

(¢) L’application z — p,(x,r) =0 pour tout r <0, p.p.x €.
\

La fonction de contact tangentiel p, : ['s x R — R, satisfait :

(

(a) Ilexiste L, >0 telle que
‘p7-<33,d1) — p.,-(l',dg)‘ < LT |d1 — dg’ W dl,dg € R, p.-p- * € Fg,
(b) Il existe M, >0 telle que |p;(x,d)| < M, YdeR, pp.zels.

(d) L’application z — p,(x,0) € L*(T3).

La masse volumique satisfait
p € L>=(Q), 1l existe p* > 0 telle que p(z) > p* p.p. x € Q.
Les coeflicients d’adhesion satisfont les conditions suivantes :

Yvs Vr € LOO(FJ)7 €q € LQ(F5)> Yy V75 €a 2 0.
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Les forces volumiques, les tractions surfaciques et la source de chaleur externe ont la régularité
feL*0,T;H), foe L*0,T;L*T2)%), g € L*(0,T; L*(Q)), (3.1.23)
Les données initiales satisfont les conditions suivantes :
u €V, wo€ H, 6y€Y, ap€K, (3.1.24)
ki >0, 1=0,1,2. (3.1.25)
Le champ d’adhésion initial satisfait
By € L*(I's), 0< By <1, p.psurly, (3.1.26)

Le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet entraine I'existence d’un élément F'(t) € V' tel
que :

<F(t>,1}>vl><v = (f(t), U)H + (fg(t),’YU)LQ(F2)d Yv € ‘/, t e (O,T) (3127)

On note que la condition (3.1.23) implique que
F e L*0,T; V). (3.1.28)
Nous introduisons les fonctions continues suivantes

G : Y XY 5 R, ag(C,€) = ko [, VC - Véda + ky [ (da, (3.1.29)

0 Y XY SR, a(C€) =k [, VC - Véda, (3.1.30)

Considérons la fonction d’adhésion jge, : L®(I'3) x V' x V' — R définie par

Juen(B0,0) =

I's

Py (u,) v,da + / (=78 R, (w,)v, + pr(B)Rr (uy).v, )da. (3.1.31)

T's
Gardant a Pesprit (3.1.19) et (3.1.20), nous observons que les intégrales dans (3.1.31) sont bien
définis.

Nous finissons cette section avec d’autres notations qui sont nécessaires dans I’étude du probléme.
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Ainsi dans la suite de cette thése, nous employons un produit scolaire modifié sur I'espace de

Hilbert H = L%(Q)%, défini par
((u,v))g = (pu,v)y, Yu,v € H, (3.1.32)
et soit ||.||z une norme associée, i.e
ol = (pv,0)s, Yo € H. (3.1.33)

Suivant I'hypothése (3.1.32), il s’en suit que |||.|||g et || - || & sont des normes équivalentes sur H.
De plus I'inclusion de la trace de (V|| - |lv) dans (H, [||.][|x) et (Y| - ||y) dans (L*(), ||.||r2))

sont continues et denses, et nous avons alors

(u, v)yrxy = ((u,v))g, Yu € H,Yv €V, (3.1.34)

(¢, Eyixy = (C, )2, YCE LX), V€Y. (3.1.35)

3.2 Formulation variationnelle

Nous supposons que u, o, 8, « et 5 sont des fonctions réguliéres satisfaisantes (3.1.1)-(3.1.13).
Multiplions scalairement ’équation (3.1.2) par v € V, intégrons le résultat sur €2, et utilisons la

formule de Green (2.1.4), nous obtenons

(pii(t), )i + (0(8), 2(0))3 = /Qfo(t).v d + /Fa(t)y.v da. (3.2.1)

Utilisons (3.1.5)-(3.1.8) et (1.1.3), on trouve
(pi(t),v)g + (o(t),e(v))y = /Qf(t)v dx + A fo(t).vda (3.2.2)
- [ ptw)wde= [ (B RO+ 9 DR O) 0 )da. (323)

I's

Par conséquent, de (3.2.2), (3.1.27), (3.1.31),(3.1.32) et (3.1.34) on obtient

((t), V) vy + (1), 2(0))3 -+ Jaen (B u(t), v) = (F(£), 0)yrer. (3.2.4)
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On multiplie scalairement ’équation (3.1.3) par w € Y, en appliquant la formule de Green
(2.1.18) et utilisons (3.1.10), (3.1.29) et (3.1.35), on obtient
(O(t), whyry + ao(6(1), w)
= ((a(t) — Ae(u(t)),e(u(t), 0(t), a(t), w)yxy + (q(t),w)r2(0)-
Enfin, soit a(t) € K et p.p.t € (0,7). D’apés 'équation (3.1.4) et la définition 2.5.3 de Jx,
on obtient
(@(t), € — a(t))r2@) — ki(Da(t), £ — alt)) o)
> (S((o(t) — Ae(a(t),e(u(t), 0(t), (1)), § — a(t)) 120 V& € K.
En appliquant La formule de Green (2.1.18) avec (3.1.11), (3.1.30) et (3.1.35) on trouve
(a(t), € = alt))yrxy + ar(aft),§ — alt))
> (S(o(t) — As(u(t)),e(u(t), 0(t), a(t)), § — a(t))y'xy VE € K.
Finalement, en combinant (3.1.1), (3.2.4)-(3.2.5), (3.1.9),(3.1.12) et (3.1.13) nous trouvons Py,

(3.2.5)

la formulation variationnelle du Probléme P!.
Probléme PJ. Trouver le champ des déplacements u : [0, 7] — R, le champ des contraintes o :
[0,T] — S% le champ de température @ : [0,T] — R, le champ d’endommagement « : [0,7] — R

et le champ d’adhesion 5 : [0,7] — R tels que

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) + fot G(o(s) — Ae(u(s)),e(u(s)),0(s), a(s))ds

(3.2.6)
p.p. t € (0,7),
(i(t), v)vixy + (0(t),e(v))a + Jaen(B(t), u(t), v) (3.2.7)
= <F(t),U>V’><V Vv € V, p.-p. S (O’T)7
(0(t), w)yrxy + ao(0(t),w) (3.2.8)

= (¥(a(t) = Ae(i(t)),e(u(t)), 0(t), a(t)), w)yrxy + (qt), w)r2(@) Yw €Y, p.p. t € (0,T),

{a(t),§ = a(t))yry + a(a(t), £ = a(t))

(3.2.9)
> (S(o(t) = Ae(u(t)), e(u(t)), 0(t), a(t), § — at))yrxy VE € K, p.p.t € (0,T),a(t) € K,
B(t) = —[B(t) (wRy(uy(1))? + v | Re (u-()[|?) — €a] . pop- T € (0,7), (3.2.10)
w(0) = ug, u(0) =wo, 6(0) =20, «a0)=cay, B(0)=7> (3.2.11)
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3.3 Existence et unicité de la solution

Notre intéret principale dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité

pour le probléme variationnel Py

Théoréme 3.3.1 Sous les hypotheses (3.1.14)-(3.1.26), le probléme variationnel P} admet une

solution unique (u, 0,0, a, B) ayant la régularité

w e Wh(0,T; V)N CY([0,T]; H), (3.3.1)
i e L*(0,T; V"), (3.3.2)
o e L20,T;H), (3.3.3)
0 € L2(0,T;Y) N C([0,T]; L*(Q))), (3.3.4)
0 e L20,T;Y"), (3.3.5)
a e L20,T;Y)NC([0,T]; L2(Q)), (3.3.6)
a e L20,T;Y), (3.3.7)
B e Wh=(0,T; L*(T3)) N Z. (3.3.8)

Un quintuple (u, 0,6, a, B) satisfaisant (3.2.6)-(3.2.11) s’appelle solution faible du probléme de
contact thermo-élasto-vescoplastique P!. Nous concluons que, sous les conditions précisées dans
le Théoréme 3.3.1, le probléme (3.1.1)-(3.1.13) a une solution faible unique.

Nous occupons maintenant de la preuve du Théoréme 3.3.1, qui est basée sur des résultats
classiques des équations et des inéquations d’évolution avec les opérateurs monotones et les
arguments du point fixe. A cette fin, nous supposons dans la suite que (3.1.14)-(3.1.26) sont
vérifiées, et C représentera une constante strictement positive qui peut dépendre des données
du probléme mais elle est indépendante du temps t, et sa valeur peut changer d’un endroit a
I’autre. Pour la simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance explicite des diverses

fonctions sur x € Q UT.
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Soit n € L%*(0,T; V") donné. Dans la premiére étape, nous considérons le probléme variationnel
suivant.

Probléme 73577. Trouver le champ des déplacements w, : [0,7] — V, tels que pour ¢ € [0, T

(iin (), V) vy + (Ae(ity (1)), (V)3 + (0(t), V)vrsy = (F(t), v)yrxy, W €V, (3.3.9)

uy(0) = ug, U, (0) = wo. (3.3.10)
Nous avons le résultat suivant

Lemme 3.3.1 . Pour tout n € L*(0,T; V"), le probleme 73;77 posséde une unique solution satis-

fait (3.3.1)-(3.3.2).

Démonstration. En utilisant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet. Nous définissons

lopérateur A : V — V/ par

(Aw, v)yrwy = (Ae(w),e(v))y. (3.3.11)
Il s’ensuit de (3.3.11) et (3.1.14)(a) avec (2.1.8) et pour tout v,w € V on a

|Aw — Av||y < Cllw — vl|v, (3.3.12)

ce qui montre que A : V — V' est de Lipschitz et donc hemicontinu.

En utilisant (3.3.11), (3.1.14)(b) et (2.1.8)
(Aw — Av,w — v)yry > mallw — |} Yo,w €V, (3.3.13)

i.e, que A:V — V'’ est un opérateur monotone.

Maintenant, nous choisissons v = Oy dans (3.3.13), on obtient

(Aw, w)yrwy = mallw|l} — A0y ||y ||lw||v
1 1

> — 2 — ——||Aoy|)? V.
> smallwll} = 5 A0Vl o €
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Alors, A satisfait la condition(2.4.1) du Théoréme 2.4.1 avec w = smy et A = —ﬁHAOVH%/,.

Ensuite, par (3.3.12) nous déduisons que
[Awlv: < C(lwlly + [[AOv[[v:),  VweV.

Cette inégalité montre que A satisfait la condition(2.4.2) du Théoréme 2.4.1. D’une autre part

nous pouvons écrire (3.3.9) comme suit
Uiy, () + Aty (t) = F,(t) dans V', t € (0,T). (3.3.14)
D’apres (3.1.24) et (3.1.28) nous avons
F,=F—neL*0,T;V') et wy € H.

Finalement, nous remarquons que toutes les conditions du Théoréme 2.4.1 sont vérifiees, donc

nous concluons qu’il existe une unique fonction w, et qui satisfait

w, € L*0,T;V)NC(0,T; H), 1, € L*0,T;V"), (3.3.15)
ty(t) + Awy(t) = Fy(t) pp.t€(0,7T), (3.3.16)
wy(0) = wo. (3.3.17)

Nous définissons la fonction w, : [0,7] — V par
t
w(t) = / wy(s)ds +uo Vit € [0,T]. (3.3.18)
0

Moyennant (3.3.11) et (3.3.15)-(3.3.18), nous impliquons que u, est une solution du probléme

variationnel P} | et qui satisfait la régularité (3.3.1)-(3.3.2). L’unicité de la solution vient de

7]7

I'unicité de la solution du probléme (3.3.15)-(3.3.17); grace au Théoréme 2.4.1. O

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u,, obtenu dans le Lemme 3.3.1

et nous considérons le probléme de valeur initiale suivant.
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Probléme Pj . Trouver le champ d’adhésion 3, : [0, 7] — L*(T3) tel que

By(t) = = [Ba () (3 R () (1) + 77 | Be (g (D)) = €] ., op- £ € (0,T),  (3:3.19)

B(0) = fo. (3.3.20)
Lemme 3.3.2 . Il eziste une unique solution (3, € WH(0,T; L*(T3)) N Z du probléme Ps,-

Démonstration. On considére la fonction de trace G, : [0, 7] x L*(T'3) — L*(T'3) définie par

Gy(t, B) = =By Ro (g (1))* + 7o | B (e (1)) %) — €0l

pour t € [0,T] et 31, Bo € L*(I'3). D’aprés les propriétés des opérateurs de troncation R, et R,

nous avons

|G, (t, Br) — Gy(t, B2l L2rs) < 1181 — Balln2g) L2 + Vel 2rs)

< C||B1 = Ballr2rs),

et d’autre part

1Gn(t, B r2rs) < Bl 2w L2 + vellr2s) + ll€all 2y

<C.

Donc, nous impliquons que G, est Lipschitz continue par rapport au deuxiéme argument, et cela
uniformément dans le temps. D’ailleurs, pour n’importe quel 3 € L?*(I's), la fonction de trace
t — G,(t,8) appartient a L>=(0,T; L*(T'3)). Ainsi, en utilisant le Théoréme 2.4.3, nous obtenons
qu’il existe une fonction unique 3, € W>°(0,T; L*(T'3)) qui satisfait (3.3.19) et (3.3.20). Aussi,
d’aprés les arguments utilisés dans la Remarque 1.3.1 et (3.1.26) nous déduisons que 0 < 3, (t) <
1 pour tout ¢t € [0,T], p.p. sur I's. Par conséquent, de la définition de Z nous montrons que

By € Z, ce qui donne la preuve du Lemme. 3.3.2. O
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Probléme P;A. Trouver le champ de température 0, : [0,7] — Y tel que

<9'>\(t),w>y/><y + ao(e)\(t),w) = <)\(t) -+ q(t),w)Y/Xy, Vw € Y, p.p.t € (O,T), (3~3~21)

0x(0) = 6. (3.3.22)

Lemme 3.3.3 Pour tout A € L*(0,T;Y"), il existe une solution unique 0y du probléeme P(}A

satisfait (3.3.4)-(3.3.5).

Démonstration. L’inclusion de la trace de (Y, || - ||y) dans (L*(Q), || - [|12()) est continue et

dense, nous pouvons écrire le Triplet de Gelfand
Y CL*(Q) CY'.
On considére 'opérateur linéaire Ay : Y — Y’ défini par
(AoC, E)yvrxy = a0(¢,€), V(LY. (3.3.23)
Nous utilisons (3.3.23) et la définition (3.1.29), on peut écrire pour tout (,§ € Y.
(AoG. €)ool < ko [ IVCVEldr -+ ks [ foelda
En utilusant I'inégalité de Holder on obtient
[(A0C, E)vrxy | < kol V€| 2| VE Il L2@ye + FallCll 2y 1€l L2y (3.3.24)
Gardant en téte Théoréme 2.1.2 (trace de Sobolev), I'inégalité (3.3.24) devient
[ AoClly < ClIC]lys (3.3.25)

ce qui montre que Ay : Y — Y’ est continu et donc hemicontinu.

D’aprés la définition (3.3.23) on vérifie

<AOC7 C>Y/><Y Z 07
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i.e, que Ag: Y — Y’ est un opérateur monotone.

D’autre part, moyennant (3.3.24), comme ky > 0 et pour tout ¢ € Y on résulte

(Ao, Qyrxy > kol VCI[720ye

et d’ou
(o€, vy 2 FallCIE = kol Bagey.

Alors, Ap satisfait la condition (2.4.1) du Théoréme 2.4.1 avec w = kg et X\ = —/{:OH§H%2(Q).
Ensuite, de (3.3.25) nous déduisons que A satisfait la condition (2.4.2).

Il s’ensuit maintenant de la régularité (3.1.23)-(3.1.24) et A € L*(0,T;Y’) que ¢ = A+ q €
L*(0,T; L*(Q)) et 6y € L*(9).

Finalement, nous remarquons que toutes les conditions du Théoréme 2.4.1 sont vérifiées, donc

nous concluons qu’il existe une unique fonction 6, qui satisfait

0r € L*0,T;Y) N C([0,T]; L)), 6, € L*(0,T;Y"), (3.3.26)
05 (t) + Agbr(t) = ga(t) p.pt € (0,T), (3.3.27)
0(0) = 6o (3.3.28)

0

Probléme Polm. Trouver le champ d’endommagement «y, : [0,7] — Y tel que

(Gu(t), € — () yrxy + ar(ay(t), € — au(t))
> (1, & —ay(t)yrxy, YEE€K, pp.te(0,T), aut) € K,

a,(0) = ag. (3.3.30)

(3.3.29)

Lemme 3.3.4 . Pour tout p € L*(0,T;Y"), Il existe une unique solution o, du Probléme Pclyu

satisfait (3.3.6)-(3.3.7).
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Démonstration. La preuve de ce lemme est basé sur 'application du Théoréme 2.4.2. I’inclu-
sion de la trace de (Y, - |ly) dans (L*(2),]| - ||z2(«)) est continue et dense, nous pouvons écrire
le Triplet de Gelfand

Y C L*(Q) cY'.

On sait que l'ensemble du champ d’endommagement admissible K est un sous-ensemble non
vide, fermé et convexe dans Y. Ainsi, le champ initial d’endommagement oy € K.

On considére 'opérateur A; : Y — Y’ défini par

<A1C7£>Y’><Y = al(c; g)v vaé eY. (3331)

Nous utilisons (3.3.31) et la définition (3.1.30), on peut vérifier que A; est linéaire, continu et
symétrique.

Ainsi, pour tout £ € Y nous avons

(A€, E) vy = k1[I VEN 72 yar
alors
(A1, E) vy + (k1 + V€N 2q) = FLIVENT2 0y + 1€]172(0))s

et d’ou

(A&, Eyrxy + Cz|!§\|%2(g) > Cs||€|3 avec Co=ki+1et Cs=k.

Nous remarquons que toutes les conditions du Théoréme 2.4.2 sont vérifiées, ce qui conclut la

preuve de Lemme 3.3.4. U

Dans ce qui suit, nous utilisons les champs de déplacement u,,, de température 0 et d’endomma-
gement c,, pour construire le probléme de Cauchy associé au champ du tenseur des contraintes.

Probléme P;n,/\,u' Trouver le champ de contrainte o, , : [0,7] — H tel que

oy au(t) = Be(uy(t)) + /0 G(onauls),e(uy(s)), 0x(s), apuls))ds Vi €[0,T]. (3.3.32)
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Lemme 3.3.5 . I existe une unique solution du probleme P;nw et elle satisfait (3.3.3). En

. . - ; 1 1 1
outre, st Uy, 0\, €t oy ox. . représentent les solutions des problemes Pu,. PQM P.,, ¢t

1

A respectivement, pour i = 1,2, alors il existe C' > 0 tel que

Ho-m)\l,m (t) - 0-772,>\2,#2(t)||3-l < O(”um (t) - uﬂz@)”%/

t (3.3.33)
+ /O (Il (5) = wnp ()17 + 1105, (5) = Ora ()15 + levs (5) = v (8)3-)dls).
Démonstration.
On considére A,y , : L*(0,T;H) — L*(0,T;H) opérateur donné par
A0 (t) = Be(uy,(t / G(o 1(8)), 0 (s), au(s))ds. (3.3.34)
Soit 0; € L*(0,T;H), i =1,2 et t; € (0,T).
D’aprés ’hypothése (3.1.16) et I'inégalité de Holder, on trouve
t1
[An 01 (t1) = Apapuoa(t)lly, < LéT/ lo1(s) — o2(s)[[3,ds. (3.3.35)
0
En utilisant opérateur A,  , une autre fois, on obtient
t1 t2
143000001 = A2 oaltn) < 2372 [ [ lon(s) = oa(s) st
0
On fait une itération sur cette derniére inégalité n fois pour trouver
t1 to
HAZ,,\,#UI(tl) n)\uo-2<t1 ||H < L2nTn// /HO’l —0'2 )”Hdet dtQ
L’intégration sur l'intervalle de temps (0,7, il s’ensuit que
n n 2 LénTTL 2
HAn,)\,,uo-l - An,)\,u0-2||L2(0,T;’H) Hal O-QHLQ(O,T;H)' (3336)

Ce qui implique que pour n suffisamment grand, 'opérateur A”,  est une contraction sur I’espace

A

de Banach L?(0,T'; H) donc il existe un élément unique o, 5 , € L*(0,T; H) telle que NS\ Tnapn =
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Onau, qui représente 'unique solution du probléme 77;7] A €D utilisant (3.3.32), la régularité de
Uy, O, a,, et les propriétés des opérateurs A, B et G, il vient que o, 5, € L*(0,T;H).

. . : \ 1 1 1
En outre, si uy,, 0y, a,, et oy, représentent les solutions des problemes P, , PGAZ-’ P, et

1
OngXgsg

, Tespectivement, pour i = 1,2, nous utilisons (2.1.8), les propriétés (3.1.15) et (3.1.16)

de B et G avec I'inégalité de Young pour obtenir

Ham,)\l,ul (t) = Oy Ao, o (t)Hg-L
t
<O (fun (t) — (DI + / (0 (5) = Tmrann ()11
1ty (5) — s ()12 1183 (5) — Ora ()11 + s (5) — apa(3)[2)ls).

En utilisant 'argement de Gronwall dans I'inégalité précédente nous déduisons (3.3.33), ce qui

achéve la démonstration. O

On considére Uopérateur A : L2(0,T; V' x Y' x Y') — L*(0,T; V' x Y’ x Y), défini par

An(t), A@t), u(t)) = (Ao(n(t), M), (1)), Ar(n(t), M), (1)), Aa(n (), A1), (1)), (3.3.37)
ouv €V, te|0,T] avec les opérateurs Ag, Ay et Ay sont donnés par

(Ro(n(), AE), (1)), 0)y ey = (Be(uy(£)), €(0)) 3 + Jaen (B (t), iy (£), 0)

t (3.3.38)
+(fo g(UTI,AM(S)v 5(un(s)), GA(S)v a#(8>)d57 6(“))?—[7
As(n(t), A1), (1)) = (o n(t), €(uy(t)), Or(1), cuu(t)), (3.3.39)
Aa(n(t), A1), (1)) = S (manu(t), e(un(t)), Ox(t), u(t)). (3.3.40)

Lemme 3.3.6 . Loperateur A admet un point five unique (n*, \*, u*) € L*(0,T; V' x Y' x Y").

Démonstration. Soient (11, A1, i1), (92, A2, pt2) € L*(0,T; V' x Y’ x Y7).
Pour simplicité, nous utilisons les notation u,, = w;, @, = w;, i, = U;, By, = Bi, 0\ = 0i, 0, =

a; et oy, . = 0 pour i = 1,2. En utilisant (2.1.8), les hypotheses (3.1.15), (3.1.16) et (3.1.18)-
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(3.1.20) avec les définitions de R, et R, et la Remarque 1.3.1 nou avons
80 (. A (8), 11(5) — Aoma(8), Ma(t). pal0)) I3 < 1B (un (1)) — Be(ua(®)) [,
/ G (s 01(5), 01 (5)) — G (0(5), (), Ba(5), ua(s) s
£ C(lp (1)) = Poltzg (0 e,

+ C(IB () R (wa (£)) = 55 (8) Ro(uzn (D) | 2,
+ O(|lp- (Bu (D) | Re (e ()] = 2 (Bo(D) | B (e (D[ 21,

ainsi, on obtient
A0 (8), Ma(8), (1)) = Aalimat), Ma(0), a0)) |-
<(/ (los(s) = oI + lur(s) = ) + 163(5) — (oI (3:3.41)
+flan(s) = an(s) ) ds + () = wa () + 151 = Bo(t) ey ).

Nous utilisons estimation (3.3.33) pour obtenir
Ao (ma(t), M (t), pa (£) — Ao(m2(t), Aa(t), pa(t)) I3
<[ (lusto) = o)} + 163(5) = 8a(5) (3.3.42)
0
+ [l (s) = aa(s)[5)ds + lua(t) — ua ()5 + [151(t) — ﬁz(t)\|i2<r3))-
Du probléme de Cauchy (3.3.19)-(3.3.20), nous pouvons écrire
Bi(t) = Bo — /0 [8i(5) (v R (s (5))? 4+ 77 | Rr (ur (5) 7)) — €a] , ds,
et alors
181(8) = Ba(t) | 2rsy < € / 181(8) (R (s (5)))” = Bal) (R (uz())) | oy ds
0 [ AR DI = Balo) IR (DI gy
En utilisant la définition de R, etR. et on écrit 5, = 1 — B2 + [2, nous obtenons
— 2y < C — 27 d — 2rayads ).
1816) = o)y < O [ 1109 = Balo) ey + [ () = ua(s) oot
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Ensuite, nous appliquons l'inégalité de Gronwall pour déduire

181(t) — Ba(t)[|L2(rs) < C/O |ur(s) — ua(s)|L2(ry)ads,

Moyennant (2.1.9) on obtient que
184(6) = Balt)ery < C [ us(s) — un(s)ll3ds (3.3.43)
D’autre part, d’aprés w;(t) = ug + fot U;(s)ds, on sait que pour p.p. t € (0,7,
[ur (t) = ua(@)[v < /Ot 1 (s) = tia(s)[|v-ds. (3.3.44)
En appliquant les inégalités de Young et Holder, (3.3.42) devient, via (3.3.43) et (3.3.44)
1 A0 (m1(£), (1), (8)) — Mo (ma(t), Aa(t), p2(t)) I3
<C( [ (1n6s) = i)+ r(s) — wa)l; (3345

+[101(s) — a3 + llaa(s) — Oéz(S)H%)dS) p-p- t € (0, 7).
En outre, on trouve en prenant la substitution n = 7y, n = 72 dans (3.3.9), et on choisit v = 1 —1,

comme fonction test
(tiy (t) — dia(t), () — U2 (t)) vy + (Ae(tn(t)) — Ae(ia(t))), e (i (t) — ua(t))),,
= (n2(t) = m(t), ur(t) — uz(t))vxvy pp-t € (0,T).

En vertu de (2.1.8), (3.1.14)(b), (3.1.32), (3.1.34) et (3.1.21), I'équation précedente devient

— Nl (t) — o (@) +mallin (t) — @5 < () — m@llv i (t) — d2(t)llv-

On intégre cette inégalité par rapport au temps et par 'inégalité de Young méne a

(02 s (1) — ()% + mma / H'dl(S)—ibz(S)H%/dsSm% / () — ma(s)|[2ds.

En conséquence,

/0 s (s) — tn(s)|[2ds < C / I(s) — m(s)lds pp. £ € (0.T), (3.3.46)
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ce qui implique également, en utilisant une variante de (3.3.44), que

Jur(t) = ws(t)12 < © / Ini(s) = na(s)lds  p.p. ¢ € (0,T). (3.3.47)

De plus, si nous prenons la substitution A = A, A = Ay dans (3.3.21) et en soustrayant les deux

équations obtenues, on déduit en choisissant w = 6, — ), comme fonction test

(01() = B2(2), 01(t) — Oa())yrxy + a0 (02(£) — Oa(t), 01(£) — O(1))

= <)\1(7f) — )\2<t>, Ql(t) — Hg(t»ylxy, p.p-t € (O,T)

On intégre 1’égalité précédente, en utilisant (3.1.35), les conditions intiales 6;(0) = 65(0) = 6, et

comme qag est Y-elliptique nous obtenons

%H@l(t) = 02()I720) + C/O 161(s) — O2(s)|[3-ds < /0 (A(s) = Aal(s),01(s) = Oa(s))yrxyds

Employant les inégalité de Holder et Young, on en déduit que

100 =800y +C [ I0s(5) =0 s < [ s(5)=Oa(od st [ u(s) =Dl .

Moyennant une version des lemmes de Gronwall (Corollaire 2.5.1), il s’ensuit que

101(8) — 0 20 /Hel ) Oa(s Hyds<C’/ A1 (s) — Aa(s)[|2ds. (3.3.48)

En substituant maintenant g = p1,§ = «,,, p = p2,§ = o, dans (3.3.29) et moyennant des

arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve de (3.3.48) pour obtenir que

¢ ¢
Jon(t) = ax(®le) + [ llo(s) ~ax(s) s < € [ pn(s) = ma(o)ods. (3349

0 0

Nous pouvons en déduire, en utilisant (3.3.45)-(3.3.49), que

1A0(m1(£), Aa(#), pa (£)) — No(ma(t), Aa(t), 2 (1)) 17
<C(Imt) = @5 + 1A (t) = A2l + i (t) = p2(B)]3-).-
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D’aprés 'hypothése (3.1.17) et (3.3.33) il s’ensuit

1AL (1 (8), A (B), 1 () — Aa (ma(2), Ao (8), (D)) 15
=[[¢(a1(8), e(ur(t)), 02(2), o (t)) — (o). e(ua(t)), Oa(1), (1)) I3~
<C(llus(t) = w2 (O + 160:(t) = (O3 + llen(t) — a2()IIF)  pp. t € (0,7).

Cela nous permet de déduire, via (3.3.47), (3.3.48) et (3.3.49), que

AL (0 (), A (), pa () — Ax(ma(t), Aa(t), pa(t)) I3

<C(Im®) = m@5 + 1A () = Aol + () = p2(B)]5-).-

(3.3.51)

De méme, en utilisant (3.3.33) et (3.3.47)-(3.3.49), on obtient I'estimation suivante pour A?
A2 (1 (£), A (8), 1 () = A2 (t), Ao(t), ()15

=[S (a1 (t), e(ur(t)), 01 (2), ar(t)) — S(oa(t), e(ua(t)), O2(t), an(t)) I3 (3.3.52)

<C(Im®) = m@5 + 1A () = A2l + i (8) — p2(0)]3-)-

D’apres (3.3.50), (3.3.51) et (3.3.52), nous concluons qu'il existe une constante positive C' > 0

vérifiant
[A (1, Ay pa) — A, Az, M2)|’%2(0,T;V/xwxw)
(3.3.53)
SCHnl — T2, >\1 - >\2a H1 — ’UQH%Z(O,T;V’XY’XY’)'
On généralise cette procédure par récurrence sur n. On obtient alors la formule
[A™ (11, Ars 1) — A" (2, Mgy M2)H%2(O,T;V/><Y/><Y’)
T , (3.3.54)
S (1 = M2, Av = Aoy — p2) 220,107y vy

ce qui implique que pour n suffisamment grand une puissance A" de A est une contraction dans

I'espace de Banach L*(0,T;V’' x Y’ x Y'), ce qui conclut la preuve. O

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le Théoréme 3.3.1.

Démonstration du Théoréme 3.3.1.
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Soit (n*, \*, u*) € L*(0,T; V' x Y’ x Y') étre le point fixe de A définie par (3.3.37)-(3.3.40) et
notons par

(a) u=1up, (b)0=0 (c)a=a,, (3.3.55)

(a) o = Ae(1) + OpeXep* (b) B= B (3.3.56)
Nous prouvons que (u, 0,0, o, B) satisfait (3.2.6)-(3.2.11) et (3.3.1)-(3.3.8). En effet, nous écrivons
(3.3.32) pour n = n* , A = \* avec p = p* en utilisant (3.3.55) et (3.3.56)(a) pour obtenir que
(3.2.6) est satisfaite. Maintenant, nous considérons (3.3.9) pour n = n* et en utilisant (3.3.55)(a)
pour trouver

(i, v)vrxy + (Ae(u(t)),e(v))a + (07 (), v)visy = (F(t), v)vixy
Yo e V,p.pte (0,T).

Les égalités Ag(n™, A", u*) = n* , Ay(n*, A5, 1*) = N5, Ao(n*, A", u*) = p* combinés avec (3.3.38)-

(3.3.57)

(3.3.40), (3.3.55) et (3.3.56) montrent que

(n*(¢), U)V’xv = (Be(u(t)), e(v)),, + Jaen (B(1), u(t), v) (33.58)
(fo ( — Az(u(s)),e(u(s)), a(s ))ds 5(1}))H Yo eV,

N (t) = w(a(t) — Ae(u(t)), e(u(t)), 0(t), a(t)), (3.3.59)

wr(t) = S(U(t) — Ae(u(t)),e(u(t)), 0(¢), a(t)). (3.3.60)

Maintenant, nous substituons (3.3.58) dans (3.3.57) et l'utilisation (3.2.6) de voir que (3.2.7) est
satisfaite. Nous écrivons (3.3.21) pour A = \* et 'utilisation (3.3.55)(b) et (3.3.59) de constater
que (3.2.8) est satisfait, aussi nous écrivons (3.3.29) pour u = p* et en utilisant (3.3.55)(c) et
(3.3.60) a trouver que (3.2.9) est satisfaite. Nous considérons maintenant (3.3.19) pour n = n* et
l'utilisation (3.3.55)(a) et (3.3.56)(b) pour obtenir que (3.2.10) est satisfaite. Suivant (3.2.11) et
la régularité (3.3.1)-(3.3.2),(3.3.4)-(3.3.8) suivre Lemmes 3.3.1, 3.3.2 , 3.3.3 et 3.3.4. La régularité
(3.3.3) suit du Lemme 3.3.5. La partie unicité du Théoréme 3.3.1 est une conséquence de 'unicité
du point fixe de Popérateur A définie par (3.3.37)-(3.3.40) et la solvabilité unique des problémes

P&n ,Pén , P(}A , PLoet P;n,w qui achéve la démonstration. O

Cp
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Chapitre 4

Probléme de contact avec réponse normale

Instantanée et frottement

Dans ce chapitre nous étudions un probléme dynamique avec frottement, endommagement et
réponse normale instantanée pour une loi de comportement thermo-élasto-viscoplastique (1.2.5).
Notre objectif est de prouver I'éxistence et I'unicité d’une solution faible.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la premiére section nous commencons par donner
une formulation thermo-mécanique du probléme. Ensuite dans la deuxiéme section nous déri-
vons la formulation variationnelle sous une forme d’un systéme couplant une équation intégro-
différentielle, une équation variationnelle du second ordre, une équation variationnelle du premier
ordre et une inéquation variationnelle du premier ordre. Puis dans la section 3 nous énoncons

Théoréme 2.4.1 sur 'existence d’une solution unique du probléme, et nous le démontrons.

4.1 Position du probléme thermo-mécanique et hypothéses

Nous reprenons le cadre physique n°l (page 4), schématisée a la figure 1.1. Nous considérons
que le corps est thermo-élasto-viscoplastique. Le corps peut étre en contact avec une base défor-

mable sur la surface potentielle de contact I's avec une couche de lubrifiant supposé entre eux.
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De ces considérations, le modéle mathématique n°1 (page 8) nous conduit & formuler le probléme
thermo-mécanique suivant :

Probléme P2. Trouver le champ des déplacements u : Qx (0,7) — R, le champ des contraintes
o:Qx(0,T) — S% le champ d’endommagement a : Q x (0,7) — R et le champ de température

0:Qx(0,T) — R tels que.

o(t) = Ae(u(t)) + Be(u(t)) — M(0(t), a(t))

+ [1G(0(s) — Ale(i(s))), £(uls)), a(s))ds dans Q, p.p .t € (0,T), S
ii=Divo+ f dans Q x (0,7), (4.1.2)
0 — div(KV0) = ¢(i1,0,0) + ¢ dans Q x (0,7), (4.1.3)
& — kiAa+ Ok x(a) 2 S(o — A(e(w)),e(u),0,a) dans Q x (0,7, (4.1.4)
u=0 sur Ty x(0,7), (4.1.5)
ov=fy surTyx(0,7), (4.1.6)
—0, =p,(4,), —o0,=p-(0)sur'3x(0,7), (4.1.7)
—kii0 v = ke(0 — 0g) — ho(||ir]]) sur s x (0,7), (4.1.8)
0 =0 sur [y UT, % (0,7), (4.1.9)
g =0 surI'x (0,7), (4.1.10)
w(0) = ug, w(0) =wy, 60)=40, «0)=a dansQ, (4.1.11)

L’équation (4.1.1) représente la loi de comportement d’un matériau thermo-élasto-viscoplastique
avec endommagement, qui est causé par des déformations viscoplastique intoduite dans (1.2.2).
Ensuite (4.1.2) représente 'équation du mouvement donnée dans (1.1.5), ou le processus est
dynamique. La condition (4.1.3) représente la conservation de 1’énergie avec 1 une fonction
constitutive non linéaire qui représente la chaleur produite par le travail des forces internes.
L’évolution du champ d’endommagement est gouvernée par 'inclusion différentielle donnée par

la relation (4.1.4). Les conditions (4.1.5) et (4.1.6) sont des conditions déplacement-traction
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introduits par (1.1.6) et (1.1.7). (4.1.7) décrit les conditions de contact avec réponse normale
instantanée et frottement sur la partie I's. L’équation (4.1.8) représente la condition au bord
associée a la température dérivée de la condition de Fourier avec 0i est la température de
fondation, k. représente ’échange de la température entre le corps déformable et la fondation,
h. la fonction tangentielle. (4.1.9) la condition aux limites de la température sur I'y UT'. (4.1.10)
est la condition a la limite de Neumann, (4.1.11) représente les conditions initiales.

D’autre part, pour le champ de température, nous définissons '’ensemble Y; de H'(Q) par

Vi= {we H(Q) /w=0sur ' UTy}. (4.1.12)

Avant d’etablir une formulation variationnelle au probleme P2, nous avons besoin de quelques
hypothéses. Nous assumons que les opérateurs A, B et la fonction S verifient les hypothéses
(3.1.14), (3.1.15) et (3.1.18) du chapitre précédent.

Nous supposons que lopérateur de viscoplasticé G : Q x S% x S¢ x R — S? satisfait les propriétés

suivantes :

/

(a) Il existe Lg > 0 telle que ||G(x,01,¢1, 1) — G(x, 09, €2, ) ||

< Lg([lon — o2l + [[e1 — &2l + [on — az)

pour tout oy, 09,€1, 62 € S, pour tout oy, s € R, p.p. & € Q. (4.1.13)
(b) L’application z — G(z,0,¢,a) est Lebesgue mesurable sur €

pour tout o, e € S% pour tout o € R.

(c) L’application z — G(x,0,0,0) € H.

Le tenseur thermique M : Q x R x R — S? satisfait les propriétés suivantes :

;

(a) Il existe Ln > 0 telle que || M(z, 01, a1) — M(z, 62, az)||
< Lp(|601 — 62] + |ag — az|) pour tout 61,0, 01,0 € R, p.p. z € Q.
(b) L’application z — M(z,0, «) est Lebesgue mesurable sur (4.1.14)

pour tout 0, a € R.
(c) L’application x — M(z,0,0) € H.
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La fonction constitutive non linéaire 7 : Q x R? x R x R — R satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe Ly > 0 telle que |¢(x, &1, 01, 0q)—
Y(x, &9, 00, a2)| < Ly (&1 — & + 101 — 02| + Jon — aa])
pour tout &, & € R?, et pour tout 0,0, a1, s € R,

(b) L’application z — ¥ (x,&, 0, ) est Lebesgue mesurable sur €
pour tout ¢ € R, pour tout 6, € R.

(c) L’application z — ¥(z,0,0,0,0) € L*(Q).

La fonction de contact normale p, : I's x R — R satisfait

(

a) 1l existe CY,CY > 0 tel que |p,(z,7r)| < CY|r|+CY Vr e R,p.p. x € I's.
b) (pu(xurl) —pV(JZ,TQ))(Tl - TQ) >0 VTDTQ eR. p-pTE Is.

¢) L’application  — p,(x,r) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout r € R.

(
(
(
(

d) L’application r — p,(z, ) est continue sur R, p.p z € I's.
\

La fonction de contact tangentiel p, : I's x R? — R? satisfait

(

a) Il existe CT,C7 > 0 tel que ||p.(z,d)|| < CT||d|| + C5 Vd € RY, p.pxeTs.
b) (pT(I dl) p-,-(;ﬁ,dg)).(dl — dQ) Z 0 le,dg € Rd, p-pxcE F3.

d) L’application d — p,(z,d) est continue sur R? p.p x € ['s.

(
(
(c) L’application x — p,(z, d) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout d € R?.
(
(

e) p-(z,d).v(x) =0 Vd € R? tel que d.v(z) =0 p.p x € I's.

De méme, nous supposons que la fonction tangentielle h, : I's x R, — R satisfait

(a) Il existe L™ > 0 telle que |h,(z,71) — ho(z,72)| < L7|ry — ro|

v7‘177,12 € R+J ppzrc F37

(b) L’application z — h,(z,r) € L*(T'3) est Lebesgue mesurable sur '3, Vr € R,

La masse volumique satisfait

p € L>=(Q), 1l existe p* > 0 telle que p(z) > p* p.p. x € Q.
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Les forces volumiques , les tractions surfaciques et et la densité de la source de chaleur externe

ont la régularité
feL*0,T;H), foe L*0,T;L*)%), qe€ Wh>(0,T;L*(Q)).
et pour certains Cc > 0, pour tout (§;) € R :
K= (kij), kij=kje L), ki;&& > Ok,

Les données aux limites et initiales satisfont les conditions suivantes :

uy €V, wo € H, 0, €Yy, 0rc L*0,T;L*Is)), ke L®(QR,), o€ K.

Nous définissons la forme bilinéaire a :Y x Y — R par
a:Y xY — R, a((,f)zk/ﬂVC-Vﬁdaz.
Nous noutons par F' : [0,7] — V la fonction définie par
(F(@t),v)vixv = (f(t),0)n + (fo(t),70)2ryye Yo €V, t€(0,T).
On note que la condition (4.1.20) implique que

F e L*0,T;V").

(4.1.20)

(4.1.21)

(4.1.22)

(4.1.23)

(4.1.24)

(4.1.25)

Par la suite, nous définissons les formes linéaires @ : [0,7] — Y/ , R : Y7 — Y/ et aussi O :

VxY xY =Y/ par

(Q), w)yrxy: Z/Qq(t)wdw+/ kOr(t)wda Yw € Y7,

I's

d
(RT,W)yixy, = Z/ki,jﬁjwﬂ-dx%—/kedex Vr,w € Y],
Q Q

1,j=1
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(O, C.€),w)yinrs = /Q B0, ¢, O)wdar + / (ol Jwda

(4.1.28)
YvoeV EeY et V(wel,
Finalement, nous définissons 'application j,.,; : V x V — R définie par
jrni(ua U) = / (pV(uV)UV + pT(uT)'UT)da7 vu’ GRS V (4129)
I's

Nous finissons cette section avec une autre notation qui est nécessaire dans ’étude du probléme,
ainsi dans la suite de cette thése. On sait que Pinclusion (Y7, | - |ly;) dans (L*(Q),]|.]|22(0)) est

continue et dense, et nous avons alors

<C75>Y1’><Y1 = (Cag)LQ(Q)a vC € LQ(Q)7 v£ S }/1 (4130)

4.2 Formulation variationnelle.

Nous supposons que u, 0, 0 et « sont des fonctions réguliéres satisfaisantes (4.1.1)-(4.1.11).
Nous procédons comme le chapitre précédent pour obtenir une formulation faible du probléme

P? et nous obtenons alors une équation similaire a (3.2.1).

(pi(t),v)m + (a(t),e(v))y = / fo(t).v do + / o(t)v.v da. (4.2.1)
Q r
Nous appliquons les conditions aux bords (4.1.5)-(4.1.7) et (1.1.3) nous obtenons

(pir(t),v)m + (o(t),e(V))n = [o [(t)v do+ [1,, fo(t).vda

(4.2.2)
= Jr, o (i (8)) vy + pr (it (1)) .07 ) da.
Par conséquent, d’aprés (4.2.2), (4.1.24), (4.1.29),(3.1.32) et (3.1.34) on obtient
(@(t), v)vrv + (o(1),£(0))n + Jrni(0(t), v) = (F(1), v)vrxy (4.2.3)

On multiplie scalairement 'équation (4.1.3) par w € Y7 (w = 0 sur I'; UTy ), en appliquant la

formule de Green (2.1.18) on obtient

/Qé(t)ﬁddx‘i_(’CV@(t),VUJ)LQ(Q)d—/F’Cve(t).V(JJda: /(¢(u(t),9(t),a(t))+q(t))wd:v, (4.2.4)

Q
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d’ou

(O(t),w) r2() + Z/Qki,jﬁ,jwyidx—/ kiﬁ,il/jwda:/Q(w(u(t),e(t),a(t))+q(t))wdm. (4.2.5)

ij=1 Ts

On remplace par (4.1.8) on trouve

d
(00, + 3 [ e [ (50— 0m) = he(lillJoda
i,j=1"9 Is (4.2.6)

_%ﬁmwﬁ@ﬂ@pm+lﬁ@mx

Nous utilisons les définitions (4.1.26), (4.1.27) et (4.1.28) de R, O et Q(t) respectivement, avec
(4.1.30) on écrit

O(t) + RO(t) = O(u(t), 0(t), a(t)) + Q(t) dans Y. (4.2.7)

Enfin, soit «(t) € K et p.p.t € (0,7). D’apés I’équation (6.1.4) en utilisant des calcules

similaires & ceux utilisés dans la preuve de (3.2.5), on obtient I'inégalité suivante

(@(t), € = a(t))12(@) + ala(t), € — alt))
> (S(a(t) = As(a(?)), e(u(t)), 0(t), (1)), & — a(t)) 2y V€ € K.

(4.2.8)

Finalement, en combinant (4.1.1), (4.2.3), (4.2.7), (4.2.8) et (4.1.11) nous trouvons P la formu-
lation variationnelle du Probléme P2,
Probléme PZ. Trouver le champ des déplacements u : [0,7] — R? le champ des contraintes

o :[0,7] — S?, le champ d’endommagement « : [0,7] — R et le champ de température
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0:10,T] — R tels que

4.3

o(t) = As(u(t)) + Be(u(t)) — M(6(t), a(t))

t (4.2.9)
+ [, G(o(s) — A(e(i(s))),e(u(s)), a(s))ds  p.p. t € (0,T),

(i(t), v) vy + (o(t),e(v))a + Jrni((t), v) = (F(E), v)vrxv (42.10)
Yo eV, pp.te(0,T),
0(t) + RO(t) = O(u(t),0(t), a(t)) + Q(t) dans Y/ (4.2.11)
a(t) € K, (4(1),€ ~ a(0)0) + ala(t). €~ alt) o
> (S(o(t) — Ae((t), e(u(t), 0(), (1)), § — a(t))r2i) V€ € K, p.p. t € (0,7),
u(0) = up, u(0) =wy, 6(0) =0, «a0)=a. (4.2.13)

Existence et unicité de la solution

Notre intéret principale dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité

pour le probléme variationnel PZ

Théoréme 4.3.1 Sous les hypothéses (3.1.14)-(3.1.18),(3.1.21)-(3.1.25), (4.1.16) et (4.1.17) le

probleme variationnel PZ admet une solution unique {u,0,0,a} ayant la réqularité

we Wh(0,T; V)N CY0,T; H) N W>2(0,T; V'), (4.3.1)
o e L2(0,T;H), (4.3.2)
6 € L*(0,T;Y:) N C(0,T; LA(2)) N Wh2(0, T} YY), (4.3.3)
a € L0, T;Y)NWh2(0,T; L*(Q)), (4.3.4)

Un quadruple (u, 0,0, «) qui satisfait (4.2.9)-(4.2.13) s’appelle une solution faible du probléme

mécanique P2

La démonstration du Théoréme 4.3.1 sera conduite en plusieurs étapes. Elle est basée sur les
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résultats des équations et des inéquations d’évolution avec les opérateurs monotones et les argu-
ments du point fixe. Nous supposons dans la suite C' est une constante positive qui dépend de
Q, Iy, I's, A, G,p,, p- et T mais ne dépend pas que ¢, ni du reste des données, dont la valeur
varie d'une place a I'autre.

Soit n € L*(0,T; V") , dans la premiére étape, on considére le probléme variationnel suivant.

Probléme Pgn. Trouver le champ des déplacements u, : [0, 7] — V, tel que

(iin(t), V)vrxv + (Ae(ty(t)), (V)3 + Jrni(in(t), v) + (n(t), V)vrxv
= (F(t),v)vixv,Yv eV, pp.te(0,T),

(4.3.5)
uy(0) = up, 0, (0) = wo. (4.3.6)

Lemme 4.3.1 . [] existe une solution unique du probléme 7957] qui satisfait la régularité (4.3.1).

Démonstration. En utilisant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, nous définissons

lopérateur A:V — V’
(Aw, v)vrxy = (As(w),e(v))y + Jrmi(w,v), w,v €V, (4.3.7)
et on définit un élement F),(t) € V' par
(F,(t), v)vixy = (F(t) = n(t),v)vixy Yo eV tel0,T]. (4.3.8)
Soient v, w € V, en utilisant (4.3.7) et la définition de j,,; donnée par (4.1.29) nous trouvons :

(Aw — Av,w — v)yrxy = (Ae(w)) — (Ae(v), e(w — v))y
+ /F (pl/(wl/) - pv(vu))(wu - Uu)da

+/ (pT(wT) - pT(U7->>-(’LU7- - U2T)da'
I's
D’apreés (3.1.14)(b), (4.1.16)(b) et (4.1.17)(b) avec (2.1.8), nous obtenons
(Aw — Av,w — vy > mgllw — |3, (4.3.9)
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I'inégalité précédente indique que 'opérateur A est fortement monotone sur V.

En utilisant de nouveau (4.3.7) et (4.1.29) il vient, pour tout v € V' que

<Aw1 — Awg, U>V’><V = (A€<w1) - A€<w2), 6(7)))7{

+/ (po(w1y) — pr(wsy))v.da
s
+/ (pr(wir) — pr(wor)).v-da,
s
par (2.1.9) et (3.1.14)(a) nous déduisons que

[Awy — Awsllyr < Lallwr — wally + Collpy(wivy) = po(wa )| L2rs) (4.3.10)

+Collpr(wir) — pr(war)|| L2(rg)a-
L’inégalité (4.3.10) et 'hypotheéses (4.1.16)(d), (4.1.17)(d) impliquent que Popérateur A : V. — V'
est continu et ainsi est hemicontinu.
En utilisant des calculs similaires a ceux utilisés dans le probléme précédent, on résulte que
A vérifie toutes les conditions du Théoréme 2.4.1, donc nous concluons qu’il existe une unique

fonction w,, et qui satisfaite

w, € L*(0,T;V)NC(0,T; H),w, € L*(0,T;V"), (4.3.11)
wy(t) + Aw,(t) = F,(t) p.p.t € [0,T], (4.3.12)
w,(0) = wy (4.3.13)

Soit u, : [0,7] — V la fonction définie par
t
uy(t) = / wy(s)ds +uy Vt e |0,T] (4.3.14)
0

Il vient de (4.3.7) et (4.3.11)-(4.3.14) que w,, est une solution du probléme variationnel P; et elle
satisfait la régularité exprimée dans (4.3.1). Ce qui conclut la partie existence du Lemme 4.3.1.
L’unicité de la solution vient de l'unicité de la solution du probléme (4.3.12)-(4.3.13), grace au

Théoréme 2.4.1.
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Dans la deuxiéme étape, soit A € L?(0,T;Y]) et nous considérons le probléme de valeur initiale
suivant.

Probléme ng. Trouver le champ de température 6, : [0, 7] — Y7 tel que

0\(t) + ROA(t) = A(t) + Q(t) dans Y/, p.p.t € (0,T), (4.3.15)

0,(0) = 6. (4.3.16)

Lemme 4.3.2 . [l existe une solution unique 0\ du probléeme ng qui satisfait la régqularité

(4.3.3).

Démonstration. Le résultat découle de I’évolution d’équation classique du premier ordre donné.

Nous allons appliquer le Théoréme 2.4.1. Ici, le Triple de Gelfand est donnée par
Y1 C L} (Q) = (L*(Q)) C V).
L’opérateur R est linéaire et coercitive. Par 'inégalité de Korn, nous avons
(RT, T)yixvy 2 O[3 (4.3.17)

Moyennant (4.1.27) et pour tout 7,w € Yj on a

d
(R, whvpn < D ki gllzoe s Imill 2o il 22 @) + el o ) 9]l 2,

4,j=1

en utilisant (2.1.1) on trouve
(RT,w)yixy; < Cll7llw [|wllys- (4.3.18)
D’un autre coté, d’aprés la définition de ) on déduit que

Qr=\+Q € L*0,T;Y)). (4.3.19)
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Les inégalités (4.3.17), (4.3.18) et la régularité (4.3.19),0, € L*(Q) implique que toutes les condu-
tions du Théoréme 2.4.1 sont vérifiées, donc nous concluons qu’il existe une unique fonction 0,

et qui satisfaite

0, € L2(0,T:Y1) N C(0,T; L*(R)), 6 € L*0,T;Y]), (4.3.20)
0x(1) + ROA(t) = QA(t) p.p.t € (0,T), (4.3.21)
0,(0) = 6. (4.3.22)

Troixiéme étape, soit u € L(0,T; L*(Q2)) donné, on considére le probléme suivant, dont I'inconnu
est le champ d’endommagement.

Probléme PO%M . Trouver le champ d’endommagement «, : [0,7] — Y tel que

(A (), € = au(t)) 2 + alau(t), & — au(t))
= (1§ — o)z V§ €K, pp.t€(0,T), aut) € K,

(4.3.23)

a,(0) = ap. (4.3.24)
Lemme 4.3.3 . [l existe une solution unique o, du probléme 732”, pour tout € L*(0,T; L*(2))

satisfait la régularité (4.3.4).

Démonstration. Nous utilisons la définition (4.1.23) et le fait que ay € K dans (4.1.22) et
un résultat classique d’existence et d’unicité sur les inéquations paraboliques données dans le

Théoréme 2.4.2.

Dans la quatriéme étape, nous utilisons le champs de déplacement u, obtenu dans le Lemme
4.3.1, le champ de température ¢, obtenue dans le Lemme 4.3.2 et le champ d’endommagement
a,, obtenu dans le Lemme 4.3.3, pour construire le probléme de Cauchy associ¢ au champ du
tenseur des contraintes.

Probléme Pgmm. Trouver le champ des contraintes oy, 5, : [0, 7] — H tel que
Ty au(t) = Be(uy(t)) — M(OA(1), au(t))
’ (4.3.25)
+/ G(opru(s),e(uy(s)), au(s))ds VYt e[0,T].
0
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Lemme 4.3.4 . I] existe une unique solution du probleme PgnM et elle satisfait (4.3.2). En
outre, si Uy, 05,y €t oy x ., représentent les solutions des problemes P. . P; , Pa el

2

N respectivement, pour i = 1,2, alors il existe C > 0 telle que

||O-771,>\14L1 (t) ~ O x2,m2 (t)Hg-L < O(Hum (t) — Unp,y (t)”%/ + ||0>\1 (t> - 9>\2 (t)H%Q(Q)

: (4.3.26)
F o (1) = s (D)1[72() + /0 (Nl (5) = wn () 1T + [l (8) — Qvia (8)13-)ls).-
Démonstration.
Etape 1. Soit I'application A, ,, : L*(0,T;H) — L?(0,T;H) définie par
t
Apruo (t) = Be(uy(t) — M(Ox(1), au(t)) +/ G(o(s),(uy(s)), au(s))ds. (4.3.27)
0

Soit 0; € L*(0,T;H), i = 1,2. D’aprés 'hypothése (4.1.13) et 'inégalité de Holder. En utilisant
des arguments semblables a celui de la preuve du Lemme 3.3.5 du troisiéme chapitre, nous
trouvons

IA7 5 01 = A7 s L0l 7200 < THal — 0ol 200 190)-

nous trouvons, pour n suffisamment grand, que 'opérateur A”, est une contraction dans I'es-

A5
pace de Banach L?(0,T;H) , et par conséquent, du théoréme Banach du point fixe, il existe un
élément unique 0,5, € L*(0,T;H) telle que A7 3 Tnau = Onapus qui représente I'unique solution
\ 2
du probleme P; .
En outre, si uy,, 0y, et oy, 5, ,, représentent les solutions de problemes Py , Pg , P; et
i 1 7

25 .- respectivement, pour ¢ = 1,2, puis nous utilisons (2.1.8), les hypothéses (3.1.15), (4.1.13)

et (4.1.14) de B, G et M, I'inégalité de Young et le lemme de Gronwall, on obtient I'inégalité
(4.3.26). O

Etape 2. On considére 'opérateur A : L2(0,T; V', Y/, L?(Q)) — L?(0,T; V', Y/, L?(Q)), défini

par

A(n(t), M), (1)) = (Ro(n(t), ML), (1)), iy (1), O(t)x, a(t) 1), S(ayppu(t), € (1)), 01 (1), (1)),
(4.3.28)
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otl opérateur Ay est donné par

(ol(0) A0), 1(0), O =(Belag (1) = MO (1), (1)), <(0))
t (4.3.29)
= ([ Gonanls) ctuy(s)) aulo)ds.(0),,

Lemme 4.3.5 . L operateur A admet un point five unique (n*, \*, u*) € L*(0,T; V' xY{x L?(Q2)).

Démonstration.
Soient (71, A1, 1), (2, Mg, pa) € L2(0,T; V'Y, L*(Q)). Au début, on utilise (4.3.29), (2.1.8) et
les hypothéses (3.1.14), (3.1.15), (4.1.13) et (4.1.14) et en appliquons les inégalités de Young et
Holder, on obtient

1Ao(m1(£), A (8), i () — No(ma(t), Aa(8), (D) V0 < C ([l (8) — gy (DI

(105, (8) = 02, (0) 1220 + Nl (8) = 0 ()220 (4.3.30)
t
+ /O (10011 (5) = O ()3 + Nty () — 2ty ()5 + Nty (5) = e (5)]15)ls)

D’autre part, on sait que u;(t) = ug + fg U;(s)ds pour tout t € (0,7T),

t
[ty (8) = gy (8)[v < /0 [, () = iy (5) [ v dls. (4.3.31)
A Taide de (4.3.26) et (4.3.31), 'inéquation (4.3.30) devient

180 (02 (£), A(E), 11(£)) = Ao(ma(t), 2 ()20 < C (103, () = O, (1)][22
s (8) = s (320 + So ([t (5) = T ()13 (4.3.32)
1t (8) = s ()F + N, (5) =y ()3 )ds).
En outre, on trouve en prenant la substitution n = 7y, n = 7, dans (4.3.5), et on choisit v = 1; —s
comme fonction test
(i1 (1) — tia(t), 1 (t) — d2(t))vrixv + (Ae(in(t))) — Ale(a(t))), e(d1(t) — d2(t)))vixv
i (1 (£), 1 (£) = 12(8)) = o (ta(£), i (£) — (1)) (4.3.33)

= —(m(t) = n2(t), W (t) = w2(t))yixv  pp-t € (0,T).
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En utilisant les hypothéses (4.1.16), (4.1.17) et la définition (4.1.29), nous déduisons que
Jri (U (), Uiy (8) = i2(t)) = Jrmi (12 (t), 02 (£) — ta(t)) = 0. (4.3.34)
Et d’aprés (3.1.32), (3.1.34) et (4.3.33), (4.3.34) I'égalité devint

p((iin () — dig(t)), 1y (t) — ()i + (A(e(t1(t))) — Ale(ta(t))), e (i (t) — 112(75)»‘//?}(.3.35)
< —(mu(t) = ma(t), i (t) — o (t))vrxy

On intégre l'inégalité (4.3.35) par rapport au temps, et en vertu de (3.1.14)(b) et (2.1.8), en
utilisant (4.1.19) et les conditions initiales w1(0) = t2(0) = wy , on trouve

t

mAA(Mﬂ@—ux@mmss—K}m@wwm@mm$—ux@wwwm (4.3.36)

en utilisant 'inégalité 2ab < 73—2 + m4b?, nous obtenons
A

t t
/WM&—%@%%SC/HM$—m@%w vt € [0,7). (4.3.37)
0 0
D’apres (4.3.31) on a
t
Hm@—w@%@SC/HM$—m®%w Vi€ [0,T] (1.3.38)
0

De plus, si nous prenons la substitution A = A\;; A = Ay dans (4.3.15) et en soustrayant les deux

équations obtenues, on déduit en choisissant 6, — 6, comme fonction test

(O1() = 0a(t), 01(2) = 62(t)) vyeys + (ROL(E) — RO (t), 01(1) — (1)) vyv,
= (A(t) = A2(t), 01 (t) — O2(t))yrxy:, P-p-te€(0,T).
On intégre l'inégalité précédente, en utilisant (3.1.35), les conditions intiales 6,,, (0) = 6,,,(0) = 6
et comme R est linéaire et coercive, nous obtenons
1 t t
S161(t) = (D) 1720 + C/O 161(s) — ba(s) 13, ds < /0 (Ar(s) = Aa(s), 01(s) — Oa(s))yyxv, ds
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Employant les inégalité de Holder et Young, on en déduit que

100 =0y +C [ 1016 =029 < 5 [ (I0a5) =M+ a(s) = 0a(o) s

Moyennant une version des lemmes de Gronwall (Corollaire 2.5.1), il s’ensuit que

164(0) = 02y + [ 1(5) = 0a(6) s < © [ In) = Malo)ys. (4339)

Maintenant, en substitutant g = p1,& = oy, = p2, & = o, dans (4.3.23) et en soustrayant les

deux équations obtenues, on trouve
(G, (8) = Gy (£), py (8) — @y (8)) 12(0) + @0, (1) — 0y (1), 0y (£) — 05 (2))
< (pa(t) = pa(t), ap, (8) — ap, (8))r2(), p-p- t € (0, 7).

On intégre l'inégalité précédente, en utilisant les conditions intiales «,, (0) = a,,(0) = ag et
comme a est Y-elliptique nous obtenons

310 ()= 0, (0 +C [ o (9= () s < [ 1a(5) = 151,040 ()= (5] s

Employant les inégalité de Holder et Young, et lemme de Gronwall on déduit que

t
s (8) = s (1) 220 /w% aM@mwSCAWM@—m@Mmm& (4.3.40)

De (4.3.32) et (4.3.37)-(4.3.40) on a

/0 A0 (m1(8), A1 (s), 11(8)) — Ao(ma(s), Aa(s), pia(8))]}ds
OA(/amm—meWWMm—Mwmfme—mmmm@ﬂ@

0

On intégre la deuxiéme intégrale par rapport a s € [0,7] on trouve

/Hmwmmk@mmm—mmmm&@mwmmw
0 (4.3.41)

< C/O (1 (s) = ma(s)le + [Aa(s) = M)y + () = p2(s) 1 T2 s
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D’aprés la définition (4.1.28) de © et les hypothéses (4.1.15), (4.1.18) on obtient
1©(u(t), 01(t), a(t)) — O(u2(t)), b2(t), 2(t)) 3,
<C(|lin(t) — ()} + 1102(t) — ()13, + len(t) — az(t)ll720))  pop-t € (0, 7).

Cela nous permet de déduire, via (4.3.37), (4.3.39) et (4.3.40), que

/ 1©(m(s), Ai(s), 1 (5)) = O(1a(5), Aa(s), pa(s)) I, ds
0 (4.3.42)

SC/O (lm(s) = ()5 + [Aa(s) = Aa(3)l137 + Npan(s) — pa(s)ll720)ds.

En utilisant hypothése (3.1.18) et l'igalité (2.1.8) avec les estimations (4.3.26), (4.3.37)-(4.3.40)

on obtient 'estimation de S
/Ot 15 (@1 1,11 (8), € (uny (), Oy (), i ()
— SO raiz (5), € (Ung (5)), Oy () 4y (5)) |72 (0 ds (4.3.43)
< C/OT(H?h(S) —12() IV + [1(Aa(s) = Aa()ll3y + (w2 () = p2(8) 2 () s

De (4.3.41)-(4.3.43), nous concluons qu’il existe une constante positive C' > 0 vérifier

HA(m, At /h) - A(U2, A2, MQ) HLQ(O,T;V’XYI’XLQ(Q))

(4.3.44)
< Ol = m2, AL — Mgy i — N2HL2(0,T;V’><Y1’><L2(Q))
En réitérant 'inégalité (4.3.44) n fois on obtient
[A™ (71, A1, pa) — A" (12, A2, p2) HL2(0,T;V’><Y1’><L2(Q)) (4.3.45)

< %Hm — N2, A1 — Ao, fg — M2||L2(0,T;v'xY1’xL2(Q))-

pour n assez grand, 'opérateur A est contractant sur 'espace L?(0,T; V' x Y/ x L?(2)), donc
A a un point fixe unique. O
Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théoréme 4.3.1.

Démonstration du Théoréme 4.3.1.
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Soit (n*, \*, u*) € L*(0,T; V' x Y] x L*(Q)) étre le point fixe de A défini par (4.3.28),(4.3.29) et

notons par
(@) u =y, (b)8=0x, (c)a=oau, (d)o=A(0)~+ op o, (4.3.46)

ot u, 0, et g,y ,» sont des solutions des problémes P2 | Pz P2 et P2  respectivement,
" n n H A1

pour n =n*, A = A\* et u = pu*. Nous prouvons que (u, 0,0, «) satisfait (4.2.9)-(4.2.13) et (4.3.1)-

(4.3.4). En effet, nous écrivons (4.3.25) pour n = n*, A = A\* avec p = p* en utilisant (4.3.46)

pour obtenir que (4.2.9) est satisfaite.

Maintenant, nous considérons (4.3.5) pour n = n* et en utilisant (4.3.46)(a) pour trouver

(i, v)vrxv + (Ae((t)), e(v)u + Jrni((t), v) + (77 (1), v)vixv = (F(t), v)vixv
VYo e V,ppte(0,T).

(4.3.47)

Les égalités Aog(n*, X", 1) = 0", Oy, Oy, e ) = X et S(0p ax pur, €(Upe ), Orr, 0r ) = p* combi-

nés avec (4.3.46) montrent que

(' (t), v)vixv = (Be(u(t)) — M(6(t), a(t)),e(v)),,

t (4.3.48)

+(fy G(o(s) — Ac(ils)), e(u(s)), a(s))ds,e(v)),, Vv eV,
N (t) = O(alt), (1), a(t)), (4.3.49)
() = S(o(t) — As(i(t)), £(u(t)), (1), a(t)). (4.3.50)

Maintenant, nous substituons (4.3.48) dans (4.3.47) et 'utilisation (4.2.9) de voir que (4.2.11) est
satisfaite. Nous écrivons (4.3.15) pour A = \* avec l'utilisation (4.3.46)(D) et (4.3.49) de constater
que (4.2.11) est satisfait, aussi nous écrivons (4.3.23) pour u = p* et en utilisant (4.3.46)(c) et
(4.3.50) a trouver que (4.2.12) est satisfaite. Suivant (4.2.13) et la régularite (4.3.1), (4.3.3)-
(4.3.4) et (4.3.2) proviennent de Lemmes 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3 et 4.3.4 respectivement, la partie
unicité du théoréme 4.3.1 est une conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur A défini
par (4.3.28)-(4.3.29) et la solvabilité unique des problemes P2 -, Pj , P3 et Pgn,m qui achéve

la démonstration. O
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Chapitre 5

Probléme de contact avec compliance

normale et frottement

Dans ce chapitre on considére un probléme de contact avec frottement en thermo-viscoélasticité
linéaire dans le cas dynamique entre un corps thermo-viscoélastique et une fondation déformable,
nous supposons que Le contact est modélisé avec une condition de compliance normale et frot-
tement sec de type Coulomb .

Ce chapitre est stucturé en 3 sections. Dans la premiére section, nous écrivons le probléme
thérmo-mécanique et nous précisons les hypothéses adéquates sur les données. Ensuite, dans la
section 2 nous obtenons la formulation faible. Puis dans la section 3 nous énoncons le Théoréme

5.3.1 sur I'existence d’une solution faible unique du probléme, et nous le prouvons.

5.1 Position du probléme thermo-mécanique et hypothéses

Nous nous plagons dans le cadre physique n°1(page 4) présenté dans la premiére partie de la
thése et par conséquent nous utilisons le premier modéle mathématique n°1(page 8). Pour que le

modéle soit complet, précisons que la loi de comportement thermo-élasto-viscoélastique linéaire.
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Alors le modéle classique pour ce processus est le suivant :
Probléme P3. Trouver un champ des déplacements u : Q x (0,7) — R¢ un champ des

contraintes o : Q x (0,7) — S? et un champ de température 6 : Q x (0,7) — R tels que

o = Ae(u) + Be(u) — M6, dans Q x (0,7), (5.1.1)
pti =Divo + f dans Q x (0,7, (5.1.2)
0 — div(KV8) = —M.Vi+q dans Q x (0,7), (5.1.3)
u=0 surIy x(0,7), (5.1.4)
ov=fy sur Ty x (0,7), (5.1.5)
—0, = p,(u, — 1) sur 'z x (0,7, (5.1.6)
lo-l| < pr(uy = 1), o7 =—pr(uy, —1) IIZZH si i, # 0 sur I's x (0,7), (5.1.7)
—kij0;v; = k(6 —Or) — ho(||4|]) sur I's x (0,7), (5.1.8)
=0 sur 'y Uy x (0,7), (5.1.9)
w(0) = ug, u(0) =wy, 6(0) =40y, dans Q. (5.1.10)

L’équation (5.1.1) représente la loi de comportement d’un matériau thermo-viscoélastique avec
endommagement. (5.1.2) représente 1'équation du mouvement. La condition (5.1.3) représente
I'équation de la conservation d’énergie ou ¢(x,t) est la quantité de chaleur dans le volume
Q) durant l'intervalle de temps ot I = (k;;) représente le tenseur de conductivité thermique,
div(KV0) = (k;;0),1 représente la densité du volume de la source température. Les conditions
(5.1.4) et (5.1.5) sont des conditions déplacement-traction. (5.1.6) et (5.1.7) sont les conditions
de contact de compliance normale et la version générale de la loi de frottement de Coulomb
en vitesse sur la partie I's. (5.1.8) représente la condition au bord associée a la température
dérivée de la condition de Fourier avec Ay est la température de fondation, k. est échange de la
température entre le corps déformable et la fondation, h, une fonction tangentielle. (5.1.9) est

la condition & la limite de la température sur I';U I's. (5.1.10) représente les conditions initiales.
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Pour les champs des déplacements et de température, nous définissons le cadre fonctionnel sui-
vant :

Uy = {v e W0, T; V)N W>>(0,T; H) | v(0) = up, v(0) = wp},

Yi= {we H(Q) | w=0sur I UT,}.
Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme mécanique P32, nous avons besoin d’in-
troduire quelques hypothéses sur les données.
Soient A = (Aijir), B = (Bjju) deux tenseurs linéaires du quatriéme ordre, tenseur de viscosité

et tenseur d’élasticité respectivement satisfaites les propriétés de symétrie et d’ellipticité :

Aijr = Ajit = Agij . Bijii = Bjit = Brig » 1 <14,75,k, 1 <d (5.1.11)
dma >0, AyjutijTi > matiTe, V7 = (7i;), tel que 75 = 75, (51.12)
Img >0, BijuTijTu > maTiyTu, V7 = (7i;), tel que 7;; = 7j;.
L’opérateur de viscosité A : Q x ST — S satisfait
FL,>0tel que |A(z,e)|| < Lallell, Ve €S pp. ze (5.1.13)
L’opérateur d’élasticité B : Q x S — S? satisfait
3L, >0 tel que |B(z,¢)|| < Lg |||, Ye€S? ppzecQ (5.1.14)

La fonction de compliance normal, de contact tangentiel ps, (s =vous=7): '3 x R — R,
satisfait :
(

a) Il existe L, > 0 tel que
( ) P q

|p5($,7”1) - ps(xar2)| S LS|T1 - T’2| v 1,72 € Rv p.px € F3'

(b) L’application x — ps(z,r) est mesurable sur I's, Vr € R, (5-1.15)
\ (¢) L’application z — ps(x,7) = 0 pour tout r <0, p.px € Is.
Nous supposons que la fonction tangentielle h, : I's x R, — R satisfait
(a) Il existe L™ > 0 telle que |h,(x,7r1) — ho(z,72)| < L7|r; — ro|
Vri,re € Ry, p.p x €I, (5.1.16)

(b) L’application z — h,(z,r) € L*(T'3) est Lebesgue mesurable sur '3, Vr € R,
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La masse volumique satisfait
p € L>*(Q), 1l existe p* > 0 telle que p(z) > p* p.p. x € Q.
Les forces volumiques et les tractions surfaciques ont la régularité
feWr0,T;V), fo€ Wh(0,T; L*(T9)").
L’interstice [ entre le corps et la base vérifie
[ € L*(T's), I(x) >0, p.p. v € Is.
Nous noutons par F' : [0,T] — V la fonction définie par
(F (), v)v = (f(&),v)u + (fo(t), 72y Yo €V, T €(0,T),
et on note que la condition (5.1.18) implique que
FeW"0,T;V).
Le tenseur thermique et la quantité de chaleur dans le volume satisfont
M = (my;), my =my € L®(Q), g€ W'(0,T;L*(Q)).
Pour certains Cx > 0, pour tout (§;) € R :
K= (kij), kij=Fkj € L™(Q), k;;&E > O
Les données aux limites et initiales satisfont les conditions suivantes :
ug,wo €V, Oy €Yy, 0Ogec L*0,T;L*Ts)), k. L>™(T3Ry).
Nous supposons la condition de compatibilité sur les données initiales :

f1 € H, a(wo,v)+ b(up,v) = (F(0),v)y = (fi(t),v) g + (Mby,e(v))y, YveV.
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Nous définissons les fonctionnelles suivantes

a:VxV =R, a(uv)=(As(u),e(v))n, (5.1.26)

b:VxV =R, b(uv)=(Be(u),e(v))y. (5.1.27)

Nous considérons I'application je,f : [0,7] x V' x V' — R définie par

Jeng(t,u,v) = / po(uy, — ) v,da +/ pr(uy, — 1) ||vr|| L2(ry)ada. (5.1.28)
Fg FS

Par la suite, nous définissons les formes linéaires @ : [0,7] — Y/ , R : Y7 — Y/ et aussi O :

V — Y] par
(Q), w)yrxy: :/Qq(t)wdx%—/r kOr(t)wda, Yw € Y, (5.1.29)
8
(RT,w)yixy; = Z/ 55T W, dm—i—/ kerwda, VT,w €Y, (5.1.30)
ij=1
(Ov, W)yrxy, = /1“ he([[v7 ]l 2(rg)e)wda — (M.Vv, w)r2(q), Vv €V, Yw € Y7, (5.1.31)
5

5.2 Formulation variationnelle.

Nous supposons que u, o et 6 sont des fonctions réguliéres satisfaisantes (5.1.1)-(5.1.10).
On multiplie ’équation (5.1.2) par (0 —u) € V, on intégre le résultat sur 2, et utilisons la formule

de Green (2.1.4), nous obtenons
(pi(t), v — W)y + (o(t),e(v —0))y = /Qfo(t).(i) —a) dx + /Fa(t)l/.(i) — 1) da.
Utilisons les conditions (5.1.4), (5.1.5) et la définition (1.1.3), on trouve
(pii(t), v — W)y + (o(t),e(v — @ H—/fo (0 — )
[ fate)-(o - u)da/ o (i — i)da + /F (0 — i)~ da.

s

(5.2.1)
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D’aprés (5.1.6) on a

/ o, (0, —1,)ds = / —py(u, — 1) (v, — u,)ds
F3 FS
Enfin, il s’ensuit de la deuxiéme partie dans (5.1.7) que

OrUr 2 _||UT||H||®T||L2(F3)‘1 > —pr(uy, — l)H@THLQ(Fg)d’

—0; Uy = HJT”H”uTHLQ(Fg)d = pT(u,, - Z)HUTHLQ(Fs)d’

et ainsi,

~ [ ntir = ida < | petw, = 0o ags ~ iz da
I's

s

[ Geite). 0= iudo+ [ @020 = o+ | pulu, =)0, = i)da

T's

+/ pr(uwy = (|0l z2@)e — [ltr | z2@ya)da = | fo(o — @)da + / fo—i)dz.
I's I Q

A laide des définitions (5.1.26), (5.1.27) et(5.1.28) de fonctionnelles a,b et j.,; avec (5.1.20),
(3.1.32) on obtient

/ (i & — i)z + ity & — 10) + baty & — ) + jomp (£, 0, )
0 (5.2.2)

— Jeng(t,u,w) — (MO, e(0 — 1))y dt > /0 (F(t), v — ul(t))ydt.

On multiplie scalairement 1’équation (5.1.3) par w € Yj, en appliquant la formule de Green
(2.1.18) et utilisons (5.1.8), (5.1.9) et (4.1.30), nous pouvons suivre une démarche semblable a

celle utilisée pour (4.2.7) on démontre que

6(t) + RO(t) = Ou(t) + Q(t) dans Y;. (5.2.3)

Finalement, en combinant (5.2.2), (5.2.3) et (5.1.10) nous trouvons P{ la formulation variation-
nelle du Probléme P3.

Probléme Py. Trouver le champ des déplacements v : [0, 7] — R? et le champ de température
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0:10,T] — R tels que

Jo' L), 0 = () m + ali(t), o — a(t)) + b(u(t), 6(t) = a(t)) + jons (£, u(t), 0)

(5.2.4)
—feng (t,u(t), a(t)) — (MO, (0 — a(t))]dt > [i (F(t), o —u(t))vds, Yo € V, p.p. t € (0,T),
0(t) + RO(t) = Ou(t) + Q(t) dans Y7 (5.2.5)
u(0) = ug, u(0) =wp, 6(0)=bp. (5.2.6)

5.3 Reésultat d’existence et d’unicité

Théoréme 5.3.1 Supposons que (5.1.11)-(5.1.15), (4.1.18) et (5.1.17)-(5.1.24) sont vérifiés.
Alors il existe une solution unique {u,0} au probléme P3. En outre, la solution satisfait
u e Whe(0,T; V)N W2=(0,T; H), (5.3.1)
0 € Wh2(0,T;Y{) N L*(0,T;Y;) N C(0,T; L*(Q)) (5.3.2)
Un triplet des fonctions (u, o, #) satisfaisant (5.1.1), (5.2.4)-(5.2.6) s’appelle solution faible du
probléme de contact thermo-viscoélastique P3. Nous concluons que sous les hypothéses ci-dessus,
le probléme (5.1.1)-(5.1.10) a une unique solution faible. Pour préciser la régularité de la solution
faible nous notons que (5.1.1), les conditions (5.1.11), (5.1.12), (5.1.18), (5.1.22) et la régularité
(5.3.1), (5.3.2) montrent que
o€ L*(0,T;H), Dive € L*(0,T;V"). (5.3.3)

Nous nous occupons maintenant de la preuve du Theoreme 5.3.1 qui est basée sur ’application
des arguments du point fixe et selon un résultat d’existence pour une inéquation d’évolution

abstraite qui suit

5.3.1 Reésultat d’existence pour une inéquation d’évolution abstraite

Soient (H, ||.||x) et (V,]|.]lv) étre deux espace de Hilbert dont les produits scalaires seront notés

par (.,.)m et (.,.)v, tel que V est dense dans H avec injection compacte.

89



Partie IT Chapitre 5 Probléme de contact avec compliance normale et frottement

Nous introduisons I'espace Wy et I’ensemble K, comme
Wo = Wh=(0,T; V) N W2>(0,T; H), Ky={veW,|v(0)=muyo0)=w},

avec ug, wy dans V.
(1) Soient a, b étre deux formes bilinéaires, symétriques, continues et V-elliptiques définies sur
V2 dans le sens suivant :

— il existe m4 > 0 tel que pour tout u,v dans V,
a(u,v) < mallullv|vllv, (5.3.4)
— il existe mp > 0 tel que pour tout u,v dans V,
b(u,v) < mpllullv]lv]v, (5.3.5)
— il existe A > 0, A4 > 0 tels que pour tout u dans V,
au, u) = Allul[f, = Aallully, (5.3.6)
— il existe B > 0, Ag > 0 tels que pour tout v dans V
b(u,u) > Bllully, — Agllull. (5.3.7)

(2) On considére 'application ¢ : [0,T] x V x V — R que se décompose en deux parties ¢; et
@9 telles que pour tout t,u,v € [0,T] X V X V, ¢(t,u,v) = ¢1(u,v) + da(t, u,v) avec ¢1, ¢o(t, ., .)
séquentiellement faiblement continues pour tout ¢ € [0, 7] et satisfaisant les conditions suivantes :

(a) pour toute suite faiblement convergente (ug)ren telle que up, ——  u dans W.

k— 400
T T
fimint [ ot unlt),n()d > [ oft,u(e). a0t (5.33)
(b) pour tout u € V, ¢;(u,.) est linéaire, il existe une application C!, notée par ¥ : V — R, telle
que :
dd(v(t
Yo € Wy, Vit € [0,T], p.p. ¥(v(t)) >0 et # = ¢1(v(t),0(t)) (5.3.9)
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(c) ¢2(t,u,.) est convexe, positivement homogéne vérifie
¢2(0,up,.) =0, ¢a(t,u, —v) = ¢o(t,u,v), YveV. (5.3.10)
(d) ¢ satisfait la propriété suivante
Vr > 0,3k(r) > 0,Vvi, v9, wi, we € V,Vt1,t5 € [0,T] tel que ||vr]lyv <1, ||valy <7
|p(t1, v1,w1) — Gt v1, W) + G(ta, Vo, w2) — (2, va, w1)| (5.3.11)
< (6(r)[lvr = v2llv + rolts — t2]) | w1 — wallv,
oll Ko est une constante positive.

(3) Soit I'application f appartient a W2(0,T; V') et nous assumons la condition de compatibilité

suivante sur les conditions initiales :

i, € H a(wg,v) + b(ug,v) + ¢1(ug,v) = (f(0),v)v + (I1,v)y, Yv eV (5.3.12)

Théoréme 5.3.2 . Sous les hypotheéses ci dessus, il existe une solution unique u € Ky du pro-

bleme suivant :
/0 (u(t),0(t) — u(t))pdt +/O a(u(t),v(t) —a(t))dt +/0 b(u(t),v(t) — u(t))ds
—i—/o o(t,u(t),v(t))dt — /0 o(t,u(t),u(t))ds > /0 (f(t),0(t) —u(t))yds Vv e K.

Démonstration. Pour la preuve du Théoréme 5.3.2 voir [57].

5.3.2 Démonstration du Théoréme 5.3.1

Soit n € WH2(0,T; V'), on considére le probléme variationnel suivant.

Probléme Piun' Trouver un champ des déplacements w,, : [0,7] — V tel que pour ¢ € [0, 7]
/OT [((ity(£), 0 =ty (8))) 11 + Aty (£), 0 — ) + by (t), 0 — 11y)
— (), 0 — Wy(t))v v + Jeng (t un(t), 0) = Jong (t, wy(£), Uy (t))] ds (5.3.13)
> /OT(F(t),i) —uy(t))vds, YveV.
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En utilisant (5.1.18) et le Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet ; on peut alors définir un

élément F, € WH2(0,T; V) par l'égalité
(£ (8), v)v = (F(t),v)v + (n(t), v)vixyv, Yo eV,

alors le probléme Pfun est équivalent au probléme suivant.

Probléme PSM. Trouver un champ des déplacements u, € Uy tel que pour

/ (i (£), 0 =ty (8))) 1 + (g (£), 0 — iy (£)) + bu (), 0 — iy (1))
0 (5.3.14)

+ Jeng (8 (), 0) = Jeng (8, 1ty (1), iy ())]ds > /0 (Ey(t), 0 = iy (t))vds, v € U,

Lemme 5.3.1 . Sous les hypotheéses (5.1.11)-(5.1.13), (5.1.17)-(5.1.21), (5.1.24) et (5.1.25) il
existe une solution unique u, € Uy du probleme 735’7%. En outre, si w,, représente la solution des

problémes PSM,, pour n; € WH2(0,T; V'), i = 1,2, alors il existe une constante C > 0 telle que

[, (£) = i, ()1l + [y (£) — wan ()T < C/O lm1(s) = na(s)[I§dls (5.3.15)

Démonstration.

Il suffit d’appliquer le Théoréme 5.3.2, d’existence et unicité pour une inéquation d’évolution
abstraite.

D’aprés les hypothéses (5.1.11) sur A et B. on déduit que a et b sont bilinéaires et symétriques.

De (5.1.13), (2.1.8) il arrive que a est continue car :
a(u,v) < [|A(e(u(t)), e(V)lln < Lallullv[lvflv-

De la méme maniére, d’aprés 'hypothése (5.1.14) on démontre que b est continue, donc les
conditions (5.3.4) et (5.3.5) sont vérifiées.

Puisque A est définie positive alors a est coercive et la condtition (5.3.6) est vérifiee pour A4 = 0.
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Puisque B est définie positive alors b est coercive et la condition (5.3.7) est vérifiée pour A\g = 0.

On définit ¢y, ¢o pour t € [0,T],u,v € V, comme suit :

¢1 (U, U) = / pu(ul/ - l)vydaa ¢2(t7 u, U) = / pT(ul/ - l)||UT||L2(F3)ddaa
Fg FS

et on écrit
jcnf (ta u, U) = ¢1 (U’u U) + ¢2<t’ Uu, U)'

Pour toute suite faiblement convergente (uy)gen telle que uy, — w dans Uy, soit u,, — u faiblement

dans V, il s’en suit des résultats de compacité de V dans L?(I'3)? que
u, — u dans L*(I's)?, 1, — @ dans L*(I's)"
En utilisant (5.1.15)(a) on déduit
&1(tp, v) = P1(u,v), Yo € V.
D’autre part, on utilise (5.1.15)(a) et la continuité de la norme, il résulte que

¢2(t, Uy, Un) — gbg(t, u, U)
Nous concluons que pour tout v € V,

L inf e p (¢, wn, @n) = Jong (t, u, 1),

n—00
donc l'inégalité (5.3.9) est vérifiée.

Pour tout u € V, il est clair que ¢;(u, .) est linéaire.

D’aprés les hypothéses (5.1.15) on résulte que p, est continue et borné alors elle est intégrable

et on a

dP
JdP:R — R tel que %(v) = p,(v).

Alors
3V >R, J(v) = / P(v, — l)da,

s
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et nous avons

G0 =5 [ P00 o= [ 00 = is(e)da = 61000, 5(0)

s
Vérifions maintenant les conditions sur ¢o. En utilisant les propriétés de la norme on peut montrer

que ¢, est convexe, positivement homogéne et verifie
Oo(t,u, —v) = ¢o(t,u,v),Yo € V
Puisque ug, <1 alors p-(u,0 — () = 0 il arrive que
620,10,0) = [ prlusa = Dlvrlzrgeda =0
5

donc ¢, satisfait (5.3.10).

Posons :
L = |Jens(t1,v1,w1) = Jens(t1, v1,W2) + Jens(t2, V2, Wa) — Jeng(ta, va, wr)|

L= / pu(Ulu - l)(wly - sz/)da +/ PT(Ulu - l)(||w17—||L2(F3)d - ||w2T||L2(F3)d)da
F3 FS
+ / pu(U2u - l)(wg,, - wly)da +/ pT(UQV - l)(Hw2T”L2(F3)d - leer(rg)d)da
F3 F3

L S Hpu(vlu - l) - py(v2u - l)HLQ(Fg)leV - w21/H HLQ(Fg)
+ Ipr (v — 1) — pr(va, — l)||L2(F3)||wlT - w27||L2(F3)d

En utilisant (5.1.15) on trouve
L< LZ/HUh/ - U2V||L2(F3)leu - w2uHL2(F3) + LTHUIZ/ - UQVHL?(FS)Hler - wQTHLQ(Fg)
Moyennant (2.1.9), nous obtenons
L < CoLy|vr = vallv]lwr — wally + CoLz[lvr — va|, [[wi — wal|v.
Donc

Ak(r) = CoyL, + CoL, = C, ko = 0, tels que L < k(r)||vr — valv||wr — we||v,
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et par conséquant la condition (5.3.11) est vérifieé.

La condition (5.3.12) est déduite par ’hypothése (5.1.25).

Finalement toutes les conditions (5.3.4)-(5.3.12) de Théoréme 5.3.2 sont satisfaites, on peut dire
que le probléme 7337% posséde une solution unique u,, € Up.

Maintenant on va démontrer I'inégalité (5.3.15). En prenant la substitution n = n;,n7 = ns dans

(5.3.14) on trouve

((ﬁm - ’&7727 um - unz))H + CL(um - ur]z? um - ua,nz)
+ b(um - u7727 ﬂm - um) - jcnf(t7 uma unz) + jcnf(ta um,um) (5316)
- jcnf(t: ungyum) +jcnf(t’un27 unz) S (771 - 7727%1 - um)v‘

On pose

I = jcnf(ta Unpy 5 uomp) - jcnf(t> Unpy um) + jcnf (t’ Ungy, um) - jcnf(t> Upy unz)

— [ ol = Do+ [ (e = Dllesslzegods = [ pulany, = i, da
T3 I3

s
pen = Dl da + [

pl’(“ﬁ? - l>u’/771da + / pT(uW - l)H?l-,-m |’L2(F3)d
Fg F3

3

pl/(uamz - l)ulﬂmda - /F pT<u772 - Z)HuﬂhHLQ(Fs)dda
3

|

—

pu(um - l)(uvnz - ’d,,m)da +/ pf(um - l)(HumzHLQ(Fs)d - HuTm”LZ(Fs)d)da

3 I's

+
—

pll(unz - l)(ul/m - ul/TD)da +/ pT<u772 - l)(”uTmHLz(Fs)d - HuTUQHLQ(Fs)d)daJ
I's

(plf(um - l) - pV(“m - l))(ul”h - fuwh)da

3

+/F (Pr (g, = 1) = pr(uny = O)([[trm, || 2wyt = [l || 220y da
3

—

On utilise 'inégalité de Holder, 'hypothése (5.1.15) et l'inégalité (2.1.9), on obtient
1< (L + L) Coltt, =ty i, — il (53.17)

En combinant I'inéquation (5.3.16) avec (5.3.17), gardant a l'esprit (5.1.17) et on intégre entre
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0 et £, nous obtenons

O t
Hum um H 14 / a(um uTIQ? um u772 )d

+/ T T dt</ Ids+/ = N2, Uy — Uy )ds.
0

En tenant compte de (5.1.12), (5.3.17) on obtient
c, . . . : mpg
Sl il [ty ilFts + 5 =
t
§<u+4¢m@/u%x@—umwmwwmww—wx@mds

[ ) = i 5) = ).
En appliquant 'inégalité de Young et I'inégalité (ab < 1a? + 3b?) pour 'inéquation précédente
nous obtenons que
c, . . . . mp
Sl = i+ 1 [ i, = i s+ 52 g, =
1 ' 2 : S L[ 2 : Co2
< 5Ly + Lr)Co i (g, = wnally + e, = tnplly)ds + 5 i (i (s) = mallvr 4 Ny, — i [[77)ds

Puisque m 4 > 0 il vient

%Hum - unz”%/ + %Hum - un2||%/
t .
< Ly + Lr) fy (g, (8) = gy ()1} + [, (8) = iy (5) 1[5 )ds

5 Jo Ul (s) = na($) 13 + s (5) — gy (5)3)ls

Alors 3C' = min(C, mg)

%(“um - unz”%/ + Hum - u772||2 )
t . .
< (S(L +3) Jo Ul (5) =ty (8) I3 + [t (5) — gy ()] )ls
1 t
+3

Jo llm(s) = n2<s)||2v,ds.

Donc
2

% (CO(LV + L;) + %) fo ||u?71 um(S)HV
)

||U7I1 - 2l772||%/ + ||u771 - UWH%/
+ ||, (s) — %( 13)ds + & [, Hm(S ()12 ds,
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on applique le Lemme de Gronwell, on trouve

t
i1y (t) = tiog ()3 + [y (t) — uay ()7 < 0/ I (5) = na(s)|[3ds (5.3.18)
0
ce qui termine la preuve du Lemme 5.3.1. U

Dans la deuxiéme étape, nous utilisons le champ de déplacement u, obtenu dans le Lemme 5.3.1
et nous considérons le probléme d’evolution suivant.

Probléme Pgn. Trouver le champ de température 6, : [0,7] — Y; tel que

0,(t) + RO, (t) = O, + Q(t) dans Y7 (5.3.19)

Lemme 5.3.2 . [l existe une solution unique du probléme 735’7] ayant la régularité (5.2.5). De
plus, si 0, et 0,, sont deux solutions du probleme 73377, correspondantes auxr donnees ny,ny €

W2([0,T; V') alors il existe une constante C > 0 telle que

t
160 (8) = 600 ) < € [ (5) = s . (5.320)
0
Démonstration. On applique Théoréme 2.4.1, on sait que U'inclusion de la trace de (Y7, ||+ ||v;)
dans (L*(Q), || - || 22(n)) est continue et dense, nous pouvons écrire le Triplet de Gelfand

Y, C L*(Q) cY].
L’opérateur R est linéaire et coercitive. En utilisant 'inégalité de Korn, nous avons
(RT, T)vixyy = C|I7[3, - (5.3.21)

Moyennant (5.1.23), (5.1.24) et (5.1.30) pour tout 7,w € Y] on a

d
(R, whypen < D kigllzee(rs)

2,j=1

Till 2 lw,ill 2) + kel oo () llwll 20
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en utilisant (2.1.1) et théoréme de trace de Sobolev on trouve
(R7,w)yrxy; < Ol7lv; |wllys - (5.3.22)
D’autre part, d’aprés la définition de © et ) on déduit que
O+ Q € L*(0,T;Y)). (5.3.23)

Comme 0y € L*(Q), d’aprés les inégalités (5.3.21), (5.3.22) et la régularité (5.3.23), on résulte
que l'opérateur R est hemicontinu et monotone et satisfait les conditions du Théoréme 2.4.1,
donc nous concluons qu’il existe une unique fonction 6, ayant la régularité (5.3.2).

Maintenant on démontre 'inégalité (5.3.20). Soit 6,,,6,, deux solutions des problémes Pg’m et

n>

Pg@ respectivement, alors
0,, — 6,, + RO,, — Rb,, = O, — O,,, surY].
On peut écrire pour p.p.t € (0;7) :

(O (£) = Oy (), 0, () = Oy (D)) vyws + (RO, () = 0y (1)), 00, (£) = O (8) vy,
= <@u771 - @ﬂm, 0771 (t) - 0772 (t)>Y1'><Y1'

De la définition (5.1.31), nous déduisons

(5.3.24)

<@u771 - @unw 9771 (t) - 6.772 (t)>Y1'><Y1 < HMvum (t) - M'Vunz (t)HLz(Q)”Hm (t) - 9772 (t)HLZ(Q)

+ Ve ([, (Dl £2(rgya) = R (s ()L 2rg)a) | 220 [0 () = Ono (D)l £2(0)-
(5.3.25)

En utilisant (5.1.22), (5.1.16) et (2.1.9)
(O, = Oty O, (8) = Oy () vy vy < Cllton, (£) = gy (0) v (|0, () = O ()| 220 (5.3.26)
Moyennant (5.3.24) et on utilise (4.1.30), (5.1.23) et (5.3.26) nous obtenons
5 100 (8) = 00030y + Ol () — O (1) -

< [, (8) = o, (D[ 110y (1) = Oy (8) | 202
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En utilisant I'inégalité de Young, I'inéquation précédente devient

d . .
g 10 () = O Oy < Cllty, (t) = dny (I3 + 1165, () = O (D170 (5.3.28)

en utilisant 'estimation (5.3.15), les conditions initiales 6, (0) = 6,,(0) = 6y et le lemme de

Gronwall, on trouve (5.3.20), ce qui achéve la preuve du Lemme 5.3.2. O

Dans la troisiéme étape. Pour chaque n € W(0,7; V"), nous notons par u, la solution du
probléme Piun fournie dans le Lemme 5.3.1, par 0, la solution du probléme 735’" fournie dans le
Lemme 5.3.2. En outre, nous appliquons le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet pour

définir lapplication A, : WH2(0,T; V") — W12(0,T; V") définie par
(Ay(n()), v)visy = (MO, (t),e(v))n, (5.3.29)
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 5.3.3 . Loperateur A, admet un point fize unique n* € Wt2(0,T;V").

Démonstration.

Soient 1,12 € WH2(0,T; V"), D’aprés la définition (5.3.29), nous avons

A, (m(2)) — Ay (n2(0)) 113

IN

||9m (t)M - 0772 (t)MH%-t
HMH%OO(Q)HH'UI (t) - 9772@)”%2(9)

IN

De (5.3.20), I'inéquation précédente devient

| 1800 = Astm@) e <€ [ o) = (o). (5.3.30)
De plus
(A (0), 0y = (Bl M, (0] (5.331)

D’apres (5.3.31) on déduit

d

d . .
1= A (i (8)) = — A (O[5 < (1M (@) 10, (1) — O () 1720y (5.3.32)
dt dt
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D’autre part, on utilise (5.3.24), (5.1.16) et (5.1.22)-(5.1.24) il résulte que

16, (1) = 6 (Ol 220) < (1O, (1) — Oty (1)l

(5.3.33)
< Ol (£) =ty () |-
En utilisant (5.3.15) nous obtenons
. . T
16 (®) = 60Oy < C [l 6) = mal) (5.3.34)
0
Nous combinons maintenant les inégalités (5.3.32) avec (5.3.34) pour déduire que
T d d T
|18 () = GAm®) et <€ [ Im@) = mlpde (5335)
0 0
Les inégalités (5.3.30) et (5.3.35) implique que
1Ay (m) = Ay(m2) lwr2rvry < Cllm = n2llwrz o) (5.3.36)
Réitérons cette derniére inégalité n fois pour trouver que
n n Cn
AL () = Ay () lwr20,mvy < H||771 — M2llwrzo,mv7) (5.3.37)

ce qui implique que pour n grand I'opérateur A} est une contraction dans I'espace de Banach
Wh2(0,T; V"), donc il posséde un point fixe unique n* € WH2(0,T; V"), et par consequent n* est

I'unique point fixe de 'opérateur A,,. O

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théoréme 5.3.1.
Existence. Soit n* € W2(0,7; V") un point fixe de A, et soit u la solution du probléme 735’7%
et Pg’n pour 7 = 1%, i.e, u = u,~ et § = 6,.. Clairement, les égalités (5.2.4), (5.2.5) viennent des
problémes P, et P; . Enfin, les régularités (5.3.1), (5.3.2) proviennent des Lemmes 5.3.1 et
5.3.2 ce qui conclut la partie existence de la preuve.

Unicité. C’est une conséquence de 'unicité du point fixe de I'opérateur A,, donné par (5.3.29)

et de l'unique solvabilité des problémes 7337% et Pgn. O
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Remarque 5.3.1 . Le cas de méme probleme pour un matériau thermo-viscoélastique linéaire
avec endommagement dont la loi de comportement définie par (1.2.7) et la température 0 définie

par une équation de la conservation de l’énergie (1.2.8) fait parté d’un probléme ouvert.
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Troisiéme partie

Problémes de contact des matériaux
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Partie 111

Problémes de contact des matériaux

piézoélectriques avec endommagement

Dans cette partie de la thése, composée de deux chapitres, nous procédons a I’étude de deux pro-
blémes de contact dynamiques avec endommagement entre un corps électo-élasto-viscoplastique
ou électo-viscoélastique et une fondation.

Le premier chapitre propose ’analyse d’un probléme électo-élasto-viscoplastique non linéaire
avec variable interne d’état qui décrit 'endommagement du matériau causé par les déforma-
tion viscoplastique. Le contact est sans frottement, en modélisant a 1'aide d’une condition de
compliance normale dans laquelle on tient compte de I’adhésion des surfaces en contact.

Le dernier chapitre concerne I'étude d’un probléme électo-viscoélastique non linéaire avec
endommagement causé par des déformations élastiques. Le contact est bilatéral avec frottement ;
il décrit a 'aide de la loi de Tresca.

Dans I'étude de ces problémes, on propose des formulations variationnelles et on obtient des
résultats d’existence et d’unicité de la solution faible. Les démonstrations sont basées sur I'étude
des problémes intermédiaires, ensuite nous considérons une contraction dont I'unique point fixe

nous permet d’obtenir 'existence et 'unicité de la solution du probléme original.
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Chapitre 6

Probléme électro-élasto-viscoplastique de
contact avec compliance normale et

adhésion

Nous considérons un probléme de contact dans le cas dynamique entre un corps piézoélec-
trique et un obstacle qui est électriquement conductif. Le contact est modélisé avec une condition
de compliance normale et adhésion sans frottement. Ce chapitre est dévisé en trois sections. Dans
la premiére, nous présentons le probléme électro-mécanique, puis nous indiquons les hypothéses
sur les données. Dans la deuxiéme section nous décrivons une formulation variationnelle. Enfin,
dans la troisiéme section, nous énoncons le Théoréme 6.3.1 et nous fournissons l'existence et
I'unicité d’une solution faible du probléme, et nous le prouvons. Les résultats présentés dans ce

chapitre font 'objet d’un article [8].

6.1 Position du probléme électro-mécanique et hypothéses

Nous nous placons dans le cadre physique n°2 (page 5). Nous considérons que le corps est
électro-élasto-viscoplastique, plus exactement on utlise une loi de comportement de la forme

(1.2.10). En ce qui concerne le contact, nous le modelisons par une condition de compliance
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normale couplée avec I'adhesion. Avec ces considerations, le modéle mathématique n°2 (page 9)
nous conduit au probléme électro-mecanique suivant

Probléme P*. Trouver un champ des déplacements u : 2x[0, 7] — R%, un champ des contraintes
o Qx[0,T] — S% un champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R, un champ des
déplacements électriques D : Q x [0,T] — R¢, un champ d’endommagement o : Q x [0,T] — R,

ainsi qu'un champ d’adhésion 8 : '3 x [0,T] — R tels que

o) = A=(idt)) + Be(u(t)) — & Ble(1) o1
+ f; g(o(s) — As(u(s)) + EXE(¢(s)),e(u(s)), a(s))ds dans Q x (0,7),
D = Ee(u) + CE(p) dans Q x (0,7), (6.1.2)

& — k1A + O x(a) 3 S(o(t) — As(u(t)) + EE(p(t)),e(u), a) dans Q x (0,7),(6.1.3)

Divo + fo = pii  dans Q x (0,7, (6.1.4)
divD —qo=0 dans Q x (0,7), (6.1.5)
u=0 surI'y x(0,7), (6.1.6)
ov = fy sur Iy x (0,7), (6.1.7)
—0, =p,(u, — 1) —70%R,(u,) sur 'z x (0,7, (6.1.8)
s = pr(B)Re(ur) sur Ty x (0,7), (6.0.9)
B = —[B(WRy(u,)? + 72| Rr(ur)||?) — €a]+ sur T's x (0,7), (6.1.10)
9a =0 surI'x (0,7), (6.1.11)
=0 surly, x(0,7), (6.1.12)
D-v=g sulyx(0,T) (6.1.13)
D v =(uy —)d(p — @) sur Iy x (0,7), (6.1.14)
u(0) = ug, 4(0) = wy, a(0) =ay dans Q, (6.1.15)
B(0) = Bp sur I's. (6.1.16)
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Nous fournissons maintenant quelques commentaires sur les équations et les conditions (6.1.1)-
(6.1.16) et renvoyons a |63, 68] pour plus de détails sur les conditions (6.1.8)-(6.1.10) qui décrivent
le contact sans frottement avec adhésion.

D’abord, les équations (6.1.1) et (6.1.2) représentent la loi de comportement électro-élasto-
viscoplastique avec endommagement que nous avons déja introduite dans (1.2.10), ou A, B,
g et sont les opérateurs de viscosité, d’élasticité et de viscoplasticité & champs électriques nuls,
E = (eyk) le tenseur piézoélectrique a champ constant ou nul, C = (¢;;) le tenseur de la primi-
tivité électique a déformation nulle et E(p) = —V représente le champ électrique, ’évolution
du champ d’dommagement est régi par inclusion du type parabolique donnée par la relation
(6.1.3). les équations (6.1.4) et (6.1.5) sont les équations du mouvement écrite pour le champ de
contrainte et d’équilibre écrite pour le champ de déplacement électrique , que nous avons déja vu
dans (1.1.5) et (1.1.8), les conditions (6.1.6) et (6.1.7) sont les conditions aux limites classiques
de déplacement et traction tandis que Iéquation (6.1.8) représente la condition de compliance
normale avec adhésion sur la surface de contact I's que nous avons défini dans (1.3.1) , (6.1.9)
est la condition de contact avec adhésion sur le plan tangentiel. Ensuite, 'equation différentielle
ordinaire (6.1.10) décrit 'évolution du champ d’adhésion, avec la condition initiale (6.1.16) on
ap est un champ d’adhesion donnée,la relation (6.1.11) représente un état de frontiére homogéne
de neumann, ot 92 représente la dérivée normale de . (6.1.12) et (6.1.13) sont les conditions
aux limites électriques. Finalement (6.1.15) représente les champs de déplacement et d’endom-
magement initiales.

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme P* nous avons besoin d’introduire

quelques hypothéses sur les données.

Nous supposons que l'opérateur piézoélectrique & : Q x S% — R? satisfait les hypothéses.

(a) E(z,7) = (eyjn(x)Tik), V7 = (135) €S, p.p. x € Q,
(b) (eijk) == (eikj) < LOO(Q), 1 S i,j, k S d.

(6.1.17)
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L’opérateur de permittivite C = (c;;) : @ x R? — R? satisfait les hypothéses.
(

(a) C(x, F) = (¢;;(x)E;) VE = (E;) €RY, pp. z € Q,

b) ¢;i =c;; € L*(Q), 1 <1, <d,
() J J () J (6.1.18)

(c) il existe me > 0 telle que ¢;;(z)E;.E; > me||E||?

VE = (E;) € R? p.p.z €.

Ces hypothéses indiquent que 'opérateur piézoélectrique £ et 'opérateur de permittivité élec-
trique C sont supposés étre linéaires, avoir les composantes bornées et mesurables des éléments
notés e;j; et ¢;;, respectivement et de plus C est symétrique et défini positif. Rappelons aussi que

‘ * 2 * * S k% . 92 Y . . : .
le tenseur transposé £* est donné par £* = (ej;;) o €], = ey; et 'égalité suivante est satisfaite :

Eow =0, VYoeS veR. (6.1.19)

La fonction source d’endommagement S : 2 x S% x S? x R — R satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe Lg > 0 tels que |S(z,01,€1,01) — S(x, 09,2, aa)|
< Ls(llon = oaf| + ller — &2l + [on — as)

pour tout oy, 09, 1,62 € S, pour tout oy, a0 € R, p.p. z € Q.

(b) L’application z — S(z,0,¢,a) est Lebesgue mesurable sur () (6:4:20)
pour tout o,¢€ € S, pour tout a € R.
| (¢) Lapplication x> S(,0,0,0) € L*(Q).
La fonction de conductivité électrique ¢ :I's x R — R, satisfait les hypothéses.
( (a) Ilexiste Ly >0 telle que
|Y(z, 1) — Y(x,r9)| < Lylry —re|, Vri,m €R, p.p.xely,
(b) 1l existe M, >0 telle que |[¢(z,7)| < My VreR, pp.xzels. (6.1.21)

(c) L’application z — ¢ (x,r) est lebesgue mesurable sur T's, V r € R.

(d) L’application z — ¢ (x,r) = 0 pour tout r < 0.
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De méme, nous supposons que les opérateurs A, B et G satisfont les hypothéses (3.1.14),(3.1.15)
et (4.1.13) respectivement, en plus des hypothéses (6.1.20), (3.1.19) et (3.1.20) sur la fonction
d’endommagement S, la fonction de compliance normale p, et la fonction de contact tangentiel
pr, NOUS supposons encore que la masse volumique p satisffait la condition (3.1.21), les coefficients
d’adhésion 7,7, et g, vérifiont '’hypothése (3.1.22) que nous venons de voir dans le chapitre
précédent.

Les forces volumiques fy, les tractions surfaciques fo et les densités des charges électriques

volumiques ¢ et surfaciques ¢y vérifient

fo € L2(0,T; H), f» € L2(0,T; L2(T5)?), (6.1.22)

g € WHP(0,T; L*(Q)), g2 € W'(0,T; LA (L)), (6.1.23)
Nous supposons qu’il y a un interstice [ entre le corps et la base qui vérifie
l e L*(Is), I(x)>0, pp.z €Ty, (6.1.24)
Les champs initiales des déplacements, de vitesse, de potentiel et d’endommagement satisfont
up €V, wg€ H, g€ LQ(Fg), ap € K. (6.1.25)
Enfin le champ initial d’adhésion satisfait
By € L*(I'3), 0< By <1, p.psurly, (6.1.26)
Nous définissons la forme bilinéaire a : Y x Y — R par
a(&, p) = kl/QV@Vgo dzx. (6.1.27)

Le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet entraine l'existence d’une fonctionF(t) € V'

définie par

(F(t), v)vrev = (fot), )i + (folt), 70) 2y Yo €V, t€ (0,T). (6.1.28)
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De méme, le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet entraine I’existence d’un élément ¢(t) €
W défini par

(q(t), d)w = /qu(t)qbd:v —/F ¢ (t)pda Yo € Wit € [0,T], (6.1.29)
On remarque que les conditions (6.1.22) et (6.1.;3) impliquent que

ferL*0,T;V), qe W0, T;W) (6.1.30)
Pour étudier le probléme variationnelle du P3, nous posons une hypothése de petitesse

me
M, < =<, 6.1.31
e ( )

ott les constantes positives My, me et Cy sont definies dans (6.1.21), (6.1.18) et (2.1.17) respec-
tivement.
Par la suite, on considére les applications joe, : L®(I's) X VXV — Ret h: V x W — W définies

par

Jaen (B, u,v) = /1“ [p,(u, — 1) — 7, B%R,(u,)]v, da —l—/F - (B)R-(ur).v, da, (6.1.32)

h((u, @), ¢) = A U (uy = 1)6(p — ¢0)¢ da. (6.1.33)

6.2 Formulation variationnelle

A Paide des formules de Green (2.1.4), (2.1.18), les hypothése (3.1.34) et en utilisant des cal-
cules similaires a ceux utilisés dans la preuve a chacune de (3.2.2) et (3.2.5), on voit directement
que si u, o, p, D, a et 8 sont des fonctions réguliéres satisfaisantes (6.1.1)-(6.1.16), alors pour

tout ¢t € [0, 7], on obtient les équations et 'inéquations suivantes :

(ii(t), v)vixv + (0(t), (V) + Jaen(B(E), u(t), v) = (F(t),v)yixy YoeV,  (6.2.1)
(D(t).Vo)u + (a(t), o)w = h((u(t), p(t)),d) Vo €W, (6.2.2)

{a(t), € = a(t))yrxy +ala(t),§ —a(t))
> (S(o(t) — Ae(u(t)) + E(E(p(1))),e(u(t)), a(t), € — a(t))yrxy VE € K.

(6.2.3)
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Nous introduisons (6.1.2) dans (6.2.2), nous utilisons la notation E(¢) = —V¢ sans oublier
I'equation (6.1.10) et les conditions initiales (6.1.15) et (6.1.16) pour obtenir la formulation
variationnelle P en termes de déplacement, de champ des contraintes, de champ du potentiel
électrique, de champ d’endommagement et de champ d’adhésion.

Probléme P{. Trouver le champ des déplacements u : [0,7] — V, le champ des contraintes
o :[0,T] = H, le champ de potentiel électrique ¢ : [0,7] — W, le champ d’endommagement
a:[0,T] =Y et le champ d’adhésion 5 : [0,T] — L>(I';) tels que

o(t) = Az (u(t)) + Be(u(t)) + EVo(t)

t (6.2.4)
+ Jo G(o(s) — Ae(i(s)) — £°Vp(s), e(u(s)), als))ds p.p. t € (0,T),

(i), v)visy + (0(t),€(0)3 + Jaen(B(E), u(t),v) = (F (1), v)vrxv
Yo eV, ppte(0,T),

(6.2.5)

(@(t), € — a(t))yxy +alalt),§ — aft))
> (S(o(t) — Ae(u(t)) — EVp(t),e(u(t)), a(t)), & — a(t))yrxy (6.2.6)
a(t) e K, Vt € [0,T] ,¥¢ € K,

(CVe(t), Vo)u — (Ee(u(t)), Vo) u + h((u(t), o(1)), ¢) = (¢(t), d)w

(6.2.7)
Vo e W, te (0,7),
B = =By Ry (1)? + 7+l R (ur (1)) — €a] . p-D- t € (0,T), (6.2.8)
u(0) = ug, u(0) =wo, a(0) =, B(0) = So. (6.2.9)

6.3 Existence et unicité de la solution

Dans ce paragraphe nous obtenons un résultat d’existence et d’unicité de la solution (u, ¢, o, D, 3, a)
du probléeme Py ¢’est-a-dire I'existence d’une solution faible unique du probléme électro-mécanique

P*. Notre résultat est le suivant.

Théoréme 6.3.1 . Sous les hypothéses (3.1.14), (3.1.15), (4.1.13), (3.1.18)-(3.1.22) et (6.1.17)-
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(6.1.26), le probleme variationnel P3 admet une solution unique {u, o, o, o, 8} ayant la régularité

we W20, T; V)N CY0,T; H), i € L2(0,T; V"), (6.3.1)
o€ W0, T; W), (6.3.2)
o€ L?(0,T;H), Dive € L*0,T;V"), (6.3.3)
a€ L0, T;Y)NC(0,T; L*)), «e L*0,T;Y"), (6.3.4)
B e Wh=(0,T;L*(T'3)) N Z. (6.3.5)

Un jeu de fonctions (u, ¢, 0, D, Ba) satisfaisant (6.1.2), (6.1.3) et (6.2.5)-(6.2.7) s’appelle solu-
tion faible du probléme de contact électro-élasto-viscoplastique P3. Nous concluons que sous les
hypothéses ci-dessues , le probléme (6.1.1)-(6.1.16) a une unique solution faible. Pour préciser
la régularité de la solution faible nous notons que la relation constitutive (6.1.2), les conditions
(6.1.17),(6.1.18) et la régularité (6.3.1), (6.3.2) montrent que D € WHP(0,T; L*(Q)?) ; d’ailleurs,
il s’ensuit de (6.2.7) que (6.2.2) est vérifié et en utilisant la définition de ¢ par un procédé
standard, nous obtenons

divD(t) = qo(t) Vt €1[0,T].

Il découle maintenant de la régularité (6.1.23) que divD € W'2([0, T]; L*(Q2)), ce qui montre que

D € WHP([0, T); W). (6.3.6)

Nous concluons que la solution faible (u, ¢, 0, D, 3, «) du probléme piézoélectrique de contact
P3 posséde la régularité (6.3.1)-(6.3.6).

La démonstration du Théoréme 6.3.1 sera effectué dans plusieurs étapes. A cet effet, nous as-
sumons dans la suite que les hypothéses du Théoréme 6.3.1 sont satisfaites ; ci-aprés, C' est une
constante positive générique qui peut dépendre des données du probléme mais elle est indépen-
dante du temps, dont la valeur peut changer d’un endroit a 'autre. Pour la simplicité, nous

supprimons dans ce qui suit la dependance explicite des diverses fonctions sur x € QUT.
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Dans la premiére étape nous considérons le probléme auxiliaire suivant pour le champ de dépla-
cement, dans lequel n € L*(0,T; V') est donné.

Probléme ijn. Trouver le champ des déplacements u, : [0,7] — V' tels que

(iin (), V)vrxv + (Ae(ity (1)), £(0))3 + (n(t), V)vrxv = (F(t), v)vixy, Yo e V. (6.3.7)

un(0) = ug, 0,(0) = wo. (6.3.8)

Lemme 6.3.1 . Il existe une solution unique du probléme 733” et cela satisfait (6.3.1). En outre,
st u; représente la solution du probléeme Pfjn pour n; € L*(0,T; V"), i = 1,2, alors il existe C > 0

tel que

/OHM(S)—?!LQ(S)HWSSC/O I () = m2(®)I[3- ds ¥t € [0, T]. (6.3.9)

Démonstration. Voir la démonstration du Lemme 3.3.1. Pour démontrer (6.3.9) nous pouvons

suivre une démarche semblable a celle de la preuve (3.3.46). U

Nous utilisons maintenant la solution u, obtenue dans le Lemme 6.3.1 pour construire le probléme
auxiliaire suivant pour le champ de potentiel électrique.

Probléme 73:;”. Trouver un champ de potentiel électrique ¢, : [0,7] — W tel que

(CVy(1), V) —(Ee(uy(t)), VO u+h((u(t), o(t)), ¢) = (a(t), o)w Yo € Wit € [0,T]. (6.3.10)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemme 6.3.2 I existe une solution unique du probléme Pf,n et cela satisfait la régularité (6.3.2).
De plus si p,, et @, sont deuz solutions de (6.3.10) correspondantes a ny,ns € L*(0,T; V") alors

il existe C' > 0 tel que

1 (8) = s (D)l < Cllag, (8) = up, (B)[lv, V2 € [0,T]. (6.3.11)
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Démonstration. Soit ¢ € [0,7]. Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz-réchet

pour definir l'opérateur A, (t) : W — W par

(Ay(t)p, D = (CVip, Vo) — (Eclu (1)), Vo) + (h(uy (1), ), D) (6.3.12)

pour tout ¢, ¢ € W. Soient ¢1,ps € W, nous utilisons les hypothéses (6.1.18) et (6.1.33) pour

trouver

(An(t)% - An<t)902, 01— P2)w
> me ||p1 — @i + : (g () = D16(01 — 0) — 02 — 0)l(¢1 — @2) da,

et, par 'hypothése (6.1.21)(a) combinée avec la monotonie de la fonction ¢ definie par (1.4.5),

nous obtenons
(A (1)1 — Ay(t)pa, 1 — p2)w > me llr — @allfy- (6.3.13)
D’un autre coté, en utilisant de nouveau (6.1.17), (6.1.18), (6.1.21) et (6.1.33) nous avons
(Ap(t)pr — Ay(t)pa, O)w
(6.3.14)
< Cellor = pallwliollw +/ Myller = pallwllollw da, Vo e W,
e

ol Cg représente une constante positive qui dépend du tenseur piézoélectrique £. Il s’ensuit de

(6.3.14) et (2.1.17) que
(Ay(t)pr = Ay(t), O)w < (Ce + MyCo)llr — pallwllollw,
ce qui implique que
1A ()01 — Ag(B)llw < (Ce + MyCp)llor — @2llw- (6.3.15)

Les inégalités (6.3.13) et (6.3.15) montrent que 'opérateur A,(t) est fortement monotone et de
Lipschitz sur W ; donc, en utilisant un résultat standard sur les égalités variationnelles, il s’ensuit

qu’il existe un unique élément ¢, (t) € W tel que

Ap(t)pn(t) = q(t). (6.3.16)
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Nous combinons maintenant (6.3.12) et (6.3.16) pour deduire que ¢, (t) € W est 'unique solution
de 'équation variationelle (6.3.10).
Nous prouvons maintenant dire que ¢, € WP(0,T;W). A cette fin, considérons t1,t, € [0, 7]
et, pour raison de simplicité, nous écrivons ¢, (t;) = @i, up(t;) = w;, q(t;) = ¢;, pour i = 1,2.
Moyennant (6.3.10), (6.1.17), (6.1.18) et (6.1.33) nous dérivons 'inégalité
me [lpr — @iy < Cellur — wallvllor = @allw + llar — gallwllor — allw
(6.3.17)
[ Jwtur = 931 - ¢0) = wlus = 9322 — )l lox - g2l da.
e

Nous utilisons les bornes [¢)(u; — )| < My, |6(p; —@o)| < Ls, les propriétés des fonctions v, § et

I'inégalité (2.1.17), on obtient
/ [ (ur = 1)o(pr = o) = ¥lua = 1)d(pa = ¢o)l lp1 — @2l da
NG}

< Mw/ o1 — ol da + LwL6/ s — ug) |1 — ol da
T'c T

C

< My Gl — @alliy + Ly LsCoCollur — uallv [lr — sllw-
Nous remplacons cette derniére inégalité dans (6.3.17) et trouver que
me |lpr — @allw < (Ce + LyL;CoCo) |[ur — usallv + a1 — q2llw + My C2llor — @allw. (6.3.18)
Il s’ensuit maintenant de l'inégalité (6.3.18) et I'hypothése de petitesse (6.1.31) que
le1 = @ollw < C(llur — uallv + [lar — g2llw).- (6.3.19)
ott C' est une constante positive. Comme ¢ € WH(0,T; W) et u, € C*([0,T]; H), I'inégalité
(6.3.19) implique que ¢, € WP(0,T; W).
Soit maintenant 7,7 € L*(0,T; V") et pour simplicité, notons ¢,, = @i, uy,, = u;, ¢ = 1,2.
Nous utilisons (6.3.10) et moyennant des arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve de

(6.3.18) pour obtenir que

me | p1(t) = @2(t)llw < (Ce + LyLsCoCo) l[un(t) — ua(t)lv

+ My Cllea(t) — 2(t)llw, ¥t € [0, 7).
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Cette dernieée inégalité combinée avec I’hypothése de petitesse sur la fonction ¢ (6.1.31) ménent

a (6.3.11), ce qui achéve la preuve. O

Dans la troisiéme étape, nous utilisons encore la solution u, obtenue dans le Lemme 6.3.1;
notons par u,, et u,, ses composants normales et tangentielles, respectivement, et construisons
le probléme de Cauchy suivant pour le champ d’adhésion.

Probléme Pgn. Trouver le champ d’adhésion 5, : [0, 7] — L*(T3) tels que

By(t) = = [Ba(0) (3R (g (£))> + 72 | Re (e (0)2) — €] . (6.3.20)
B4(0) = Bo. (6.3.21)

Lemme 6.3.3 . Le probleme 77;317] posséde une solution unique qui satisfait la reqularité 3, €

We(0,T; L*(T5)) N Z

La démonstration du Lemme 6.3.3 est similaire a celle du Lemme 3.3.2. Pour plus de détails,
nous renvoyons le lecteur a voir la preuve (page 54).

Dans la quatriéme étape, nous considérons le probléme auxiliaire suivant pour le champ d’en-
dommagement dans lequel u € L?(0,T;Y") est donné.

Probléme Pﬁu. Trouver le champ d’endommagement «, : [0,7] — Y tels que
O‘u(t) € K, <du(t)vf - au>Y/XY + a(au(t),f - O‘u@))
> (u(t), € — au)yry . VEEK ppte [0,T]

04#(0) = p. (6323)

(6.3.22)

Lemme 6.3.4 . Pour tout p € L*(0,T;L*(Y)), il existe une unique solution o, du probleme

auziliaire P, = satisfait (6.3.4).

Démonstration. D’aprés la défintion (6.1.27), on peut démontrer que l'opérateur A, : ¥ —
Y’ défini comme suit (A,(,&)yxy = a((,§) est linéaire, symétrique, continu et satisfait la
condition (2.4.3) et comme ag € K ; donc, en appliquant le Théoréme 2.4.2 on démontre que

a, € L2(0,T;Y) N C(0,T; L2(Q)) et &, € L2(0,T;Y").
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Dans cette étape, nous utilisons les solutions u,, et «, obtenues dans les Lemmes 6.3.1 et 6.3.4
et construisons le probléme suivant pour le champ des contraintes.

Probléme P;*W. Trouver le champ des contraintes o, , : [0,7] — H tel que

opu(t) = Be(uy(t)) +/0 G(oyu(s),e(uy(s)), au(s))ds p.p.t e (0,T). (6.3.24)

Lemme 6.3.5 Il existe une unique solution du probléeme 7337# el elle satisfait o € L*(0,T;H).
De plus, si u,,, o, et oy, ,, représentent les solutions des problemes 77;"%, 733;% et Pﬁm,%, respec-

tivement, pour (n;, ;) € L*(0,T; V' x Y"), i = 1,2, alors il existe C > 0 tel que

o1 (8) = Tgua ()13 < C(/O (I, (5) = iy ($)1V + [l (5) = wna (5)I5

(6.3.25)
+ la, () = () [F2(0))ds ), vt € [0,7]
Démonstration. Soit A, , : L*(0,T;H) — L*(0,T;H) étre 'opérateur donné par
t
Ao ) = BeCun(0) + [ G(0(6),elun(5), (). (6.3.26)

pour tout o € L*(0;T;H) et t € [0;T]. Pour 01,00 € L*(0;T;H), nous utilisons (6.3.26) et

(4.1.13), on obtient pour tout ¢ € [0; T

t
8001(6) = Ayl < Lo [ loa(s) = a(s) s (6327
0

Ce qui implique, pour n suffisamment grand, que l'opérateur A} , est une contraction dans
'espace de Banach L?(0,T;H). Ainsi, il existe un élément unique o, , € L*(0,T;H) telle que
Ay 0 = 0y, qui représente 'unique solution du probléme 777‘7*#.

En outre, si u,,, o, et o, ,, représentent les solutions de problémes Pﬁm, 77;1% et Pﬁni’ui, respec-
tivement, pour i = 1,2; en utilisant (2.1.8), (3.1.15), (4.1.13), 'inégalité de Young et le lemme
de Gronwall, on obtient l'inégalité (6.3.25). 0
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Considérons maintenant, pour ¢ € [0, 7], I'opérateur A : L*(0,T;V’' x Y') — L*(0,T; V' x Y"),
défini par
A(t), 1(8)) = (Ron(), (), As(n(t), (1)) € V' x ¥ (6.3.28)

ou les opérateurs Ay et A; sont donnés par

Rol(8), 1(6)), vy = (Be(un(t)) + €V 0(8),£(0))s + aen(Ba() (1), )
¢ (6.3.29)

T / G (0 (3), £(tn(5)), () ds, (), Vo €V,
N (1(8), 5(8)) = S(0gp(8), £ (1)), (1) (6.3.30)

Dans la dérniére étape, nous montrons que 'opérateur A posséde un point fixe unique.
Lemme 6.3.6 I existe un élément unique (n*, n*) € L*(0,T; V' x Y') telle que

A" ") = (", 17).
Démonstration. Soient (9, i1), (12, 12) € L*(0,T; V'xY"), nous utilisons les notations u;, f;, o

et o; pour les fonctions w,,, ¢,,, B, a, et oy, ,, obtenues dans les Lemmes 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3,

6.3.4 et 6.3.5, respectivement et notons encore ,, = ;, U,, = U; pour ¢ = 1,2, nous avons
10 (11 (2), 11 (1)) = Ao (m2(t), p2(t)) 17 < ||Be(wa (t)) — Be(ua(t))[l5, + 1€ Vipr(t) — £ Vepa(t)|[3,
[ 1600160l 01(5) = Gols) e a(5). o)) s

+ C(llpu (1)) = pu (o (D) 720y + 157 (8) Ru(unn (1)) — B3 (8) Ru (o (D) [ 121

+ ||p7(51(t))||RT(u1T(t))H _p7(62(t))“RT(U2T(t))”||i2(r3))7
En utilisant les hypothéses (3.1.14), (3.1.16), (4.1.13), (3.1.19), (3.1.20) et (2.1.8) avec la dé-

finition de R, et R, et la Remarque 1.3.1, et gardant en téte (6.3.11) et (6.3.25), on obtient

Ao (1 (8), 11 () = Ao(ma(t), ()3
<O( [ (ln(s) = uas)l + in(9) = ta(o)+ ln() = ca(Fro)ds (6330
o llur(®) = w2 DI + 18:(8) = Ba®)l3eqry) )
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On utilise des arguments similaires & ceux utilisés dans la preuve de (3.3.50), I'estimation (6.3.31)

dévient

1A (m1(8), p1.(t) = Do(ma(t), () < CUllm(E) = ma@®IT + [l (8) — p2(]5). (6.3.32)

Nous pouvons encore suivre des démarches semblables a celles utilisées dans la preuve de (3.3.52)

pour obtenir

1A (e (), 1 () = M (8), ()3 < Clllm () = ()3 + [l (1) = p2(B)]3)- (6.3.33)

D’apreés (6.3.32) et (6.3.33), nous concluons qu’il existe une constante positive C' > 0 vérifiant

HA(Ul,Ml) - A(772, ,UQ)HLQ(O,T;V’XY’) < CH(Ul — N2, 1 — M2)HL2(0,T;V/xY’)> (6-3-34)

On fait une itération sur cette derniere inégalité n fois pour trouver

n

n n C
HA (m;,ul) —A (7727/~L2)HL2(0,T;V/><Y/) < Fll(m — N2, p1 — Mz)HL?(o,T;V'xY')- (6-3-35)

Nous savons que la suite (C"/n!),, converge vers 0, pour n assez grand % < 1. 1l signifie que A"
est une contraction de L?(0,T;V’ x Y’). Par conséquent, le théoréme de point fixe de Banach

montre que A admet un point fixe unique (n*, u*) € L*(0,T;V’ x Y'). O

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour fournir la preuve du Théoréme 2.4.1.
Démonstration du Théoréme 6.3.1.
Soit (n*,u*) € L*(0,T;V’' x Y’) le point fixe de A qui est défini par (6.3.28)-(6.3.30) nous

adoptons les notations
(@) we =g (0) 5= By () 0. = (6:3.36)
(a) o = Ac(t) + E Vo 4+ s, (D) i = aype. (6.3.37)

Nous montrons que (uy, 0., @x, Bx, @) est une solution unique du probléme variationnelle P} et

satisfait la régularité (6.3.1)-(6.3.5). En effet, nous écrivons (6.3.24) pour n = n*, p = p*, en
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utilisant (6.3.36) et (6.3.37) on obtient

0. (t) = Ae(it, (1)) + Be(us (1)) + £V, (£)

(6.3.38)
+ Jy §(0(s) — Ale(i(s))) — EVipu(s), £(u.(5)), au(s))ds p.p.t € (0,T),
et nous considérons (6.3.7) avec 7 = n* et en utilisant (6.3.36)(a) pour trouver que
(th, V)vrxv + (Ae(i(t)), €(v)2 + (07 (1), v)viscy = (F (1), v)vixy
(6.3.39)
Vv e V,p.p.t € (0,7),
et nous écrivons (6.3.22) avec u = p* et en utilisant (6.3.37)(b) pour trouver que
0.() € K, (6n(t), € — @y + al0n(0),€ — u(t) > (0" (1,6 — ou()yrny,  (63.40)

aussi nous écrivons (6.3.10) pour n = n* et en employant (6.3.36)(a) et (6.3.36)(c) de voir que

(BVp,(t), Vo) — (Ee(us(t), Vo) u
+ h((ua(t), 94 (1)), 0) = (a(t), P)w Vo € Wt € (0,T),

(6.3.41)

maintenant, nous considérons (6.3.20) ot 1 = n* et nous utilisons (6.3.36)(a) et (6.3.36)(b) pour

obtenir que
B* = - [6*(71/R1/(u*1/)2 + f)/THRT(u*T>||2) - 5a]+- (6342)
Les égalités Ao(n*, p*) = n* et Ay(n*, u*) = p* combinés avec (6.3.29), (6.3.30), (6.3.36) et

(6.3.37) montrent que

(1), v)vixy = (Be(ua(t),€(v))y, + (E7V@u(), €(0))3 + Jacn (Ba(t), us(t), )

¢ (6.3.43)
/0 G(0.(s) — Ac(tin(s)) — E'Vipu(s), e(us(s)), au(s))ds, £(v)),, Vv €V,
pr(t) = S(ou(t) — Ae(in(t)) = EVepu(t), e(us(t)), ou(t)). (6.3.44)
Puisque (u,,,) satisfait (6.3.1)-(6.3.2) et de (6.3.38) trouvons que
0. € L*(0,T;H). (6.3.45)
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Nous choisissons v € D(€2) dans (6.3.39), en utilisant (6.3.38) et (6.1.28) pour obtenir que
piix(t) = Divo.(t) + fo(t) dans V' Vt € (0,T). (6.3.46)
D’apres Pégalité (6.3.46) avec (3.1.21),(6.1.22),(6.3.1) et (6.3.45) on obtient
Diveo, € L*(0,T; V).

Enfin, nous concluons que la solution faible (u., o4, @«, Bx, @) du probléme de contact piezoelec-
trique P* ayant la régularité (6.3.1)-(6.3.5), en ce qui termine la preuve de la partie d’existence
du Théoréme 6.3.1. L’unicité de la solution est une conséquence de l'unicité de point fixe de

I'opérateur A qui est défini par (6.3.28)-(6.3.30).
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Chapitre 7

Probléme électro-viscoélastique de contact

bilatéral avec frottement de Tresca

Nous considérons un probléme dynamique entre un corps piézoélectrique et un obstacle isola-
teur. Les conditions de contact sont de type bilatérale et avec frottement de Tresca. Le comporte-
ment du matériau est modélisé avec une loi constitutive électro-viscoé¢lastique avec endommage-
ment. On obtient des résultats d’existence et d’unicité en se basant sur des techniques similaires

a celle utilisées dans le chapitre précédent.

7.1 Position du probléme électro-mécanique et hypothéses

Nous nous placons dans le cadre physique n°2 de la figure 1.1 (page 6). On considére que le
corps est électro-viscoélastique, plus exactement on utlise une loi de comportement de la forme
(1.2.12). En ce qui concerne le contact, on le modélise par une condition de contact bilatéral
avec frottement de Tresca. Sous ces considérations, le probléme électro-mécanique qu’on étudie
peut étre formulée de la maniére suivante
Probléme P°. Trouver un champ des déplacements u : 2x[0, 7] — R%, un champ des contraintes

o Qx[0,T] — S% un champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R, un champ des
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déplacements électriques D : Q x [0,7] — R? | ainsi qu'un champ d’endommagement o :

Q x[0,7] — R tels que

o(t) = As(i(t)) + B(e(u(t)), a(t)) — £*E(p(t)) dans Q x (0,T), (7.1.1)
D = E=(u) + CE(y) dans Q x (0,7), (7.1.2)
& — A+ kdxk(e) 3 S(e(u),a)  dans Q x (0,T), (7.1.3)
Divo + fy = pii dans Q x (0,7), (7.1.4)
divD—qo=0 dans Q x (0,7), (7.1.5)
u=0 surTy x (0,T), (7.1.6)
ov=f, surTyx (0,T), (7.1.7)

u, =0, o<y
||g'7_|| < g= UT =0 sur Fg X (O,T), (718)

llo-|| = g = IX > 0 telle que o, = =i,

90 =0 surI'x (0,7), (7.1.9)
=0 sur I, x (0,7), (7.1.10)
D-v=g¢g surl,x(0,7), (7.1.11)
u(0) = ug, 4(0) = wp, (0) =y dans Q. (7.1.12)

Rappelons que les équations (7.1.1) et (7.1.2) représentent la loi de comportement électro-
viscoélastique avec endommagement que nous avons déja introduite dans (1.2.12), ot A et B sont
les opérateurs de viscosité et d’élasticité a champs électriques nuls, € = (e;j;) le tenseur piézo-
électrique & champ constant ou nul, C = (¢;;) le tenseur de la primitivité électique a déformation
nulle et F(¢) = —V représente le champ électrique, 'évolution du champ d’”dommagement est
régi par inclusion du type parabolique donnée par la relation (7.1.3). Les équations (7.1.4) et
(7.1.5) sont les équations du mouvement écrite pour le champ de contrainte et d’équilibre et

pour le champ de déplacement électrique, que nous avons déja vu dans (1.1.5) et (1.1.8), les
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conditions (7.1.6) et (7.1.7) sont les conditions aux limites classiques de déplacement et traction.
Nous passons maintenant a la condition (7.1.8). Nous supposons que le contact est bilatérale
avec frottement de Tresca, ou g désigne la limite de seuil de frottement, qui est supposée dé-
pendre uniquement de chaque point de I's. %, désigne la vitesse tangentielle et o, représente la
contrainte tangentielle. L’inégalité forte est vérifiée dans la zone de blocage, et ’égalité dans la
zone de glissement. La relation (7.1.9) représente un état de frontiére homogéne de neumann,
ou 92 représente la dérivée normale de av. (7.1.10) et (7.1.11) sont les conditions aux limites
électriques. Finalement (7.1.12) représente les champs de déplacement, de vitesse et d’endom-
magement initiales.

Pour obtenir une formulation variationnelle du probléme P* nous nous placons dans le cadre
fonctionnel (page 5). Nous avons besoin des notations supplémentaires. Pour les conditions de
frottement, nous définissons l'espace des déplacements admissibles V; comme un sous-espace

fermé de H,
Vi={ve H |v=0sur'y etwv,=0sur s} (7.1.13)

Ensuite, I'inégalité de Korn sur V; est vérifiée, alors, il existe une constante Cx > 0 dépendant

uniquement de €2 et I'; telle que
le()llx > Ckllvllm, YveW (7.1.14)
Sur ’espace V7, nous considérons le produit scalaire donné par
(u,v)y, = (e(u),e(v))y Yu,v € Vi, (7.1.15)
et soit || - ||1; la norme associée, i.e.
[ollvi = lle(w)llae, v €W (7.1.16)

Par l'inégalité de Korn, il vient que || - ||z, et || - [[v; sont des normes équivalentes sur V; et ainsi

(Vi, ]l - |lvy) est un espace de Hilbert. En outre, par le Théoréme de trace de Sobolev il existe une
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constante Cy dépend uniquement de €2, I'; et I's telle que
]| L2(rgye < Collvllvy, Vv € V1. (7.1.17)

Et d’autre part, nous avons encore besoin d’introduire quelques hypothéses sur les données.

L’opérateur d’élasticité B : Q x S x R — S? satisfait les propriétés suivantes :

(a) Il existe Lg > 0 telle que
1Bz, e1,0n1) — B(x, €2, a2)|| < Lgller — 2f| + [on — as|
pour tout £1,£5 € S, pour tout ay, s € R, p.p. x € Q.
b b (7.1.18)
(b) L’application x +— B(x,¢e, ) est Lebesgue mesurable sur (2

pour tout € € Sd, pour tout o € R.

\ (¢) L’application x +— B(x,0,0) € H.

La fonction source d’endommagement S : ) x S x R — R satisfait les propriétés suivantes :

(

(a) Il existe Lg > 0 tels que
1S(z1,01) — Sz, 22,02)] < Ls(lle1 — &3]l + o — agl)
pour tout pour tout €1,€9 € Sd, pour tout oy, € R, p.p. x € (L (7.1.19)
(b) L’application x — S(x,e,a) est Lebesgue mesurable sur )

pour tout € € S, pour tout o € R.

| (¢) Lapplication x> S(2,0,0) € L*(Q).
En plus les hypothéses (3.1.14), (6.1.17) et (6.1.18) sur les opérateurs A, £ et C, respectivement,

que nous venons de voir dans les chapitres précédents .

La masse volumique satisfait
p € L>(Q), 1l existe p* > 0 telle que p(z) > p*, p.p. = € Q. (7.1.20)
La seuil de frottement g satisfait

g€ L>*(T3), g>0 surTs. (7.1.21)
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Les forces volumiques fy, les tractions surfaciques fo et les densités des charges électriques

volumiques ¢y et surfaciques ¢y vérifient

fo € L*(0,T; H), fo € L*(0,T; L*(T5)%), (7.1.22)
q € C(0,T; L*(Q)), ¢ € C(0,T;L*(Ty)), (7.1.23)
@(t) =0 surI'y Vtel0,7T]. (7.1.24)

Rappelons que I'hypothése (7.1.24) est de nature physique et elle est considérée ici pour modéliser
le fait que la base est supposée étre isolatrice.

Les champs initiales des déplacements, de vitesse, et d’endommagement satisfont
ug € Vi, wo € Vi, ag € K. (7.1.25)

Enoncons maintenant quelques définitions qui vont étre utilisées dans la suite de ce chapitre,

d’abord nous définissons la forme bilinéaire a : Y x Y — R par

al&,p) = kl/Qvg.Vgp dx. (7.1.26)

Nous utiliserons le produit scalaire modefié sur H = L?(Q2)¢, donné par

((u,v))g = (pu,v)y, Vu,v € H. (7.1.27)
Soit || . ||z une norme associée, i.e
olla = (pv,0)3, Vo € H. (7.1.28)
En utilisant hypothése (7.1.20), il vient que |||.|||# et || - ||z sont des normes équivalentes sur
H. De plus I'inclusion de la trace de (Vi, || - ||v;) dans (H,|||.|||z) est continue et dense.

Nous utilisons la notation (-, '>V1’><V1 pour représenter le produit de dualité entre V/ et Vi, ou
V] le dual de V. Identifiant le dual de H avec lui méme, donc nous pouvons écrire le Triple de

Gelfand V) € H C V/, donc nous avons
(u, v)vixv, = ((u,v))g Yu € H,Vv € V. (7.1.29)
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Le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet entraine l'existence d’une fonction F(t) € V/

définie par
<F(t), U>V1/><V1 = (fo(t),U)H + (fg(t),’}/U)LQ(Fz)d \V/U - ‘/17 t - (0, T) (7130)

De méme, le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet entraine existence d’un élément ¢(t) €

W définie par

@@WW:AMWW—/%@WGWEWWWjL (7.1.31)

Iy

On remarque que les conditions (7.1.22) et (7.1.23) impliquent que
F e L*0,T;V)), qe€C0,T;W) (7.1.32)
Ensuite, on définit la fonctionnelle 5 : V; — R comme suit

j(v):/ gllvrll sz da. (7.1.33)
I's
7.2 Formulation variationnelle

A Taide des formules de Green (2.1.4), (2.1.18), on obtient la formulation variationnelle du
probléme P° en termes de déplacement, de champ du potentiel électrique et de champ d’endom-
magement.

Probléme P}. Trouver le champ des déplacements u : [0,7] — Vj, le champ de potentiel
électrique ¢ : [0,7] — W et le champ d’endommagement « : [0,7] — Y tels que
(), v = 0u(t))vyxn + (Agi(t), e(v — u(t))n + (Be(u(t)), a(t), e(v — u(t)))n
+H(EVp(t),e(v —ult))n +j(v) —j(u(t) = (F(t),v = ult))vixv (7.2.1)
Yo e Vi, p.p.te(0,T),

(CVe(t), Vo) — (Ee(u(t), Vo)u = (q(t), d)w Vo € W, t € (0,T), (7.2.2)
((t), € — alt)) (@) + ala(t), § - a(t)) o
> (S(e(u(t), a(t)),§ —a(t)) 2 «ft) € K, Vt € [0,T] ,V¢ € K,

u(0) = up, 4(0) = wp, a(0) = ayp. (7.2.4)
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7.3 Existence et unicité de la solution

L’existence d’une solution unique du probléme variationnel P} est donnée par le Théoréme

suivant :

Théoréme 7.3.1 . Supposons que les hypothéses (3.1.14), (6.1.17),(6.1.18) et (7.1.20)-(7.1.25)

sont vérifiées. Alors, il existe une solution unique {u,p,a} au probleme Py ayant la régularité

we WhH2(0,T; Vi) N CH0,T; H) N W22(0,T; V), (7.3.1)
p € C0,T; W), (7.3.2)
a € W2(0,T; LA(Q)) N L0, T;Y). (7.3.3)

Un quintuple de fonctions (u, ¢, 0, D, «) qui satisfont (7.1.1), (7.1.2) et (7.3.1)-(7.3.3) s’appelle
solution faible du probléme de contact électro-viscoélastique P°. Nous concluons par le Théo-
réme 7.3.1 qu’il existe une unique solution faible du probléme P°. Pour préciser la régularité
de la solution faible nous notons que les relations constitutives (7.1.1) et (7.1.2), les hypothéses
(6.1.17), (6.1.18) et (7.1.20), et la régularité (7.3.1)-(7.3.3) montrent que o € L*(0,7;H) et
D € C([0,T); L*(£2)%). Nous prenons v = u(t) £ z, out z € D()? dans (7.2.1) et ¢ € D(Q2) dans

(7.2.2) et utilisant les notations (7.1.30) et (7.1.31) pour obtenir
Divo(t) + fo =0, div D(t) = qo(t) Vt€[0,T].

1l s’ensuit maintenamt de la régularité (7.1.22), (7.1.23) que Divo € L%(0,T; L*(Q)%) et div D €
C([0,T]; L*(2)) ce qui montre
o€ L2(0,T;H,). (7.3.4)

D € C([0,T]; W) (7.3.5)

Nous concluons que la solution faible (u, ¢, o, D, a) du probléme piézoélectrique de contact P°

posséde la régularité (7.3.1)-(7.3.5).
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La preuve du Théoréme 7.3.1 sera réalisée en plusieurs étapes. Il est basé sur des arguments des
équations et des inéquations de I’évolution non linéaires de premier ordre, et les arguments de
point fixe.

Dans la premiére étape nous considérons le probléme auxiliaire suivant pour le champ de dépla-
cement, dans lequel n € L*(0,T; V') est donné.

Probléme 733?7. Trouver le champ des déplacements u, : [0,7] — V; tel que

(i (1), 0 = 0(t)) vysevs + (Ae(ig(t)), (v — w(t))w + j(v) = j(a(t))

(7.3.6)
+(n(t), v —u(t))vixv = (F(t), v —a(t))vyxn, Yv € V.
un(0) = ug, 0, (0) = wo. (7.3.7)
Nous définissons h(t) € V{ pour p.p.t € (0,T), par
(R(t), v)visv, = (Fy(1), v)vixv, = (F'(t) — n(t), v)vixv, Yo € Vi (7.3.8)

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, nous définissons 'opérateur A :

i —V/

(Au, v)viy, = (Ae(u),e(v))y, u,v €V, (7.3.9)

En utilisant la variable de vitesse w, = 4,, le probléme P est écrit pour p.p. t € (0,T) :

Un

Probléme Pgn. Trouver le champ des vitesses w,, : [0,7] — Vi tel que

(ty(£), v = wy(t))vyxvy + (Awy(t), v — wy(E)) vy, + (V) — j(wy(t))
> (F(t), v —wy(t))vixv, Yv € Vi

(7.3.10)

w,(0) = wp. (7.3.11)

Pour résoudre le probléme 735’)7], nous démontrons le résultat suivant.

Lemme 7.3.1 . Supposons que les hypothéses (3.1.14) et (7.1.21) sont vérifiées. Alors 'opéra-
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teur A et la fonctionnelle j définis respectivement par (7.3.9) et (7.1.33) satisfont

;

\

(a) A:V = V' est un opérateur hemicontinu et fortement monotone,

(b) 3C, >0, 3Cy, >0,Vv eV |JAv|ly < Cyflv]ly + Cy,

(¢) pour toute suite (u,) et u dans L*(0,T;V) telle que

u, — u faiblement dans L*(0,T; V') alors (7312

Au,, — Au faiblement étoile dans L*(0,T;V")

et Tim inf [ (Aun (8), un(8))vrscvdt > [ (Au(t), u(t))yrvdt

\ n—-4o00

(@) j:V — R est une fonctionnelle convexe et semi-continue,
Il existe une suite des fonctions de C' et conveze (j,) : V — R tels que
(b) 3dy >0, 3dy >0, Vne N, |l7.(0)|lv < di||v]lv + do,
(c) Yo € (0, T3 V), lim_ [F dau)dt = [ j(u(t))dt, (7.3.13)
(d) pour toute suite (v,) et v dans L*(0,T;V) telle que
v, — v faiblement dans L*(0,T;V) alors
lim inf fo Jn(vp(t))dt > fo (t))dt.

n—-+o0o

Jr(v) désigne la dérivée au sens de Fréchet de j, en v.

Démonstration. D’aprés la définition (7.3.9) de l'opérateur A, les hypothéses (3.1.14) et (2.1.8)

nous pouvons verifier que A satisfait les conditions (7.3.12)(a)-(b), et en appliquant le théoréme

de Lebesgue on déduit la condition (7.3.12)(c).

D’autre part, en utilisant l'injection continue de V; dans L?(I'3)¢ nous trouvons alors que la

fonctionnelle j est continue et convexe. Pour approcher la fonction j, nous utilisons la suite des

fonctonnelles (j,,) : V4 — R définie par

Jn(v) = / g\/HvTH%Q(FB)d + exp(—n) da, Yv e Vi, Vn e N.
I's

Nous vérifions que la dérivée au sens de Fréchet de j,, en v est donnée par

(G (v), Rvixrs = / Wohe) g0 whew (7.3.14)
I's \/HUTHLQ(F .+ e
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Nous constatons que j, est continiment différentiable. On peut vérifier que pour tout a > 0,

b >0, tels que a4+ b =1, pour tous x,y € Ret n € N

Viazr +by)2+em <aval e +by/y2 +e . (7.3.15)

Alors j, est convexe pour tout n € N. En utilisant (7.3.14) il s’ensuit que
3C =0, VoeVi, [5,(0)llv < Cllgllzers),

donc (7.3.13)(b) est satisfaite. D’aprés la définition de j, on a liT Jn(v) = j(v) et comme j,
n—-+0oo
est continue sur Vj, en appliquant le théoréme de Lebesgue, on déduit la propriété (7.3.13)(c).

Enfin (7.3.13)(d) est une conséquence du fait que
Voe Vi, VneN, j,(v) > jv).

Nous concluons que 'opérateur A, les fonctionnelles j et j, vérifient les conditions (7.3.12) et

(7.3.13). O

Lemme 7.3.2 . Sous les hypothéses (7.3.12) et (7.3.13) et pour toutn € L*(0,T;VY), le probleme
735

> @ une solution unique ayant la régularité
y

w, € C(0,T; H) N L*(0,T;Vy) N W20, T; V)

Démonstration. En utilisant(7.3.12)(a)-(b) et (7.3.13)(b), on déduit que 'opérateur A+ j, est
hemicontinu et fortement monotone et vérifie les conditions (2.4.1) et (2.4.2) du Théoréme 2.4.1.

Alors, Vn € N, 3wy € L*(0,T; V1) N C([0,T]; H) N WH2(0,T; Vy) tels que

wy (t) + Awy (t) + j,,(wy (t)) = h(t) dans V{, p.p.t € (0,7),

(7.3.16)
wy (0) = wy.
Alors, nous obtenons
(05000 = i xpers + A0, 0 O, +30) =3CHE) o

> (h(t),v —wy(t))vixvy, Yo € Vi, pp.t€(0,T).
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D’aprés (7.3.16), nous avons
(1 (8), wi () vpws + (AW (), wi (D) viws + (7 (wh (), (@i (6)vivs
= (h(t), wy())vixvi, p-p-t€(0,T).

On intégre la derniére égalité sur [0,¢], t € [0,T7], et en utilisant (3.1.14) et la monotonie de j/,

(7.3.18)

pour déduire que
T
3C>0, VneN, Vtel0,T], |wrt)l|la <C, / Jwy (t)|[3,dt < C.
0
D’apreés (7.3.16), (7.3.12)(b) et (7.3.13)(b) nous avons
T
3C >0, VneN / [ ()12, dt < C.
0
Nous pouvons donc extraire une sous-suite notée encore (wg) pour trouver que

w, — wy, faiblement dans L?(0,T; V1) et faiblement étoile dans L>(0,T; H),

(7.3.19)
Wy — 1, faiblement étoile dans L*(0, T; V7).
Il s’ensuit que
w, € C([0,T]; H) et wy(t) — w,(t) faiblement étoile dans H, Vt € [0, T]. (7.3.20)
On intégre (7.3.17), nous avons Vv € L*(0,T; 1))
T T T
g+ [ up@n o+ [
0 0 0
T T
> [ g g @)t [ (A, w6y
0 0
T T
—l—/ Jn(wy (t))dt +/ (h(t),v —wy(t))vrxwndt,
0 0
et nous trouvons
T T T
/ <U);L(t), U>V1/><V1dt + / (Aw;l(t), /U>V1’><V1dt + / ]n(v)dt
0 0 0
1 n 2 1 n 2 g n n
2 Sy (D)l = 5 llwy ()1 + i (Awy (8), wy (£)) vy v, dt (7.3.21)

+/0 jn(wg@)dH/O (h(t), 0 — wl () vy d,
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Nous utilisons (7.3.13)(c)-(d), (7.3.19), (7.3.20) et la semi-continuité inférieurement faiblement,

on obtient que Yv € L*(0,T;V})

T T T
/ (W, v — wy) vy, dt + / (Awy, v — wy)vrv, dt + / (4(v) — j(wy,))dt
0 0 0 (7.3.22)

T
Z / <FT]7U_wT]>V1'><V1dt'
0

L’inégalité précédente implique que

(it ()0 — w0y () vy + (Awy ()0 = w0, () v + (0) = j(awy ()
> (Fy(t),0 —w,(O)vps Yo € Vi, pp. £ € (0,T),

Nous concluons que P;, a au moins une solution w, € C'(0,T; H) N L*(0,T; V1) N W2(0, T; VY).
Pour l'unicité, soient wy,, wy, deux solutions de Pgn. Nous utilisons (7.3.10) & obtenir pour p.p

te(0,7)
(o (t) — t1y(t), way(t) — wln(t»\/{xvl + (Away (t) — Awyy(t), wo,(t) — wln(t>>V{xV1 > 0.

Intégrons U'inégalité précédente, en utilisant (7.3.9) et (3.1.14), nous trouvons

1 t
3 llw2n(8) = w1y (D)1 +/0 [z (s) = wiy(s)|[f,ds < 0, Vt € [0,T],

ce qui implique

Wiy = Way
U
On considére maintenant u, : [0,7] — V; la fonction définie par
t
Uy = / wy(s)ds + g, Vte[0,T]. (7.3.23)
0

Dans I’étude du probléme 773”, nous avons le résultat suivant.

Lemme 7.3.3 . 7337] a une solution unique ayant la régularité exprimé dans (7.3.1).
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Démonstration. La preuve du Lemme 7.3.3 est une conséquence du Lemme 7.3.2 et la relation

(7.3.23). O

Dans la prochaine étape, nous utilisons la solution u, obtenue dans le Lemme 7.3.3.

Probléme Pgn. Trouver un champ de potentiel électrique ¢, : [0,7] — W tel que

(CV,(t), Vo) — (Ee(uy(t)), Vo)u = (q(t), 9)w Yo € Wit € [0,T]. (7.3.24)
Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemme 7.3.4 Il existe une solution unique du probléme 7337] et cela satisfait la régularité (7.3.2).

Démonstration. Nous définissons la forme bilinéaire b : W x W — R par

D’apres (7.3.25) ,(6.1.18) ,(2.1.15) et (2.1.16) avec l'inégalité de Holder, nous pouvons démon-
ter que la forme bilinéaire b est continue, symétrique et coercive sur W. Ainsi, gardant a I'es-
prit I'hypothése (6.1.17) sur le tenseur piézoélectrique &, la régularité u, € C*(0,7;H) et
q € C([0,T}; W) dans (6.1.30), nous obtenons que la forme liniéaire L, : [0,7] — W défi-
nie par

(Ly(t), 9)w = (4q(t), Q)w + (Ee(uy(t)), VP)u Vo € Wt € [0,T].
est continue. En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, nous demontrons qu’il existe un élément

unique @, (t) € W tel que

blpy(t), d) = (Ly(t), d)w Vo € W. (7.3.26)

Nous concluons que ¢, (t) est une solution de 7737] , soient 1,1y € [0,T], il résulte de (2.1.15),

(2.1.16), (6.1.17), (6.1.18) et (7.3.24) que
lon(t1) = ey(t2)llw < C([Juy(t1) — uy(t2)llv + lla(tr) — a(t2)llw). (7.3.27)
L’inégalité (7.3.27) et les régularités de u, et ¢ impliquent que ¢, € C([0,T]; W). O
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Probléme 732“. Trouver le champ d’endommagement «, : [0,7] — Y tels que

a,(t) € K, (au(t), € — o) o) + alap(t), § — ap(t))
Z (M(t),f - a#(t>>L2(Q) ) V§ e K p.p.t € [O,T],

04#<O> = qp. (7329)

(7.3.28)

Lemme 7.3.5 . Pour tout p € L*(0,T;Y"), il existe une unique solution «,, du probléme auzi-

lizire Py, satisfait (7.3.3).

Démonstration. Nous utilisons la définition (7.1.26) et le fait que ay € K dans (7.2.4) et
un résultat classique d’existence et d’unicité sur les inéquations paraboliques données dans le

Théoréme 2.4.2. O

Pour chaque (n,u) € L*([0,T); V/ x L*(2)) nous notons par u, la solution du probleme 733”
fournie dans le Lemme 7.3.3, par ¢, la solution du probleme Pgn fournie dans le Lemme 7.3.4 et
par o, la solution du probleme 7)2# fournie dans le Lemme 7.3.5, En outre, nous appliquons le

théoreme de représentation de Riesz-Fréchet pour définir la fonction A(n, i) : [0, 7] — V/ x L*(Q)

par
A(n(t), u(1)) = (Ao(n(t), u(t)), Ar(n(t), u(t))) (7.3.30)

oll Ag et A; donnés par
(Mo(n(t), n(1), v)visrs = (Ble(uy(t)), a,(t)) + E*Vipy(t), £(v)),, (7.3.31)
Ar(n(t), p(t)) = S(e(uy(t)), apu(t)) (7.3.32)

Lemme 7.3.6 . Pour chaque (n,u) € L*(0,T;V] x L*(Q)), la fonction A(n, p) appartient a
Uespace L*(0,T; V] x L*(Q)). Par ailleurs, l'opérateur A : L*(0,T; V] x L*(Q)) — L*(0,T; V] x

L*(Q)) possede un point five (n*, u*) unique.
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Démonstration. Soient (11,61), (n2,602) € L*(0,T; V' x L*(2)). Pour simplicité, nous utilisons

les notations w,, = u;, U, = U;, ¢, = @; et o, = o;, pour ¢ = 1,2, nous avons
[Ao(n1, 1) = Ao(n2, p2)[[v < (1 B(e(ua), ) — B(e(uz), an)llae + |E"Vior — EVipa|ln

D’aprés la définition (7.3.30) combinée avec les hypothéses (2.1.8), (7.1.18) sur B et (6.1.17) sur

&, on en déduit qu’il existe C' > 0 telle que
Ao, 1) = No(nz, pi2) [V < Clllwr — wallf, + llar — awllfz) + o1 — ¢2lliy).  (7.3.33)
Comme u; et us ont la méme valeur initiale, il s’ensuit que
t
[ur (£) — ua(t) |l < / [i1(s) — iz (s)llvyds, Vit € [0,T]. (7.3.34)
0

Mettons 1 = 11, v = 1y et n = 1y, v = Uy dans (7.3.6), gardant & V'esprit (7.3.9) et en combinant

les inégalités résultantes, nous en trouvons
(ln — g, U1 — Up)vyxvy + (Al — Al Uy — U2)vyxvy < — (1 — 1Mo, 1 — U)vyxva s
en utilisant des arguments semblables & celui qui fait pour (3.3.46), nous trouvons
t t
[ o)~ ta(o) s < € [ mls) — m(s)yds vt e 0.7) (7.3.35)
0 0
De (7.3.34) et (7.3.35), on déduire
t
lua (t) = ua (B35 < C/ lm(s) = m2(s)[I7yds  p.p. t € (0,T). (7.3.36)
0

Nous employons les hypothéses (6.1.17) et (6.1.18) sur les tenseurs piézoélectriques et la permit-

tivité respectivement avec 'inégalité de Friedrichs-Poincaré (2.1.16), il s’ensuit de (7.3.24) que

ler(t) = 22Ol < Cllua(t) —wa(®F,, vt € [0, 7). (7.3.37)
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En outre, en substitutant p = p1,& = a,, = p2,§ = a,, dans (7.3.28) et en soustrayant les

deux inégalités obtenues, on trouve
(dul (t) - d/m (t)a Ay (t) — Qpy (t))LZ(Q) + a(oem (t) — Qpy (t)7 Qpy (t) — Qpy (t))
< () = Xal0), 0 (1) — € () 2@y, DD- 1 € (0.7).

On intégre I’égalité précédente et en appliquant les inégalité de Holder et Young, et lemme de

Gronwall on déduit que

t
ey (8) = @, (1) 1720 < C/O l11(5) = pa(s) Iz - (7.3.38)

Nous substituons (7.3.36)-(7.3.38) dans (7.3.33) nous obtenons

/ 1Mo (m1 (), p11(5)) = Do(112(5), 112(5)) [T £y
0 (7.3.39)

T
SC/ (I (s) = ()5 + Nl () = pe2(8) 172 s

0
En utilisant I'hypothése (7.1.19), I’égalité (2.1.8) avec les estimations (7.3.36) et (7.3.38) on

obtient I'estimation de A

T
/0 1AL (m1(5), 11 (5)) = Aa(12(5), 112(8)) [V 20 A5
T
= /0 1S (e (1 (s)), () = S(e(ua(s)), az2()) [}y w20y ds (7.3.40)
T
< C/O (ln1(s) = m2() V7 + 11 () = o) 172 ds.
Nous combinons les inégalités (7.3.39) et (7.3.40) pour obtenir

A, pa) — A(ne, M2)||%2(0,T;V1'xL2(Q)) <Clm — pa,m2 — M2”%2(0,T;foL2(Q))- (7.3.41)

En réitérant n fois I'inégalité (7.3.41) on obtient :

n

n n C
IA" (1, ) = A" (2, i) 720, v % 22(0) < H||771 — ), = foll T2 rvixrzyy  (7:3.42)

ce qui implique que pour n suffisamment grand une puissance A" de A est une contraction dans

'espace de Banach L?(0,T;V/ x L?(Q)), ce qui conclut la preuve. O
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Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour fournir la preuve du Théoréme 7.3.1.
Démonstration du Théoréme 7.3.1.

Existence. Soit (n*, u*) € L*(0,T;V/ x L*(Q)) le point fixe de A et soit u, ¢ et a la solution
du probleme 7737] ,7727] et 73(‘;’“ pour n = n* et u = p* c’est-a-dire u = u,- , Y = Py et @ = .
Les égalités Ao(n*, u*) = n* et Ay(n*, u*) = p* combinées avec (7.3.31) et (7.3.32) montrent que
(7.2.1)-(7.2.3) sont satisfaites. Ensuite, (7.2.4) et la régularité (7.3.1)-(7.3.3) résulte de Lemmes
7.3.3,7.3.4 et 7.3.5. Comme u € W12(0,T; V) , il s’ensuit de (7.1.1), (6.1.17), (3.1.14) et (7.1.18)
que o € L?(0,T;H). Maintenant les hypothéses (7.1.20), (7.1.22) et la regularité i € L?(0,T;VY)
impliquent que Dive € L*(0,T;V}).

Unicité. L’'unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du point fixe de 'opérateur A

défini par (7.3.30)-(7.3.32) et la solvabilité unique de probléme P , P2 et P) . O

7.4 Dépendance continue de la solution par rapport au seuil

de frottement

Nous étudions les comportement de la solution du probléme (7.2.1)-(7.2.4) donnée par le
Théoréme 7.3.1 par rapport au seuil de frottement g. Les principaux résultats de cette section

sont les suivants.

Théoréme 7.4.1 . Supposons que les hypothéses (3.1.14), (6.1.17),(6.1.18) et (7.1.20)-(7.1.25)
sont vérifiées. Soit (u;, ¢i, ;) la solution du probléme wvariationnel Py, avec g; qui satisfont

(7.1.21), pour i = 1,2. Alors, il existe C > 0, qui dépend de Q,I', A, B,E,C et T, telle que

Jur — uallr20mv1) < Cllgr — gall e (rs), (7.4.1)
lp1 — walleqomwy < Cllgr — gallLos(rs), (7.4.2)
lar — aall20,722(0)) < Cllgr — g2llzoo(ry)- (7.4.3)
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En plus de I'intérét mathématique dans ce résultat, le théoréme 7.4.1 est important dans les
applications mécaniques, car il montre que les petites inexactitudes ou des variations du seuil de

frottement conduisent & de petits changements dans la solution

Démonstration. Nous utilisons la notation j;, i = 1,2, pour la fonction définie par (7.1.33)

avec g = g;. Par conséquent,
Ji(v) :/1“ gillvrllL2ryye da, Vv € V1. (7.4.4)
5
En utilisant(7.1.1) et (7.2.1)-(7.2.4), pour j = j;, i = 1,2, on en déduit que
oi(t) = Acits(t))) + B(=(wi()), as(t)) + E°Vai(2) (7.4.5)

(5(t), v — W () vyxwy + (0i(t), e(v — @i(1))w + Ji(v) — Ji(ui(t))
> (F(t),v — w(t))vixvy, Yo € Vi, pp.te(0,7T),

(7.4.6)

(CV@i(t), Vo) — (Ec(ui(t), Vo)u = (q(t), o)w, Yo € W, t € (0,T), (7.4.7)

(Qi(t),§ — ailt))r2(q) + alai(t), § — ai(t))

(7.4.8)
> (S(e(ui(t)), ait)), & — ai(t)) 2@, wi(t) € K, ¥t e€[0,T] ,V¢ € K,
UZ<O) = Uo, Uz(()) = Wy, Oéz<0) = Q. (749)
On prend v = 4y pour i = 1, et v = 1y pour i = 2 dans l'inégalité (7.4.6), pour obtenir
(g (t) — tiz(t), wn () — t2(t)) vy + (01(F) — 02(t), € (U (t) — i2(t)))n (7.4.10)
< Ja(e(t)) — ja(a(t)) + ja(t(t)) — j2(ia(t)), p.p.t € (0,7), (7.4.11)
Nous définissons
o (t) = o1(t) — As(u(t)), o5f(t) = oa(t) — Ae(u(t)). (7.4.12)
Notant que (7.4.5) pour i = 1,2, nous obtenons
o (t) = B(e(ui(t)), a1(t)) + E* Vi (t) (7.4.13)
o5’ (t) = Ble(ua(t)), aa(t))) + E Via(t) (7.4.14)
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Nous combinons (7.4.10) et (7.4.12) pour obtenir
(tiy (£) — dig(£), i (t) — 2(t))vyxva + (Ae(tn(t)) — Ae(ia(t)), (tn (t) — ta(t)))n
< —(oP(t) — o352 (), e (t) — a(t))) e + 1 (i2(t)) — 1 (i (£)) (7.4.15)
+J2(U2(t)) = J2(ta(t)), p.p. € (0,7T),
Il résulte de (3.1.14) que pour p.p. t € (0,7,
(Ae(in () — Ae(in(t)), e(tn (t) = w2(t))n = mallin(t) — da(t)v; (7.4.16)

Nous utilisons maintenant (7.1.18) et (7.1.16) pour obtenir

107" (#) = 05" ()l < Cllur(t) = ua(B)llvi + llen(t) — aa(®)ll (@) + lle2(t) = pa(B)llw) (74.17)

En substituant maintenant i = 1, = aw, i = 2, = a; dans (7.4.8) on trouve

(A1 (t) — da(t), ar(t) — aa(t))r2(@) + alai(t) — az(t), au(t) — aalt))
= (S(e(u1(t)), on(t)) — S(e(ua(t)), aa(t)), aa(t) — ao(t)) 2y, p-p-t € (0,T).

On intégre I'inégalité précédente, en utilisant les conditions intiales a; (0) = a2(0) = o et comme

a est Y-elliptique nous obtenons,
o) = a0l +C [ lon(s) = aa(s) s
< /0 (S(e(ua(t)), on(t)) = S(e(ua(t)), az(t)), an(t) — aa(t)) L2 ds

Employant (7.1.19)(a), (7.1.16), les inégalités de Holder et Young et lemme de Gronwall on
déduit que

o 0) = (1) < © [ T (s) = (o) s (7.4.18)
Nous employons les hypothéses (6.1.17) et (6.1.18) et avec I'inégalité (2.1.16), il s’ensuit de (7.4.7)

que

l1(t) = @2(B)llw < Cllua(t) — ua(t)llvs, vt €[0,T]. (7.4.19)
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Depuis u1(0) = uy(0) = ug, nous voyons que
ur (t) — uz(t) ||y < /Ot |1 (s) — t2(s)|[v,ds, Vs € [0,T]. (7.4.20)
En tenant compte de (7.4.19) et (7.4.20) nous obtenons
o) — 0 (1)l < Clllon(t) — an(t) 1120 / Jia(s) — tia(s)lads). (7.4.21)
L’inégalité (7.4.21) montre que
— (07" (t) — 03" (1), e(tn (t) — w2(t)))ne

< O(flaa(t) = o)l 20y + /0 [ (s) — t2(s)llvids) i () — G2 (t)lvs-

D’aprés la définition (7.1.33) de la fonction j; pour i = 1,2 et (7.1.17), on obtient

(7.4.22)

00 = i i (0) + dalialt)) — Ja(is 1)) < Cllgs — golumiwalia(®) — s, (7423
Nous substituons (7.4.22) et (7.4.23) dans (7.4.15) pour obtenir pour p.p. t € (0,7")
(i (8) — io(0), i () — () v, -+ mllin () — o0
< Clllgt = golliirs) + lan(t) = @O0 (7.4.24)
[ 1) = o)) i) — )

En utilisant (7.4.24), inégalité (ab < —a + 1Ap?), inégalité de Holder, (7.4.18) et (7.4.20),

nous trouvons

(U (t) — dia(t), 41 (t) — t2(t))vyxvy + %Hul(t) — s ()%
t (7.4.25)
< C(llgr — gollFoo(rs) +/0 [i1(s) — a(s) ||, ds), p.p .t e (0,T)

On intégre 'inégalité précédente sur [0, s] et utilisons la condition initiale 1, (0) = u2(0) = wy

pour avoir

ma (% . .
A [ (o) = o)

. - (7.4.26)
< / 191 — gallZe oy + / / i (r) — dia(r) |3, drdt), Vs € [0,7]
0 0 0
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Nous appliquons l'inégalité de Gronwall pour obtenir
/0 i1 () — o () ||} dt < C/O 191 = g2l 7o (ry)dt < Cllgr = golliooqry,): Vs €[0,T],  (7.4.27)

Des inégalités (7.4.20) et (7.4.27) on résulte estimation (7.4.1). Les estimations (7.4.2) et (7.4.3)

respectivement sont des conséquences de (7.4.19) et (7.4.18). O
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