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Présentation

Cette thèse de doctorat en mathématiques appliquées, explore la théorie des points

fixes communs pour des applications commutatives satisfaisant des conditions de F-

contraction. Les points fixes jouent un rôle central en analyse fonctionnelle, en opti-

misation et dans les systèmes dynamiques, avec des applications variées en sciences

et en ingénierie. L’objectif principal de cette thèse est de généraliser les théorèmes

classiques de points fixes, notamment ceux de Banach et Jungck, en introduisant des

conditions plus flexibles et en étudiant leurs implications théoriques et pratiques.

La thèse est structurée en quatre chapitres, chacun abordant des aspects complé-

mentaires de la théorie des points fixes et des F-contractions. Le premier chapitre pose

les fondements théoriques, tandis que les chapitres suivants proposent des générali-

sations et des applications concrètes.

Division de la thèse

La thèse est structurée en quatre chapitres :

1. Chapitre 1 : Notions fondamentales et outils préliminaires

Ce chapitre introduit les concepts de base nécessaires à la compréhension des

travaux ultérieurs. Il commence par une présentation de la théorie classique

des points fixes, incluant les théorèmes de Banach et de Jungck, qui établissent

l’existence et l’unicité des points fixes pour des applications contractantes. Les

espaces métriques, la convergence des suites et la complétude sont également

discutés, car ils constituent le cadre naturel pour ces théorèmes. Ensuite, le cha-

pitre introduit la notion de F-contraction, une généralisation des contractions

classiques, où une application est contractante par rapport à une autre. Les pro-

priétés des F-contractions, telles que la continuité et la convergence des suites

de Picard, sont analysées en détail. Enfin, le chapitre explore des applications

avancées, notamment en analyse numérique et en systèmes dynamiques, et pré-

sente les développements récents dans ce domaine.
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2 PRÉSENTATION

2. Chapitre 2 : Point fixe commun d’auto-applications F-contractives commu-

tatives à suite bornée unique

Ce chapitre généralise le théorème de Jungck en remplaçant la condition non

algorithmique d’inclusion des images par une condition topologique algorith-

mique basée sur la bornitude des suites de Picard. Les auteurs démontrent que,

sous des hypothèses de commutativité et de F-contraction, l’existence d’une

suite bornée suffit à garantir l’existence d’un point fixe commun unique. Les

preuves s’appuient sur des lemmes techniques et des inégalités clés, illustrées

par des exemples concrets. Les résultats obtenus étendent ceux de la littérature

et offrent des conditions nécessaires et suffisantes pour l’existence de points

fixes communs.

3. Chapitre 3 : Points fixes communs pour les F-contractions commutatives

sous des conditions modifiées

Ce chapitre poursuit l’exploration des points fixes communs en introduisant une

nouvelle condition basée sur la limite supérieure des distances. Les auteurs défi-

nissent un ensemble E caractérisé par une propriété de convergence et montrant

que s’il est non-vide, il garantit l’existence d’un point fixe commun. Les démons-

trations utilisent des techniques d’analyse et des propriétés de convergence des

suites. Les résultats sont appliqués à des exemples spécifiques, mettant en évi-

dence la pertinence des conditions proposées. Ce chapitre offre également des

corollaires importants, notamment pour les espaces compacts.

4. Chapitre 4 : Méthode hybride non commutative de Picard pour les points

fixes communs

Le dernier chapitre propose une approche hybride pour étudier les points fixes

communs de plusieurs applications. L’ auteur formule des inégalités générali-

sées impliquant des coefficients et des fonctions auxiliaires, et démontre des

théorèmes d’existence et d’unicité sous des hypothèses de continuité et de com-

mutativité. Les preuves reposent sur des suites de Cauchy et des techniques

d’itération. Ce chapitre élargit le cadre d’application des résultats précédents

et ouvre des perspectives pour des recherches futures, notamment en analyse

numérique et en optimisation.
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En résumé, cette thèse rallie profondeur théorique et applicabilité, offrant des outils

puissants pour résoudre des problèmes mathématiques et pratiques. Les quatre cha-

pitres, bien structurés et complémentaires, forment un ensemble cohérent qui enrichit

la littérature existante et inspire de futures recherches.



Chapitre 1

Notions fondamentales et outils
préliminaires

1.1 Introduction générale à la théorie du point fixe

La théorie du point fixe constitue une branche fondamentale des mathématiques

modernes, occupant une position centrale dans de nombreux domaines tels que l’ana-

lyse fonctionnelle, la topologie, la théorie des équations différentielles et l’optimisa-

tion. L’idée de base est relativement simple : trouver un point x∗ tel que f(x∗) = x∗

pour une application donnée f .

Malgré sa simplicité apparente, cette notion recèle une profondeur théorique remar-

quable et possède d’innombrables applications pratiques.

L’un des résultats les plus célèbres est sans doute le théorème du point fixe de

Banach (ou principe du point fixe de Banach-Caccioppoli), formulé en 1922. Ce théo-

rème affirme que toute application contractante sur un espace métrique complet ad-

met un unique point fixe. Ce résultat s’est avéré être un outil puissant dans la dé-

monstration de l’existence et de l’unicité de solutions pour diverses classes d’équations

fonctionnelles et différentielles.

1.1.1 Historique et développements

L’histoire de la théorie du point fixe débute réellement avec le travail de Stefan

Banach en 1922, suivi par des développements majeurs tels que ceux de Brouwer,

Kakutani, Schauder, et plus récemment, par G. Jungck en 1976 qui a proposé une

généralisation importante : l’étude des points fixes communs pour des applications

commutatives.
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1.1. INTRODUCTION GÉNÉRALE À LA THÉORIE DU POINT FIXE 5

Le résultat de Jungck, qui généralise le principe de Banach, repose sur une condi-

tion de commutativité des applications au lieu de l’application unique. Cette perspec-

tive nouvelle a ouvert de vastes horizons en mathématiques appliquées, notamment

dans les systèmes dynamiques, la théorie des jeux, la mécanique quantique, l’infor-

matique théorique, et l’apprentissage automatique.

1.1.2 Motivations de l’étude des points fixes :

L’intérêt pour les points fixes est motivé par plusieurs facteurs :

. Existence et unicité : Dans les équations différentielles ordinaires ou aux dérivées

partielles, démontrer l’existence d’une solution revient souvent à prouver l’existence

d’un point fixe pour une certaine application définie sur un espace fonctionnel.

. Méthodes itératives : De nombreux algorithmes numériques sont basés sur des

schémas d’itération de type Picard, où la convergence vers une solution est garantie

par des propriétés de contraction.

. Stabilité et contrôle : En dynamique des systèmes, un point fixe peut corres-

pondre à un état d’équilibre. Analyser sa stabilité implique souvent des théorèmes de

point fixe.

. Optimisation : Dans les problèmes d’optimisation, les conditions optimales de

Karush-Kuhn-Tucker (KKT) ou les points d’équilibre de Nash peuvent être vus comme

des points fixes de certaines correspondances multivoques.

1.1.3 Vers une généralisation : les F-contractions :

Les contractions classiques exigent une forte propriété : une diminution uniforme

des distances. Cette hypothèse peut parfois être trop restrictive. C’est dans ce contexte

qu’interviennent les F-contractions, introduites pour étendre la théorie en permettant

des formes de contraction plus souples.

L’objectif est de conserver la possibilité de prouver l’existence de points fixes tout

en élargissant le type d’applications admissibles. Ces nouvelles notions permettent

de couvrir des situations où la contraction classique n’est pas vérifiée mais où un

comportement asymptotiquement contractant subsiste.

En résumé, la théorie du point fixe, dans ses multiples déclinaisons, constitue un ou-

til fondamental dans l’étude théorique comme dans la modélisation des phénomènes

complexes. Son élargissement par l’étude des F-contractions et des points fixes com-

muns représente une étape cruciale dans le développement contemporain de l’analyse

mathématique.
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1.2 Espaces métriques et notions de convergence

1.2.1 Définition d’un espace métrique

Un espace métrique est une paire (X, d), où X est un ensemble non vide et d :
X × X −→ R+ est une fonction appelée distance (ou métrique), satisfaisant les pro-

priétés suivantes pour tous x, y, z ∈ X :

1. Positivité : d(x, y) ≥ 0 et d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,

2. Symétrie : d(x, y) = d(y, x),
3. Inégalité triangulaire : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
Ces propriétés garantissent que la distance mesure rigoureusement la séparation entre

les points, donnant à l’ensemble X une structure géométrique exploitable voir [31] .

Exemple 1.2.1 : Espaces métriques classiques

. (Rn, d2), avec d2(x, y) =
√

(Σn
i=1(xi − yi)2) (distance euclidienne),

. (C([a, b]), d∞), avec d∞(f, g) = supx∈[a,b]|f(x) − g(x)|,

. L’ensemble des suites réelles bornées avec la distance d(x, y) = supn|xn − yn|.

1.2.2 Suites et convergence

Définition 1.2.2 : Suite convergente

Une suite (xn)n≥0 dans un espace métrique (X, d) converge vers un point x si :

∀ε > 0, ∃N ∈ N : n ≥ N ⇒ d(xn, x) < ε.

On note alors limn→∞xn = x.

Définition 1.2.3 : Suite Cauchy

Une suite (xn) est dite de Cauchy si :

∀ε > 0, ∃N ∈ N : m, n ⩾ N ⇒ d(xm, xn) < ε.

L’intuition est qu’une suite de Cauchy devient arbitrairement proche d’elle-même à

partir d’un certain rang, même sans connaître son éventuelle limite.

Remarque 1.2.4

Dans un espace métrique général, une suite de Cauchy n’est pas nécessairement

convergente. Cependant, dans les espaces métriques complets, toute suite de Cau-

chy converge, ce qui est crucial pour la théorie du point fixe.
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1.2.3 Espaces métriques complets :

Définition 1.2.5 : Complétude

Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans X converge

vers un élément deX.

La complétude est une hypothèse clé dans de nombreux théorèmes de point fixe,

notamment celui de Banach. Elle garantit qu’une construction par approximations

successives (procédés itératifs) ne quitte jamais l’espace.

Example 1.2.6

. R, muni de la distance usuelle, est un espace métrique complet.

. C([a, b]) muni de d∞ est complet.

. Q (l’ensemble des rationnels) n’est pas complet sous la distance usuelle : il existe

des suites de Cauchy qui ne convergent pas dans Q (par exemple, vers
√

2).

Proposition 1.2.7

Tout espace métrique peut être plongé dans un espace complet : c’est le processus de

complétion (exemple : Q devient R).

1.2.4 Concepts liés : compacité et continuité :

Bien que la compacité ne soit pas toujours requise dans la théorie classique du

point fixe, elle joue un rôle essentiel dans certaines généralisations (ex : théorème de

Schauder).

Définition 1.2.8 : Compacité

Un sous-ensemble K d’un espace métrique (X, d) est compact si toute suite de points

de K possède une sous-suite convergente vers un point de K.

La compacité implique la complétude.

Définition 1.2.9 : Application continue

Une application f : (X, d) → (Y, d′) entre deux espaces métriques est dite continue

si :

∀(xn) −→ x =⇒ (f(xn)) −→ f(x).

La continuité est une hypothèse indispensable dans de nombreux résultats de points

fixes, garantissant que la limite des itérés est bien un point fixe.
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1.3 Les théorèmes classiques de points fixes

La théorie du point fixe repose sur quelques théorèmes fondamentaux qui struc-

turent tout un pan de l’analyse moderne. Parmi eux, le théorème de Banach occupe

une place centrale. Au fil du temps, ce résultat a été généralisé sous diverses formes,

en particulier pour des applications commutatives, ouvrant ainsi la voie à des ap-

proches plus riches et plus flexibles.

1.3.1 Le théorème du point fixe de Banach

Le théorème du point fixe de Banach (aussi appelé principe du point fixe de Banach-

Caccioppoli) peut être énoncé ainsi :

Définition 1.3.1 (Banach, 1922)

Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X −→ X une application contractante,

c’est-à-dire :

∃k ∈ (0, 1) tel que ∀x, y ∈ X, d(T (x), T (y)) ⩽ kd(x, y).

Alors :

1. L’application T possède un unique point fixe x∗ ∈ X tel que T (x∗) = x∗,

2. Pour tout x0 ∈ X, la suite définie par xn+1 = T (xn) converge vers x∗.

Démonstration (esquisse)

La démonstration repose sur la construction de la suite de Picard (xn) et sur l’utilisa-

tion de l’inégalité triangulaire et de l’inégalité de contraction pour montrer que (xn)
est une suite de Cauchy, puis en utilisant la complétude de X pour garantir la conver-

gence.

Remarque 1.3.2

La rapidité de convergence est géométrique : la distance d(xn, x∗) décroît comme kn,

ce qui rend ce théorème très puissant pour les méthodes numériques.

1.3.2 Généralisation par Jungck : les points fixes communs

Le théorème de Banach suppose une unique application contractante. Toutefois,

dans plusieurs contextes, il est utile d’étudier deux applications commutatives, c’est-

à-dire satisfaisant :

T (S(x)) = S(T (x)) ∀x ∈ X.

C’est dans cette optique que G. Jungck, en 1976, a proposé une extension importante.

Théorème 1.3.3 (Jungck, 1976)

Soit (X, d) un espace métrique complet, et soient T, S : X −→ X, deux applications
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satisfaisant :

. S(X) ⊆ T (X),

. d(S(x), S(y)) ⩽ kd(T (x), T (y)) pour un k ∈ (0, 1),

. T est continue,

. S et T commutent.

Alors S et T admettent un unique point fixe commun x∗ ∈ X tel que :

T (x∗) = S(x∗) = x∗.

Commentaires

. La condition S(X) ⊆ T (X) est appelée condition d’inclusion.

. Ce théorème englobe celui de Banach en considérant T = I (Identité).

. Il permet d’étudier des couples d’applications où l’une est contractive au sens faible

par rapport à l’autre.

1.3.3 Importance de la commutativité

La commutativité entre S et T est un ingrédient clé dans la démonstration et l’exis-

tence du point fixe commun. Elle garantit que les itérations de l’une et de l’autre se

comportent de manière cohérente, évitant des phénomènes de divergence dus à des

compositions incohérentes.

Définition 1.3.4 (Applications commutatives)

Deux applications S, T : X −→ X, sont dites commutatives si :

T (S(x)) = S(T (x)) ∀x ∈ X.

En pratique, cette hypothèse assure que la dynamique des deux fonctions interagit de

manière contrôlée.

1.3.4 Comparaison entre Banach et Jungck

Aspect Théorème de Banach Théorème de Jungck

Nombre d’applications Une seule application contractante Deux applications commutatives

Condition principale Contractivité sur T Contractivité de S par rapport à T

Inclusion Pas requise S(X) ⊆ T (X) requise

Résultat Unique point fixe Unique point fixe commun

1.3.5 Applications typiques des théorèmes classiques

Les théorèmes de Banach et de Jungck sont largement utilisés pour :

. Résoudre des équations intégrales (ex : équations de Fredholm, Volterra),
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. Étudier les systèmes d’équations différentielles (existence de solutions locales/globales),

. Concevoir des algorithmes d’approximation,

. Analyser la stabilité des systèmes dynamiques,

. Résoudre des problèmes d’optimisation et de jeux.

Ils constituent ainsi des outils fondamentaux non seulement en mathématiques

théoriques, mais aussi en ingénierie, en économie mathématique, en physique et en

informatique.

1.4 De la contraction classique aux F-contractions

1.4.1 Limitations des contractions classiques

Le théorème du point fixe de Banach, malgré sa grande utilité, impose une contrainte

forte : l’uniformité de la diminution des distances par un facteur k < 1. Cela peut

s’avérer trop restrictif dans certaines situations, notamment :

. Lorsque l’application n’est pas strictement contractante mais tend à "rapprocher" les

points à long terme,

. Lorsque la structure de l’espace n’autorise pas une contraction globale stricte.

Dans ces cas, la nécessité de relâcher la condition stricte de contractivité a conduit

à la définition de nouvelles classes de mappings.

1.4.2 Notion de F-contraction

Pour pallier cette rigidité, la notion de F-contraction a été introduite.

Elle repose sur l’idée de moduler la relation de contraction par une fonction auxiliaire

F, offrant une plus grande flexibilité.

Définition 1.4.1 (F-contraction)

Soient (X, d) et (X ′, d′) deux espaces métriques.

Une application g : X −→ X ′ est dite une F-contraction relative à une fonction

f : X −→ X ′ s’il existe une constante k ∈ (0, 1) telle que :

d′(g(x), g(y)) ⩽ kd′(f(x), f(y)) ∀x, y ∈ X.

On note alors g
k

f
−→ contraction.

Commentaire

. Si f est l’identité, on retrouve la contraction classique de Banach.

. En permettant que g soit "contractif par rapport à" f , la notion s’élargit considéra-
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blement.

1.4.3 Motivation du concept

Les motivations principales derrière les F-contractions sont :

. Généraliser les méthodes itératives pour des applications plus larges,

. Traiter des situations où l’on ne dispose pas de contraction stricte mais seulement

d’une contraction relative,

. Étendre la théorie du point fixe à des contextes plus complexes (espaces non li-

néaires, mappings combinés...).

1.4.4 Propriétés fondamentales des F-contractions

Quelques propriétés importantes méritent d’être soulignées :

. Injectivité relative : Si f est injective et g
k

f
−→ contraction, alors g est aussi injective.

. Transitivité de la contractivité : Si f est k′-contractante, alors g est une kk′-contraction.

. Continuité conservée : Si f est uniformément continue, alors g est aussi uniformé-

ment continue.

. Suites de Picard : Sous certaines hypothèses, les itérations successives de g ou f

génèrent des suites de Cauchy, assurant convergence.

1.4.5 Comparaison : contraction classique vs F-contraction

Caractéristique Contraction classique F-contraction

Condition d(T (x), T (y)) ⩽ kd(x, y) d′(g(x), g(y)) ⩽ kd′(f(x), f(y))
Nombre d’applications Une seule Deux ( f et g )

Application directe Oui Non, relative à f

Flexibilité Limitée Large

Exemples d’utilisation Méthodes itératives simples Problèmes complexes, mappings liés

1.4.6 Importance dans les théories modernes

Les F-contractions permettent de :

. Travailler avec des mappings associés ou couplés,

. Résoudre des problèmes où l’hypothèse d’une contractivité stricte est difficile à véri-

fier,

. Traiter des situations en analyse numérique, optimisation ou contrôle, où plusieurs



12 CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES ET OUTILS PRÉLIMINAIRES

opérateurs interagissent.

Elles constituent ainsi une extension naturelle mais puissante du cadre classique de

Banach et Jungck.

1.5 Propriétés et comportement des F-contractions

La théorie des F-contractions ne se limite pas à leur définition. Elle est enrichie par

des propriétés fondamentales garantissant le comportement bien ordonné des suites

itératives, l’existence de points fixes communs, ainsi que des résultats analogues au

principe de Banach dans des cadres plus généraux.

Dans cette section, nous allons présenter les principales propriétés analytiques,

illustrées par des théorèmes, propositions, corollaires et démonstrations adaptés.

1.5.1 Suites de Picard associées aux F-contractions

Un des outils essentiels pour étudier les comportements d’une F-contraction est la

suite de Picard.

Définition 1.5.1 (Suite de Picard)

Soient deux applications f, g : X −→ X dans un espace métrique (X, d), et x0 ∈ X.

On définit deux suites associées :

xn+1 = f(xn),

yn+1 = g(yn),
∀n ∈ N.

On les appelle respectivement suite de Picard associée à f et suite de Picard associée

à g.

1.5.2 Comportement des suites sous F-contraction

Le comportement des suites de Picard est assuré par plusieurs résultats fondamen-

taux.

Théorème 1.5.2 (Convergence sous F-contraction)

Soient f, g : X −→ X deux applications telles que g soit une F-contraction relative à

f avec un facteur k ∈ (0, 1), f est continue, et f et g commutent :

f(g(x)) = g(f(x)) ∀x ∈ X.

Si la suite fn(x0) est une suite de Cauchy, alors la suite gn(x0) est également une suite

de Cauchy, donc converge dans X si X est complet.
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Esquisse de démonstration

. Etape 1 : Montrer que g(fn(x0)) converge par la continuité de g.

. Etape 2 : Utiliser la propriété de contraction pour établir que les itérés de g rap-

prochent les points de manière contrôlée

. Etape 3 : Conclure que gn(x0) est Cauchy.

Corollaire 1.5.3

Sous les mêmes hypothèses, si f possède un point fixe, alors g possède aussi un point

fixe.

Commentaire

La dynamique entre f et g est telle que, même si g n’est pas une contraction stricte

de Banach, sa relation contractante avec f permet de transférer les propriétés de

convergence.

1.5.3 Existence et unicité d’un point fixe commun

Un des résultats fondamentaux dans ce cadre est :

Théorème 1.5.4 (Point fixe commun pour F-contractions)

Sous les hypothèses précédentes, s’il existe un x0 ∈ X tel que :

. La suite fn(x0) converge vers un point t,

. La suite gn(x0) converge vers un point r,

. Et la suite fn(r) est bornée,

alors r est un unique point fixe commun de f et g, c’est-à-dire :

f(r) = g(r) = r.

Idée de la démonstration

. Utiliser successivement la propriété de contraction pour montrer que g(t) est proche

de r,

. Appliquer la continuité pour passer à la limite,

. Montrer que l’unicité découle de l’inégalité stricte liée au facteur k.

1.5.4 Extensions supplémentaires

En présence d’une contraction relative g par rapport à f , on peut obtenir :

. Critères alternatifs d’existence de points fixes communs en remplaçant l’inclusion

par des propriétés de convergence,

. Extensions à des mappings multiples, avec des combinaisons plus complexes de

contractions.
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1.5.5 Résumé des propriétés principales des F-contractions

Propriété Résultat

Continuité de f requise? Oui

Nécessité de la commutativité g ◦ f = f ◦ g ? Oui

Convergence des suites de Picard Assurée sous contraction relative

Existence d’un point fixe commun Garantie

Unicité du point fixe commun Oui, par stricte contractivité

1.6 Applications avancées

La puissance de la théorie des F-contractions ne réside pas uniquement dans sa

beauté mathématique, mais aussi dans ses nombreuses applications concrètes dans

divers domaines scientifiques.

Cette section présente plusieurs illustrations significatives, en particulier en analyse

numérique, en systèmes dynamiques et en optimisation voir [9, 20].

1.6.1 Application en analyse numérique

L’analyse numérique repose largement sur des procédures itératives pour résoudre

des équations.

De nombreux schémas sont en fait des recherches de points fixes.

Exemple 1.6.1 (Résolution d’équations non linéaires)

Considérons une équation f(x) = 0 où f est une fonction continue.

On peut reformuler ce problème en cherchant un point fixe de l’application :

T (x) = x − λf(x),

avec un paramètre λ adapté.

Si T n’est pas contractante au sens classique, mais qu’il existe un g tel que g soit

une F-contraction relative à T , alors les itérations successives de g mèneront à une

solution approximative.

Méthodologie :

. Choisir un point initial x0,

. Itérer selon xn+1 = g(xn),

. Vérifier la convergence vers un point fixe x∗,

. En déduire que f(x∗) ≈ 0.

Commentaire

La théorie des F-contractions permet donc d’élargir le champ d’applications de mé-

thodes de type Newton, Picard ou Mann à des cas non strictement contractants.
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1.6.2 Application aux systèmes dynamiques

Dans les systèmes dynamiques, les points fixes correspondent souvent aux états

d’équilibre.

La stabilité d’un système peut être étudiée en analysant la convergence vers ces états.

Exemple 1.6.2 (Stabilité d’un système)

Considérons un système discret donné par une fonction d’évolution ϕ : X −→ X.

Si ϕ n’est pas strictement contractante mais qu’il existe f tel que ϕ soit une F-contraction

relative à f , alors :

. Il existe un point fixe commun x∗,

. Le système converge vers cet état stable sous l’itération de ϕ.

Application

En modélisation économique ou écologique, de tels systèmes apparaissent fréquem-

ment où les comportements asymptotiques sont cruciaux.

1.6.3 Application en optimisation

Dans l’optimisation, trouver un optimum local ou global peut souvent être assimilé

à trouver un point fixe d’une certaine application définie par des règles de descente.

Exemple 1.6.3 (Algorithme de projection)

Dans des méthodes de type projection sur des ensembles convexes, on définit des

opérateurs P tels que :

P (x) = projection de x sur un ensemble C.

Si une transformation g associée est une F-contraction relative à P , alors la suite des

itérés converge vers un point fixe, est une solution du problème d’optimisation.

1.6.4 Illustration par un exemple calculé

Exemple 1.6.4 (Contraction dans une boule fermée)

Soit l’espace X = R avec la distance d(x, y) =| x−y |, et soit g(x) = 1
2x, f(x) = 1

2x+ 1
4 .

On vérifie facilement que :

| g(x) − g(y) |= 1
2 | f(x) − f(y) |

Donc g est une F-contraction par rapport à f avec k = 1
2 .

. Le point fixe commun est x∗ = 0.
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. En itérant g ou f à partir d’un point x0, la convergence est assurée par le théorème

de la F-contraction.

1.6.5 Extensions possibles

La théorie développée peut également s’étendre vers :

. Espaces métriques généralisés.

. Systèmes d’équations différentielles stochastiques,

. Méthodes itératives adaptatives pour la résolution numérique,

.Applications en machine learning : algorithmes d’optimisation itérative à conver-

gence garantie.

1.6.6 Résumé

Domaine d’application Exemple d’utilisation des F-contractions

Analyse numérique Résolution d’équations non linéaires

Systèmes dynamiques Recherche d’états d’équilibres

Optimisation Algorithmes de projection itérative

Machine learning Algorithmes d’optimisation stochastique

1.7 Développements théoriques récents

L’intérêt pour les théories de point fixe ne cesse de croître, en particulier avec l’in-

troduction des F-contractions qui ont stimulé de nouvelles généralisations. Cette sec-

tion explore les progrès théoriques récents qui enrichissent encore davantage cette

branche des mathématiques.

1.7.1 Généralisation à plusieurs mappings

Alors que la théorie classique s’intéresse à un ou deux mappings, les travaux récents

considèrent des familles d’applications commutatives.

Cela permet d’étudier des systèmes complexes où plusieurs transformations inter-

viennent simultanément.

Définition 1.7.1 (Contraction multiple)

Soient f1, f2, . . ., fn : X −→ X des applications telles que chacune satisfait une pro-

priété de F-contraction relative aux autres.

On recherche un point x∗ commun satisfaisant :

fi(x∗) = x∗ ∀i = 1, ..., n.
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Théorème 1.7.2 (Point fixe commun pour familles de mappings)

Sous certaines hypothèses de commutativité et de contraction généralisée, il existe un

unique point fixe commun pour toute la famille fi.

1.7.2 F-contractions généralisées

Les F-contractions généralisées introduisent des fonctions de contrôle supplémen-

taires dans la définition :

Définition 1.7.3 (F-contraction généralisée)

Il existe une fonction ϕ : [0, +∞) −→ [0, +∞), continue et croissante, nulle unique-

ment en 0, telle que :

d(g(x), g(y)) ⩽ d(f(x), f(y)) − ϕ(d(f(x), f(y))).

Cette condition est plus souple et permet de traiter des mappings asymptotiquement

contractants.

1.7.3 Utilisation de distances modifiées

Au lieu d’utiliser directement la métrique d, certains travaux utilisent :

. Distances altérées (par exemple d′(x, y) =
√

d(x, y),
. Distances pondérées (ex : dω(x, y) = ω(x, y)d(x, y) où ω est un poids),

. Quasi-métriques, où d(x, y) n’est pas nécessairement symétrique.

Ces approches permettent d’adapter la théorie à des cadres non standards comme :

. Les espaces de Banach généralisés,

. Les espaces métriques flous,

. Les réseaux neuronaux dynamiques.

1.7.4 Contractions faibles et asymptotiques

Un axe majeur de recherche consiste à étudier des mappings qui ne sont contractifs

que "au loin", c’est-à-dire asymptotiquement :

. Contractions asymptotiques : la propriété de contraction n’est vérifiée qu’à partir

d’une certaine distance.

. Contractions faibles : la diminution n’est pas uniforme, mais contrôlée.

Ces concepts modélisent mieux des systèmes naturels tels que les réseaux biologiques

ou sociaux, où les interactions locales peuvent être faibles mais dominantes globale-

ment.
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1.7.5 Perspectives de recherches futures

La théorie moderne des points fixes, notamment autour des F-contractions, ouvre

plusieurs pistes de recherche :

. Analyse numérique avancée : accélération des schémas itératifs via des contractions

relatives.

. Systèmes dynamiques stochastiques : existence de points fixes dans des espaces aléa-

toires.

. Théorie des jeux : points d’équilibre dans des jeux avec interactions non linéaires.

. Intelligence artificielle : convergence garantie des algorithmes d’apprentissage pro-

fond.

. Optimisation multi-objectif : solutions simultanées optimales via contractions mul-

tiples.

1.7.6 Résumé

Développement récent Description

Multiples mappings Étude de familles commutatives

Contractions généralisées Utilisation de fonctions ϕ

Distances modifiées Adaptations aux espaces atypiques

Asymptoticité Modélisation de comportements réels

Perspectives Applications en mathématiques appliquées et sciences de l’ingénieur

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons posé les bases théoriques nécessaires pour aborder

de manière rigoureuse l’étude des points fixes et des F-contractions, en insistant sur

leur rôle fondamental en analyse fonctionnelle, en optimisation, ainsi que dans les

systèmes dynamiques.

Nous avons commencé par rappeler les concepts essentiels d’espaces métriques, de

convergence et de complétude, indispensables pour garantir la convergence des suites

générées par des itérations d’applications.

Puis, nous avons revisité les théorèmes classiques :

. Le théorème de Banach, qui établit la convergence vers un point fixe unique sous

l’hypothèse de contraction stricte,

. La généralisation de Jungck, qui ouvre la voie à l’étude des points fixes communs
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pour des mappings commutatifs.

Face aux limites des contractions classiques, nous avons introduit le concept de F-

contraction, qui permet une plus grande flexibilité en autorisant des contractions re-

latives à d’autres mappings.

Nous avons étudié leurs propriétés, leur comportement, ainsi que leurs nombreuses

applications concrètes, notamment en analyse numérique, systèmes dynamiques et

optimisation.

Enfin, nous avons exploré les développements récents, incluant :

. L’étude de familles de mappings commutatifs,

. Les généralisations par fonctions auxiliaires (ϕ),

. L’introduction de distances modifiées et des contractions faibles ou asymptotiques,

. Et de nouvelles perspectives de recherche dans les sciences exactes et appliquées.

1.8.1 Perspectives pour les chapitres suivants

Les résultats présentés dans ce premier chapitre constituent les outils fondamen-

taux et le cadre conceptuel nécessaires pour aborder les théories avancées que nous

développerons par la suite.

Les chapitres suivants s’orienteront vers :

. L’étude approfondie de théorèmes spécifiques de points fixes communs dans des

contextes élargis,

. L’application des théories dans des cas pratiques complexes,

. Le développement de nouvelles méthodes numériques basées sur les F-contractions

généralisées,

. Et une exploration des liens avec l’analyse stochastique et les algorithmes d’appren-

tissage automatique.

Ce chapitre constitue ainsi un socle solide sur lequel repose l’ensemble du travail de

recherche développé dans cette thèse.



Chapitre 2

Point fixe commun d’auto-applications
F-contractives commutatives à suite

bornée unique

L’objectif de ce chapitre est d’établir l’existence d’un point fixe commun pour des

applications qui satisfont et étendent la condition de F-contraction. Pour étayer nos

résultats, nous présentons des définitions et des propriétés pertinentes associées aux

applications de F-contraction. De plus, nous établissons un analogue du théorème de

contraction de Banach. Nos résultats contribuent à une meilleure compréhension de

ce domaine en étendant et en généralisant les résultats existants dans la littérature.

2.1 Introduction

En 1976, Jungck [22] a été le premier à démontrer que si deux fonctions conti-

nues, f et g, définies sur un espace métrique complet, commutent et que g est une

F-contraction telle que l’image de g soit incluse dans celle de f , alors f et g possèdent

un unique point fixe commun. Il est essentiel de noter que la condition d’inclusion

dans le théorème de Jungck est suffisante mais non nécessaire pour l’existence de

points fixes communs. Dans cette étude, nous conservons toutes les conditions men-

tionnées dans le théorème de Jungck et remplaçons l’inclusion, qui est une condition

algébrique non algorhitmique , par une condition topologique algorithmique formu-

lée sous la forme d’une suite de Picard bornée. Ainsi, nous obtenons le même résultat

que le théorème de Jungck mais avec des hypothèses différentes. Dans ce cas, nous

assurons l’existence et l’unicité du point fixe commun sous des conditions nécessaires

et suffisantes fournissant un algorhitme pour le calcul approximatif de cet unique

point. Ces résultats généralisent également ceux discutés dans l’article Boureghda et

Chebel [10].

20
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2.2 Préliminaires

Rappelons certaines définitions et résultats établis concernant les points fixes com-

muns Qasim [28].

Définition 2.1. [10] Considérons deux espaces métriques (X, d) munis d’une dis-

tance d. Soient f et g des applications de X dans lui-même. Une application g est dite

F-contractante s’il existe une constante positive 0 < k < 1 telle que :

d(g(x), g(y)) ≤ kd(f(x), f(y)), ∀x, y ∈ X. (2.1)

Nous notons cette relation par g − k − f . Si f est continue, nous appelons g − k − f

une contraction continue.

L’objectif de ce travail est de généraliser le théorème suivant en éliminant la condi-

tion de convergence de l’hypothèse et en simplifiant les hypothèses.

Théorème 2.1 [10] Considérons une application de contraction continue g − k −
f dans un espace métrique complet X dans lui-même. Supposons de plus que les

applications f et g commutent entre elles et qu’il existe un élément x0 ∈ X tel que

la suite de Picard {fn(x0)}n≥0 converge vers t0 ∈ X. Dans ce cas, la suite de Picard

{gn(x0)}n≥0 converge vers un point r ∈ X. De plus, si la suite de Picard {fn(r)}n≥0 est

bornée, alors la suite {gn(t)}n≥0 converge vers r, qui est l’unique point fixe commun

des applications f et g.

Remarque 2.1. Si nous remplaçons l’application f par l’application identité dans

la condition (2.1), nous retrouvons le cas classique des applications contractantes, ce

qui nous conduit au célèbre théorème du point fixe de Banach, comme discuté dans

Gustave [20].

2.3 Résultats et théorèmes principaux

La preuve de nos théorèmes repose sur l’établissement de définitions, propriétés,

propositions et lemmes.

Dans ce qui suit, soit x0 un élément d’un espace métrique complet non vide X.

Pour simplifier la notation, nous posons g0(x0) = x0, f 0(x0)) = x0, et par récurrence

gn+1(x0) = g(gn(x0)), fn+1(x0) = f(fn(x0)), où n ∈ {1, 2, ...}.

Les résultats présentés dans cette sous-section sont souvent appelés une variante

du principe de contraction de Banach.
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COMMUTATIVES À SUITE BORNÉE UNIQUE

Théorème 2.1. Soit g − k − f une application de contraction continue sur l’espace
métrique complet X dans lui-même, telle que f et g commutent entre elles. S’il existe un
élément x0 ∈ X tel que la suite {fn(x0)}n≥0. soit bornée, alors les applications f et g

possèdent un unique point fixe commun dans X.

Pour établir la preuve du théorème principal, nous avons besoin des lemmes sui-

vants.

Lemme 2.2. Soit g − k − f une application de contraction sur l’espace métrique complet
X dans lui-même, telle que f et g commutent entre elles. Alors l’inégalité suivante est
vérifiée :

d(gn(x), gn(y)) ≤ knd(fn(x), fn(y)), ∀x, y ∈ X, ∀n ∈ N. (2.2)

Démonstration. Considérons deux éléments x, y dans X. D’après la condition 2.1,

nous avons :

d(g ◦ gn−1(x), g ◦ gn−1(y)) ≤ kd(f ◦ gn−1(x), f ◦ gn−1(y)).

En utilisant la commutativité, nous observons que :

f ◦ gn = gn ◦ f, ∀n ∈ N. (2.3)

Le même raisonnement donne :

d(f ◦ gn−1(x), f ◦ gn−1(y)) = d(gn−1 ◦ f(x), gn−1 ◦ f(y)).

En appliquant à nouveau les conditions 2.3 et 2.1, nous obtenons :

d(gn−1 ◦ f(x), gn−1 ◦ f(y)) ≤ kd(gn−2 ◦ f 2(x), gn−2 ◦ f 2(y)).

Par récurrence, nous déduisons :

d(gn(x), gn(y)) ≤ knd(fn(x), fn(y)).

Ceci conclut notre démonstration.

Lemme 2.3. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, l’inégalité suivante est établie :

d((f ◦ g)n(x0), (f ◦ g)n−1(x0)) ≤ kn−1d(g ◦ f 2n−1(x0), f 2n−2(x0)) ≤ skn−1, ∀x, y ∈ X.

(2.4)

Démonstration. Soit x0 un element de X. En appliquant le ??, on déduit :

d((f ◦ g)n(x0), (f ◦ g)n−1(x0)) = d(gn−1(g ◦ fn)(x0)), gn−1(fn−1(x0)))

≤ kn−1d(g ◦ f 2n−1(x0), f 2n−2(x0))

≤ skn−1.
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En vertu du Lemme 2.2 et du caractère borné de la suite {fn(x0)}n≥0, on déduit que

la distance d(g ◦ f 2n−1(x0), f 2n−2(x0) est également bornée. Posons

s = sup
n≥1

d(g ◦ f 2n−1(x0), f 2n−2(x0))

Ceci achève la démonstration.

Lemme 2.4. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, la suite {(f ◦ g)n(x0)}n≥0 converge
dans l’espace métrique complet X

Démonstration. Pour établir la convergence, nous montrons d’abord que la suite est

une suite de Cauchy. Considérons des entiers n, m, tels que n > m. En utilisant l’in-

égalité triangulaire et le Lemme (3.2), nous obtenons

d((f ◦ g)n(x0), (f ◦ g)m(x0)) ≤
j=n−1∑
j=m

d((f ◦ g)j(x0), (f ◦ g)j+1(x0))

≤
j=n−1∑
j=m

skj

≤ s
km − kn

1 − k
. (2.5)

En faisant tendre n → ∞ et m → ∞, la suite devient une suite de Cauchy. Par

complétude, elle converge donc vers une limite l. En exploitant la continuité des

applications f et g, nous observons que (f ◦ g)(l) = l. Ceci achève la démonstration

du lemme.

Corollaire 2.5. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, si la suite {fn(x0)}n≥0 est bornée,
alors la suite {(f ◦ g)n(x0)}n≥0 est également bornée dans l’espace métrique X.

Lemme 2.6. Sous les hypothèses du Lemme 2.2, il existe une constante c telle que :

∀n, m ∈ N, n > m, d(gn(l), gm(l)) ≤ c
k

m
2 − k

n
2

1 −
√

k
. (2.6)

De plus, la suite {gn(l)}n≥0 est convergente.

Démonstration. Soit n un entier positif. On vérifie facilement l’inégalité suivante :

d(gn(l), gn−1(l)) = d(g ◦ gn−1(l), g ◦ gn−2(l));

Par la condition 2.1 ≤ kd(f ◦ gn−1(l), f ◦ gn−2(l));

En exploitant la commutativité ≤ kd(gn−2(g ◦ f)(l), gn−3((g ◦ f)(l)),

et par le lemme (3.3) ≤ kd(gn−2(l), gn−3(l)).
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COMMUTATIVES À SUITE BORNÉE UNIQUE

En procédant par récurrence, on distingue deux cas :

1. Si n est impair, alors :

d(gn(l), gn−1(l)) ≤ k
n−1

2 d(g(l), l).

2. Si n est pair, alors :

d(gn(l), gn−1(l)) ≤ k
n
2 d(f(l), l).

Posons

c = max{d(g(l), l),
√

k d(f(l), l)}.

Il vient alors :

d(gn(l), gn−1(l)) ≤ ck
n−1

2 .

Pour tous entiers positifs n et m avec n > m, on a :

∀n > m, d(gn(l), gm(l)) ≤
n−1∑
j=m

d(gj(l), gj+1(l)) ≤ c
n−1∑
j=m

k
j
2

≤ c
k

m
2 − k

n
2

1 −
√

k
.

(2.7)

En faisant tendre n → ∞ et m → ∞, on obtient d(gn(l), gm(l)) → 0. Par conséquent,

la suite {gn(l)}n≥0 est une suite de Cauchy et, par complétude, converge vers une

limite l1. La continuité de g implique g(l1) = l1, ce qui achève la démonstration du

lemme.

Lemme 2.7. Pour tout entier n ≥ 1, l’égalité suivante est satisfaite :

(g ◦ f)(gn(l)) = gn(l).

Démonstration. Evident.

Lemme 2.8. Sous les conditions du Théorème 2.1, l’application composée g ◦ f possède
un point fixe dans l’espace X.

Démonstration. En utilisant les lemmes 2.6 et 2.7, nous établissons que la suite (g ◦
f)(gn(l)) est une suite de Cauchy dans l’espace complet X. Par conséquent, elle

converge vers la limite l1 ∈ X. En passant à la limite et en exploitant la continuité de

g ◦ f, nous déduisons que :

lim
n→+∞

(g ◦ f)(gn)(l) = l1 = g ◦ f(l1).

Ce qui conclut la preuve.
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Maintenant, nous procédons à la démonstration du résultat principal du

Théorème 2.1.

Démonstration. Preuve du théorème 2.1.

La nécessité de la condition est évidente. Si f et g ont un point fixe commun t, alors

la suite (fn(t))n≥0 est bornée. Pour la suffisance, supposons qu’il existe un élément

x0 ∈ X tel que la suite (fn(x0))n≥0 soit bornée. Il est facile de voir que l1 est un

point fixe commun des applications f et g. En effet, par les lemmes 3.4, 3.6 et la

commutativité, nous avons : (fn(x0))n≥0 est bornée. Ensuite, nous prouvons l’unicité

du point fixe commun de f et g. Soient l1 et l2 deux points fixes communs de f et g,

c’est-à-dire f(l1) = g(l1) = l1 et f(l2) = g(l2) = l2. En calculant la distance entre l1 et

l2, nous obtenons :

d(l1, l2) = d(g(l1), g(l2)) ≤ kd(f(l1), f(l2)) = kd(l1, l2).

De cette inégalité, nous déduisons que (1 − k)d(l1, l2) ≤ 0. Puisque k < 1, , alors

l1 = l2. Cela montre l’unicité du point fixe commun et conclut la preuve de notre

théorème.

Exemple 3.1 Soit X = [1, +∞[ muni de la métrique usuelle. Pour des entiers p, q

tels que p < q, définissons f, g : X → X,f(x) = xp and g(x) = xq.

Toutes les conditions du théorème sont satisfaites. En effet, f et g commutent, la

contraction est donnée par |f(x)−f(y)| ≤ p

q
|g(x)−g(y)|, ∀x, y ∈ Xpour tout x, y ∈ X,

et enfin, les itérations de la suite de Picard gn(1) = 1 sont bornées au point x0 = 1.

Dans ce cas, l’unique point fixe commun de f et g est l’élément 1.

Remarque 3.1 Le corollaire suivant illustre que la condition d’inclusion dans le

théorème 1.1 de Jungck [22] et la condition de bornitude dans notre théorème sont

indépendantes l’une de l’autre.

Corollaire 3.3. Soient f et g des applications commutantes d’un espace métrique

complet (X, d) dans lui-même, où f est continue. Considérons des entiers positifs m, n

et p. Supposons que l’inégalité

d(gm(x), gm(y)) ≤ kd(fn(x), fn(y)), 0 < k < 1 soit vérifiée. (2.8)

Alors, les applications f et g ont un unique point fixe commun si et seulement s’il

existe un élément x0 ∈ X tel que la suite {f p(x0)}p≥0 est bornée.

Les corollaires suivants traitent de l’existence d’un point fixe commun pour trois

applications auto-commutatives.
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Corollaire 3.4. Soient f, g et h trois applications continues et commutantes définies

sur un espace métrique complet dans lui-même. Supposons que la condition

d(g(x), g(y)) ≤ kd(h(x), h(y)), ∀x, y ∈ X. soit vérifiée. (2.9)

Les applications f, g et h ont un unique point fixe commun dans le sous-espace X si

et seulement s’il existe un élément x0 ∈ X tel que la suite {hn(x0)}n≥0 est bornée.

Démonstration. Par hypothèse, g est une F-contraction relative à h. Puisque h est

continue et commute avec g, le Théorème 3.1 guarantit que g et h admettent un

unique point fixe commun, noté z ∈ X, c’est-à-dire :

g(z) = h(z) = z.

Ensuite, nous étendons ce résultat pour inclure f . Par la commutativité deux à deux

de f, g, et h :

g(f(z)) = f(g(z)) = f(z)

et

h(f(z)) = f(h(z)) = f(z).

Cela implique que f(z) est également un point fixe commun de g et h. Or, le Théo-

rème 3.1 garantit l’unicité d’un tel point fixe z. Par conséquent, nous devons avoir :

f(z) = z.

En combinant ces résultats, nous concluons :

f(z) = g(z) = h(z) = z.

Corollaire 3.5. Sous les hypothèses du corollaire 3.4, si l’application h est bornée,

alors les applications f, g et h ont un unique point fixe commun dans X.

Dans ce qui suit, nous fournissons une version plus générale que le théorème 3.23

donné en Jungck [22].

Théorème 3.2. Soient h−k −g et g −kk′ −f deux applications de contraction dans

un espace métrique complet X dans lui-même. Supposons qu’elles soient continues et

commutent deux à deux, et qu’il existe un élément x0 ∈ X tel que la suite de Picard

{fn(x0)}n≥0 est bornée dans X. Alors, les applications f, g et h ont un unique point
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fixe commun dans X.

Proposition 3.1. Soientg1 − k − f1 and g2 − k′ − f2 deux applications de contraction

continues dans un espace métrique complet M dans lui-même, où f1 commute avec

g2. Supposons que g1 ◦ g2 et f2 ◦ f1 commutent entre elles, et que {(f2 ◦ f1)n(x0)}n≥0

est bornée dans X. Alors, g1 ◦ g2 and f2 ◦ f1 ont un unique point fixe commun dans X.

Enfin, nous observons que l’exigence 3.1 de notre théorème peut être affaiblie en

demandant que (X, d) soit compact.

Corollaire 3.6 Pour un entier positif n ≥ 1 et un réel positif k > 1, soit f une

application continue définie sur un espace métrique compact (X, d)dans lui-même. Si

l’inégalité

d(fn(x), fn(y)) ≥ kd(x, y) est vérifiée. (2.10)

Alors, l’application f a un unique point fixe dans X.

Corollaire 3.7 Soient f, g et h trois applications commutantes sur un espace com-

pact (M, d) dans lui-même. Supposons que h et g sont continues et satisfont la condi-

tion (2.10). Alors, les applications f, g et h ont un unique point fixe commun dans X.

Corollaire 3.8 Toutes les applications f qui commutent avec une application de

contraction g, définie sur un espace métrique compact (M, d) dans lui-même, ont un

unique point fixe commun.

Corollaire 3.9 Considérons une suite d’applications continues fn définies sur un

ensemble compact K convergeant uniformément vers une application f . S’il existe

une application de contraction g qui commute avec chaque fn pour tout entier positif

n, alors fn et g possèdent un unique point fixe commun.

Exemple 3.2. Soient les applications f et g définies sur l’intervalle [2,4] dans lui-

même par :

f(x) = 7x + 2
3x − 1 , g(x) = 8x + 2

3x

Par un calcul direct, nous observons que f et g commutent sur l’intervalle [2, 4]. Le

quotient de leurs dérivées est donné par :
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f ′(x)

∣∣∣∣∣ = 2
39

(3x − 1
x

)2

La constante de F-contraction k est établie par l’inégalité :∣∣∣∣∣ g′(x)
f ′(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 121
312 < 1

confirmant que g satisfait la condition de F-contraction. Par conséquent, g est une

F-contraction. Pour tout point initial x0 ∈ [2, 4], l’application f satisfait |f(x0)| ⩽
16
5 ,

établissant que f est bornée par
16
5 . Ainsi, la suite de Picard {fn(x0)}n≥0 reste bornée

dans l’intervalle [2, 4]. Toutes les conditions du théorème 3 sont satisfaites, ce qui

confirme l’existence d’un unique point fixe commun en x = 2.8968 dans [2, 4].

2.4 Conclusions

Cette étude explore l’identification des points fixes communs parmi des applications

commutatives, présentant un examen approfondi des conditions nécessaires et suffi-

santes. Cette approche innovante introduit un changement de paradigme, garantis-

sant l’existence d’un point fixe commun. Sa polyvalence s’étend à diverses disciplines,

incluant les sciences économiques ainsi que d’autres domaines des mathématiques

et de la physique [9, 12], où elle peut être déployée efficacement à travers des pro-

grammes numériques.



Chapitre 3

Points Fixes Communs pour les
F-Contractions Commutatives sous des

Conditions Modifiées

Dans ce chapitre, nous démontrons la construction des ensembles contenant les

éléments à point fixe et les éléments à point fixe commun pour deux applications

commutatives satisfaisant et généralisant des conditions de contraction. Nous propo-

sons une nouvelle condition sur l’une d’elles qui nous conduit au théorème de Jungck.

De plus, nous établissons le théorème associé de Banach. Nos résultats généralisent

certains résultats connus dans la littérature.

3.1 Introdution

Dans [22], le théorème de Jungck énonce que pour deux applications continues

commutatives et une condition d’application contractive, où l’image de l’une est in-

cluse dans l’autre, les deux applications possèdent un unique point fixe commun. Ce

résultat généralise le théorème du point fixe de Banach cité dans la référence Gustave

[20]. De nombreux résultats intéressants ont fait l’objet de recherches intensives, et

de nombreuses publications ont été consacrées à la généralisation de ce théorème

voir [4, 5, 6, 7, 14, 10, 18, 19].

Dans ce chapitre, nous conservons toutes les conditions requises du théorème de

Jungck, mais la condition d’inclusion est remplacée par une nouvelle condition.

L’objectif de ce chapitre est présenté dans la section suivante.

29
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3.2 Préliminaires

Définition 3.1. [23] Soient f and g : X → Y deux applications. Nous disons que f

et g ont un point de coïncidence s’il existe un ξ ∈ X, tel que f(ξ) = g(ξ).

Le point de coïncidence est, dans la plupart des cas, une généralisation de la théorie

des points fixes, qui étudie les points ξ ∈ X tels que f(ξ) = ξ. La théorie des points

fixes est un cas particulier obtenu en prenant X = Y et g comme l’application identité.

Remarque 3.2. Notons que la notion de point de coïncidence est plus générale que

celle de point fixe commun.

Définition 3.3. Soient f and g deux applications d’un espace X dans lui-même. Nous

disons que f et g sont faiblement compatibles si elles commutent en leurs points de

coïncidence.

Proposition 3.4. [3] Sous les hypothèses de la Definition 3.3, supposons que f et g sont
des applications faiblement compatibles d’un ensemble X. Si f et g ont un unique point
de coïncidence, alors elles possèdent un unique point fixe commun.

Démonstration. Supposons que f et g coincident en un point x ∈ X. Alors, w =
f(x) = g(x). Comme f et g sont faiblement compatibles, nous avons f(w) = f(g(x)) =
g(f(x)) = g(w), c’est-à-dire f(w) = g(w) est un point de coincidence de f et g. Mais

w est l’unique point de coïncidence de f et g, donc w = f(w) = g(w). De plus, si

z = f(z) = g(z), alors z est un point de coincidence de f et g, et donc z = w par

unicité. Ainsi, w est l’unique point fixe commun de f et g.

Définition 3.5. Considérons les espaces métriques (X, d) munis d’une distance d.

Soient f et g des applications définies de X dans lui-même. Une applications g est

dite F-contraction s’il existe une constante réelle positive 0 < k < 1 telle que :

d(g(x), g(y)) ≤ kd(f(x), f(y)), ∀x, y ∈ X. (3.1)

Nous notons cette relation par g −k −f . Si f est continue, nous parlons de g −k −f

comme une application contractive continue.

Tout d’abord, considérons le théorème important suivant donné dans la référence

[22], qui assure l’existence d’un point fixe commun.

Théorème 3.6. ([22]) Supposons que g−k−f soit une application contractive continue
sur un espace métrique complet (X, d) dans lui même. Alors f a un point fixe dans X si
et seulement s’il existe une constante réelle k ∈ (0, 1) et une application g : X → X qui
commute avec f et satisfait g(X) ⊂ f(X).
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Dans la suite, nous exposons quelques définitions et propositions de limite sup et

limite inf importantes pour comprendre la séquence.

Définition 3.7. [20] Soit Un une suite.Considérons les suites :

An = {supUk : k ≥ n} and Bn = {inf Uk : k ≥ n}

telles que An et Bn sont respectivement non-croissantes et non-décroissantes. Nous

définissons la limite supérieure de la suite Un par :

lim
n→∞

sup Un = lim
k→∞

Ak = inf
k≥1

sup
n≥k

Un.

Nous définissons la limite inférieure de la suite Un par

lim
n→∞

inf Un = lim
k→∞

Bk = sup
k≥1

inf
n≥k

Un.

Théorème 3.8. [20] Soit Un une suite bornée de nombres réels. Pour n, considérons
l’ensemble An = {supUk : k ≥ n}. Si la suite An est non-croissante et bornée inférieure-
ment, alors elle converge vers la limite l. Le nombre reel l est appelé la limite supérieure
de la suite Un. Nous la notons lim

n→∞
sup An.

Proposition 3.9. [20] Soit Un une suite réelle bornée. Alors :

lim infUn ≤ lim sup Un.

De plus, la suite est convergente et a pour limite l si et seulement si lim inf Un = lim sup Un =
l.

Proposition 3.10. [20] Soient (an)n≥1 et (bn)n≥1 deux suites réelles bornées. Alors nous
avons :

lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn and lim inf an + lim inf bn ≤ lim inf(an + bn).

Proposition 3.11. [20] Soient (an)n≥1 et (bn)n≥1 deux suites réelles bornées telles que
(bn)n≥1 converge vers b. Alors :

lim sup(an + bn) = lim sup an + b and lim inf(an + bn) = lim inf an + b.

3.3 Résultats principaux et théorèmes

Soit x0 un élément d’un espace métrique complet non vide X. Pour des raisons

de notation, nous définissons g0(x0) = x0, f 0(x0) = x0 et par récurrence gn+1(x0) =
g(gn(x0)), fn+1(x0) = f(fn(x0)), for n ∈ {0, 1, 2, ...}.
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Lemme 3.12. Soit f − k − g une application contractive définie sur un espace métrique
(X, d) dans lui même. Supposons que f et g commutent. Alors, l’inégalité suivante est
vérifiée :

d(gn(x), gn(y)) ≤ knd(fn(x), fn(y)), ∀x, y ∈ X, ∀n ∈ N. (3.2)

Démonstration. Soient x, y deux éléments de l’espace X. D’après la condition 3.1,

nous avons :

d(g ◦ gn−1(x), g ◦ gn−1(y)) ≤ kd(f ◦ gn−1(x), f ◦ gn−1(y)).

En utilisant la commutativité, nous obtenons :

f ◦ gn = gn ◦ f, ∀n ∈ N. (3.3)

Un raisonnement similaire donne :

d(f ◦ gn−1(x), f ◦ gn−1(y)) = d(gn−1 ◦ f(x), gn−1 ◦ f(y)).

En appliquant à nouveau les inégalités 3.3 et 3.1, nous avons :

d(gn−1 ◦ f(x), gn−1 ◦ f(y)) ≤ kd(gn−2 ◦ f 2(x), gn−2 ◦ f 2(y)).

Par induction, nous obtenons :

d(gn(x), gn(y)) ≤ knd(fn(x), fn(y)).

Ce qui termine la preuve du lemme.

Théorème 3.13. Soit X un espace métrique complet et soient f et g deux applications
de X dans X. Supposons que f et g vérifient les conditions suivantes :

1. Il existe une constante k ∈ (0, 1) telle que

d(g(x), g(y)) ≤ kd(f(x), f(y)), ∀x, y ∈ X.

2. Le sous-ensemble E est défini par :

E = {x ∈ X | ∃a ∈ X, lim sup
n→+∞

[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

}.

3. f ◦ g = g ◦ f.

4. g et f ◦ g sont continues.

Alors f et g ont un unique point fixe commun dans E si et seulement si E ̸= ∅.
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Remarque 3.14. Montrons que l’ensemble E est bien défini en rappelant la définition

de lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n .

Pour p ≥ 1, posons sp = sup{d(a, fn(x))] 1
n , n ≥ p}. La suite positive sp est décrois-

sante et donc convergente vers inf
p≥1

sp, noté lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n . L’élément a est fixé

car il dépend de x.

Corollaire 3.15. Soit X un espace métrique complet et f une application continue défi-
nie de X dans lui-même vérifiant l’inégalité suivante :

d(fp(x), fp(y)) ≤ kd(f q(x), f q(y)), ∀x, y ∈ X, p ̸= q, p, q ∈ N. (3.4)

Si f vérifie l’inégalité 3.4 et si l’ensemble E de la condition 2 du Théorème 3.13 est non
vide, alors f possède un unique point fixe.

Exemple 3.16. Soit f : [0, 1] → [0, 1], définie par x → f(x) = x + 1
4 . Remarquons que

l’inégalité suivante est vérifiée :

d(f 2(x), f 2(y)) ≤ 1
4d(f(x), f(y)), ∀x, y ∈ [0, 1].

En calculant l’ensemble E, nous obtenons :

E = {x ∈ [0, 1], lim sup
n→+∞

[
d

(
0,

3x + 4n − 1
3.4n

)] 1
n

< 4}.

Il est évident que cet ensemble est non vide. Ainsi, d’après le Corollaire 3.15 f possède un

unique point fixe en f(1
3) = 1

3 . Nous remarquons que le point fixe
1
3 appartient à E.

Avant de commencer la preuve de notre théorème, nous donnons quelques lemmes :

Lemme 3.17. Selon les notations du Théorème 3.13, considérons le sous-ensemble :

E = {x ∈ X | ∃a ∈ X, lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

}.

Supposons que E est non vide. Si x ∈ E, alors f(x) ∈ E.

Démonstration. Soit x ∈ E ⇐⇒ α = lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

.

α = lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n . Il existe n0 ≥ 1, tel que :

sup
n≥n0

[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

.

Pour n ≥ n0, nous avons,

d(a, fn(x)) ≤ βn, où β = sup
n≥n0

[d(a, fn(x)) 1
n .

(3.5)
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En appliquant l’inégalité 3.5, nous obtenons :

∀n ≥ n0, d(a, fn+1(x)) ≤ βn+1 ⇒ d(a, fn(f(x))) ≤ βn+1,

⇒ [d(a, fn(f(x))] 1
n ≤ β1+ 1

n .

Comme β <
1
k

, 0 < k < 1 et lim
n→∞

β
1
n = 1, alors ∀n ≥ n1 et δ > 0, nous avons

β(1 + δ) <
1
k

et β1+ 1
n < β(1 + δ). Posons β1 = β(1 + δ). Alors, ∀n ≥ max(n0, n1), nous

avons :

lim
n

sup[d(a, fn(f(x)))] 1
n ≤ sup

n≥n1

[d(a, fn(f(x))) 1
n ≤ β1 <

1
k

.

Cette inégalité implique que f(x) ∈ E, ce qui termine la preuve du Lemme.

Lemme 3.18. Selon les notations du Théorème 3.13, la suite {gn(x)}n≥0 converge vers
une limite l(x) dans X pour tout élément x ∈ E.

Démonstration. En reprenant les notations de la preuve du Lemme 3.17 et en uti-

lisant la condition de commutation 3, l’inégalité triangulaire et l’inégalité 3.1, nous

obtenons, pour x ∈ E et ∀n ≥ n0 + 1,

d(gn(x), gn−1(x)) ≤ kn−1d(fn−1(g(x)), fn−1(x)),

≤ kn−1d(g(fn−1(x)), fn−1(x)),

≤ kn−1d(g(fn−1(x)), g(a)) + kn−1d(g(a), a) + kn−1d(a, fn−1(x)),

≤ knd(fn(x), f(a)) + kn−1d(g(a), a) + kn−1d(a, fn−1(x)),

≤ knd(fn(x), a) + knd(a, f(a)) + kn−1d(g(a), a) + kn−1d(a, fn−1(x)).

Comme x ∈ E alors, d(a, fn−1(x)) ≤ βn−1 et d(a, fn(x)) ≤ βn. Nous déduisons que :

d(gn(x), gn−1(x)) ≤ (kα)n + (kα)n−1 + kn−1(kd(a, f(a)) + d(g(a), a)),

≤ (kα)n−1(1 + kα) + kn−1(kd(a, f(a)) + d(g(a), a)).

Posons A = 1 + kα et B = kd(a, f(a)) + d(g(a), a). Ainsi :

d(gn(x), gn−1(x)) ≤ A(kα)n−1 + B(k)n−1, avec kα < 1.

Maintenant, soient n, m deux entiers positifs tels que n ≥ m + 1. Par l’inégalité trian-

gulaire, nous avons :

d(gn(x), gm(x)) ≤
m∑

j=n

d(gj(x), gj+1(x)) ≤
m∑

j=n

A(kα)j + Bkj.
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Finalement :

d(gn(x), gm(x)) ≤ A
(kα)n − (kα)m

1 − kα
+ B

(k)n − (k)m

1 − k
.

En faisant tendre n, m → ∞, nous obtenons d(gn(x), gm(x)) → 0. Cela prouve que la

suite {gn(x)}n≥0 est de Cauchy dans X. Par complétude, elle converge vers une limite

l(x) ∈ X.

Il faut prouver que la limite de la suite ci-dessus ne dépend pas de x. Ceci est justifié

par le lemme suivant.

Lemme 3.19. Selon les notations du Théorème 3.13 et du Lemme 3.18. Si x1, x2 ∈ E,
alors l(x1) = l(x2).

Démonstration. Soient x1, x2 ∈ E. Alors, il existe n1, n2 ∈ N, tels que :

∀n ≥ n1 ⇒ d(a1, fn(x1)) ≤ βn
1

et, ∀n ≥ n2 ⇒ d(a2, fn(x2)) ≤ βn
2 .

où β1 <
1
k

and β2 <
1
k

.

Ainsi, pour n ≥ max(n1, n2) nous avons :

d(gn(x1), gn(x2)) ≤ knd(fn(x1), fn(x2)),

≤ knd(fn(x1)), a1) + knd(a1, a2) + knd(a2, fn(x2)),

≤ (kα1)n + (kα2)n + knd(a1, a2).

En faisant tendre n → ∞, nous obtenons d(gn(x1), gn(x2)) → 0, car β1k < 1 et β2k <

1. Ainsi :

lim
n→+∞

gn(x1) = lim
n→+∞

gn(x2),

l(x1) = l(x2).

Ce qui termine la preuve.

Voici maintenant la preuve de notre Théorème 3.13.

Démonstration. Pour montrer que la condition est nécessaire, supposons que x iest un

point fixe de f . Prenons a ∈ X tel que a ̸= x, alors d(a, x) > 0 et :

lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n = lim

n
sup[d(a, x)] 1

n = lim
n→∞

[d(a, x)] 1
n = 1 <

1
k

⇒ x ∈ E ⇒ E ̸= ∅.
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En particulier, si x est un point fixe commun pour f et g, alors x ∈ E ⇒ E ̸= ∅.

Pour la condition suffisante, supposons qu’il existe une application continue g de X

dans lui même qui commute avec f et vérifie 3.1, que f ◦g est continue et que E ̸= ∅.

Nous montrons que ces conditions sont suffisantes pour garantir que f et g ont un

unique common point fixe commun. Supposons que E ̸= ∅. Considérons un élément

x ∈ E. D’après les Lemmes 3.18 et 3.19, et comme g est continue, nous avons g(l) = l.

La continuité de f ◦ g assure que (f ◦ g)(gn(x)) → f ◦ g(l) as n → ∞.

De plus, (f ◦ g)(gn(x)) = f(gn+1(x)) = gn+1(f(x)).
comme x ∈ E ⇒ f(x) ∈ E, alors d’après les Lemmes 3.17 et 3.19, nous avons

gn+1(f(x)) → g(l) as n → ∞. Sachant que f ◦ g(l) = l et g(l) = l alors f(l) = l. Cela

prouve que l est un point fixe commun dans E. Pour l’unicité du point fixe commun

de f et g, soient r et t deux points fixes communs de f et g. En majorant la distance

entre r et t, nous obtenons :

d(r, t) = d(g(r), g(t)) ≤ kd(f(r), f(t)) = kd(r, t),

d’où (1 − k)d(r, t) ≤ 0. Comme k < 1, alors d(r, t) = 0 et donc r = t. Cela prouve que

le point fixe commun est unique et termine la preuve du théorème.

Remarque 3.20. En prenant f tcomme l’application identité de X, il est facile de

voir que notre condition est vérifiée, et dans ce cas, le Théorème 3.13 correspond

exactement au principe du point fixe de Banach.

Théorème 3.21. Soit X un espace métrique complet et soient f et g deux applications
de X dans X. Supposons que :

1. Il existe une constante k ∈ (0, 1) telle que :

d(g(x), g(y)) ≤ kd(f(x), f(y)), ∀x, y ∈ E.

2. L’ensemble E est defini par :

E = {x ∈ X | ∃a ∈ X, lim sup
n→+∞

[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

}.

3. (g ◦ f)(x) = (f ◦ g)(x), pour x ∈ E (commutativité sur E).

4. f et g sont continues.

Alors f et g ont un unique point fixe commun dans E (l’adhérence de E) si et seulement
si E ̸= ∅.

Dans l’ordre de prouver le Théorème3.21, nous avons besoin des lemmes suivants
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Lemme 3.22. Selon les notations du Théorème 3.21, supposons que E soit non vide.

Soient a ∈ X, et x ∈ E, tels que lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

. Alors, pour tout b ∈ X, nous

avons lim
n

sup[d(b, fn(x))] 1
n <

1
k

.

Démonstration. Soient a, b ∈ X et x ∈ E. Supposons que lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

. Il

existe p ∈ N∗ tel que :

β = sup
n≥p

[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

.

Ainsi,

n ≥ p ⇒ d(a, fn(x)) ≤ βn et β <
1
k

.

Nous distinguons deux cas :

1. cas 0 < β ≤ 1. Par l’inégalité triangulaire,

d(b, fn(x)) ≤ d(a, b) + d(a, fn(x)),

d(b, fn(x)) ≤ d(a, b) + βn,

lim
n

sup d(b, fn(x)) 1
n ≤ lim

n
sup(d(a, b) + βn) 1

n .

lim
n

sup d(b, fn(x)) 1
n ≤ lim

n
sup exp 1

n
ln(d(a,b)+βn) ≤ 1 <

1
k

.

2. cas β > 1 : comme β <
1
k

, il existe ϵ > 0 tel que β + ϵ <
1
k

.

Alors :

lim
n→+∞

((β + ϵ)n

βn
− d(a, b)

βn
) = +∞.

Cela implique qu’il existe p1 ≥ p tel que :

n ≥ p1 ⇒ ((β + ϵ)n

βn
− d(a, b)

βn
) ≥ 1,

⇒ d(a, b) + βn ≤ (β + ϵ)n.

D’autre part : [d(b, fn(x))] ≤ d(a, b) + d(a, fn(x)),

⇒ [d(b, fn(x))] ≤ d(a, b) + βn,

⇒ lim
n

sup[d(b, fn(x))] 1
n ≤ lim

n
sup[d(a, b) + βn] 1

n ≤ β + ϵ <
1
k

.

Les éléments a et b jouent un rôle symétrique, ce qui confirme l’équivalence du

lemme et termine sa preuve.

Maintenant, nous établissons la preuve de notre théorème 3.21.
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Démonstration. Pour la condition nécessaire, voir la preuve du Théorème 3.13. Pour

la condition suffisante, soit E l’adhérence de E. C’est un espace métrique complet.

Par continuité de f et g, il est facile de voir que pour tout x, y ∈ E, nous avons

d(g(x), g(y)) ≤ kd(f(x), f(y)), et (f ◦ g)(x) = (g ◦ f)(x). D’après le Lemme 3.17,

x ∈ E ⇒ f(x) ∈ E. Par continuité, x ∈ E ⇒ f(x) ∈ E.

Il reste à prouver que x ∈ E ⇒ g(x) ∈ E. Soit x ∈ E. Alors, il existe a ∈ E tel que

lim
n

sup[d(a, fn(x))] 1
n <

1
k

.

Considérons l’expression :

d(g(a), fn(g(x))) = d(g(a), g(fn(x))) ≤ kd(f(a), f(fn(x))).

Comme f(x) ∈ E, alors lim
n

sup[d(a, fn(f(x)))] 1
n <

1
k

.

Par le Lemme 3.22 (en prenant b=f(a)),

nous avons lim
n

sup[d(f(a), fn+1(x))] 1
n <

1
k

.

D’autre part : [d(g(a), fn(g(x)))] 1
n ≤ k

1
n [d(f(a), fn+1(x))] 1

n .

⇒ lim
n

sup[d(g(a), fn(g(x)))] 1
n ≤ lim

n
sup k

1
n [d(f(a), fn+1(x))] 1

n .

Comme lim
n

sup k
1
n = lim

n
k

1
n = 1.

alors : lim
n

sup[d(g(a), fn(g(x)))] 1
n <

1
k

.

Cette inégalité confirme que g(x) ∈ E. Par continuité, il est facile de vérifier que x ∈
E ⇒ g(x) ∈ E. Toutes les conditions du Théorème 3.13 sont satisfaites, garantissant

l’existence d’un unique point fixe commun de f et g dans E. Ceci termine la preuve

du Théorème 3.21.

Remarque 3.23. Si le point fixe existe, il est nécessairement contenu dans l’ensemble

E. Ce résultat est très important pour le processus numérique de recherche du point

fixe. Cet ensemble garantit la convergence de la suite pour tout élément qui lui ap-

partient.

Exemple 3.24. Définissons sur l’intervalle [−1, 0] les fonctions f et g par :

g(x) = 1
12x3 + 1

8x2 + 1
4x − 19

49 and f(x) = −x − 1.

Remarquons que f et g commutent sur [−1, 0], sont dérivables et vérifient la condition
de contraction g − k − f donnée par :∣∣∣∣∣ g′(x)

f ′(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
4 < 1.
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En calculant l’ensemble E, nous obtenons :

E = {x ∈ [−1, 0], lim
n

sup[max
(

d(0, −x − 1), d(0, x)
)
] 1

n < 4}.

Il est évident que cet ensemble est non vide. Toutes les conditions du Théorème 3.13 sont
satisfaites, donc f et g ont un unique point fixe commun en x = −0.5.

La version du théorème 3.13 est plus générale que le théorème 3.1 dans [14] et

devient dans ce cas un corollaire.

Corollaire 3.25. Soient f and g deux applications commutatives définies sur un espace
métrique complet X. Supposons que f et g vérifient l’inégalité 3.1 avec f continue. S’il
existe un élément x0 ∈ X tel que la suite fn(x0)n≥0 soit bornée, alors les applications f

et g possèdent un unique point fixe commun dans X.

Démonstration. Comme la suite fn(x0)n≥0 est bornée, l’ensemble E est non vide.

Toutes les conditions du théorème sont satisfaites, d’où le résultat.

Le corollaire suivant est un exemple qui montre qu’il existe de nombreuses applica-

tions possibles de notre travail, dans le cas des applications de contraction commuta-

tive, si elles sont supposées bornées.

Corollaire 3.26. Supposons que f et g soient deux applications commutatives vérifiant
la condition de contraction 3.1 sur un espace métrique complet X dans lui-même. Si
l’application f est bornée et que g et f ◦g sont continues, alors f et g ont un unique point
fixe commun.

Nous observons que l’exigence de notre théorème 3.13 peut être affaiblie si nous

exigeons que X soit compact. Considérons le corollaire suivant.

Corollaire 3.27. Soit f une application définie sur un espace métrique compact M dans
lui-même. Supposons qu’une application g définie sur M dans lui-même commute avec
f , telle que 0 < k < 1 et l’expression suivante :

d(g(x), g(y)) ≤ kd(f(x), f(y)), ∀x, y ∈ M,

Soit vérifie. Si les applications g et f ◦ g sont continues, alors f et g ont un unique point
fixe commun.



Chapitre 4

Méthode hybride non Commutative de
Picard pour les points fixes Communs

Les principaux résultats de ce chapitre sont trois théorèmes sur l’existence et l’uni-

cité du point fixe commun pour deux et trois applications non commutatives et non

nécessairement continues, qui sont des F-contractions de grande taille unique, défi-

nies sur un espace métrique complet et à valeurs dans lui-même.

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les points fixes communs pour deux et trois fonc-

tions ne commutant pas nécessairement. Le premier théorème établit que pour f

et g non nécessairement continues, liées par une inégalité dont le second membre

contient un terme pouvant être choisi arbitrairement grand, il existe un unique point

fixe commun. La continuité de f et g n’étant généralement pas requise, ce théorème

devrait permettre de nombreuses applications en économie et dans d’autres domaines

des mathématiques et de la physique. Le deuxième théorème traite de deux fonctions

non commutatives f et g définies sur un espace métrique complet à valeurs dans lui-

même. Quant au troisième théorème, il démontre que trois fonctions continues f , g et

h ne commutant pas entre elles, liées par deux inégalités, possèdent un unique point

fixe commun. Certains auteurs ont étudié ces cas dans

Ce chapitre est organisé en deux sections comme suit :

Dans la section 1, nous introduisons et rappelons quelques résultats utiles.

Dans la section 2, nous établissons des théorèmes essentiels sur les points fixes com-

muns et leurs preuves, dérivés des applications de F-contraction. Enfin, nous présen-

tons de nouveaux résultats sous des conditions d’existence inédites pour les points

fixes communs d’applications de f-contraction à valeurs dans elles-mêmes.

40
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4.2 Préliminaires

Nous listons maintenant quelques-unes des importantes généralisations du principe

de contraction de Banach au XXe siècle :

• En 1968, théorème du point fixe de Kannan [24] : Si (X, d) est un espace métrique

complet et f : X → X une auto -application telle que d(fx, fy) ≤ β[d(x, fx)+d(y, fy)]
pour tous x, y ∈ X, où 0 < β <

1
2 , alors T possède un unique point fixe.

• En 1971, théorème du point fixe de Reich [30] : Si (X, d) est un espace mé-

trique complet et f : X → X une auto-application telle que d(Tx, Ty) ≤ ad(x, y) +
bd(x, Tx) + cd(y, Ty), pour tous x, y ∈ X, où a, b, c sont des constantes non négatives

avec 0 < a + b + c < 1, alors T possède un unique point fixe.

• En 1971, théorème du point fixe de Ćirić [13] : Si (X, d) est un espace mé-

trique complet et T : X → X une auto-application telle que d(Tx, Ty) ≤ ad(x, y) +
bd(x, Tx) + cd(y, Ty) + s[d(x, Ty) + d(y, Tx)], pour tous x, y ∈ X, où a, b, c, s sont des

constantes non négatives avec 0 < a + b + c + 2s < 1, alors T possède un unique point

fixe.

• En 2016, D. Panthi et K. Subedi [15] ont établit les résultats suivants :

Soit (X, d) un espace métrique. Soient A, B, S, T : X → X des applications vérifiant

les conditions :

A(X) ⊂ B(X) et B(X) ⊂ T (X). (4.1)

d(Ax, By) ≤ k[d(Sy, Ax) + d(Tx, Sy) + d(Tx, Ay) + d(By, Sy) + d(Tx, By)]. (4.2)

avec, k ∈ [0,
1
8[ et telles que :

1. Les paires (A, T ) ou (B, S) satisfont la propriété E.A.

2. Les paires (A, T )et(B, S) sont faiblement compatibles.

Si T (X) est fermé, alors les résultats suivants sont vrais :

1. Les paires A et T admettent un point de coïncidence.

2. Les paires B et S admettent un point de coïncidence.

3. Les paires A, B, S et T admettent un unique point fixe commun.

Trouver des points fixes communs ou des points de coïncidence pour deux, trois ou

quatre applications fait l’objet de nombreuses recherches dans ce domaine. C’est l’ob-

jectif de ce travail : généraliser le théorème cité en proposant des conditions pratiques

sans continuité ni inclusions. De plus, des résultats similaires à certains théorèmes

connus voir [34, 1, 2] sont établis.

Dans la suite, nous rappelons quelques définitions et propriétés.
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Définition 4.1. [20] Soit X un ensemble non vide et d : X ×X → [0, ∞) une fonction

vérifiant les conditions suivantes :

1. d(x, y) = d(y, x).
2. d(x, y) = d(y, x) = 0 implique que x = y.

3. d(x, y) ≤ d(x, y) + d(y, z), ∀x, y, z ∈ X.

Alors, d est appelée une métrique sur l’espace X.

Définition 4.2. [20] Une suite xn dans un espace métrique (X,d) (X, d) est dite suite

de Cauchy si, pour tout ϵ > 0 , il existe n0 ∈ N tel que pour tous m, n ≥ n0, on a

d(xn, xn) < ϵ.

Définition 4.3. [20] Une suite dans un espace métrique (X, d) converge par rapport

à d s’il existe x ∈ X tel que d(xn, x) → 0 as n → ∞.

Définition 4.4. [20] Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cau-

chy y converge par rapport à d.

4.3 Résultats

Théorème 4.5. Soient f et g deux auto- applications non nécessairement continues
définies sur un espace métrique complet (X, d). Supposons que f et g vérifient l’inégalité
suivante avec des constantes réelles non négatives (αi)i=1̄,5 telles que pour tous x, y ∈ X :

d(f(x), g(y)) ≤ α1d(x, f(x))+α2d(y, g(y))+α3d(x, g(y))+α4d(y, f(x))+α5d(x, y)+ϕ(x, y, f(x), g(y)).
(4.3)

Où, 0 < α1 + α2 + α3 + α4 + α5 ≤ 1 si (α1 − α2)(α3 − α4) > 0,

ou, 0 < α1 + α2 + α3 + α4 + α5 < 1 si (α1 − α2)(α3 − α4) = 0.

Supposons que ϕ soit une fonction réelle non négative à quatre variables sur X4, symé-
trique en les deux premières variables ou les deux dernières, et vérifiant : ∀s, s1, s2 ∈
X, ϕ(s1, s, s, s2) = ϕ(s, s1, s2, s) = 0, et que ϕ soit continue. Alors, f et g possèdent un
point fixe commun unique dans X.

Démonstration. Définissons la suite (yn)n≥1 par :pour x ∈ X, posons y1 = f(x), y2 =
g(x),et pour n ≥ 3, posons yn = f(yn−1) si n impair and, yn = g(yn−1) si n est pair.

Montrons que (yn)n≥1 est une suite de Cauchy dans X.

Si n est pair alors :

d(yn, yn−1) = d(g(yn−1), f(yn−2))

≤ α1d(yn−2, yn−1) + α2d(yn−1, yn) + α3d(yn−2, yn) + α4d(yn−1, yn−1) + α5d(yn−1, yn−2)

+ ϕ(yn−2, yn−1, yn−1, yn),

≤ α2d(yn−1, yn) + (α1 + α5)d(yn−1, yn−2) + α3(d(yn−2, yn−1) + d(yn−1, yn).
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Puisque ϕ(yn−2, yn−1, yn−1, yn) est égale à 0 par hypothèse. Alors,

(1 − α2 − α3)d(yn, yn−1) ≤ (α1 + α3 + α5)d(yn−1, yn−2) =⇒

≤ α1 + α3 + α5

1 − α2 − α3
d(yn−1, yn−2). (4.4)

Si n est impair alors :

d(yn, yn−1) = d(f(yn−1), g(yn−2))

≤ α1d(yn−1, yn) + α2d(yn−2, yn−1) + α3d(yn−1, yn−1) + α4d(yn−2, yn) + α1d(yn−1, yn−2)

+ ϕ(yn−1, yn−2, yn, yn−1),

et comme, ϕ(yn−1, yn−2, yn, yn−1) = 0, par hypothesis, alors,

(1 − α1 − α4)d(yn, yn−1) ≤ (α2 + α4 + α5)d(yn−1, yn−2) =⇒

d(yn, yn−1) ≤ α1 + α3 + α5

1 − α2 − α3
d(yn−1, yn−2). (4.5)

En combinant les inegalites donnees dans l’expression 4.4 et 4.5 nous avons.

Si n est pair alors, n-1 est impair et ceci implique que,

d(yn−1, yn) ≤ (α1 + α3 + α5)
(1 − α2 − α3)

(α2 + α4 + α5)
(1 − α1 − α4)

d(yn−2, yn−3).

Nous exigeons que la quantite dans le second membre gauche de l’inegalite dessus de

verifie la condition suivante,

0 <
(α1 + α3 + α5)
(1 − α2 − α3)

(α2 + α4 + α5)
(1 − α1 − α4)

< 1. (4.6)

ceci est equivalent a,

(α1 + α3 + α5)(α2 + α4 + α5) < (1 − α2 − α3)(1 − α1 − α4) ⇔

α1 + α2 + α3 + α4 + α5(α1 + α2 + α3 + α4 + α5) + α5 − α5 < 1 + (α1 − α2)(α3 − α4) ⇔

(1 + α5)(α1 + α2 + α3 + α4 + α5) < 1 + α5 + (α1 − α2)(α3 − α4).

i) Si (α1−α2)(α3−α4) > 0 alors, pour que l’inegalite dessus soit vraie, il est suffisant que,

0 ≤ α1 + α2 + α3 + α4 + α5 ≤ 1.

ii) Si (α1 −α2)(α3 −α4) = 0 alors,il est suffisant que, 0 ≤ α1 +α2 +α3 +α4 +α5 < 1.
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Soit

α = (α1 + α3 + α5)
(1 − α2 − α3)

(α2 + α4 + α5)
(1 − α1 − α4)

comme (α1 − α2)(α3 − α4) ≥ 0 alors, 0 < α < 1 et nous avons :

∀n ≥ 4, d(yn, yn−1) ≤ αd(yn−2, yn−3). (4.7)

Si n est pair alors,

∀n ≥ 5, d(yn, yn−1) ≤ α
n−2

2 d(y2, y1). (4.8)

Si n est impair alors,

∀n ≥ 5, d(yn, yn−1) ≤ α
n−3

2 d(y3, y2). (4.9)

Soit c = max(d{y3, y2), d(y2, y1)}. Notons que c > 0 si et seulement si x est choisi tel

que y1 ̸= y2 and y2 ̸= y3. Alors, nous avons par combinaison des inegalites 4.8 et 4.9 :

∀n ≥ 5, d(yn, yn−1) ≤ cα
n−4

2 . (4.10)

Soit maintenant n ≥ m + 1 avec m ≥ 5,

d(yn, ym) ≤
n∑

j=m+1
d(yj, yj−1) ≤

n∑
j=m+1

cα
n−4

2 ≤ cα−2(
n∑

j=m+1
(
√

α)j). (4.11)

Comme, les series dans le dernier terme du second membre de l’inegalite dessus

convergent pour α < 1 alors,

lim
m→∞

n∑
j=m+1

(
√

α)j = 0.

Ceci montre que la suite (yn)n≥1est de Cauchy, et donc par argument de completude

elle est convergente dans X.

Prouvons que l = lim
n→∞

yn est un point fixe commun pour f et g.

Si n est pair alors,

d(f(l), yn) = d(f(l), g(yn−1))

≤ α1d(l, f(l)) + α2d(yn−1, g(yn−1)) + α3d(l, g(yn−1)) + α4d(yn−1, f(l)) + α5d(l, yn−1)

+ ϕ(l, yn−1, f(l), g(yn−1))

≤ α1d(l, f(l)) + α2d(yn−1, yn) + α3d(l, yn) + α4d(yn−1, f(l)) + α5d(l, yn−1) + ϕ(l, yn−1, f(l), yn).

Comme la suite (yn)n≥1est convergente vers la limite l et en tenant compte que ϕ

est symétrique et continue par hypothèse alors, en faisant tendre n vers ∞, et en

appliquant les conditions de l’inégalité ci-dessus nous obtenons,

(1 − α1 − α4)d(l, f(l)) ≤ 0.
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Comme, 1 − α1 − α4 > 0 ⇒ d(f(l), l) = 0 ⇒ f(l) = l.

Montrons que l est aussi un point fixe de g. En effet car,

d(l, g(l)) = d(f(l), g(l)) ≤ α1d(l, f(l)) + α1d(l, g(l)) + α3d(l, g(l)) + α4d(l, f(l)) + α1d(l, l) =⇒

(1 − α2 − α3)d(l, g(l)) ≤ 0.

Comme, 1 − α2 − α3 > 0 ⇒ d(g(l), l) = 0 ⇒ g(l) = l.

Donc , l est un point fixe commun pour f et g.

Et pour ce qui est maintenant de l’unicité, soient l1 et l2 deux points fixes communs.

Nous avons

d(l1, l2) = d(f(l1), g(l2)) ≤ α1d(l1, f(l1))+α2d(l2, g(l2))+α3d(l1, g(l2))+α4d(l2, f(l1))+
α5d(l1, l2) + ϕ(l1, l2, f(l1), g(l2)).
Et alors par symétrie de ϕ ,

ϕ(l1, l2, f(l1), g(l2)) = ϕ(l2, l1, f(l1), g(l2)).

Comme f(l1) = l1 et g(l2) = l2, nous avons donc,

(1 − α3 − α4 − α5)d(l1, l2) ≤ 0

et 1 − α3 − α4 − α5 > 0 =⇒ d(l1, l2) = 0 =⇒ l1 = l2.

Ce qui achève la preuve.

Corollaire 4.6. Soit f et g deux auto- applications non necessairement continues, defi-
nies sur un espace metrique complet X dans lui meme verifiant l’inegalite suivante

d(fx, gy) ≤ αd(x, fx) + βd(x, gy) + γd(x, y). (4.12)

Ou, α > 0, β > 0, γ > 0 et α + β + γ = 1. Alors f et g possedent un unique point fixe
commun.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Théorème 4.5, avec α1 = α, α2 = 0, α3 = β,

α4 = 0 etα5 = γ. Nous avons, (α1 − α3)(α2 − α4) = α1α3 = αβ > 0. Si, α + β + γ = 1,

alors les conditions du Théorème 4.5 sont satisfaites. Donc, f et g possedent un unique

point fixe commun.

Théorème 4.7. Soit f et g deux auto-applications definies et continues sur un espace
metrique complet (X, d),et verifiant l’inegalite suivante,

i) Pout tout x, y, ∈ X,

d(gfx, fgy) ≤ δ1d(x, fx) + δ2d(y, gy) + δ3d(x, gy) + δ4d(y, fx) + δ5d(fx, gy) + δ6d(x, y)

+ϕ(x, y, fx, gy). (4.13)
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Où, ϕ vérifie la même condition du Théorème 4.5. Si la condition suivante

0 < δ1 + δ2 + 2(δ3 + δ4 + δ5 + δ6) < 1 (4.14)

a lieu, alors, f et g possèdent un unique point fixe commun dans X.

Démonstration. Soit yn une suite définie dans le Théorème 4.5. Nous allons utiliser

l’inégalité 4.13. Si n est pair alors,

d(yn, yn−1) = d(fgyn−3, gfyn−2)
≤ δ1d(yn−1, yn−2)+δ2d(yn−3, yn−2)+δ3d(yn−2, yn−2)+δ4d(yn−3, yn−1)+δ5d(yn−1, yn−2)+
δ6d(yn−2, yn−3) + ϕ(yn−2, yn−3, yn−1, yn−2)
≤ (δ1 + δ5)d(yn−1, yn−2) + (δ2 + δ6)d(yn−2, yn−3) + δ4

(
d(yn−3, yn−2) + d(yn−2, yn−1)

)
≤ (δ1 + δ4 + δ5)d(yn−1, yn−2) + (δ2 + δ4 + δ6)d(yn−3, yn−2).

Et si n est impair alors, d(yn, yn−1) = d(fgyn−2, gfyn−3)
≤ δ1d(yn−3, yn−2)+δ2d(yn−1, yn−2)+δ3d(yn−3, yn−1)+δ4d(yn−2, yn−2)+δ5d(yn−1, yn−2)+
δ6d(yn−2, yn−3) + ϕ(yn−3, yn−2, yn−2, yn−1)
≤ (δ2 + δ3 + δ5)d(yn−1, yn−2) + (δ1 + δ3 + δ6)d(yn−3, yn−2).

Posons Sn = d(yn, yn−1). Nous avons :

Sn ≤

(δ1 + δ4 + δ5)Sn−1 + (δ2 + δ4 + δ6)Sn−2, n pair

(δ2 + δ3 + δ5)Sn−1 + (δ1 + δ3 + δ6)Sn−2, n impair.

Soit α = δ1 + δ3 + δ4 + δ5 + δ6, et β = δ2 + δ3 + δ4 + δ5 + δ6. Nous supposons que

0 < α + β < 1. Nous avons donc, ∀n ≥ 3,

Sn ≤

αSn−1 + βSn−2, n pair

βSn−1 + αSn−2, n impair.

Où, 0 < α + β = δ1 + δ2 + 2(δ3 + δ4 + δ5 + δ6).
Nous affirmons que,

∀n ≥ 1, Sn ≤ max(S1, S2)(α + β)
n − 1

2 . (4.15)

L’inegalité 4.15, est vraie pour n=1.

Si n ≥ 2, supposons que l’inegalité 4.15 soit vraie et prouvons la pour n + 1 par

recurrence.

n pair =⇒ n + 1 impair et donc,
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Sn+1 ≤ βSn + αSn−1

≤ max(S1, S2)
(
β(α + β)

n−1
2 + α(α + β)

n−2
2

)
≤ max(S1, S2)

(
β(α + β)

n−2
2 + α(α + β)

n−2
2

)
≤ max(S1, S2)(α + β)

(n+1)−1
2 .

Le même argument pour n impair.

Montrons maintenant que la suite, (yn)n≥0 est une suite de Cauchy.

Nous avons pour n ≥ m + 1,

d(yn, ym) ≤
j=n∑

j=m+1
d(yj, yj+1) =

j=n∑
j=m+1

Sj

≤ max(S1, S2)
j=n∑

j=m+1
(α + β)

j−1
2

≤ max(S1, S2)
(

α + β
) −1

2
j=n∑

j=m+1
(α + β)

j
2 .

En faisant tendre n, m → +∞, alors, d(yn, ym) → 0.

D’où (yn)n≥0 est de Cauchy et donc, elle converge vers une limite l ∈ X.

Soit lim
n→+∞

yn = l. Si n est pair alors, yn = g(yn−1).
La continuité de g assure que,

lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

g(yn−1) = g( lim
n→+∞

yn−1) = g(l) = l.

Dans le cas où, n est impair alors, yn = f(yn−1). La continuité de f assure que,

lim
n→+∞

yn = lim
n→+∞

f(yn−1) = f( lim
n→+∞

yn−1) = f(l) = l.

Nous en concluons que l est un point fixe commun de f et g.

Unicité. Soit l1 et l2 deux points fixes communs tels que, f(l1) = f(l1) = l1 et

g(l2) = g(l2) = l2. De l’inégalité 4.3, nous avons, (1 − α1 − α4 − α5 − α6)d(l1, l2) ≤ 0.

Mais, (1 − α1 − α4 − α5 − α6) > 0, ceci implique que d(l1, l2) = 0 =⇒ l1 = l2.

Corollaire 4.8. Soient f et g deux applications définies sur un espace metrique complet
X dans lui même et supposons que l’inégalité suivante soit vérifiée,

d(gfx, fgy) ≤ α1d(x, fx) + α2d(y, gy) (4.16)

avec, 0 < α1 + α2 < 1. f et g possèdent alors un unique point fixe commun dans X.
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Théorème 4.9. Soit h, f and g trois applications définies sur un espace metrique complet
(X, d), vérifiant les deux inégalités suivantes,

i) Pour tout x, y, ∈ X,

d(hgx, gfy) ≤ δ1d(x, gx) + δ2d(y, fy) + δ3d(x, fy) + δ4d(y, gx) + δ5d(gx, fy) + δ6d(x, y)

+ ϕ(x, y, fx, gy); (4.17)

avec, δi ≥ 0, ∀i = 1 . . . 5;

0 ≤ δ1 + δ2 + δ3 + δ4 + 2δ5 < 1; (4.18)

où, ϕ est une application à quatre variables définie par ,

ϕ : X4 −→ R+, sachant que ϕ(s, s1, s2, s) = 0, ∀, s, s1, s2 ∈ X. (4.19)

ii) Pour tout x, y, ∈ X,

d(fhx, hgy) ≤ δ1d(x, hx)+δ2d(y, gy)+δ3d(x, gy)+δ4d(y, hx)+δ5d(hx, gy)+δ6d(x, y).
(4.20)

Désignons par α et β les quantités suivantes,

α = max{δ1 + δ4 + δ5,
δ2 + δ3 + 2δ4 + δ5 + δ6

1 − δ1 − δ2 − δ3 − δ4 − 2δ5
} (4.21)

et
β = max{δ2 + δ4 + δ6,

δ1 + δ3 + 2δ6

1 − δ1 − δ2 − δ3 − δ4 − 2δ5
}. (4.22)

Si 0 < α + β < 1 alors, f, g et h possèdent un unique point fixe commun.

Démonstration. Définissons la suite (yn)n≥1 comme suit

y1 = f(x), y2 = g(x), y3 = h(x) et pour tout n ≥ 4,

yn = h(yn−1), si n = 0 mod 3, yn = f(yn−1), si n = 1 mod 3 et yn = g(yn−1) si n = 2
mod 3.

Nous allons prouver que la suite (yn)n≥1 est une suite de Cauchy dans l’espace

metrique complet (X, , d).

i) Si n ≡ 0 mod 3.

Soient yn = hgyn−2 et yn−1 = gfyn−3.
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De l’inégalité 4.17 nous avons, Sn = d(yn, yn−1) ≤ δ1d(yn−2, yn−1)+δ2d(yn−3, yn−2)+
δ3d(yn−2, yn−2)+δ4d(yn−3, yn−1)+δ5d(yn−1, yn−2)+δ6d(yn−2, yn−3)+ϕ(yn−2, yn−3, yn−1, yn−2).
D’où,

Sn ≤ (δ1 + δ4 + δ5)Sn−1 + (δ2 + δ4 + δ6)Sn−2.

ii) Si n ≡ 1 mod 3.

Soient yn = fhyn−2 et yn−1 = hgyn−3.

En appliquant l’inégalité 4.20 nous obtenons,

Sn = d(yn, yn−1) ≤ δ1d(yn−1, yn−2)+δ2d(yn−3, yn−2)+δ3d(yn−2, yn−2)+δ4d(yn−3, yn−1)+
δ5d(yn−1, yn−2) + δ6d(yn−2, yn−3) + ϕ(yn−2, yn−1, yn−1, yn−2).
D’où,

Sn ≤ (δ1 + δ4 + δ5)Sn−1 + (δ2 + δ4 + δ6)Sn−2.

iii) Si n ≡ 2 mod 3.

Soient yn = gfyn−2 et yn−1 = fhyn−3.

Sn = d(yn, yn−1) = d(gfyn−2, fhyn−3), par l’inégalité triangulaire,

≤ d(gfyn−2, yn+1) + d(yn+1, fhyn−3).

Mais, n + 1 ≡ 0 mod 3 ⇒ yn+1 = hgyn−1.

D’où,

Sn = d(yn, yn−1) ≤ d(hgyn−1, gfyn−2) + d(fhyn−3, hgyn−1).

Mais, d(hgyn−1, gfyn−2) = Sn+1.

Donc, en appliquant l’inégalité 4.20 nous obtenons,

Sn+1 ≤ (δ1 + δ4 + δ5)Sn + (δ2 + δ4 + δ6)Sn−1.

d(fhyn−3, hgyn−1) ≤ δ1d(yn−3, yn−2)+δ2d(yn−1, yn)+δ3d(yn−3, yn)+δ4d(yn−1, yn−2)+
δ5d(yn−2, yn) + δ6d(yn−3, yn−1).
En utilisant successivement, l’inegalité triangulaire pour les inégalités suivantes

nous obtenons,

d(yn−3, yn) ≤ d(yn, yn−1) + d(yn−1, yn−2) + d(yn−2, yn−3)

≤ Sn + Sn−1 + Sn−2. (4.23)

d(yn−2, yn) ≤ d(yn, yn−1) + d(yn−1, yn−2)

≤ Sn + Sn−1. (4.24)
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d(yn−1, yn−3) ≤ d(yn−1, yn−2) + d(yn−2, yn−3)

≤ Sn−1 + Sn−2. (4.25)

Par substitution de l’inégalité 4.23, 4.24 et 4.25 dans 4.13, nous trouvons,

Sn ≤ Sn+1 + δ1Sn−2 + δ2Sn + δ3(Sn + Sn−1 + Sn−2) + δ4Sn−1 + δ5(Sn + Sn−1)
+ δ6(Sn−1 + Sn−2)
Sn ≤ (δ1 + δ4 + δ5)Sn +(δ2 + δ4 + δ6)Sn−1 + δ1Sn−2 + δ2Sn + δ3(Sn +Sn−1 +Sn−2)+
δ4Sn−1 + δ5(Sn + Sn−1) + δ6(Sn−1 + Sn−2)
(1 − δ1 − δ2 − δ3 − δ4 − 2δ5)Sn ≤ (δ2 + δ3 + 2δ4 + δ5 + 2δ6)Sn−1 + (δ1 + δ3 + δ6)Sn−2

Sn ≤ δ2 + δ3 + 2δ4 + δ5 + 2δ6

1 − δ1 − δ2 − δ3 − δ4 − 2δ5
Sn−1 + δ1 + δ3 + δ6

1 − δ1 − δ2 − δ3 − δ4 − 2δ5
Sn−2.

Soient α = max{δ1 + δ4 + δ6,
δ2 + δ3 + 2δ4 + δ5 + 2δ6

1 − δ1 − δ2 − δ3 − δ4 − 2δ5
} et

β = {δ2 + δ4 + δ6,
δ1 + δ3 + δ6

1 − δ1 − δ2 − δ3 − δ4 − 2δ5
}.

Supposons que 0 < α + β < 1. Nous avons alors, pour n ≥ 4,

Sn ≤ αSn−1 + βSn−2.

Nous affirmons que,

Sn ≤ max(S1, S2)(α + β)
n−1

2 .

L’affirmation est vraie pour n = 3 et pour n ≥ 4,

nous avons :

Sn ≤ αSn−1 + βSn−2

≤ α max(S1, S2)(α + β)
n−2

2 + β max(S1, S2)(α + β)
n−3

2 .

Mais, 0 < α + β < 1 =⇒ (α + β)
n − 2

2 < (α + β)
n − 3

2 .

D’où,

Sn ≤ max(S1, S2)(α + β)(α + β)
n−2

2 ≤ max(S1, S2)(α + β)
n−1

2 .

Ceci montre que notre affirmation est vraie pour n ≥ 3.

Montrons maitenant que (yn) est une suite de Cauchy dans X.

Si p ≥ 2 et q ≥ 2 avec p ≥ q + 1 alors,

d(yp, yq) ≤
j=p∑

j=q+1
Sj

≤ max(S1, S2)
j=p−1∑

j=q

√
α + β)j.
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En passant à la limite dans l’expression ci-dessus, nous aurons :

lim
x→∞

d(yp, yq) ≤ max(S1, S2)
j=p−1∑

j=q

√
α + β)j = 0.

Et ceci implique que

lim
x→∞

d(yp, yq) = 0.

D’où, yn est une suite de Cauchy dans X et elle est donc convergente vers une limite

l dans X.

Prouvons que l est un point fixe commun de f , g et h supposées être continues.

Comme

lim
x→∞

yn = l =⇒ lim
x→∞

y3n = y3n+1 = l.

alors,

f(y3n) = y3n+1 =⇒ lim
n→∞

f(y3n) = lim
x→∞

y3n+1 = l =⇒ f(l) = l.

d’autre part,

lim
x→∞

y3n = l =⇒ g( lim
x→∞

y3n) = g(l).

De plus,

lim
x→∞

g(y3n+1) = g( lim
n→∞

y3n+1) = g(l) = lim
x→∞

y3n+2 = l =⇒ g(l) = l.

lim
x→∞

y3n+2 = l =⇒ lim
n→∞

h(y3n+2) = h(l) =⇒

lim
n→∞

h(y3n+2) = h( lim
n→∞

y3n+2) = h(l) = lim
n→∞

y3n+3 = l =⇒ h(l) = l.

Donc, l est un point fixe commun pour f , g et h. Il reste à montrer que l est l’unique

point fixe commun pour f , g et h.

Soient l1 et l2 deux points fixes communs pour f , g et h. En utilisant l’inégalité 4.20,

nous en déduisons que, (1−δ1−δ4−δ5−δ6)d(l1, l2) ≤ 0. Comme 1−δ1−δ4−δ5−δ6 > 0,

alors, d(l1, l2) = 0. Ce qui montre bien que l1 = l2. Ce qui achève la dèmonstration.
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Conclusion and PerspecƟves 
This thesis has advanced the theory of common fixed points for commutaƟve F-contracƟons by 
relaxing classical assumpƟons and introducing more flexible condiƟons. By replacing the algebraic 
inclusion condiƟon of Jungck's theorem with a topological condiƟon based on the boundedness of 
iteraƟve sequences, we have established necessary and sufficient condiƟons for the existence and 
uniqueness of common fixed points. Our approach extends classical results while preserving their 
algorithmic uƟlity for numerical approximaƟon. 

The main contribuƟons include three families of results: first, a characterizaƟon of common fixed 
points using bounded Picard sequences; second, a modified condiƟon based on limit superior 
analysis that defines a non-empty set E guaranteeing convergence; and third, hybrid non-
commutaƟve methods that do not require conƟnuity or commutaƟvity assumpƟons. These findings 
broaden the applicability of fixed point theory to problems where strict contracƟons or inclusion 
condiƟons fail. 

Future research will focus on three main direcƟons. First, we aim to idenƟfy minimal condiƟons for 
two mappings, where one is contracƟve relaƟve to the other, to admit a unique coincidence point 
without assuming commutaƟvity or inclusion. Second, we will invesƟgate condiƟons under which a 
mapping possesses a unique fixed point when the limit superior expression remains finite, 
potenƟally extending our framework to broader classes of funcƟons. Third, we intend to apply these 
results to concrete problems in various mathemaƟcal domains, including differenƟal equaƟons, 
opƟmizaƟon algorithms, and dynamical systems modeling. ParƟcular aƩenƟon will be given to 
numerical implementaƟons and to adapƟng our findings to generalized metric spaces and 
asymptoƟc contracƟon seƫngs. These efforts aim to contribute to open problems in both pure and 
applied mathemaƟcs. 

 



 
  
  

كة العنوان:  ᡨᣂة النقطة الثابتة المشᗫᖁللتقلصات نظF   ةᘭادلᘘقات التᘭمات والتطبᘭالتعم :  
ᢝ نظᗫᖁة النقطة الثابتة من خلال استحداث تعمᘭمات مبتكرة، خاصة فᘭما يتعلق  

ᡧᣚ 
᠍
 متقدما

᠍
قدم هذه الأطروحة إسهاما

ُ
الملخص: ت
مما ᘌضمن وجود وتفرد   ᗷ Fالتقلصات  ، ᡧ ᢕᣌكيتᘭلاسᝣال ᗷاناخ وجانجك   ᢝ ᡨᣎᗫᖁنظ أᡵᣂᜧ مرونة من   

᠍
وطا ᡫᣃ الأطروحة التᘘادلᘭة. تضع 

ᗫة   ᢔᣂالج القيود  التكرارᗫة، ᗷدᢻً من  المتتالᘭات  اضات طᗖᖔولوجᘭة، مثل حدودᘌة  ᡨᣂاف  ᣢتعتمد النتائج ع كة.  ᡨᣂالمش الثابتة  النقاط 
ᢝ التحلᘭل ا

ᡧᣚ قاتᘭظهر التطب
ُ
حة،  الصارمة. ت ᡨᣂب المقᘭة لهذه التطورات. الأسالᘭة العملᘭة الأهمᘭكᘭلعددي ونمذجة الأنظمة الدينام

  ᣠامتدادات إ 
᠍
. ᘻستكشف الأطروحة أᘌضا ᡧ ᢕᣌات معالجة مسائل التحسᘭة، توسع إمᜓانᘭادلᘘالت ᢕᣂات الهجينة غᘭذلك التقن ᢝ

ᡧᣚ ماᗷ
اه  ᢔᣂال عزز 

ُ
التقارᘭᗖة. وت ᗫة المعممة والتقلصات  ᡨᣂالم تم الفضاءات   ،

᠍
ا ᢕᣂحة. وأخ ᡨᣂالمق النهج  ᗷأمثلة، صحة  المدعومة  الدقᘭقة،   ᡧ ᢕᣌ

العمل  ، ᛒشᜓل هذا  ᢝᣠالتاᗖالتخصصات. و النتائج مع سᘭاقات متعددة  تكيᘭف هذه  بهدف   ᢝᣢᘘالمستق للᘘحث  توجهات  تحدᘌد 
ᢝ التحلᘭل الداᢝᣠ والᗫᖁاضᘭات التطبᘭقᘭة

ᡧᣚ للدراسات اللاحقة 
᠍
 .مرجعا

ᗫة الᝣاملة،  F الᝣلمات المفتاحᘭة: نظᗫᖁة النقطة الثابتة، التقلصات  ᡨᣂكة، الفضاءات الم ᡨᣂة، النقطة الثابتة المشᘭادلᘘقات التᘭالتطب ،
 .نظᗫᖁة ᗷاناخ، نظᗫᖁة جانجك، متتالᘭات بᘭᜓار، الأسالᘭب التكرارᗫة، تقارب المتتالᘭات

 
 
 
Title: COMMON FIXED-POINT THEORY FOR COMMUTATIVE F-CONTRACTIONS: GENERALIZATIONS AND 
APPLICATIONS. 
Abstract : This thesis advances fixed-point theory by introducing innovaƟve generalizaƟons, parƟcularly for 
commutaƟve F-contracƟons. It establishes more flexible condiƟons than the classical Banach and Jungck 
theorems, ensuring the existence and uniqueness of common fixed points. The results rely on topological 
assumpƟons, such as the boundedness of iteraƟve sequences, rather than strict algebraic constraints. 
ApplicaƟons in numerical analysis and dynamical systems modeling demonstrate the pracƟcal relevance of 
these advancements. The proposed methods, including non-commutaƟve hybrid techniques, expand 
possibiliƟes for opƟmizaƟon problems. The thesis also explores extensions to generalized metric spaces and 
asymptoƟc contracƟons. Rigorous proofs, supported by examples, validate the proposed approaches. Finally, 
future research direcƟons are outlined to adapt these results to mulƟdisciplinary contexts. This work thus 
serves as a benchmark for subsequent studies in funcƟonal analysis and applied mathemaƟcs. 
Keywords: Fixed-point theory, F-contracƟons, CommutaƟve mappings, Common fixed point, Complete metric 
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Titre : THÉORIE DES POINTS FIXES COMMUNS POUR LES F-CONTRAC-TIONS COMMUTATIVES : 
GÉNÉRALISATIONS ET APPLICATIONS. 
Résumé : CeƩe thèse enrichit la théorie des points fixes en introduisant des généralisaƟons novatrices, 
notamment pour les F-contracƟons commutaƟves. Elle établit des condiƟons plus souples que les théorèmes 
classiques de Banach et Jungck, garanƟssant l’existence et l’unicité de points fixes communs. Les résultats 
s’appuient sur des hypothèses topologiques, comme la bornitude des suites itéraƟves, plutôt que sur des 
contraintes algébriques strictes. Des applicaƟons en analyse numérique et en modélisaƟon de systèmes 
dynamiques illustrent la portée praƟque de ces avancées. Les méthodes proposées, incluant des techniques 
hybrides non commutaƟves, élargissent le champ des possibilités pour les problèmes d’opƟmisaƟon. La thèse 
explore également des extensions aux espaces métriques généralisés et aux contracƟons asymptoƟques. Les 
preuves, rigoureuses et illustrées par des exemples, renforcent la validité des approches. Enfin, des pistes de 
recherche futures sont ouvertes, visant à adapter ces résultats à des contextes mulƟdisciplinaires. Ce travail 
consƟtue ainsi une référence pour les études ultérieures en analyse foncƟonnelle et en mathémaƟques 
appliquées. 
Mots-clés : Théorie des points fixes, F-contracƟons, ApplicaƟons commutaƟves, Point fixe commun, Espaces 
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