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Introduction

Dans la plupart des systémes de la mécanique des milieux continus, il existe des situations
dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps ou bien avec une
fondation rigide ou déformable. La problématique du contact est essentiellement de savoir
comment les forces sont appliquées sur une structure et comment réagissent ces structures
lorsqu’elles subissent ces forces. Les problémes de contact mécanique apparaissent principa-
lement dans des domaines aussi variés que 1’aéronautique, la mécanique automobile, le génie
civil, les sciences du bois, la médecine, la production de ’énergie (assemblage des structures,
fissuration dans les joints soudés) et les systémes de transmission. Prenant en compte les
comportements divers des milieux continus, elle englobe I'hydrodynamique, la dynamique
des gaz, 'élasticité, la plasticité et d’autres types de comportement. Vu I'importance du
phénomeéne, des efforts considérables ont été consacrés a la modélisation, ’analyse ainsi que
I’approximation numérique des processus physiques provenant des contacts entre des corps
déformables ou entre un corps et une base rigide, déformable ou lubrifiée. Par conséquent,
une théorie mathématique générale de la mécanique du contact (MTCM) a actuellement
émergée. Elle concerne les structures mathématiques qui sont a la base des problémes de
contact avec des lois constitutives différentes, c’est a dire, différents matériaux, diverses
géométries et des conditions de contact différentes; voir par exemple [35, 39].

La modélisation des problémes de contact d’un corps déformable avec une base dépend
essentiellement des propriétés mécaniques du matériau considéré, ainsi que des conditions
aux limites de contact.

Le sujet de 'endommagement est extrémement important dans les conceptions en in-
génierie puisqu’il influence directement sur la vie usuelle de la structure ou la composante

congue. Il existe une littérature tres riche sur ce sujet. Les modeéles prenant en considération
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I'influence de I'endommagement interne du matériau sur le processus de contact ont été
étudiés mathématiquement. L’analyse mathématique de problemes unidimentionnels peut
étre trouvée dans [24]. Les premiers modeéles de I'endommagement mécanique provenant des
considérations thermodynamiques sont apparus dans [20]. Des modeéles généraux récents
dans [22,21,25,32,37] sont issus du principe de la puissance virtuelle. Dans tous ces tra-
vaux, 'endommagement du matériau est décrit par une fonction S ayant des valeurs entre
zéro et un. Lorsque § = 1, il n’y a pas d’endommagement dans le matériau, lorsque g = 0,
le matériau est complétement endommagé et lorsque 0 < § < 1, il y a un endommagement
partiel et le systéme a une capacité réduite. Certains problémes en thermo-mécanique de
contact avec endommagement ont été étudiés dans [7,12,13, 31, 33, 34, 43].

Quant a 'usure, elle est 'une des principales cibles de la tribologie, cet effet est défini
comme un processus de perte progressive de la matiére des surfaces opérées des solides
résultant de leur interaction de contact, par conséquent les dimensions du corps et sa masse
diminuent par l'usure. Il peut y avoir plusieurs causes, tout d’abord, elle est provoquée
par les ruptures du matériau sous des contraintes dans la processus de frottement, ou par
les réactions chimiques et des processus électrochimiques. Alors ’étude des modeles qui
introduisent 1'usure a pour but, la réduction de I’énergie dans les processus de frottement et
aussi les pertes de la matiére dies a 'usure d’une part, et & 'augmentation de la durée de vie
des compasantes et des piéces industrielles, d’autre part I’étude des modeéles efficaces pour la
prédiction de I'usure dans les milieux industriels est indispensable a I'ingénieur concepteur.
Les modeles utilisés tres fréquemment sont basés sur les observations d’Archard [5] ou 'usure
est identifiée comme une augmentation de ’écart entre le corps et la fondation. L’inclusion
de I'usure dans des modeles mathématiques est récente et peut étre touvée dans [3, 26, 29],
comme il existe aussi une littérature abondante sur le sujet dans [30, 36, 38, 40, 47].

Les matériaux piézoélectriques sont extrémement utilisés comme interrupteurs et actua-
teurs dans beaucoup de systémes d’ingénierie, en radioélectronique, 1’électroacoustique et la
mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques et
électriques. Ce couplage conduit a 'apparition d’un potentiel électrique suite & une déforma-
tion mécanique et, inversement, une déformation mécanique est générée lorsqu’un potentiel

électrique est appliqué.
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Les matériaux piézoélectiques, pour lesquels les propriétés mécaniques sont viscoélas-
tiques sont appelés "les matériaux électro-viscoélastiques" et ceux pour lesquelles les pro-
priétés mécaniques sont élasto-viscoplastiques sont appelés "les matériaux électro-élasto-
viscoplastiques". Des modeéles généraux pour des matériaux électro-élastiques ayant un effet
piézoélectique peuvent étre trouvés dans [11,34,49]. Un probléme de contact avec "slip-
dependent" pour les matériaux électro-élastiques a été étudié dans [44], un autre probléme
les matériaux électro-élaso-viscoplastiques a été étudié dans [27]. Des problémes de contact
sans frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques ont été étudiés dans [6, 10, 16, 45]
en prenant une fondation isolante.

Actuellement, un intérét considérable est porté aux problémes de contact avec frotte-
ment impliquant les matériaux piézoélectriques. Cependant, il n’existe virtuellement pas de
résultats mathématiques a propos des problémes de contact pour de tels matériaux et on a
besoin de développer la théorie mathématique du contact mécanique (MTCM) pour inclure
le couplage entre les propriétés mécaniques et électriques.

Un autre phénomeéne sera considéré dans cette these, il s’agit du phénomeéne de contact
avec ’effet thermique. Les processus de contact et de frottement s’accompagnent invariable-
ment d’une production de la chaleur qui peut étre considérable. A titre d’exemple, le freinage
brusque d’une voiture peut entrainer la dissipation d’une puissance importante sous forme
de chaleur. L’effet thermique dans les processus de contact affecte la composition et la rigi-
dité des surfaces et provoque des contraintes thermiques dans les corps en contact. La fagon
dont la chaleur affecte les propriétés mécaniques d’une surface peut étre partiellement prise
en compte ( en supposant que le coefficient de frottement dépend de la température, voir
[36]). Les modeles mathématiques en thermodynamique ont besoin de quatre éléments : la
condition de production de la chaleur, la condition décrivant ’échange de la chaleur entre
le corps et la fondation, la relation constitutive et 1’équation de 1’énergie. Ces modéles ont
été développés récemment dans [4,21, 26, 30, 46].

L’objectif de cette thése est de proposer une contribution & I’étude de quelques pro-
blémes aux limites en mécanique de contact. A cet effet nous considérons des différentes
lois de comportement telles que : thermo-élasto-viscoplastiques, thermo-viscoélastiques et

électro-viscoélastiques. Nous avons étudié des problémes de contact avec frottement dans



Introduction

un processus dynamique ou quasistatique avec des conditions aux limites, pour lesquelles
nous couplons & la fois 'endommagement du matériau et I'usure ou 'endommagement et
Ieffet thermique ou électrique. Pour chacun de ces problémes, nous donnons la formulation
variationnelle, ensuite I'existence et I'unicité de la solution faible. Ce manuscrit comporte
trois parties que nous décrivons briévement.

Dans la premiére partie, le but est d’introduire les outils nécessaires pour une bonne
compréhension de la suite des problémes traités. Cette partie est divisée en deux chapitres.
Dans le premier chapitre, on présente les divers modéles mécaniques de contact étudiés, puis,
on rappele quelques lois de comportement et les conditions aux limites. Dans le deuxiéme
chapitre, on indique les espaces fonctionnels et les principales notations utilisées tout au
long de la thése. Enfin, on rappele quelques résultats fondamentaux d’analyse fonction-
nelle concernant les opérateurs fortement monotones et de Lipschitz, les équations et les
inéquations variationnelles d’évolution paraboliques et les lemmes de Gronwall.

Dans la deuxiéme partie est divisée en deux chapitres consacrés a 1’étude théorique de
deux problémes de contact pour des lois constitutives non linéaires électro-visco-élastique
avec frottement dans un processus quasistatique ou dynamiques, le premier chapitre est
consacré a 1’étude mathématique dans un processus quasistatique d’un probléme de contact
entre un corps électro-visco-élastique et une fondation. Le contact est modélisé par une
condition de Signorini et une condition électrique régularisée. Le frottement est formulé par
une version de la loi de Coulomb. Nous dérivons une formulation variationnelle sous forme
de systéme couplé en terme des champs de déplacement et du potentiel électrique. Aussi,
nous établissons un résultat d’existence et d’unicité d’une solution faible pour le modéle.
Le contenu de ce chapitre a fait 'objet de la publication [9], pour le dexiéme chapitre,
nous considérons un probléme de contact dans le cas dynamique entre un corps électro-
viscoélastique et une fondation électriquement conductrice. Le contact est modélisé par une
condition modifiée de Signorini et une condition électrique régularisée. Le frottement est
formulé par la loi de Coulomb. Nous dérivons une formulation variationnelle sous forme de
systéme couplé en termes de champs de déplacement et du potentiel électrique. Aussi nous
établissons un résultat d’existence d’une solution faible pour le modéle. Le contenu de ce

chapitre a fait 'objet de la publication [8].
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Dans la troisiéme partie divisée en deux chapitres, nous présentons deux problémes
dynamiques de contact pour des lois constitutives non linéaires thermoviscoélastiques avec
mémoire longue et thermo-élasto-viscoplastiques avec endommagement, sous diverses lois
de contact, étudiés dans deux chapitres séparés.

)

Dans le premier chapitre, on s’intéresse a I’étude un probléme thermodynamique d’un
corps viscoélastique avec mémoire longue. Le contact est bilatéral avec frottement. Nous
écrivons le probléme mécanique et nous précisons les hypothéses adéquates sur les don-
nées afin d’obtenir la formulation variationnelle. Ensuite nous établissons notre résultat
d’existence et d’unicité de la solution faible. La démonstration est basée sur un théoréeme
d’existence et d’unicité de la solution des équations d’évolution de premier ordre linéaires et
non linéaires suivi d’un argument de point fixe. Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude
d’un probléme modélisé par des conditions aux limites de contact avec frottement des ma-
tériaux thermo-élasto-viscoplastiques avec endommagement dans un processus dynamique.
Le contact bilatéral avec frottement sur une base rigide et mobile se fait avec usure. Le
probléme se formule comme un systéme formé par des inéquations d’évolution non linéaires
de premier orde, une inéquation variationnelle du type parabolique par rapport au champ
d’endommagement et une équation variationnelle parabolique par rapport au champ de tem-
pérature, nous étudions 'existence et 'unicité de la solution du probléme mathématique.
Aprés avoir donné les hypothéses sur les données, on établit la formulation variationnnelle

)
de ce probleme. Les preuves sont basées sur les résultats classiques des inéquations d’évolu-
tion non linéaires de premier orde, équations et inéquations variationnelles paraboliques et
)

des arguments du point fixe.



Notations

Si Q est un domaine de R? (d = 2, 3), on note par

Q I’adhérence de €2,
r la frontieére de €2 supposée réguliére,
mes ' la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I'y,

[;(i =1,3) une partie mesurable de T,

v la normale unitaire sortante a I',

Uy, Uy les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v ,
Oy, O les composantes normales et tangentielles du champ tensoriel o,
cH(Q) I'espace des fonctions réelles continument différentiables sur €2,
H I'espace L2(Q)¢,

H I'espace L2(Q)%*4,

H, 'espace H'(Q)?,

H, V'espace {0 € H/Divo = (0;0,5) € H},

Hz(T) Pespace de sobolev d’ordre 3 sur T,

H2(D) Pespace dual de Hz (),

~v: Hy — Hr Tapplication trace pour les fonctions vectorielles.

Si X est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes
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(5 )x

(5 )xrx

I

Ty — T

T, — T

Si de plus [0, 7]

C(0,T; H)
C(0,T; H)
L» (0,7 H)

|'|]LP(O,T;H)

Wk (0, T H)

|"Wk-p(0,T;H)

le produit scalaire de X,

le produit de dualité entre X’ et X,

la norme de X,

la convergence faible de la suite (z,) vers I’élément x dans X,

la convergence forte de la suite (x,) vers I’élément = dans X.

est un intervalle de temps, £ € N et 1 < p < 400, on note par

'espace des fonctions continues de [0,7] dans H,

'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0,7] dans H,
’espace des fonctions fortement mesurables sur [0,7] dans H,
la norme de L? (0,7 H) ,

I’espace de Sobolev de parameétres k et p,

la norme deW*? (0, T; H),

Pour une fonction f; on note par

f.f
dom f
supp f
8if7 f,i
\Zi
Dw o
=(f)
of

div f

Autre notations

les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps,
le domaine de f;

le support de f,

la dérivée partielle de f par rapport & la iéme composante z;,
le gradient de f,

la divergence de tenseur o,

la partie symétrique du gradient de f,

le sous différentiel de f,

la divergence de vecteur f.
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liminf  la limite inférieure,

limsup la limite supérieure,

D (Q) I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et & support compact,
D" {e=(2), i €D(Q), i=1.4d},

ce @' {rec=@’, y=osur},

S¢ espace des tenseurs d’ordre deuxs ymétriques sur R? c’est & dire S = R,

” N

le produit scalaire sur R? et S¢,

7] la norme euclidienne sur R? et S¢,

C une constante générique strictement positive,
A" puissance n de 'operateur A,

D.p. presque partout,

XK fonction indicatrice de K.
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Partie I
Modélisation et Outils Mathématiques

Afin de faciliter la lecture de cette thése, il nous est paru nécessaire de présenter dans
la premiére partie les cadres physiques et fonctionnels dans lesquels on va travailler. Cette
partie est divisée en deux chapitres. Dans le premier chapitre, nous précisons d’abord les
cadres physiques et les modéles mathématiques correspondants utilisés dans cette theése,
ensuite nous décrivons les lois de comportement, les conditions de contact et les différentes
lois de frottement qui interviennent dans tout le document.

Dans le deuxiéme chapitre, aprés un bref rappel de la mécanique des milieux continus,
nous introduisons quelques préliminaires mathématiques qui seront utilisés partout dans
cette theése. Nous commencons d’abord par les espaces de type Sobolev associés aux opéra-
teurs divergence et déformation utilisés en mécanique, ainsi que leurs principales propriétés,
notamment les théorémes de trace. Nous rappelons ensuite les propriétés des espaces des
fonctions a valeurs vectorielles et les espaces liés & 'effet piézoélectrique. Enfin, nous énon-
¢ons quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle non linéaire dans les espaces
de Hilbert, quelques résultats sur les opérateurs fortement monotones et de Lipschitz, les

inéquations quasi-variationnelles elliptiques et d’évolution.
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Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ot nous allons
introduire les cadres physiques utilisés dans cette theése; il est déstiné a rappeler I’équation
d’équilibre et ’équation de mouvement de Cauchy, & décrire les lois de comportement électro-
viscoélastiques, thermo-viscoélastiques, thermo-élasto-viscoplastiques et par ailleurs, nous

précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de contact.

1.1 Cadres physiques - Modéles mathématiques

Dans cette section nous allons introduire les deux cadres physiques et les modéles ma-
thématiques des problemes mécaniques intervenant dans cette these.

Cadre physique n’1. Nous envisageons un corps matériel qui occupe un domaine borné
Q C RY(d = 2; 3) avec une surface réguliére I, partitionnée en trois parties mesurables I';, I'y
et I's, correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d’une part, et en deux parties
mesurables I', et [',, correspondant aux conditions aux limites électriques, d’autre part, telles
que mes I'y > 0, mes ', > 0 et I's C I'y. On note par v la normale unitaire sortante a I'. Le
corps est encastré sur I'y dans une structure fixe. Sur I'y agissent des tractions surfaciques
de densité h et dans (2 agissent des forces volumiques de densité fj et des charges életcriques
de densité volumiques ¢qo (voir figure 1.1). On suppose que h et f, varient trés lentement
par rapport au temps. Le milieu est soumis a 'action de potentiel fixé go sur la partie I',

de la frontiére ainsi qu’a 'action des charges électriques de densité surfacique ¢o, agissant
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1.1. Cadres physiques - Modéles mathématiques

sur la partie T'y. Soit T' > 0 et soit [0, 7] Uintervalle de temps. Le corps est en contat avec
frottement avec une fondation conductive (ou isolatrice) sur la partie I's.

On étudie ’évolution de ces propriétés dans 'intervalle de temps [0, 7], sous ’hypothese
des petites transformations. Les hypothéses physiques introduites pour la piézoélectricité
consistent a négliger les effets magnétiques et thermiques et a considérer I'intéraction électro-
mécanique uniquement. Cette hypothése est raisonnable pour les matériaux piézoélectriques
utilisés habituellement comme les céramiques, les polyméres et les piézo-composites. Nous

utiliserons ce cadre physique dans la deuxieéme partie de cette thése.

M 9,

I h

Probléme électrique

Figure(1 .1)

Cadre physique n°2. Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Q C R¢(d =
2;3) avec une surface frontiere réguliere I', partitionnée en trois parties mesurables I'q,
I's et T's, tel que mes I'y > 0. Nous notons par v la normale unitaire sortante a I'. Le
corps est encastré sur I'y dans une structure fixe. Sur 'y agissent des tractions surfaciques
de densité h et dans €) agissent des forces volumiques de densité f; et d’une source de
chaleur externe donnée par la fonction ¢ (voir figure 1.2). On suppose que h et fy va-
rient trés lentement par rapport au temps. Soient T > 0 et [0,7] Uintervalle de temps.
Le corps est en contact avec ou sans frottement avec un obstacle déformable ou lubrifié
sur la partie I's. Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps. Notre
objectif sera d’étudier I’évolution de ces propriétés dans le temps, sous ’hypothése des

petites transformations. Nous utiliserons ce cadre physique dans la troxiéme partie de la

12



1.1. Cadres physiques - Modéles mathématiques

thése.

Probleme thermique

Figure(1.2)

Avant d’aborder les modéles mathématiques qui correspondent au cadre physique presenté,
voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette these.
Nous désignons par S¢ (d = 2;3) 'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R. (., .)
et |.| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S?.

Ainsi, nous avons

wv =, |v|= (v,v)% . Yu,v € RY,

0.7 =0T, |T| = (T,T)% , Vo,7 €8,
avec la convention de l'indice muet. Pour un vecteur v, nous utilisons la notation v
pour désigner la trace yv de v sur I'. Nous notons par v, et v, les composantes normale et

tangentielle de v sur la frontiére données par
V, = 0.V, Uy =0V — U,V (1.1.1)

Nous désignons par ¢ = o (z,t) le champ des contraintes, par u = u (z,t) le champ
des déplacements et par €(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les
notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport a
r€Qettel0,T)]

Pour un champ des contraintes ¢ nous dénotons par o, et o, les composantes normale

et tangentielle a la frontiére donnée par

o, =(ov).w, o, =0v—o0,.V. (1.1.2)

13



1.1. Cadres physiques - Modéles mathématiques

En utilisant (1.1.1) et (1.1.2), nous obtenons la relation

(ov).v =00, + 0,0, (1.1.3)

qui va intervenir tout au long de cette thése, dans I’établissement des formulations va-
riationnelles des problémes mécaniques de contact.
En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport au

temps, par exemple

du
dt’  dt?’

ol u désigne le champ des vitesses et u désigne le champ des accélérations. Pour le

U=

champ des vitesses u les notations u,et u,représentent respectivement les vitesses normale

et tangentielle a la frontiére, c’est-a-dire

Uy = Wy, Uy = U — .

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans ’hypothése des petites

transformations

du; -
(uij 4 uji) o0 ug; = i< <d. (1.1.4)

c(u) = (e (), ey(u)= 1 o

2

Notons qu’ici et tout au long de la thése, un indice qui suit une virgule indique une
dérivation partielle par rapport & la composante correspondante a la variable spatiale. Pas-
sons maintenant & la description des modeles mathématiques associées aux cadres physiques
ci-dessus.

Modéle mathématique n"1. Le premier modéle mathématique étudié dans cette thése,
décrit I’évolution du corps dans le cadre physique n"2. Les fonctions inconnues du probléme
sont le champ des déplacements u : 2 x [0, 7] — R?, le champ des contraintes

o:Qx[0,T] — S? et le champ de température 6 : Q x [0,7] — R

On sait qu’en général, I’évolution d’un corps matériel est décrite par ’équation de mou-

vement de Cauchy.

14



1.1. Cadres physiques - Modéles mathématiques

Dive + fo = pu, dans 2 x [0,7T], (1.1.5)

ou: p: 2 — R, désigne la masse volumique; ici ” Div”représente ’'opérateur divergence
pour les tenseurs, Div 0 = (0;;). Le processus d’évolution défini par (1.1.5) s’appelle
processus dynamique. Dans certaines situations, cette équation peut encore se simplifier.
Par exemple, dans le cas ou le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport au
temps, le terme pu peut étre négligé. Dans ce cas, le processus s’appelle quasistatique et

I’équation (1.1.5) s’appelle ’équation d’équilibre et devient

Div o + fo =0, dans Q x [0,7]. (1.1.6)

Puisque le corps est encastré sur 'y, le champ des déplacements s’annule

u=0, sur I'y x [0,7]. (1.1.7)

La condition aux limites de traction est

o, =h,surl'y x[0,7]. (1.1.8)

Nous allons compléter ultérieurement le modele mathématique (1.1.5), (1.1.7) — (1.1.8)
par les conditions de contact sur la partie I's de la frontiére.

Modéle mathématique n’2. Ce modéle mathématique décrit I’évolution du corps
dans le cadre physique n’1. C’est un modéle électro-mécanique. Les inconnues mécaniques
du probléme sont le champ des déplacements u, le champ des contraintes o satisfaisant les
égalités (1.1.7) — (1.1.8). A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, a
savoir le champ de déplacements électriques D : [0,7] — R? et le potentiel électrique

¢ : [0,T] — R. L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par 1’équation d’équilibre

pour le champ de déplacements électriques.

div D = qp, dans 2 x [0,7], (1.1.9)

ot "div” est 'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD = (D, ;) et gy représente
la densité des charges électriques volumiques. Rappelons que dans le cadre physique n’l, le

potentiel électrique s’annule sur la partie I', de la frontiére
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1.2. Lois de comportement

@ =0,sur ', x [0,77], (1.1.10)

tandis que sur I';, une charge électrique de densité g, est préscrite,

Dv = gy, sur I'y x [0,7T]. (1.1.11)

Ce modele piézoélectrique (1.1.5) — (1.1.11) sera complété ultérieurement par les condi-
tions aux limites sur la surface de contact I's.

Les équations précédentes sont insuffisantes a elles seules pour décrire le mouvement du
corps matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme,
c’est 'objet des lois de comportement que nous décrirons dans le deuxieme paragraphe de

ce chapitre.

1.2 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes o et le
tenseur des déformations € et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut ima-
giner et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les
matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans I’établissement des lois de
comportement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides : essais de charge-
ment monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais de relaxation. Dans la
description des phénomeénes purement mécanique, par loi de comportement (ou loi consti-
tutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des contraintes o, le
tenseur des déformations infinitésimales € et leurs dérivées temporelles o et ¢.

Lois de comportement visco-élastiques.

le corps suit une loi de comportement de Kelvin-Voigt de la forme

o= Ae(u) + Ge (u), (1.2.1)

ou A et G sont des fonctions constitutives non linéaires, tel que A représente 'opérateur
de viscosité et G est I'opérateur d’élasticité.

Pour un corps élastique, la loi se réduit a
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1.2. Lois de comportement

o=A(e(u)). (1.2.2)

On rappelle qu’en viscoélasticité linéaire, le tenseur de contrainte o = (o;;) est donné
par

0ij = Qimer (W) + Gijricn (),

ot A = (a;jz1) est le tenseur de viscosité et G = (g;1) est le tenseur d’élasticité, pour
i,j,k,l=1,..,d.

Dans le cas viscoélastique avec mémoire longue, le corps suit une loi de comportement
de Kelvin — Voigt de la forme

o= Ae(u) + Ge(u) + /B(t — s)e(u(s))ds, (1.2.3)

0

ou A et G sont des fonctions constitutives non linéaires. G représente ’opérateur de viscosité
et A désigne 'opérateur d’élasticité. Ici B est le tenseur de relaxation d’ordre quatre qui
définit le comportement du matérieau avec mémoire longue

lorsque B = 0 on retrouve la viscoélasticité de la mémoire courte
o= Ae(u) + Ge(u) (1.2.4)

Lois de comportement visco-plastiques

Pour les matériaux viscoplastiques, la loi de comportement est de la forme

o=As(u)+ G (0,¢), (1.2.5)

ou A représente I'opérateur de viscosité et G est 'opérateur de plasticité.
Lois de comportement élasto-viscoplastique

La loi de comportement élasto-viscoplastique peut étre écrite sous la forme

o(t) = As(i(t)) + Be(u(t) + [1G (o(s) — Ac((s)).e(u(s)ds,  (1.26)

ou les opérateurs A et B sont des tenseur d’ordre quatre et non linéaires; leurs com-

posantes a;ji; et b s’appellent coefficients de viscosité et élasticité respectivement et G
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1.2. Lois de comportement

représente une fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement viscoplastique
du matériau.

Cette loi modifie 1égérement la description des phénomeénes thermo-mécaniques ou électro-
mécaniques car ici nous devons aussi prendre en considération le champ de température 6,
le champ de déplacements électriques D = (D;) ainsi que le champ électrique

E(p) = =Vp = — (gpl) Nous présentons par la suite les lois de comportement qui
interviennent dans cette theése, elles correspondent & trois catégories particuliéres de ma-
tériaux : matériaux électro-viscoélastiques, matériaux thermo-viscoélastiques et matériaux
thermo-¢élasto-viscoplastiques,

Lois de comportement électro-viscoélastique

Les matériaux piézoélectriques sont caractérisés par le couplage des propriétés méca-
niques et électriques. Ce couplage conduit a I'apparition d'un potentiel électrique lors de
I’application des contraintes mécaniques, et inversemment, des contraintes mécaniques sont
générées lorsqu’un potentiel électrique est appliqué. Un matériau piézoélectrique dont les
propriétés mécaniques sont viscoélastiques est appelé matériau électro-viscoélastique et pour
la contrainte on a ¢ = 0%+ %, ol ¢ et o sont respectivement les parties viscoélastiques
et électriques de la contrainte, telles que o¢ définie par (1.2.1) et 0% = —&*E ().

A partir de la loi (1.2.1), nous obtenons une loi de comportement électro-viscoélastique

comme suit

o=Ae(u) + Ge (u) —§"E(p), dans Q x [0,T7],
D = BE (¢) + & (u), dans Q x[0,77,

(1.2.7)

dans laquelle les opérateurs A, G, sont définis ci-dessus, £ le tenseur piézoélectrique, (5

.....

Nous utiliserons la loi de comportement (1.2.7) dans la deuxiéme partie de cette these.
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1.2. Lois de comportement

Lois de comportement thermo-viscoélastique avec mémoire longue
Si nous prenons en considération 'effet thermique du matériau durant le contact, nous
arrivons a une généralisation de la loi (1.2.3), qui est une loi de comportement thermo-visco-

élastique avec mémoire longue ayant la forme

o= A(e(u(t))) + G(e(u(t))) + /B(t —s)e(u(s))ds — O(t)M. dans Q x [0,T], (1.2.8)

La température 0 est définie par une équation différentielle, qui représente la conservation

de I’énergie comme suit

0 — div(KV6) = —M.Vi+q, dans Q x [0,7], (1.2.9)

ou ¢(z,t) est la quantité de chaleur dans le volume € durant l'intervalle de temps ou
K = (ki;) représente le tenseur de conductivité thermique, div(K'V0) = (k;;6,; ) répresente la
densité du volume de la source température et M est un opérateur de dilatation thermique.
Nous utiliserons la loi de comportement (1.2.8) dans le chapitre 5 de cette these.

Ici et ci-dessous, K; et K, sont des constantes strictement positives, qui représente les
coefficients de diffusion microfissuré, dy est le sous-différentiel de la fonction indicatrice
v et S est une fonction constitutive donnée ; qui représente la source de I’endommagement
dans le systéme.

Lois thermo-élasto-viscoplastiques avec endommagement

Parmi les lois thermo-élasto-viscoplastiques avec endommagement, une loi de comporte-

ment qui est méme une généralisation de la loi (1.2.6), et peut étre écrite sous la forme

o(t) = Ale(u(t))) + B(e(u(t), 5(t)) + /0 G (0(s) — Ale(u(s))), e(u(s)), 0 (s)) ds. (1.2.10)

L’évolution du champ de température 6 est régie par ’équation de la chaleur, obtenue a

partir de la conservation de I’énergie et définie par ’équation parabolique suivante

0 — KoA = Y (o,e(u),d)+q, dans Q x[0,77], (1.2.11)
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1.3. Conditions aux limites de contact et lois de frottement

ou v est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée par
les forces intérieures et g(z,t) est la quantité de chaleur dans le volume 2 durant I'intervalle
de temps.

L’endommagement 3 est une variable interne causé par déformation viscoplastique, I'in-
clusion différentielle suivante sera utilisée pour décrire ’évolution du champ d’endommage-

ment

B—K1AB + 8pg (B) 2 S(e(u), B), dans Q x [0,T7], (1.2.12)

Nous utiliserons la loi de comportement (1.2.10) dans le chapitre 6 de cette thése.
Finalement, afin de compléter le modéle mathématique qui décrit I’évolution du corps,
il faut préciser les conditions aux limites sur I'3. D’ailleurs nous décrivons dans ce qui suit

les conditions de contact et lois avec ou sans frottement.

1.3 Conditions aux limites de contact et lois de frot-

tement

Les conditions aux limites sur la surface de contact sont décrites a la fois en direction de
la normale et dans le plan tangent, ces derniéres étant appelées condition de frottement. En
direction de la normale nous pouvons distinguer le contact unilatéral (lorsque 'obstacle est
rigide), bilatéral (lorsqu’il n’y a pas de séparation entre le corps et 'obstacle), de compliance
normale(lorsque I'obstacle est déformable) ou bien de réponse normale instantanée (lorsque
la surface de contact est lubrifiée). A part le cas limite lorsque la contrainte tangentielle est
nulle (le cas sans frottement), le frottement peut étre a seuil (quand le glissement se produit
lorsque la force de frottement atteint une valeur critique) ou sans seuil (lorsque le glissement
se produit pour n’importe quelle force de frottement). Les lois de frottement a seuil, les plus
utilisées dans la littérature sont celles de Coulomb ; elles modélisent un frottement sec, alors
que les lois de frottement sans seuil modélisent un frottement lubrifié.

On définit maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de T'.

- Les conditions aux limites mécaniques (déplacement-traction).
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1.3. Conditions aux limites de contact et lois de frottement

u=0, surI'; x [0,7], (1.3.1)
Sa signification consiste a ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie I'y

de la frontiére I'(le corps est encastré par la partie I').

o,=h, sur'y x[0,7]. (1.3.2)

Elle signifie que le vecteur des contraintes de Cauchy o, est imposé sur la partie I'y de
la frontiére I', h représentant la densité des forces appliquées sur la surface et constituant
une donnée du probléme.

Enfin, le corps est éventuellement en contact avec une fondation sur I's x [0, T]. C’est ici
que commence toute la richesse des problémes et que réside notre intérét, car les conditions
sur la surface potentielle de contact I's peuvent étre trés diverses et donner ainsi lieu & une
variété de modeles de contact avec ou sans frottement.

- Les conditions aux limites électriques

=0, sur ', x[0,7]. (1.3.3)
Sa signification consiste & ce qu'un champ potentiel électrique est imposé sur la partie

I', de la frontiére I'.

Dv =g, sur I’y x [0,77]. (1.3.4)

Elle signifie que le vecteur de déplacements électriques D, est imposé sur la partie [', de
la frontiere I', ¢ représentant la densité surfacique appliquée sur la surface et constituant
une donnée du probléme.

Nous citons ici les principales lois de frottement

-Lois de contact bilatéral

On suppose que le contact entre le corps et la fondation se produit avec frottement
bilatéral c’est-a-dire le contact est maintenu pendant le mouvement. Cette propriété se

traduit mathématiquement par

u, =0, surI'3x[0,7]. (1.3.5)
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1.3. Conditions aux limites de contact et lois de frottement

-Lois de contact de Signorini
On dit que le contact entre le corps et une base rigide est sans frottement, si les mouve-

ment tangentiels sont libres, ce qui se traduit par

o, =0, surl3x][0,7T]. (1.3.6)

Puisque la base est rigide, elle ne subira donc pas de déformations. Le corps ne pourra

donc pas y pénétrer. Cette propriété se traduit mathématiquement par I'inégalité suivante

u, =u.v <0, sur I's x [0,77]. (1.3.7)

Aux points de I's tels que u,, < 0, le corps déformable quitte la base rigide. Les contraintes

normales y sont alors nulles. Par conséquent, on a

u, <0=0,=0, sur '3 x [0,7]. (1.3.8)

Aux points de I's tels que wu, = 0, on suppose que la base rigide exerce une réaction

inconnue suivant la direction de la normale et orientée vers 2. On a

u,=0= 0, <0, surI's x[0,7]. (1.3.9)

Pour résumer, les conditions de contact (1.3.6) — (1.3.9) s’écrivent d’une maniére com-

binée de la fagon suivante

u, <0, 0,<0, 0,=0, o, u,=0, sur '3 x [0,77]. (1.3.10)

Les conditions aux limites de contact de la forme (1.3.10) sont aussi appelées conditions
de contact de Signorini.

Les conditions de contact de Signorini (1.3.10) modélisent le contact d’un corps défor-
mable avec une base rigide. On peut envisager donc des conditions de contact d’un corps
déformable avec une base déformable.

-Lois de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plus répandues dans la littérature mathématique.
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1.3. Conditions aux limites de contact et lois de frottement

Elle se caractérise par l'intervention de la contrainte normale dans le seuil de glissement

et peut s’énoncer comme suit

o7 < plo|,
los| < ploy| = u, =0, (1.3.11)
lo.| = pl|o,| = il existe A > 0 tel que o, = —Au,,

ou i > 0 est le coefficient de frottement.

La loi de Coulomb est souvent utilisée pour les corps rigides ou élastiques. On remarque
également qu’il s’agit d’une loi de seuil. Tant que le seuil n’est pas atteint, il n’y a pas de
glissement. Ce seuil est variable et dépend de la contrainte normale ce qui représente une
difficulté majeure pour I’étude mathématique de cette loi de frottement.

Loi de Coulomb non locale généralisée

Finalement, on présente la loi de frottement qui généralise la loi précédente. Soit ’opé-
rateur R une régularisante normale, c’est a dire un opérateur linéaire continu

R: H :(I') — L2(I). La régularisante R est introduite pour des raisons techniques
car la trace du tenseur des contraintes sur la frontiére est trés irréguliere. Cette loi s’énonce

comme suit

07| < pp ([Rowl)
lo-| < pp(|Roy|) = u, =0, (1.3.12)
lor| = up (|Ro,|) = il existe A > 0 tel que o, = —Au,,

oup:I's x Ry — R, est le seuil de frottement vérifiant les conditions suivantes

( (a) : il existe M > 0 tel que : |p(x, 1) —p(x,7r2)| < M |ry — 1
pour tout 71,7, € Ry, p.p x € I's,

(b) : L’application : x — p (z, ) est mesurable sur I's, pour tout r € R,

L (¢):p(2,0) =0 ,ppx el

(1.3.13)
La présence de 'opérateur R dans (1.3.12) nous conduit a appeler (1.3.12) loi de frotte-

ment non local.
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1.4. Conditions aux limites de contact bilatéral avec frottement et usure

1.4 Conditions aux limites de contact bilatéral avec
frottement et usure

Introduisons la fonction d’usure w : I's x [0, 7] — R, qui mesure 'usure de la surface.
L’usure est identifiée comme étant la profondeur normale de la matiére qui est perdue.

Puisque le corps est en contact bilatéral avec la fondation, il en résulte que

u, = —w, sur ['s. (1.4.1)

Ainsi, 'emplacement du contact évolue avec 'usure. Nous rappelons que l'effet de I'usure
est la récession sur I's, il est normal de prévoir que u, < 0 sur I's, ce qui implique w > 0 sur
Is.

L’évolution de I'usure de la surface de contact est régie par une version simplifiée de la
loi d’Archard(Voir [47]). Nous décrivons maintenant la forme du taux de la loi d’Archard
est
"l

w= —ko, |u, —v*|,

ot k > 0 est le coefficient d’usure, v* est la vitesse tangentielle de la fondation et |u, — v*|
représente la vitesse de glissement entre la surface de contact et la fondation.

On voit que I’évolution d’usure est supposée étre proportionnelle a la contrainte de
contact et la vitesse de glissement. Par souci de simplicité, nous supposons dans le reste
de la section que le mouvement de la fondation est uniforme, c-a-d, v* ne varie pas dans le
temps. Notons v* = |[v*| > 0.

Nous supposons que v* est grande pour pouvoir négliger dans la suite u, par rapport a

v* afin d’obtenir la version suivante de la loi d’Archard

W= —kv'o,. (1.4.2)

L’utilisation de la loi simplifiée (1.4.2) pour 1’évolution de 1'usure permet d’éviter cer-
taines difficultés mathématiques dans I’étude des problémes de contact. Nous pouvons main-
tenant éliminer la fonction inconnue w du probléme. De cette maniére, le probléme étant

découplé, et une fois que la solution du probléme de contact de frottement a été obtenue,
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1.5. Conditions thermiques

I'usure de la surface peut étre obtenue par intégration de (1.4.2). Soient { = kv* et o = %

En utilisant (1.4.1) et (1.4.2) nous avons

O, = Q. (1.4.3)

Nous modélisons le contact de frottement entre le corps et la fondation avec la loi de

Coulomb de frottement sec. Puisqu’il n’y a qu'un contact glissant, donc

|OT| :N|Ou|a Or = —)\(uT—U*), A>0, (1'4'4>

ou p > 0 est le coefficient de frottement. Ces relations définissent ’évolution des contraintes,
en particulier la contrainte tangentielle.Celle ci est dans le sens opposé a la vitesse de cou-
lissement relative |u, — v*|.

Naturellement, 'usure augmente dans le temps, c-a-d : w > 0. Par conséquent, il résulte
de (1.4.1) et (1.4.2) que u, < 0 et 0, < 0 sur I'3. Alors les conditions (1.4.3) et (1.4.4)

impliquent

-0, =alu|, |o|=—puo,, or=-A(u, —v*), A>0. (1.4.5)

1.5 Conditions thermiques

La condition au bord associée a la température dérivée de la condition de Fourier

_kij%yj = k‘e<9 — HR) — hT(]uT]), sur Fg X [O, T] , (151)
0 =0, dans 'y U T’y x [0,7], (1.5.2)

ou fg est la température de fondation, k. représente I’échange de la température entre
le corps déformable et la fondation, A, la fonction tangentielle. (1.5.2) est la condition aux
limites de la température sur I';U I's.

On considére également les conditions

ko2l + BO =0, surI' x (0,77, (1.5.3)
% —0, surl x[0,77, (1.5.4)
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1.5. Conditions thermiques

ot (1.5.3) représente une condition a la limite de Fourier pour la température et (1.5.4)

représente une condition a la limite de Neumann homogeéne pour le domaine de 'endomma-

gement sur I['. ou % représente la dérivée normale de
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Chapitre 2

Outils Mathématiques

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette these,
et donnons quelques propriétés nécessaires pour 1’élaboration de ce travail. Partout dans
ce chapitre 2 est un domaine borné et Lipschitzien de R¢(d = 2;3), avec une frontiére I
réguliére et de Lipschitz. Par ailleurs, nous considérons deux décompositions de I', I' = I'y
Ul'y Ul'set I' =T, Ul'yavec I'; NT'; = @, 1 # j telleque I'y, 'y, I's, 'y et I', sont mesurables

et mes I'y > 0, mes I', > 0.

2.1 Espaces de Sobolev
On commence par un bref rappel de quelques résultats sur ’espace de Sobolev H'()

défini par

H'(Q) = {ueL?(Q) tel que du € L*(Q),i=1...d}.

D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € 1.2 (Q)d pour tout
ue HY(Q).
On sait que H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, ) ) = (U, v)r2) + (Ow, Oiv)12(q) -

et la norme associée
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2.1. Espaces de Sobolev

3 - 2 2 2
|ul i) = (U, 1) g €t om éerit [ulp q) = [ulizg) + [Vulia g -

On a les résultats suivants

C'(Q) est dense dans H*(Q).

Théoréme 2.1.1.( Rellich )

H'Y(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théoréme 2.1.2. (Trace de Sobolev) Il existe une application linéaire et continue
v HY(Q)) — L2 (T) telle que yu = u |r pour u € C1(Q)

Remarque 2.1.1. l'espace L% (') ci-dessus represénte 1’espace des fonctions réelles sur
' qui sont .2 pour la mesure superficielle d I'. L’application ~ s’appelle application trace;
elle est définie comme le pronlongement par densité de 'application u — u | définie pour
u € CYQ).

On note que I'application de trace v : H'(2) — L2 (T") est un opérateur compact.

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u et o

H = {u=(u) tel que u; € L (Q)} = (L2(Q))",
H={0=(04) tel que o;; = 0j; € L>(Q)} = (L? ()7,
Hy = {u=(u) tel que u; € H' (Q)} = H (Q)?,
Hy={oceHtelqueo,;;; € H}.
Les espaces H, H, H; et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

donnés respectivement par

oue: H — H et Div:Hy — H sont respectivement les opérateurs de déformation et

de divergence, définis par
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2.1. Espaces de Sobolev

e(u) = (e (u), i (u) =35 (uiy+uz), Divo={(0y,).

Soit X un espace de Banach, nous désignons par |.| la norme associée, en particulier
les normes associées aux espaces H, H, Hy et 'H;

Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v & la frontiére est
défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour désigner
la trace yv de v sur I'. Rappelons que l'application de trace v : H; — Hr est linéaire et
continue, mais n’est pas surjective. L'image de H; par cette application est notée par Hr,
ce sous-espace s’injecte contintiment dans IL2(T")¢. Désignons par H;. le dual de Hr, et (.,.)
le produit de dualité entre H{. et Hp. Pour tout o € H;, il existe un élément ov € H{ tel

que

(JV,’}/U)foHF = (0, (v))y + (Div o,v), Vv € Hy.

En outre, si o est assez régulier (par exemple C!), nous avons la formule
(ov,yv) = /Uy.vda Vv e Hy.
r

Donc, pour ¢ assez régulier nous avons la formule suivante (Formule de Green)

(0,6(v))y + (Divo,v)y, = /ay.vda, Vv € H;. (2.1.1)
r

Nous définissons les sous-espaces fermés de L?(2) et H*
YV ={vel?Q)/e;0w) e L2} =H'(Q) V={veH |v=0surI}.

Puisque mes I'; > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V', alors, il existe une constante

Ck > 0 dépendant uniquement de 2 et I'; telle que
e (V)] > Ck |vly,, Vv e Hy.

Nous considérons sur I'espace V, le produit scalaire donné par
(u,v)y, = (e (u),e(v))y, Yu,veV, (2.1.2)
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et soit ||}, la norme associée, i.e.
lv|, = le ()] , Yo eV . (2.1.3)

Par I'inégalité de Korn, il vient que |.|; et [.[;, sont des normes équivalentes sur V' et
ainsi (V,|.|;/) est un espace de Hilbert. En outre, par le théoréme de trace de Sobolev il

existe une constante Cy dépendant uniquement de 2, I'; et I's telle que

’U|L2(F3)d <clvly , VweV. (2.1.4)

De plus, on note par V' I'espace dual de V' et par Y’ celui de Y. Nous utilisons les nota-
tions (., ),y €t (., .)yr«y pour représenter la dualité entre V',V et Y'Y respectivement.

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux inconnues élec-
triques (champ du déplacement électrique D et le potentiel électrique ¢ ) des problémes
électro-mécaniques qui vont étre introduits dans la deuxiéme partie de la theése.

Soient les espaces

W={D=(D;) \ D;elL?(Q),divD el?(Q)},
W={Ce H(Q) \(=0sur,},

ou divD = (D;;) : Ces espaces W et W sont des espaces réels de Hilbert munis des

produits scalaires donnés par

(907 ¢)W - (V(P, V¢)L2(Q)d )

et leurs normes associées |.|,,, et |.|;;, , respectivement.

9 2 2
[Pl = |Dlgzy + divDlizg) s [elw = [Vl

Puisque mes(T',) > 0, I'inégalité de Friedrichs-Poincaré est satisfaite, ainsi,

Vel < crlélpa) » YE€W, (2.1.5)

ott Cr > 0 est une constante qui dépend uniquement de Q et Ty et V& = (€ ;).
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Il s’ensuit de (2.1.5) que |y, et |.|y, sont des normes équivalentes sur W et donc
(W, |.]y1-) est un espace réel de Hilbert. De plus, par le théoréme de trace de Sobolev, il

existe une constante ¢y dépendant uniquement de 2, I', et I's telle que

Elizy) < G0 l€ly . VEEW. (2.1.6)

Aussi, rappelons que lorsque D € L2(Q)? est une fonction réguliére, la formule de Green

(2.1.1) est satisfaite

(D, VE) 2(qye + (div D, €) o) = /F Dv.éda , V¢ € H(Q). (2.1.7)

Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur

par exemple a [1, 10, 19].

2.2 'Triplet de Gelfand

Dans cette section nous rappelons la définition d’un triplet de Gelfand. Pour cela on va
commencer par un rappel sur le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet
Théoréme 2.2.1. Soit H un espace de Hilbert et soit H' son espace dual. Alors, pour

tout p € H', il existe f € H unique tel que
¥

(SO’U)H’XH = (f?U)H> Vv e H.

On a de plus

[l = [f1a-

Preuve. Pour une démonstration, voir ([14], page 81 — 82).

L’importance de ce théoréme est que toute forme linéaire continue sur H peut se repré-
senter a I'aide du produit scalaire. L’application ¢ —— f est un isomorphisme isométrique
qui permet d’identifier H et H'.

Soit maintenant H un espace de Hilbert réel tel que V' dense dans H et 'injection
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V' C H est continue. On identifie H et H'. Soit V' le dual de V. On peut alors prolonger
H dans V' grace au procédé suivant : étant donné f € H, l'application v € V — (f,v)y,

est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V' ; on la note T'f € V' de sorte que
(Tf7U>V’><V = (faU)Ha Vf € H7 Vv eV,
On veérifie que T : H — V' posseéde les propriétés suivantes
(1) [Tfly, <Clfly Yf € H,
(2) T est injective,

(3) T(H) est dense dansV”.
En général T n’est pas surjective de H sur V'. A l'aide de T' on prolonge H dans V' et

on a le schéma

VCH=H cCV, (2.2.1)

ol les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé triplet de

Gelfand. On dit que H est ’espace pivot.

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Soit 0 < T' < oo et soit (X;]|.|y) un espace de Banach réel. Notons par C.(0,T;X)
I’ensemble des fonctions continues a support compact dans [0,7] & valeurs dans X.

Définition 2.3.1. Une fonction f : [0,7] — X est dite mesurable s’il existe un sous
ensemble F C [0,7] de mesure nulle et une suite (f,).en, de fonctions appartenant a
C.(0,T; X) telle que | f,, (t) — f (t)|x — 0 quand n — oo, pour tout ¢t € [0,T] \ E.

Définition 2.3.2. Une fonction f : [0,7] — X est dite fortement dérivable dans

to € 0,7 sl existe un élément % (to) € X appelé la dérivée forte de f dans ¢y, tel que

,{igg]'%(f(twrh))—f(to)—%(to) o

Définition 2.3.3. Une fonction f : [0,7] — X est dite intégrable s’il existe une suite

(fn)nen de fonctions appartenant & C.(0,T; X) telle que

T

tim [ 14 () = F ()]t =0,
0
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2.3. Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Théoréme 2.3.1. (Bochner) Une fonction f : [0,7] — X est dite mesurable et inté-

grable si et seulement si v — |f (z)|y : [0,7] — Ry est intégrable. Dans ce cas,

/OTf dt‘ S/OTdet'

Soit 1 < p < oo. 'espace de Lebesgue L? (0,7'; X)) est 'ensemble des classes de fonctions

f:10,7] — X mesurables telles que I'application ¢t — |f|, appartient a L? [0, 7. On sait

que L? (0,7 X) est un espace vectoriel normé avec la norme

Pl = (7 flcdt)” si1<p<oo
|flis@rxy =mf{c>0 :|[f({t)x] <e, pptel0,T] } sip=oo,
par ailleurs, on a les résultats suivants.
Proposition 2.3.1 (1)L? (0,75 X) (1 < p < 00) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.), alors L?(0,7; X) est

aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(1 0)a07e30) = / (u(t) 0 (£)) x dt.

(3) L"(0,T; X) C 40, T; X) avec injection continue 1 < ¢ < r < oc.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

LP(O,T;X)’:]Lq(O,T;X), si 1<q,p< oo,
L'(0,7;X) =L (0,T; X),

D=

ot L? (0, T; X)' représente le dual de 'espace L? (0,T; X),1 < p < oc.
Définition 2.3.4 . Soit u;v € L}(0,T; X). La fonction v s’appelle la dérivée généralisée

d’ordre n de w sur [0, 7] si

/OT P () u (t) dt = (~1)" /OTSO(t)U(t) dt, Vo € C[0,T1,

C [0, 7] étant I'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support compact
dans [0,7]. Nous écrivons v = u pour n = 1 et v = u™ pour n > 2.

Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev WP(0,T; X) est I’espace des fonctions
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2.3. Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

w:[0,7T] — X telles que u € LP(0,T; X) et u € LP(0,T; X). L’espace W?(0,T; X) est

un espace de Banach muni de la norme

|u|W1-P(O,T;X) = |U|LP(O,T;X) + |u|ILP(O,T;X) :

Définition 2.3.5. Une fonction f : [0,7] — X est dite absolument continue si quelque
soit € > 0, il existe § = 6(e) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;, b;) disjoints, inclus
dans [0, 77, telsqueZ( )<50na2\f( i) — flaj )|y <e.

Maintenant nous rappelons le lien entre les fonctions absolument continues et les fonc-
tions de I'espace W'?(0,T; X)

Théoréme 2.3.2. Soit 1 < p < oo. LP(0,7; X) un espace de Banach reflexif et soit
u € ILP(0,T; X). Les propriétés suivantes sont équivalentes

(1) u € WH?(0,T; X).

(2) u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable ayant la
derivée forte dans IL?(0,T; X).

(3) Il existe up € X et g € L?(0,7T; X), telles que u (t) = ug + fo ) ds, YVt € [0,T7].

Il découle de la démonstration du théoreme 2.3.2 que, si X est un espace réflexif, alors
toute fonction u € W'P(0,T; X) est fortement dérivable p.p sur [0,7] et @ = % p.p. sur
[0, T] par ailleurs W1(0,T; X) coincide avec ’ensemble des fonctions lipschitziennes

u:[0,T] - X.

Etant donné un entier k£ > 2 et un réel 1 < p < 0o, on définit par récurrence ’espace

WP (0,T; X) = {u e L (0,T; X) ,u® € LP (0,T; X) , s < k},

on vérifie aisément que u € W*? (0, T; X) si et seulement s’il existe & fonctions

Jleveeenn gr € L>(0,T; X) telles que

/Tu(t) O (t)dt = (—1) /T g () (t)dt, Vo € C(I),Yj=1,2,...,k,

ot ) désigne la dérivée d’ordre j de ¢. On peut donc considérer les dérivée successives
= g,u?® = go,...,u) = g. L’espase WHP(0,T; X) est un espase de Banach muni de la

norme
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2.4. FEléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

k
‘U|Wk-P(O,T;X) = |u|LP(O,T;X) + (1;1 ’u(a)}Lp(o7T;X)
Nous dénotons aussi par C'(0,T; X) et C1(0,T; X) les espaces des fonctions continues et
continiment différentiables sur [0, 7] & valeurs dans X, respectivement, avec les normes
|x|C(O,T;X) = tgﬁ%}T{] |z ()] x
x = max |z (¢ max |z (t)]y .
| ‘Cl(O,T;X) te[o,}T(]‘ ()] x +t€[073’T<}‘ ()] x
Pour plus de détails sur les résultats résumés dans ce paragraphe nous renvoyons le

lecteur par exemple a [14].

2.4 Eléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

Dans cette section nous rappelons quelques éléments d’analyse dans les espaces de Hilbert
et quelques résultats concernant les inéquations variationnelles d’évolution non linéaire du
premier ordre et les équations variationnelles d’évolution paraboliques du premier ordre qui
interviennent dans 1’étude des problémes mécaniques. Puis nous rappelons le théoréme de

point fixe de Banach.

2.4.1 Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous commongons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement mo-
notones et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert V' muni du produit
scalaire (.,.)y et la norme associée|.|;, et V' ' I'espase dual de V' en notant par (.,.);.., le
produit de dualité entre V et V.

Définition 2.4.1. L’opérateur A : V — V' est dit

(a) monotome si

(Au— Av,u —v)yy >0, Yu,v € V.

(b) fortement monotone s'il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u — )y > mlu— o]}, Yu,v € V.
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2.4. FEléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

(c) de Lipschitz s’il existe L > 0

|Au — Avl,, < Lju—vl|,, Yu,veV.

(d) hemicontinu si pour toute suite numérique (\,) C R telle que )\, — X lorsque

n — —+00 on a

(A(u+ A\v), )y — (A(u+ M), w)y, quand n — 4o00. Yw € V .

En utilisant la définition précédente, on a le résultat suivant

Proposition 2.4.1. Tout opérateur de Lipschitz est hemicontinu.

Le corollaire 2.4.1. Soit X un espaces de Hilbert muni du produit scalaire (.,.)x et
de la norme associée |.|y .

Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. Alors pour tout
f € X il existe un unique élément u € X tel que Au = f.

Le corollaire précédent représente un cas particulier du théoréme de Minty-Browder (voir
par exemple [14] p.88).

Inégalité de Friedrichs-Poincaré. Soit mes I', > 0. Alors il existe une constante

Cr > 0 qui dépend seulement de € et [, telle que

IVolg 2 Crlelme, YeeW,

Vo = 2%

Ox;*

Théoréme 2.4.1. Soit (u,) une suite bornée de X. Il existe alors un élément v € X et
une sous-suite de (u,) encore notée (u,) telles que u, — u.

Fonctions convexes-Semi-continuité inférieure
-Convexité
On considére une fonction ¢ définie sur un espace vectoriel réel X et a valeurs dans
|—00, +00] . Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identiquement égale & +oo,

c’est-a-dire sl existe up € X tel que p(ug) < +o00. La fonction ¢ est dite convexe si

o(tu+ (1 —t) <tp(u)+(1—-1t)p), Yu,ve X, te]0,1].
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2.4. Eléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

La fonction ¢ est dite strictement convexe si cette derniére inégalité est stricte pour tout
u,v € X tels que u # v.
Pour toute fonction ¢ : X — |—00, +00|, on définit le domaine et [/épigraphe de ¢ respec-

tivement par

D = {u€ X | p(u) < +00}.

epip = {(u,a) € X xR | p(u) < a}.

Il est clair qu’on peut établir les résultats suivants

1) ¢ est propre si et seulement si D ¢ # ¢.

2) Le domaine de ¢ est un ensemble convexe de X si ¢ est convexe.

3) ¢ est convexe si et seulement si epi ¢ est un ensemble convexe dans X x R.
-Semi-continuité inférieure

Une fonction ¢ : H — |—00, +00] est dite semi-continueinférieurement (s.c.i.) en ug € H si

lim info(u) > p(ugp).

u—g
Une fonction est dite s.c.i. sur K C H si elle est s.c.i. en tout point de K et elle est dite
s.c.i.si elle est s.c.i.sur tout H.

Théoréme 2.4.2. Soient (V,|.|) un espace de Banach réel réflexif avec son dual (V7. ].|)
et K C V un ensemble non vide convexe et fermé.

On consideére j : K — R une fonctionnelle convexe semicontinue inferieurement et propre

et un opérateur A : V' — V'’ hémicontinu et fortement monotone, c’est- a-dire

(a)3a > 0 tel que (Au — Av,u —v), > alu—o|}, Yu,v e V.

(b) Yu,v € V,l'application t € [0,1] — (A (1 —t)u+tv,u —v),,, est continue.
(2.4.1)

Alors, pour tout f € V', il existe u € K unique tel que

(Au,v —u)y + 7 () —j(uw) > (f,v—u),, YveK. (2.4.2)

Théoréme 2.4.3 . Soit V C H C V'un triplet de Gelfand. Soit A : V' — V' un opérateur

hemicontinu et monotone qui satisfait
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2.4. Eléments d’analyse dans les espaces de Hilbert

a) (Av,v) .y 2 wlv]l X YoeV

(2.4.3)
b) |Avl,, < Ci (v, +1), YveV.

Pour des constantes w > 0; C} > 0, et A € R. Etant donnée ug € H et f € L*(0,T;V"),

alors il existe une fonction unique u qui satisfait

we 20, 7;V)NC(0,T; H), w e L*0,T; V"),
u(t) + Au(t) = f(t), ppte0,T7], (2.4.4)
u(0) = up.
Théoréme 2.4.4 . Soit V C H C V' un triplet de Gelfand, K est un ensemble convexe,
fermé non vide de V; et soit a(.,.) : V X V — R un opérateur bililinéaire, continu et

symétrique tel que pour certaines constantes ( > 0 et ¢,

a(v,v) = co v} > C o]}, Yo € H.

Alors, pour chaque ug € K et f € L%*0,T;H); il existe une unique fonction u qui

satisfait

u € L20,T; V)N W0, T; V'),

et que u (0) = ug, u(t) € K, pour tout t € [0,7],

(w(t),v—1u(®))yry+a(u(t),v—u(t)>(ft),v—u(t))y,VveK, pptel0,T],

Théoréme 2.4.5. Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.) et la
norme |.|. On identifie H et son dual. Soit V' un autre espace de Hilbert de norme |.|. On

suppose que

VcHCV

Soit T' > 0 fixé, pour presque tout ¢ € [0,T] on se donne une forme bilinéaire

a(t;u,v) : V x V — R vérifiant les propriétés
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i) La fonction t — a(t; u,v) est mesurable Yu,v € V.
i) a(t;u,v) < M |ul|v| p.p.t €[0,T],Vu,v € V. (2.4.11)
i) a(t;v,v) > alll|> = Cl]* YoeV, pptel0,T]VveV,

oit « > 0, M et C sont des constantes, ug € H et f € L2(0,7;V"). Alors il existe une

fonction unique u telle que

d
w e L2(0,T; V)N C(0,T; H) et d—? e L2(0,T; V7). (2.4.12)

(2(t),v) + a(t;u(t),v) = (f(t),v), ppt€[0,T), YveV, (2.4.13)
u(0) = up.

Dans cette section, nous allons rappeler une version du théoreme de Cauchy- Lipschitz
(voir par exemple [48] | p.48).

Théoréme 2.4.6. Soit (X, |.|y) un espace de Banach réel et soit F'(t,.) : X — X un

opérateur défini p.p. sur [0, 7] qui satisfait les propriétés suivantes

il existe Lr > 0 tel que
|F (t,x) — F (t,y)|x < Lrl|z —yly, Vz,y € X, p.p.t €[0,7T], (2.4.14)
il existe 1 <p < oo tel que F (.,z) € L?(0,7;X) Vz € X.

Alors, pour tout zy € X, il existe une fonction unique z € W17 (0, T; X) telle que

i (t)=F(tx ), pptelo,T],
() =F(t.c(t), pptcoT ot
z(0) = 0.
Proposition 2.4.2. Si u,v € L?(Q), on a I'inégalité de Cauchy-Schwartz
|(u, v)| < |ul|v|. (2.4.16)

2.4.2 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréeme du point fixe de Banach va étre utilisé plus tard dans cette thése pour

démontrer 'existence et I'unicité de la solution. Soit X un espace de Banach muni de la
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norme |.|y, K C X une partie de X et soit A : K — X un opérateur défini sur K. On

s'intéresse a I'exitence d’une solution de I’équation

Alu) =u, v e K. (2.4.17)

Une telle solution de (2.4.17) s’appelle un point fixe de A dans K.
Théoréme 2.4.7. ( point fixe de Banach) Soit K une partie non vide et fermée de

I'espace de Banach X et soit A : K — K une contraction, i.e, 3 k €]0, 1] tel que

|Au— Av|y <kl|lu—vl]y, Yu,v e K. (2.4.18)

Alors il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, A posséde un point fixe
unique dans K.

Rappelons que les puissances de 'opérateur A sont définies récursivement par

A" = A(A"1) pour n > 2.

Théoréme 2.4.8 . Sous les mémes conditions du théoréme (2.4.7), on suppose que A"

est une contraction pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fixe unique dans

K.

2.5 Compléments divers

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes de majoration et d’estimation d’erreur, en particulier pour établir
I'unicite de la solution. Pour avoir plus de détails sur les rappels figurant dans cette section,

on pourra consulter par exemple [28].

2.5.1 Lemmes de type Gronwall

Lemme 2.5.1. Soient m,n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €10,7], a > 0 une constante et ¢ € C'(0,T;R) une fonction.
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1. Si
o) <a+ [m(s)ds+ [n(s)p(s)ds, Vte[0,T],
[rom]
alors . .
o)< [a+ [ m(s)ds|exp n(s)ds |, vVt €0,71],
[roe)=]
2. Si
6 (1) < m(t) +a./¢><s)ds, Ve [0,7],
0
Alors . .
/gb(s)ds < e“T/m(s)ds, vt € [0,7],

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient

Corollaire 2.5.1. Soient n € C'(0,T;R) telle que n(t) > 0 pour tout ¢ € [0,7], a > 0
une constante et ¢ € C(0,7;R) une fonction telle que

Si

t

6 (1) ga+/n<s)¢(s)ds, e [0,7],

alors

t

o (t) <aexp /n(s)ds , Vt € [0,T7],

Le corollaire (2.5.1) est souvent utilisé pour montrer 1'unicité de la solution, de la fagon
suivante. On suppose deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence entre ces
solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

t

¢<t>s/n<s>¢<s>ds, vt e [0,7],

0

avec une certaine fonction n > 0. Le corollaire (2.5.1) donne immédiatement la nullité

de ¢.
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2.5.2 Sous différentiabilité

Nous considérons partout dans ce paragraphe que X est un espace normé, X' 'espace
dual de X et K un sous-ensemble de ’espace X.

Définition 2.5.1. On appelle fonction indicatrice de K, la fonction y définie par

0 sixe K,
XK = .
+oosix ¢ K.
Il est important d’introduire des notions telles que la sous-différentiabilité et le sous-
gradient d’une fonction. La notion de sous-différentiabilité intervient fréquement en méca-
nique et notamment dans la mécanique du contact.

Définition 2.5.2 . Soit une fonction j : X — R et u un élément de X tel que j(u) # +oo

Le sous-différentiel de j en u; noté dj(u) est 'ensemble de X’ défini par

Oj(u) ={u' € X" :j(v) > j(u) + (W, v—u)yy, YvEX}. (2.5.1)

Tout élément v’ de ’ensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de j en u : La fonction j
est dite sous-différentiable en u si dj(u) # &, et on dit sous-différentiable si elle I'est en tout
point u de I'espace X.

Dans le cas d’un espace de Hilbert X, le sous-différentiel de j en u peut aussi étre écrit

comme

dj(u) ={u' € X : j(v) > j(u) + (v',v —u)y, Yo e X}. (2.5.2)

Maintenant nous supposons que K est un convexe non vide. Nous considérons la fonction
indicatrice xj de l'ensemble K. Nous avons si u ¢ K alors Oy (u) = @. Supposons alors

que u € K. Il vient que si u' € xx(u) alors
(U0 —u)yr x <0,V0 € K.

Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel 0y d’une fonction indicatrice y

d’un ensemble convexe non vide

Oxg (u)={u' € X" : (v, v =)y y <O,VvEK}.
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Deuxiéme partie

Analyse variationnelle de problémes
electro-viscoélastiques de contact avec

frottement de Coulomb régularisé
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Partie 11

Analyse variationnelle de problémes
electro-viscoélastiques de contact avec frottement de
Coulomb régularisé

Dans cette deuxiéme partie, nous allons traiter deux problemes de contact pour des corps
electro-viscoélastiques.

Le premier probléme est modélisé dans un processus quasistatique avec condition de Si-
gnorini et avec frottement, le deuxiéme probléme est modélisé dans un processus dynamique
avec condition de Signorini et avec frottement

On établit pour chaque probléme une formulation variationnelle et un résultat d’exis-
tence et d’unicité. Les démonstrations sont basées sur des résultats classiques d’existence
et d’unicité sur les équations et les inéquations d’évolutions et une version du théoréeme de

Cauchy-Lipschitz et des arguments de point fixe.
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Chapitre 3

Probléme quasistatique en

electro-viscoélasticité avec frottement

Nous décrivons dans ce chapitre un modeéle mathématique dans un processus quasista-
tique d’un probléme de contact entre un corps électro-visco-élastique et une fondation. Le
contact est modélisé par une condition de Signorini et une condition électrique régularisée.
Le frottement est formulé par une version de la loi de Coulomb. Nous dérivons une formu-
lation variationnelle sous forme de systéme couplé en terme des champs de déplacement et
du potentiel électrique. Aussi, nous établissons un résultat d’existence et d’unicité d’une

solution faible pour le modéle. Le contenu de ce chapitre a fait 'objet de la publication [9].

3.1 Formulation du probléme

Le probléme étudié dans ce chapitre entre dans le cadre physique n’l présenté dans
le premier chapitre de cette thése et par conséquent nous utilisons le deuxiéme modeéle
mathématique pour que ’étude soit complete, précisons que la loi comportement est électro-
visco-élastique de type (1.2.7) et la condition de contact de Signorini est prescrite dans
(1.3.10). Nous considérons les conditions de frottement de type Coulomb (1.3.12).

Alors, le modele classique pour ce processus est le suivant

Probléme P; : Trouver un champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R%, un champ des
contraintes o :  x [0, 7] — S?, un champ potentiel électrique ¢ : Q x [0, 7] — R, un champ

des déplacements électriques D : Q x [0,T] — R? tels que
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3.1. Formulation du probléme

o=As(u) 4+ Ge(u) — & E(p) dans Q x [0,77], (3.1.1)
D =pBE(p)+ & (u), dans Q x [0,7], (3.1.2)
Div o+ fo =0, dans Q2 x [0,7], (3.1.3)
div D = qp, dans 2 x [0,7], (3.1.4)
u=0, surI'; x [0,7], (3.1.5)
o, =h, surTy x[0,T], (3.1.6)
u, <0, 0,<0, u, 0, =0, sur 'y x][0,7], (3.1.7)
|o7| < pp|R o],
lor| < up|R 0,| = u, =0, sur I'; x [0,13.1.8)
lor| = up|R o, = 3 XA > 0 tel que o, = —\u,,
=0, surl,x][0,7T], (3.1.9)
Dv = go, sur [y x [0,7T], (3.1.10)
u(0) =up, dans Q x[0,77]. (3.1.11)

Les équations (3.1.1) — (3.1.2) représentent la loi constituve électro-visco-¢lastique que
nous avons introduite dans (1.2.7) ou A répresente I'opérateur de viscosité et G répresente
Popérateur d’élasticité. £ , £ le tenseur piézoélectrique et son transposé, 3 dénote le champ
de la permittivité électrique. Ensuite, les équations (3.1.3) —(3.1.4) sont les équations d’équi-
libre des champs de contrainte et déplacement électrique, que nous avons déja vues dans
(1.1.6) et (1.1.9). Les conditions (3.1.5) et (3.1.6) répresentent les conditions aux limites
déplacement-traction, tandis que (3.1.9) et (3.1.10) sont les conditions aux limites électri-
qus que nous avons définis dans les chapitres précédents. Le contact de Signorini est modélisé
par la condition (3.1.7) et le frottement est décrit par la relation (3.1.8) qui peut étre écrite
sous la forme (1.3.12) . Finalement, (3.1.11) est la condition initiale ou ug est un champ de

déplacement donné.
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3.2. Formulation variationnelle

3.2 Formulation variationnelle

Nous donnons maintenant des hypothéses sur les données du probléme
Supposons que lopérateur de viscosité A : Q x S — S? satisfait

( (a) : 3 Mg >0tel que : |A(z,e1) — A(x,e2)| < Myler — &9

Ve ,e0 €S ppa €,

(b) : 3my >0 tel que : | A(z,e1) — A(x,65) 61 — €2 > mig ey — ]
Ver,e0 €S ppx €Q,

(¢) : L’application  — A (x, ) est lebesgue mesurable sur Q pour tout € € S¢,

| (d) : L’application v — A (7,0) € H,
(3.2.1)

I'opérateur d’élasticité G : Q x S* — S¢ satisfait

[ (a):3 Mg >0 tel que:|G (2,&,) = G (. &) < Mg |&, — &
v 51 762 € Sd7 b.p-x € Q;
(b) : L’application # — G (z,&) est lebesgue mesurable sur € pour tout £ € S¢,

| (c) : L’application  — G (z,0) € H.
(3.2.2)

Le tenseur piézoélectrique & (x) = (e (x))f] pey T ESY— £ (2) (1) € R? satisfait

(a) : € = () : Q x §% — RY,
() : & (z,7) = (esji (x) Tj), VT = (745) € S4ppx € Q, (3.2.3)
(€) : eijr = e € L ().

Le tenseur de permitivité électrique 3 (z) = (by; (m))zjzl :E e R — B(z)(F) € RY

vérifie

((a):8=(B;): QxR - R,
(): B (2, F) = (b (2) By) VE = (E) € R pops € 9,
(€) 1 bij =bj; € L (), (3.2.4)
(d) : 3 mg > 0 tel que : by (z) B;E; > mg |E|?,
VE = (E;) e RY,z € Q.
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3.2. Formulation variationnelle

La fonction p seuil de frottement satisfait

( p: s xRy — R, vérifie
(a): 3 M >0tel que: |p(z,r1) —p(x,re)| < M|r — 1o,
pour tout 1,79 € Ry p.p.x € I's,
(b) : L’application : x — p (x,r) est mesurable sur I's, pour tout r € R,

[ (¢) :p(2,0) =0 ,ppxels.

(3.2.5)

Tandis que le coefficient de frottement u vérifie

p € L°(Ts), p(x) >0, p.p.xsur Is. (3.2.6)

Les forces volumiques, la traction surfacique et la densité des charges électriques volu-

miques et surfaciques vérifient

(a) ﬁ)elL2(0,Ixfi),fLe]L2(0,IgﬂP(I3)d),

(3.2.7)
(b) @ € L?(0,T;L%(Q)), g2 € L? (0, T;L%(T)) .
Finalement, nous assumons que le déplacement initial satisfait
ug € V. (3.2.8)

Utilisant le théoreme de Riesz, nous définissons les applications f : [0,7] — V' et

q:[0,7] = W comme suit

(f (1) Oy = fo fo (D vde + [ h(t)vda, YoeV, tel0,T],  (3.29)

(a(), D)y = = Joq () ¥dz + [i, g2 (t) da, Ve W, t[0,T]. (3.2.10)

Notons que la condition (3.2.7) implique

fel?(,T;V"), qel?(0,T;W). (3.2.11)
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3.3. Existence et unicité de la solution

On définit U le sous ensemble convexe des déplacements admissibles donné par
U={ve H/v=0surI'y, v, <0 sur s}, (3.2.12)

Soit U C V un ensemble non vide convexe et fermé.

Soit la fonctionnelle de frottement j : H; x K — R donnée par

j(o,v) = / up |R o, |vs| da. (3.2.13)
I's

En utilisant les formules de Green (2.1.1) et (2.1.7), il résulte que si (u, o, ¢, D) sont des
fonctions suffisamment réguliéres qui satisfont (3.1.1) — (3.1.11), alors on a la formulation
variationnelle suivante

Probléme PV, : Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,7] — R¢, un champ
des contraintes o : Q x [0,7] — S%, un champ potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R, un

champ des déplacements électriques D : Q x [0, 7] — R? tels que

(0(t), ev — i) + j(o,0) — (o, i) = (F()ov — al(t))v, Vu,v € V,(3:2.14)
(D(t), V) aqe + (a () )y = 0, Vap € W. (3.2.15)

Notre résultat principal d’existence et d’unicité est présenté dans la section suivante

3.3 Existence et unicité de la solution

L’existence d’une solution unique du probléme variationnel PV; est donnée par le théo-
réeme suivant
Théoréme 3.3.1. Supposons que (3.2.1) — (3.2.8) sont vérifiées. Alors, le Probleme PV;

posseéde une solution unique (u, ¢). En outre, la solution satisfait

u € WH(0,T;U), (3.3.1)
o € WH(0,T;W). (3.3.2)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Remarque 3.3.1 : Un"quadruplet" des fonctions (u, o, ¢, D) qui satisfont (3.1.1) , (3.1.2)

(3.2.14) — (3.2.15) est appelé solution faible du probléme de contact PV;. Nous concluons
par le théoreme 3.3.1 que, sous les hypothéses (3.2.1) — (3.2.8) il existe une unique solution
faible du probléme PV;. Pour préciser la régularité de la solution faible, notons que les
relations constitutives (3.1.1) et (3.1.2) et les hypotheses (3.2.1) — (3.2.8) et la régularité
(3.3.1) et (3.3.2) montrent que o € L2(0,T;H) et D € W2(0,T; W) ; de plus, en utilisant
(3.1.1) et (3.1.2), il s’ensuit que (3.2.14) et (3.2.15) sont vérifiées pour tout v € V,¢ € W
et t € [0,T]. Nous prenons v = 1 () & z ot z € C5° (Q)* dans (3.2.14) et ¥ € C5° (Q) dans
(3.2.15), on trouve

Divo (t) + fo (t) =0, divD (t) =qo(t), p.pdans Q, Vt e [0,T7],

il s’ensuit maintenant des régularités (3.2.7) que Divo € L2(0,T; 12 (2)%) et
divD € L?(0,T;1.2 (9)), ce qui montre que

o € L*(0,T;H,), (3.3.3)
D e W20, T;W,). (3.3.4)

Nous concluons que la solution faible (u, o, ¢, D) du probléme de contact piézoélectrique
P, possede la régularité (3.3.1) — (3.3.4)

Démonstration du théoréme 3.3.1.

Notre objectif principal dans ce paragraphe, est d’établir la démonstration du théoréme
d’existence et d’unicité pour le probléme variationnel PV;. Pour ceci, nous supposons dans
ce qui suit que (3.2.1) — (3.2.8) sont satisfaites et, partout ci-dessous, nous dénotons par C
une constante positive indépendante du temps et dont sa valeur peut changer d’une ligne &
lautre. La démonstration se fait en plusieurs étapes. Elle est basée sur les arguments des
inéquations d’évolution non linéaires de premier ordre et des arguments de point fixe.

Dans la premiere étape, pour G € L*(0,T;H;) et n € L*0,T;V’), on considére le
probléme intermédiaire suivant

Probléme PVF77 : Trouver un champ de déplacement ug, : 2 x [0,7] — U, tel que
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3.3. Existence et unicité de la solution

ugy (t) € U (As(ugy (1)), e(v — (b)) + (0(1), v — i (1)) 1y + J(G, v>(g_3_5)
—i(G,ugy(t)) = (f(t),v — ucy(t)) Yu(t) €V,
e (0) = up. (3.3.6)

Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet pour définir les opérateurs

A:V — V' et la fonction f, : [0,7] — V' par les égalités

(Aua U)V/XV = (./46 (u) € (U))H ) (337)

(s Oy = (F () =0 (),0)yryy sV EV, (3.3.8)

D’apres ’hypothése (3.2.11) ,on a

f, € L2(0,T; V).
On pose maintenant ue, : [0,7] — U une fonction définie par

t

uay (t) = /'UG77 (s)ds 4+ ug, Vtel0,T]. (3.3.9)
0
On obtient 'inéquation variationnelle suivante

Probléme QV,°" : Trouver un champ de déplacement vg, : Q x [0,T] — U, tel que

(Avgy(t)), w — vay(t)) vy + (G w) = §(Gvay(t) = (f(1),w —van(t)) iy, Yw(t) €V,
(3.3.10)

Dans I’étude du probléme variationnel QV,°", nous avons le résultat suivant
Lemme 3.3.1 : Pour tout G € L*0,7;H;) et n € L*0,7;V’), QV," admet une

solution unique de régularité

vay € L*(0,T;U), (3.3.11)
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3.3. Existence et unicité de la solution

pour tout v,w € V et t € [0,T]. Nous appliquons le théoréme 2.4.2. Nous utilisons

(3.2.1) et (3.3.7) pour avoir que A est fortement monotone et de Lipschitz et satisfait

(A’Ul (t) — AUQ (t) , U1 — U2)V’><V Z my |U1 — UQ’%/ . (3312)

Nous utilisons (3.2.1), nous obtenons

(Avy (t) — Avg (1), W) iy < My |vr — vay Wy, (3.3.13)

Pour w = Av; (t) — Avs (t) dans la derniére inégalité, nous trouvons

’A'Ul (t) — AUQ (t)|V’ S MA ’Ul — U2|V . (3314)

Il est facile de montrer que j (G, .) est convexe semicontinue inferieurement et propre.
Donc, le probléeme QV}”" admet une solution unique vg, € L*(0,T;U)

On utilise le résultat suivant

Lemme 3.3.2. Le probleme PV;”" posséde un solution unique u,, € W**(0,T;0).

Preuve. La preuve du lemme 3.3.2 est une conséquence du lemme 3.3.1 et la relation
(3.3.9)

Dans Pétape suivante nous utilisons la solution ug, € W'?(0,T;U) obtenue dans le
lemme 3.3.2 pour construire le probléme variationnel suivant

Probléme Pf %" : Trouver un champ potentiel électrique Oy X [0,T] — W tels que

(BVQOGn(t% vw)]]}(ﬂ)d - (f{:‘(an(t)), vw)]]ﬁ(ﬂ)d = (q (t) ﬂ#)w Vw € VV, te [O7T] .
(3.3.15)

Lemme 3.3.3. Il existe une solution unique ¢, € W'?(0,T; W) qui satisfait (3.3.15).
De plus, si ¢g, et pg,, sont deux solutions de (3.3.15). Alors, il existe une constante C' > 0

tel que

o1 (1) = 2 (Dl < Clua () —uz (W)}, VE€[0,T]. (3.3.16)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Preuve. Soit ¢ € [0,7]. Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour

définir 'opérateur Ag, : W — W par

(Aao()p, 6w = (BVp0(1), T)a(ays — (Ee(uicn(t)), V) pagpes V¢ € 0,T], (3:317)

pour tout ¢, 1) € W. Soit ¢,, ¢, € W; nous utilisons les hypothéses (3.2.4) pour trouver

(AGn(t)% - AGn(t)%a ©1 — Po)w > mp |<P1 - 902|?/v . (3~3~18)

Nous avons, aussi

(AGn(t)% - AGn(t)SOm?ﬂ)W <cp 1 — 902’W W|w- (3.3.19)

Les inégalités (3.3.18) et (3.3.19) montrent que l'opérateur Ag;, (t) est fortement mono-
tone et de lipschitz, donc, nous utilisons un résultat standard sur les égalités variationnelles,

il s’ensuit qu'il existe un unique élément g, € W tel que

Acnpan(t) =a(t) . (3.3.20)

Nous combinons maintenant (3.3.17) et (3.3.20) pour déduire que ¢, € W est 'unique
solution de I’équation variationnelle (3.3.15) .

Nous prouvons maintenant que ¢, € W2 (0,T; W). Pour ceci, nous considérons t;,t, €
[0, T et pour des raisons de simplicité, nous écrivons pg,, (t;) = ¢;, uey(t:;) = ui, q (t:) = g,

pour i = 1.2. Moyennant (3.3.15), (3.2.3) et (3.2.4) nous dérivons l'inégalité

2
mg 1 — 902|W < ¢ uy — U2|V [ 902|W + g1 — Q2|W [ 902|W . (3.3.21)

Alors, nous avons

01 () = 02 (W) < C (Jua () = w2 ()] + |oa () — a2 (D), VEE[0,T].  (3.3.22)

La relation (3.2.10) implique que ¢ € L? (0, T’; W), nous avons ug, € W2 (0,T;U) donc
Vinégalité (3.3.22) implique que ¢, € W (0,T; W)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Soient, maintenant 7,7, € L2(0,T; V"), Gy, Gs € 1L2(0,T; H;) et, pour simplifier, notons
Pan (i) = ¢, uey(ti) = u; pour i = 1.2. En utilisant (3.3.15) et moyennant des arguments

similaires & ceux utilisés dans la preuve de (3.3.21) on déduit que

mg |1 (t) = 03 Oy < ce fur () — w2 (Ol + o1 (8) = @2 ()], VEE[0,T]. (3.3.23)

Alors nous avons le résultat du lemme 3.3.3.

Considérons maintenant I’opérateur

A:L20,T;Hy x V') — L2(0,T; Hy x V') défini par

A(G,n) = (A1 (G), Ay (n)),VG € L?(0,T;Hy),Vn € L2 (0, T; V'),

M (G) = Ae (i) + G (uc) — E€'E () -
(A2 (1), vy = (Ge(uan(t) +E Ve, (£).€) ., VEEV

A (Grm) = A (Gaymy)|” = [(A1 (G), Az (1)) = (A1 (Ga) , Az (n2))]

= |1 (G1) = Ay (Go)* + [As () — As () [*

Dans la derniére étape, nous montrons que 'opérateur A posséde un point fixe unique

Lemme 3.3.4. Il existe un unique élément (G*,n*) € L2(0,T;Hy x V') tel que

A(G* ") = (G*, ") . (3.3.25)

Preuve. Soient 1,,71, € L2(0,T;V"),G1,Gs € L2(0,T;H;) et par simplicité, nous utili-

sons les notations u; et ; pour les fonctions ug,; et g, obtenues dans les lemmes 3.3.2 et
3.3.3 pour i = 1.2. Soit t € [0,7]. On a

Ay (G) = Ae (uay) + Ge (uay) — £°F (¢6,)

Ce qui donne

|Gh = G| < C(Jor (1) =va ()] + [ua () —ua (O)]y + 1 (1) =2 (D). (3:3.26)

En utilisant (3.3.16), nous obtenons
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3.3. Existence et unicité de la solution

|G = G| < C(Jur () = w2 (D)l + Jua () — w2 ()]y) - (3.3.27)
D’un autre coté, puisque

t

m@:%+/w@@,

nous obtenons

|m@yﬂmwwg0/wmg—m@mﬂ& (3.3.28)

a partir de (3.3.28), la relation (3.3.27) devient

|G1 — Go| < C (m (t) — v ()], + / |v1 (8) — vo (s)vds) : (3.3.29)

a partir de (3.3.5), on trouve

(Ae (v1 (1)) = A (02 (1)) ;€ (01 (1)) = € (02 (1)) + (10 (1) = 12 (1), 01 () — 02 (F))

(3.3.30)
+j(Gr,v1 (1) = j(Gr,v2 (1) — j(Ga, 01 (F) + j(Ga,v2(2) <0

et, on a

J(Gryv2 (1) = §(Gry 01 (1) = (G, v2 (1) + j(Ga, 01 (1) = [p, up |R Gu| [ver| da—

- f[‘3 up ‘R G].I/’ ’Uh‘ da — ng up ’RGQV’ ’/021" da + fp3 up ‘R G2V‘ |U17" da.
(3.3.31)

De (2.1.4),(3.2.5), (3.2.6) et en utilisant les propriétés de R, on trouve

J(Gryv2 (1) = j(Gryv1 () — §(G2, 02 (1) + j(Ga, 01 () < C|G1 — Galyy, [v1 — vy,
(3.3.32)
Donc (3.3.30) devient
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3.3. Existence et unicité de la solution

(Az (1 (1) = Ae (v (1)) & (01 (1) = (v2 (1)) + (11 (8) =7 (), 01 (£) = v2 (1))

< O|Gy = Galyy, 1 — w2y,

(3.3.33)

Par intégration, et en utilisant la relation (2.1.3), (3.2.1) et I'inégalité de Cauchy-Scwartz

on trouve

ma fy o1 (s) = vz ()[5 ds < [ 1 () =12 (8) |y o (5) = 02 ()], ds

t (3.3.34)
+C [y 1G1(5) = G ()3, o1 (5) —va (5)]y ds,

pour tout ¢ € [0,77]. De plus, d’aprés l'inéquation 2ab < %oﬂ + %b2 et 2ab < mLAa2 +

TAD? | on obtient

ma fot [v1 (5) — w2 (8)] d5 S ma fo 171 (8) —ny (s |vf ds + =2 fo |v1 (s )|Vd5

+: 2 o 1G (5) = Ga ()3, + 2 fo In s) — vy (s)[2 ds
(3.3.35)

On trouve

[ o= neasse ([ me-ne i [[16:6- Gk, a

(3.3.36)
On applique cette inégalité dans (3.3.28)
ur — sy, < C (/0 1 (5) =712 (5) [y ds +/0 |G1 (s) = Ga (5)l, ds) : (3.3.37)
Par (3.3.30), on a
(e (0 () = A 0 (1) 01 (1) = £ 0 0) + 0 ) = ma () ) =0 (0) o

+5(Gr,v1 (1) = j(Gr,v2 (1) — J(Ga,v1 (1)) + j(Ga,v2(2) <0

On utilise les relations (2.1.3), (3.2.1),(3.3.32) et I'inégalité de Cauchy-Scwartz pour

avoir
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3.3. Existence et unicité de la solution

ma o (8) = v (D] <

(3.3.39)
71 () = 2 (B)yr [01 (8) — vz ()3, + C1G1 () — Ga (D)3, [v1 (£) —v2 (D),

Pour tout ¢t € [0,7T]. De plus, on utilise les inégalités 2ab < %aQ + %62 et 2ab <

2 g2 4 mAR2 on obtient
m 2 ?
A

ma vy () = va (t)]5 <

i 11 (8) =y (5 + 7 o () = w2 () + 55 (G (8) = Ga (D), + 5 o (1) =2 (D

(3.3.40)
Ce qui implique
o1 (8) = o2 (I}, < C (Iny () = 12 (O + G (8) = Ga (B)]7,,) (3.3.41)
A partir de (3.3.36) et (3.3.41),donc, (3.3.29) devient
|G (1) = Ga ()5, < C (I (8) = mz (B3 + |G (8) = G (B)5,,) +
; ) ; ) (3.3.42)
C (fy I (5) = ma ([} ds + [ G (5) = Ga (s) 3, ds)
D’un autre coté,
(A2 (), E)yryy = (Geluay(t) + E Vg, (), €)1,  YEEV
On trouve
[0 (8) = n2 (B)]3 < C (lr (8) = 2 (D3 + Jua (£) = ua (B)]) (3.3.43)
D’autre part (3.3.16) donne
[ (8) =112 (0)]3 < C (Jua (1) = uz (D7) (3.3.44)

De (3.3.37), on a
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3.3. Existence et unicité de la solution

=l <€ ([ @ -m@fds+ [ 166G as). @as)

Utilisons (3.3.24), pour trouver

A (Grmy) — A (Ga, 7]2)|i2(0,T;H1><V’) <C (|771 (t) —m, (t)ﬁ// +|G1(t) — G2 (t)ﬁ{l)

+C (fy Iy (5) = na ()N} ds + [ |G (5) = Ga (9)[3, ds)
(3.3.46)

Pour tout ¢ € [0,7], par récurrence, avec AP la composée pi“™“de I'opérateur A, on a

A7 (Grm) = A (Gay o) < [ L oo S ) 1Gum) — (Gl .
1,7 2, M2) L2071 x V) = | 5 P 4! L 2, M2)1L2(0,7;H1 x V")
J= '

(3.3.47)

Et par conséquent (3.3.47) implique, pour tout ¢ € [0,T] et p € N, que

2 (Cp+CT)" 2
[AP (G1,my) — AP (Ga, 772)’L2(0,T;H1><V’) < T [(G1ym) — (G27772)‘]L2(0,T;H1><V/) :
(3.3.48)
Supposons que C' < %, il s’en suit d’aprés le critére de d’Alembert que la série Z (Cp;#)p

7=0

<o . Cp+CT)?
est convergente, d’ou il résulte que le terme général #

tend vers 0, lorsque p — oo
Ce qui implique pour p suffisamment grand que I'application AP est une contraction dans
I'espace de Banach L%(0,T; H; x V). Alors, il existe un unique (G*,*) € L2(0,T; H; x V')

tel que A? (G*,n*) = (G*,n*) et de plus (G*,n*) est "'unique point fixe de A,tel que

A(G* ") =(G*,)n"). (3.3.49)

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstration du théoréme
3.3.1.

Existence. Soit (G*,n*) € L?(0,T;H; x V') le point fixe et soit (u*, ¢*) la solution de
PVET PP pour (G,n) = (G*,n*) pour u* = UGy €t " = Qgs,». Nous concluons par

(3.2.14) et (3.2.15) que (u*, p*) possede la régularité donnée par (3.3.1) et (3.3.2)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Unicité. L’'unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du point fixe de 'opé-
rateur A défini par (3.3.24) et 'unicité de la solution des problémes PV1G77 et P %" ce qui

achéve la démonstration.
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Chapitre 4

Probléme dynamique

électro-viscoélastique avec frottement

Nous considérons un probléme de contact dans le cas dynamique entre un corps électro-
viscoélastique et une fondation électriquement conductrice. Le contact est modélisé par une
condition de Signorini et une condition électrique régularisée. Le frottement est formulé
par la loi de Coulomb. Nous dérivons une formulation variationnelle sous forme de systéme
couplé en termes de champs de déplacement et du potentiel électrique. Aussi nous établissons
un résultat d’existence d’une solution faible pour le modéle. Le contenu de ce chapitre a fait

'objet de la publication [§].

4.1 Formulation du probléme

Le probléme étudié dans ce chapitre entre dans le cadre physique n’l présenté dans le
premiér chapitre de la thése et par conséquent nous utilisons le deuxiéme modéle mathé-
matique, pour que ’étude soit complete, précisons que la loi de comportement est électro-
viscoélastique du type (1.2.7) et la codition de contact avec Signorini est prescrite dans
(1.3.10). Nous considérons les conditions de frottement du type Coulomb (1.3.12).

Alors, le modele classique pour ce processus est le suivant

Probléme P, : Trouver un champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R%, un champ des
contraintes o :  x [0, 7] — S?, un champ potentiel électrique ¢ : Q x [0, 7] — R, un champ

des déplacements électriques D : © x [0,T] — R? tels que
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4.1. Formulation du probléme

o=As(u) 4+ Ge(u) — & E(p), dans Q x [0,7T], (4.1.1)
D =pBE(p)+ & (u), dans Q x [0,7], (4.1.2)
pu = Div o + fo, dans Q x [0,7], (4.1.3)
div D = qy, dans 2 x [0,7], (4.1.4)
u=0, sur 'y x [0,7], (4.1.5)
o, =h, sur Dy x[0,T], (4.1.6)
u, <0,0,<0,u,0,=0, sur'3x[0,7], (4.1.7)
7| < pp|R oyl
lor| < up|R o, = u, =0, sur I'; x [0,74.1.8)
lor| = up|R o, = 3 XA > 0 tel que o, = — i,
=0, sur ', x[0,77], (4.1.9)
Dv = go, sur [y x [0,T], (4.1.10)
u(0) =wup et u(0) =wy, dansQ x[0,7]. (4.1.11)

Les équations (4.1.1) — (4.1.2) représentent la loi constituve électro-visco-¢lastique que
nous avons introduite dans (1.2.7) ou A et G répresentent les opérateurs de viscosité et
d’¢élasticité respectivement. &, £ le tenseur piézoélectrique et son transposé, S dénote le
champ de la permittivité électrique. Ensuite, ’équation (4.1.3) représente I’équation de mo-
vement ol fy est la densité des forces volumiques agissant sur le corps déformable €2, et p
désigne la masse volumique, (4.1.4) est I’équation d’équilibre des champs de déplacement
électrique, que nous avons déja vu dans (1.1.5) et (1.1.9). Les conditions (4.1.5) et (4.1.6)
répresentent les conditions aux limites déplacement-traction, tandis que (4.1.9) et (4.1.10)
sont les conditions aux limites électriques que nous avons définis dans les chapitres précé-
dents. Le contact de Signorini est modélisé par la condition (4.1.7) et le frottement est décrit
par la relation (4.1.8) qui peut étre écrite sous la forme (1.3.12) .Finalement, (4.1.11) est les

conditions initiales.
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4.2. Formulation variationnelle

4.2 Formulation variationnelle

Nous donnons maintenant des hypothéses sur les données du probléme

Supposons que lopérateur de viscosité A : Q x S — S? satisfait

(

(a): 3 My >0tel que :|A(z,e1) — A(x,e9)| < Mylep — e

Ve ,e0€S?, ppa e,

(b) : 3my >0 tel que : | A(x,e1) — A(z,65), 61 — €2 > migler — &
Vel,eo €S, ppa e,

(¢) : L’application x — A (x, ) est lebesgue mesurable sur  pour tout € € S¢,

| (d) : L’application  — A (x,0) € H.

(4.2.1)
Supposons que 'opérateur d’élasticité G : Q x S* — S, satisfait
(
(a) : 3 Mg >0 tel que : |G (2,&;) — G (z,&)] < Mg [§; — &
v§1a§265d7 p.p.IEQ,
(b) : L’application x — G (,€) est lebesgue mesurable sur  pour tout & € S¢,
[ (¢) : L’application z — G (,0) € H.
(4.2.2)
Le tenseur piézoélectrique & = (e;1) :  x S? — R? satisfait
(a) : &(x,7) = (e () Tjx) V7 = (155) € S4,p.pw € Q, (423)
(b) D €ijk = €ikj € L (Q) .
Le tenseur de permitivité électrique 8 = (8;;) : @ x R? — R? vérifie
(a) : B(z, E) = (b () Ej) VE = (E;) € R, ppx e,
b) : by; =b;; € L™ (9
)by = by €1 (@), o
(¢) : 3mg > 0 tel que : by (x) B E; > mg |E|”,

VE = (E;) € R4,z € Q.

\

La fonction p : I's x R, — R, seuil de frottement satisfait
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4.2. Formulation variationnelle

p

(@): I M >0tel que: |p(x,r) —p(x,re)| < M|ry — 1o

pour tout r1,7, € Ry, p.p x € I's,

(4.2.5)
(b) : L’application : x — p(z,r)est mesurable sur I's, pour tout r € R,
\ (C) p(.I',O) =0 PP T E Fg,
tandis que le coefficient de frottement y et la masse volumique p vérifient
e L>(I'3), p(xr) >0 p.p.x sur I's,
p (T's), p(z) =0 p.p 3 (42.6)

p € L>®(Q), il existe p* > 0 tel que p > p*, p.p.x € Q.
Les forces volumiques, la traction surfacique et la densité des charges électriques volu-

miques et surfaciques vérifient

(a) fo € L2(0,T;H), h e L2 <O,T; 1.2 (n)d) ,

(4.2.7)
(b) @ € L?(0,T;L%(Q)), g2 € L? (0, T;L%(T)) .
Finalement, nous assumons les conditions initiales
ug €V, vy € L2 (Q)d . (428)

Utilisant le théoreme de Riesz, nous définissons les applications f : [0,7] — V' et

q:[0,7] = W comme suit

(f (t) WDy = Jo o vde + [ h(t)vda, YoeV,ite[0,T],  (42.9)
(q() =~ Joqo (t) ¥dx + [1, g2 (t)¢da , Vp € Wt € [0,T].  (4.2.10)

On note que la condition (4.2.7) implique que
fel?(0,T;V"), qel?(0,T;W). (4.2.11)

Soit la fonctionnelle de frottement j : H; xV — R donnée par
j(o,v) = / up |R o, |vs| da. (4.2.12)
I's
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4.2. Formulation variationnelle

On note par la suite H = L2 (2)? et on considére sur H le produit scalaire ((.,.)) défini

par

((u,v)) = (pu, V)2 Vu.v € H.

Soit ||.]|;; une norme associée définie par

1
lolly = (o0, 0)2, g0 V0 €

de 'hypothese (4.2.6) il vient que ||.|[; et |.|;2(q)¢ sont des normes équivalentes sur H. De
plus l'inclusion de la trace de (V;||.||,,) dans (H;||.||;;) est continue et dense. Nous notons
par V' Despace dual de V. En identifiant H avec son propre dual, nous pouvons écrire le

triplet de Gelfand

VCcCH=H cCV.

Nous utilisons la notation (., )., pour la dualité entre V" et V,
et nous avons

(U, V) vy = ((w,0)), Yue HYv eV,

On note égalment par |.|, la norme du dual sur 'espace V.

En utilisant les formules de Green (2.1.1) et (2.1.7), il résulte que si (u, o, ¢, D) sont des
fonctions suffisamment régulieres qui satisfont (4.1.1) — (4.1.11), alors on a la formulation
variationnelle suivante

Pobléme PV, : Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,7] — R% un champ
des contraintes o : Q x [0,7] — S? , un champ potentiel électrique ¢ : Q x [0,7] — R, un

champ des déplacements électriques D : Q x [0,T] — R? tels que

(). 10 0y (o), 2000 = )+ o) = (o (0) = (F0) 0= )
Yu,w €V,

(D(t), Vi) oy + (@ (8) )y =0, Vb €W, (4.2.14)

Notre résultat principal d’existence et d’unicité est présenté dans la section suivante
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4.3. FEexistence et unicité de la solution

4.3 Eexistence et unicité de la solution

L’existence d’une solution unique du probléme variationnel PV, est donnée par le théo-
reme suivant
Théoréme 4.3.1. Supposons que (4.2.1) — (4.2.8) sont vérifiées. Alors, le Probleme PV,

posséde une solution unique (u, ). En outre, la solution satisfait

we CL(0,T; H)n W2 (0,T; V)N W22 (0,T; V'), (4.3.1)

e W2 (0,T; W), (4.3.2)

Remarque 4.3.1. Un "quadruplet" des fonctions (u, o, ¢, D) qui satisfont (4.1.1), (4.1.2),

(4.2.13) et (4.2.14) est apppelé solution faible du probléme de contact PVz. Nous concluons
par le théoreme (4.3.1) que, sous les hypothese (4.2.1) —(4.2.10), (4.2.12) il existe une unique
solution faible du Probléme PV5,. Pour préciser la régularité de la solution faible, notons que
les relations constitutives (4.1.1), (4.1.2) et les hypothéses (4.2.1) — (4.2.8) et la régularité
(4.3.1) — (4.3.2), montrent que o € L*(0,T;H), et D € W'2(0,T;W), de plus, en utili-
sant (4.1.1) et (4.1.2) il s’ensuit que (4.2.13) — (4.2.14) sont vérifiées pour tout w € V, et
t € [0,T]. Nous prenons z = @ (t) £ z ot z € C° (Q)? dans (4.2.13) et ¢ € C° (Q) dans
(4.2.14), on trouve

Div o(t) + fo(t) = pii, divD (t) = qo(t), p.p dans Q, Vi€ [0,T],
Il s’ensuit maintenant des régularités (4.2.6) et (4.2.7) que Divo € L2(0,T; 12 (Q)%) et
divD € 1L2(0,T;1.? (R2)), ce qui montre que
o € L%(0,T;H,), Dive € L*0,T; V"), (4.3.3)
D € W'2(0,T; W,). (4.3.4)

Nous concluons que la solution faible (u, o, ¢, D) du probléme de contact électro-visco-
élastique PV, possede la régularité (4.3.1) — (4.3.4).

Démonstration du théoréme 4.3.1 : L’objectif principal dans ce paragraphe, est
d’établir la démonstration du théoréeme d’existence et d’unicité pour le probléme variationnel

PVa. A cette fin, nous supposons dans ce qui suit que (4.2.1) — (4.2.8) sont satisfaites et,
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4.3. FEexistence et unicité de la solution

partout ci-dessous, nous dénotons par C' une constante positive indépendante du temps et
dont la valeur peut changer d’'une ligne & l'autre. La démonstration se fait en plusieurs
étapes. Elle est basée sur les arguments des inéquations d’évolution non linéaires de premier
orde, des équations d’évolutions linéaires de premier ordre et des arguments de point fixe.

Dans la premiere étape, pour G € L*(0,T;H;) et n € L*0,T;V’), on considere le
probléme intermédiaire suivant

Probléme PVQG” : Trouver un champ de déplacement ug, : [0,7] — V tel que

an (t) € U ('&Gn(t), w — an(t))Vva -+ (A&(an(t)), 5(w — Ugn<t))7{+
(0, w = (b)) 1y + 3 (G w) = (G uan(t) = (f(1), w — tay(t), Yw eV,

Ugy (0) = v (0) = vp. (4.3.6)

(4.3.5)

Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz — F'réchet pour définir la fonction

fn 10, 7] — V' par

(fn(t)7w)v’><v - (f(t) - n<t>’w>V’><V ) p.p.t S [O’T] 7vw eV (437>

D’apres ’hypothese (4.2.11) alors

f, € L2(0,T; V). (4.3.8)

On définit 'opérateur A : V' — V' par

(Av, W)y = (Ae(v), e(w))p, Yo, w € V. (4.3.9)

On pose maintenant ue, : [0, 7] — V une fonction définie par

e (1) = / vy (5) ds + o, Vit € [0,T]. (4.3.10)

On obtient 'inéquation variationnelle suivante

ProblémeQVy,™" : Trouver un champ de déplacement vg, :  x [0, 7] — V, tel que
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4.3. FEexistence et unicité de la solution

(VG (t), W = vey(t)) iy + (Avan(t)), w — vey(t)) v + 5 (G w) — j(G, vay(t)) =
<fn(t)7w - UGﬂ(t))v/xv ) Vw <t> eV,
(4.3.11)

vy (0) = vp. (4.3.12)

Lemme 4.3.1. Pour tout G € L2(0,T; H;) et n € L%(0,T; V"), le probléme QV,™" admet
une solution unique avec la régularité vg, € C(0,T; H) NL*(0,T;V) et vg, € L*(0,T; V).

Preuve. En utilisant I'injection continue de V dans L?(I'3)¢ alors j est continue et

convexe. On définit la suite

Je(G,v) = / up |R Gyl /|vs|? + €2da, Vv € V, Ve > 0.
I's

Sa dérivée de F'réchet est donnée par

(vr, w)

v |2 + &2
|vr |

Donc j. est de classe C!. Des calculs algébriques directs montrent que pour tout o > 0,3 > 0

(G v).w = / up |R G, da, Yv € V, Ve > 0.
I's

tels que a + 8 = 1, et pour tous réels z et y, n > 1
1 1 1
(az +By)* + — < agfa? + — + B [y? +
n n n

d’ou j. est convexe Ve > 0. On a

3C > 0,Yw € V, [j(G, w)ly, < C |Gz, - (4.3.13)

D’apres (4.2.1) (b) et la monotonie de j., A+ j. est un opérateur monotone. L’hypothése
(4.2.1) (a) implique que A : V. — V' est un opérateur de Lipschitz donc continu. D’ou
l'application ¢ — A(u + tv) est continue et alors A est un opérateur hémicontinu. Puisque
JL est continu alors A + j. est un opérateur hémicontinu. Maintenant, d’apres (4.2.1) (b) et

la monotonie de j, nous trouvons

(A4 Du— (A+ D)o, u =)y, > malu—vl}, Yu,veV. (4.3.14)
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4.3. FEexistence et unicité de la solution

Alors A + j. est un opérateur monotone.

Nous choisissons v = Oy dans (4.3.14) et en utilisant I'inégalité 2a3 < mya? + = 6 on

obtient Yu,v € V

1
. 2
(A+ 50w, w)yry = maluly —[A0v]y, uly = 5

1
5 July, = 5— [A0v [}, .
A

2m
Donc la condition (2.4.3) (a) est vérifice pour w = $m4, A = ﬁ |A0y |}, € R.
Ensuite, en utilisant (4.2.1) (a) et (4.3.13) on obtient

(A4 jDu— (A+ vy, < Malu—wv|, +C.

Choisissant v = 0y on trouve

(A +jDuly, < C(luly, + 1), Vue V.

Alors la condition (2.4.3) (b) est vérifice.

Enfin, nous rappelons que par (4.2.8) et (4.3.8) il résulte alors du théoréeme 2.4.3 qu'il
existe v, € L?(0,7;V)NC(0,T; H), vg, € L?(0,T; V'), tel que

bzn (t) + Avg, () + ju(G, VG,) = fn(t) dans V', p.p.t € 0,77,
VG (0) = vp.

Alors vg, € L*(0,T;V) N W*(0,T; V') et on a

(4.3.15)

(VG () ;w0 = vg, (1), + (Avg, (), w = vg, (1), + Je(Gw) = jo(G, vG, (1))
> (fy(t),w — vgn(t))v,xv , YweV, pptel0,T].
(4.3.16)
De (4.3.15) on a

(,Uan (t) ’UEGn)v'xv + (A’Ué'n(t))? UsG”(t))V’xV + ];(G, Uén(t)) =
(f”(t)’vg'n(t))wxv’ p-pte [O,T] .

<
V=

T
30> 0. vt € [0,7] : |vg, ()], < C. /{vén(t)\i <C. /\@Zn@) X
0 0
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Donc il existe une sous-suite (vg, ) telle que

VG, — Van dans 1L?(0,T; V) et dans (0, T; H).

/ (4.3.17)
gy — Vay faiblement étoile dans L2(0,T; V).
Il vient que
VG, € C(0,T; H) et v, (t) — vg,(t) dans H, Vt € [0,T]. (4.3.18)
Par intégration de (4.3.16), on obtient Vw € L2(0,T;V)
(T T T
/(@EG77 (t),w dt+/ Avg, (1) V,det+/j€ (G,w)dt > (fy(t), w(t)) sy
0 0 0
T T T
/(@ecn (), ve () vy dt+/(Avgn(t)),an dt+/Ja (G, v () dt = (fo(t), w(t))y v
0 0
T T
15 2 15 2 15 15 Y 15
+% "UGn (T)|H - % |UG77 (O)|H + / (AUGn(t))7an(t))vl><v dt + /]€(G7 ,UGn(t))dt
\ 0 0
(4.3.19)

De (4.3.17), (4.3.18) et la semi-continuité inférieure (voir [11]), on a Vw € L?(0,T;V)

(T T T
/ Ve (t — Ve V,det+/ (Avey(t) —an)V,Xth+/j(G,w)dt
0 0 0

T T
/] (G, vey)dt > / — V) At
\ 0 0

Ce qui implique que
(i}Gn (t) y W — UGn)V/Xv + (Aan(t))7 w — UGn)V/Xv + j(G7 w) - ](G7 UGn)
> (fo(t), w —vay)yryy - Yw € V,p.pt €[0,T7].
Donc le probleme QVS" admet au moins solution vg, € C(0,T;H) NL*(0,T;V) et
iy € L2(0,T; V).
Pour I'unicité, on pose v, ,vg, deux solutions de QV,™. On utilise (4.3.11) on ob-

tient pour tout t € [0, T
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4.3. FEexistence et unicité de la solution

(08 (1) = 06, (8) 08, (8) = vk, (1) + (A, () = Avg, (1), v, (1) = &, (8) 1 < 0.

On intégre I'inéquation précédente et en utilisant (4.2.1) et (4.3.9) on obtient

t
1 2
o (1) — ok, (O] —|—mA/ 02, () — vk, (5)[2 ds < 0, Wt € [0,7].
0

Ce qui implique
1 2
Dans le probleme PVZG", on a le résultat suivant

Lemme 4.3.2. Le probléme PVZG" posseéde une solution unique
ue, € WH(0,T; V)N CH0,T; H) n W20, T; V).

Preuve. la preuve du lemme 4.3.2 est une conséquence du lemme 4.3.1 et la relation
(4.3.10).

Dans ’étape suivante nous utilisons ug, € W2(0,7;V) N C*(0,T; H) la solution du
probléeme PVQG77 obtenue dans le lemme 4.3.2 pour considérer le probleme suivant

Probléme PV, °" : Trouver un champ potentiel électrique gy 1 2 x[0,T] — W tels

que

(BY @y (), Vi) 2yt — (€t (1)), V) gy = (4 (1) ,0)yy , Yoo € Wit € [0,T].
(4.3.20)

On a le résultat suivant
Lemme 4.3.3. Il existe une solution unique ¢g, € W2(0,T; W) qui satisfait (4.3.20).
De plus, si ¢g, et ¢q,, sont deux solutions de (4.3.20). Alors, il existe une constante C' > 0
tel que
o1 (8) — 0o (B)]yy < C'lu () —uz ()], ,VE €0, T7]. (4.3.21)
Preuve. Soit ¢ € [0,7]. Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz pour

définir 'opérateur Ag, : W — W par

(AGn(t>90>¢)W = (ﬁVQOGn@)? vz/’)]l?(ﬂﬂ - (gg(an@))? vlp)]L?(Q)d , Vie [07T] ) (4322)

70



4.3. FEexistence et unicité de la solution

pour tout ¢, ¢ € W. Soit ¢, p, € W; nous utilisons les hypothéses (4.2.4) pour trouver

(A ()1 — Ay (D)p1, 01 — pa)w = Mg o1 — palyy - (4.3.23)

Nous avons, aussi

(AGn(t)‘Pl - AGn(t)Sopw)W < cplpy — ‘P2|W |¢|W . (4.3.24)

Les inégalités (4.3.23) et (4.3.24) montrent que l'opérateur Ag, (t) est fortement mono-
tone et de lipschitz sur W donc, nous utilisons un résultat standard sur les égalités varia-

tionnelles, il s’ensuit qu’il existe un unique élément pg, € W tel que

Acnpay(t) =q(t). (4.3.25)

Nous combinons maintenant (4.3.22) et (4.3.25) pour déduire que ¢, € W est I'unique
solution de I’équation variationnelle (4.3.20) .

Nous prouvons maintenant que ¢, € W2 (0,T; W) . Pour ceci, nous considérons

t1,tz € [0,7] et pour des raisons de simplicité, nous écrivons @, (t;) = @;, uay(t:) = wi,

q (t;) = ¢, pour i = 1.2. Moyennant (4.3.20), (4.2.3) et (4.2.4) nous dérivons 'inégalité

2
mg |1 — @aly < celur — ualy |01 — @olyw + lar — @2l |01 — @l - (4.3.26)

Alors, nous avons

o1 (1) = @2 (D)l < C(Jua () —uz (D] + a1 () — g2 (D)), V2 € [0,T7, (4.3.27)

nous notons que la relation (4.2.10) implique que ¢ € L? (0, T; W) et nous avons

ugy € C'(0,T;V). L'inégalité (4.3.27) implique que g, € W' (0,T;W).

Soient, maintenant 7,7, € L2(0,T; V"), G1,Gy € L*(0,T;H,) et, par simplicité, notons
Pan (ti) = @i, ugy(t;) = u; pour i = 1.2. Nous utilisons, (4.3.20) et moyennant des arguments

similaires & ceux utilisés dans la preuve de (4.3.26) on déduit que

mg |y (t) — ¢q (t)lw < g |ug (1) — ug (t)’v + [y (t) — ¢ (t)|w vt € [0,T] (4.3.28)

Alors nous avons le résultat du lemme 4.3.3

Considérons maintenant I’opérateur
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4.3. FEexistence et unicité de la solution

A:L20,T;Hy x V') — L2(0,T;Hy x V') défini par

A(G,n) = (A (G),Ay (1)), VG € L2(0,T;Hy),¥n € L2(0,T; V'),

Ay (Ga) = Ac (vay) + G () — €°F (96 (13.29)
(A2, ) oy = (G (uan) = E€E () 0 5) yryyy» V2 EV,

A (Grymy) = A(Gaymy)|” = [A1(Gh) = A (G)* + Az () = Az (m)[

Dans la derniére étape, nous montrons que 'opérateur A posséde un point fixe unique

Lemme 4.3.4. 1l existe un unique élément (G*,n*) € L2(0, T; Hyx V') tel que
NG n") = (G, n"). (4.3.30)

Preuve. Soient 7,,n, € L*(0,T;V"),G1,Gy € L2(0,T;H;) et par simplicité, nous
utilisons les notations u; et ¢; pour les fonctions ugy; €t pg,,; obtenues dans les lemmes 4.3.3
et 4.3.2 pour i = 1.2. Soit t € [0, 7]

On a, d'un coteé,
Al (GGn) = ./45 (UGU) + g{—j (an) - S*E (SOGn) .

Ce qui donne
|G = Galyy, < C(Jor () = v2 (O)]y + [ur — ualy + [y () — @2 (O) ) - (4.3.31)
En utilisant (4.3.21) nous obtenons
|G1— Galy, < C(Jor () —v2 (B)]y, + |ur —ualy) , (4.3.32)

nous avons

lug (t) —ug (1)), < C/ [v1 (5) — w2 (9)]y ds. (4.3.33)

Nous remplagons cette inégalité dans (4.3.32), pour obtenir

G Galy, < C [ Jor () — v (D), + / fon () — vs (s)], ds | . (4.3.34)
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4.3. FEexistence et unicité de la solution

D’un autre coté, on a

(AZUG'W %) VIV = (gg (U’GW) - g*E (SOGU) ’%) VIxVv VeV

Ce qui donne

1 () — o (t)lv/ < C(lpy (t) — o (tﬂw + Jug (t) — ug (t)‘v) (4.3.35)

Et gardant a l'esprit (4.3.21) et (4.3.33), nous trouvons que

t
00 =1 Ol < C [ 1o (5) = 02 (9l s (43.36)
0
On utilise (4.3.5), on trouve

(01 (8) = 02 (8) 01 (8) = w2 (8)) + (Ae (v1 (1)) = Ae (02 (1)) ;€ (01 (1)) — € (02 (1)) +

(1 (8) = ma (1) 01 () — w2 () + 5(Gr,v1 (1) — §(G1,v2 (t) — §(G2,v1 (1)) + 5 (Ga,v2 (t)) < 0.
(4.3.37)

Et, on a

§(Gr,v2 () = §(Gr, 01 (1) = j(G2, 02 (1) + j(G2, 01 (1) = [p, 1o |R Gl |var| da—

— fl“s up|R G| |vi,| da — frg up |RGay| |ver| da + fr3 up |R Gayl |v1,| da.
(4.3.38)

Par (2.1.4), (4.2.5), (4.2.6) et on utilise les propriétés de R, on touve

J(Gr,v2 (1) = §(Gr 01 (1) — (G2, v2 (1) + §(Go,v1 (1) < C|Gr — Galyy, [v1 — vy,
(4.3.39)
Donc, (4.3.37) devient

(01 (8) = 02 (1), v1 (t) = v2 () vy + (Ae (01 (1)) — Ae (v2) & (01 (£)) = & (v2 (1)) +

(M (1) = (t) 01 () —v2 (1)) < C|G1 — Galyy, [v1 — valy, -
(4.3.40)

73



4.3. FEexistence et unicité de la solution

Par intégration, on utilise les conditions unitiales v;(0) = v2(0) = vy, la relation (2.1.3),

(4.2.1) et l'inégalité de Cauchy-Scwartz pour trouver que

Loy () = va (D)5 + ma fy 1 (s) — v2 (s)[7 ds <

Jo 11 (s) = 13 (8) |y [v1 (5) = w2 (5)]y, ds + C [ |G (5) — Ga ()], [v1 () — v2 (5)], ds.
(4.3.41)

Pour tout ¢ € [0, T]. On utilise I'inégalité 2ab < #aQ +myb? et 2ab < n%aQ + %‘—‘bz, on

trouve

%!vl()— ()!2V+m,4f§|v1 )—vz()\2vd8_ﬁfé!m(S)—%(S)Ides

ma [ o (s ()1} ds + 55 Jo |Gh (5) = Ga ()3, ds + 52 [y |on (5) = va (5)[}, ds.
(4.3.42)

On trouve

)= e <0 ([ 1610 - Gafydst [ ) - m i ds). (@33

De (4.3.40)

Lo (t) — oo (8)[3 +ma [y o1 (s) — g (8)[3 ds <

Jo 11 (s) =y (8)]y o1 (5) = v2 (8)]y ds + C [ |G (s) = G2 (8], |01 (5) — v2 ()] ds,
(4.3.44)

pour tout ¢ € [0, 7.

On utilise I'inégalité 2ab < - a + mAp? et 2ab < 2 a2 + ZAb?, on trouve

Slor (1) = va 0 +ma fy o1 (s) = v2 ()7 ds < 2[5l () = (5)[7 ds

+14 [For (s) = va (s)[3 ds + 22 [5G (5) = Ga ()3, ds + 22 [y |vn (5) = va (5)[3, ds.
(4.3.45)

On trouve
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4.3. FEexistence et unicité de la solution

¢ ¢ ¢
/ vy (s) — vg (5)|5 ds < C </ 1y — 13 ds + / |G — G’2|i{1 ds) : (4.3.46)
0 0 0

A partir de (4.3.43) et (4.3.46), la relation (4.3.34) devient

t t
G2 (t) — G1(t)]5, < C (/ Ny — 13 ds +/ Gy — Gal7,, ds) : (4.3.47)
0 0

Par (4.3.36) et (4.3.46), on obtient

t t
Iy — maly < C (/ Iy — nal3 ds +/ Gy — Gal7,, dS) : (4.3.48)
0 0

On utilise (4.3.29), pour trouver que

t
A (Gr1,my) — A(G2a772)|1i2(o,T;H1xv/) < C/o [(G1,m) — (G27772)’3-£1><V’ ds . (4.3.49)

Par récurrence, avec AP la composée p'“"“de 'opérateur A, on a

ity
AP (Grmy) = AP (G, ) L2 0 ey vy < (T (Grom) = (Go o) [F20 19y vy - (4:3.50)

Ce qui implique pour p suffisamment grand, I’application AP est une contraction dans
'espace de Banach IL2(0, T'; H; x V). Alors, il existe un unique element

(G*,n*) € L2(0,T;Hy x V') tel que

MG ") =(G" 7). (4.3.51)

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstration du théoréme
4.3.1.

Existence. Soit (G*,n*) € L?(0,T;H; x V') le point fixe et soit (u*,¢*) la solution de
PV PV pour (G*, %) = (G, 1) pour u* = ugeet o* = @Gy~ Nous concluons par
(4.2.13) et (4.2.14) que (u*, ¢*) possédant la régularité donnée par (4.3.1) et (4.3.2)

Unicité. L’'unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du point fixe de 'opé-
rateur A défini par (4.3.29) et I'unicité de la solution des problémes PV2G77 et Py, ce qui

achéve la démonstration.
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Troisiéme partie

Analyse variationnelle de problémes
thermodynamiques de contact avec

frottement et usure
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Partie II1

Analyse variationnelle de problémes
thermodynamiques de contact avec frottement et usure

Dans cette troxieme partie, nous allons traiter deux problémes dynamique de contact
pour des corps thermo-viscoélastiques avec mémoire longue et usure ou thermo-élasto-
viscoplastique avec endommagement et usure.

Les deux problémes sont modélisés par un contact bilatéral avec frottement sur une base
rigide et mobile avec usure.

On établit pour chaque probléme une formulation variationnelle et un résultat d’exis-
tence et d’unicité. La démonstration est basée sur un théoréme d’existence et d’unicité de
la solution des inéquations d’évolution non linéaires de premier orde, des équations varia-

tionnelle du type paraboliques de premier ordre suivi d’un argument de point fixe.
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Chapitre 5

Probléme thermoviscoélastique avec

mémoire longue et usure

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme thermodynamique d’un corps viscoélas-
tique avec mémoire longue. Le contact bilatéral avec frottement sur une base rigide et mobile
avec usure. Nous écrivons le probléme mécanique et nous précisons les hypothéses adéquates
sur les données afin d’obtenir la formulation variationnelle. Ensuite nous établissons notre
résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. La démonstration est basée sur un
théoréme d’existence et d’unicité de la solution des inéquations d’évolution non linéaires de
premier orde, des équations variationnelle du type paraboliques de premier ordre suivi d’un

argument de point fixe.

5.1 Formulation du probléme

Le probléme étudié dans ce chapitre entre dans le cadre physique n’°2 présenté dans le
premiér chapitre de la thése et par conséquent nous utilisons le premier modéle mathé-
matique, pour que I’étude soit complete, précisons que la loi de comportement est thermo-
viscoélastique avec mémoire longue du type (1.2.8) et la condition de contact avec frottement
et usure sur la surface de contact I's est préscrite dans (1.4.5).

Alors, le modeéle classique pour ce processus est le suivant
Probléme P;: Trouver le champ des déplacements u :  x [0,7] — R? le champ des

contraintes o : Q x [0,T] — S% la température 6 : Q x [0,T] — R, et I'usure
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5.1. Formulation du probléme

w: I3 x[0,7] — Ry tel que

o= A(e(u(t))) + G(e(u(t))) + ftB(t — s)e(u(s))ds — 0(t)M, dans Q x [0,T(5.1.1)

0

pii = Div(o) + fy, dans Q x [0,77], (5.1.2)
0 — div(KV0) = —M.Vii+ ¢, dans Q x [0,7], (5.1.3)
u=0, sur I'y x [0,77, (5.1.4)
ov =h, sur I'y x [0,7], (5.1.5)
v =—albl, lod = —pa, swTy x [0,7],  (5.1.6)
or=—-A(u, —v*), A>0, w=—kv*o,, k>0.
—kij2%v; = k(0 — 0r) — he(|t-]), sur 'y x [0, 7], (5.1.7)
0 =0, dans 'y U T'y x [0,77, (5.1.8)
u(0) = ug, w(0) = uq, 0(0) = Oy, w(0) = wyp, sur Q. (5.1.9)

L’équation (5.1.1) représente la loi de comportement d’un matériau thermo-viscoélastique
avec mémoire longue. (5.1.2) représente 1’équation du mouvement ou fy est la densité des
forces volumiques agissant sur le corps déformable €2, et p désigne la masse volumique. La
condition (5.1.3) représente I’équation de la conservation d’énergie ou ¢(x,t) est la quan-
tité de chaleur dans le volume  durant l'intervalle de temps ou K = (k;;) représente le
tenseur de conductivité thermique, div(K'VE) = (k;;0,;) répresente la densité du volume
de la source température et M est un opérateur de dilatation thermique. Les conditions
(5.1.4) et (5.1.5) sont des conditions déplacement- traction. La condition (5.1.6) représente
la condition de contact avec frottement et usure sur la surface de contact I's. La condition
(5.1.7) représente la condition au bord associée a la température dérivée de la condition
de Fourier avec 0y la température de fondation, k. représente ’échange de la température
entre le corps déformable et la fondation, &, la fonction tangentielle. (5.1.8) est la condition

aux limites de la température sur I';U T's. (5.1.9) représente les conditions initiales.
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5.2. Formulation variationnelle

5.2 Formulation variationnelle

Nous donnons maintenant des hypothéses sur les données du probléme

L’opérateur d’élasticité A : Q x S? — S satisfait

((I) dL4>0: |A(ZE,€1) — A(l’,€2)| < LA|€1 — €2| ,Vey,e9 € Sd, p.p. x €,
(b) L’application # — A (z,¢) est de Lebesgue mesurable dans Q, Ve € S¢,  (5.2.1)
(¢) L’application x — A(x,0) € H.

L’opérateur de viscosité G : Q x S¢ — S satisfait

( a) 3 Lg >0:|G(x,61) — G(x,89)| < Lgler — &1, Ver, 62 € S¢, p.p. v € Q,
b) Img > 0: (G (z,61) — G (x,63) ,61 — €3) > g |e1 — 2|, Ver, 65 € S,
c¢) L’application  — G (7, ¢) est de Lebesgue mesurable dans 2, pour tout £ € S¢,

(
(
(
(

d) L’application = — G(x,0) € H.

\

(5.2.2)

Le tenseur de relaxation B : [0,T] x Q x S¢ — S tel que (t,x,7) — (Bijxn (t, ) T1s) satisfait

(a) Bijin € WH(0, T; L>(9)),

(5.2.3)
b Bt)o-T=0-B(t)1,Vo,7 €S% pptel0,T], p.p.dans Q.

La fonction h, : I's x R, — R, satisfait

(@) 3 L; >0 : |he(z,71) — he(z,72)| < Lp|ry —re| Vri,ra € Ry, ppx el

(b) © — h, (z,r) € L?(I'3) est Lebesgue mesurable sur I's, Vr € R,
(5.2.4)

Nous supposons que la masse volumique, les forces volumiques et surfaciques satisfont

p € L™ (), ile existe p* > 0 tel que p > p*, p.pz € Q, (5.2.5)
fo € L2(0,T; H), helL?0,T;L*Ty)9), (5.2.6)
g€ WH(0,T,L*(9)), 0r € W'=(0,T,L*(3)), ko € L*(2Ry), (5.2.7)
M = (m;j), my; =my; € L=(Q), (5.2.8)

K = (kij); kij = kji € L>(Q),
e, > 0,V(€,) € RY, kijfifj > €&
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5.2. Formulation variationnelle

Les données initiales satisfont les conditions suivantes

Ug € |4 , Ui € LQ(Q>, 60 c L2(Q), wo € ]LOO(I‘g) (5210)

Les fonctions « et p satisfont

a € L>(T3), alzr)>a* >0, p.psurls, (5.2.11)

p e Le(Ts), p(x)>0, p.psurls. (5.2.12)

On note par la suite H = L2 (2)? et on considére sur H le produit scalaire ((.,.)) défini

par

((u,v)) = (pu, V)2 Vu.v € H.

Soit ||.||;; une norme associée définie par

1
||U||H = (pvvv)fp(g)d ,\V/?} € H.

De I'hypothese (5.2.5) il vient que ||.||;; et |.|;; sont des normes équivalentes sur H. De
plus l'inclusion de la trace de (V;|.|,,) dans (H;||.||;) est continue et dense. Notons par V'

I’espace dual de V. En identifiant H avec son propre dual, nous pouvons écrire le triplet de

Gelfand

VcCH=HcCV.

Nous utilisons la notation (., )., pour la dualité entre V' et V,

et ona

(w, V) vy = ((w,0)),Yu € HVv € V.

On note égalment par |.|;, la norme du dual sur I'espace V.

On définit I'espace suivant

E={ye H(Q)/ vy=0sur I UTy}. (5.2.13)
Finalement, nous considérons la fonctionnelle d’usure j : V' x V — R, définie par
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5.2. Formulation variationnelle

Jjlu,v) = /1“ a|uy,| (@ v, —v*]) da . (5.2.14)

On definit la fonctionelle ¢ : V' x V' — R, par

o(u,v) = / a|uy,|v,da, Yo € V. (5.2.15)
I's

On définit V'opérateur G : V' — V' par

(Gu, W)y = (Ge((t)), e(w)),, . Yo,w € V. (5.2.16)

Utilisant le théoreme de Riesz, nous définissons l’application f : [0,7] — V', comme suit
(fs0) oy = / hvds + / fovdz. (5.2.17)
Iy Q
Pour tout ¢ € [0,7], et on note que la condition (5.2.6) implique que
fel? (0, T V’) , (5.2.18)

On définit les opérateurs suivants Q : [0,7] = E'; K : E - FE et R:V — E par

QW) W g v =/ keGR(t)uder/qu:v,Vu € E, (5.2.19)
Ty Q
d
(KT, 1) g = 2 kijﬁa—ﬂda%F/ ketuds, VYup e E, (5.2.20)
i=1Ja  0x; 0x; I's
(Rv, 1) iy = / h(|v,|)pdx — /(M.Vv)udm, YoeV,r,ue E. (5221)
Ty Q

En utilisant les formules de Green (2.1.1), il résulte que si (u, 0,6, w) sont des fonctions
suffisamment réguliéres qui satisfont (5.1.1) —(5.1.9), alors on a la formulation variationnelle
suivante

Pobléme PV; : Trouver le champ des déplacements u :  x [0, 7] — R? le champ des
contraintes o : Q x [0,T] — S% la température 6 : Q x [0, 7] — R et I'usure

w: T3 x[0,7] — R, tel que
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((t), w = a(t)) o,y + (0(8),e(w = a(t)))r + j(w, w) = j(u, u(t) + ¢(u, w) — <b(%%@2
= (f(t),w —u(t), Yu,w eV,

)

O(t) + KO(t) = Ra(t) + Q(t), sur B (5.2.23)
w=—kv*o, (5.2.24)

Notre résultat principal d’existence et d’unicité est présenté dans la section suivante

5.3 Existence et unicité de la solution

L’existence d’une solution unique du probléme variationnel PV3 est donnée par le théo-
réeme suivant
Théoréme 5.3.1. Supposons que (5.2.1) — (5.2.8) et (5.2.10) — (5.2.12) soient vérifiés.

Alors il existe une solution unique (u, #,w) au probléme PV3. En outre, la solution satisfaite

w e W20, T; V) n CH(0,T; H) N W22(0, T; V')
6 € W'2(0,T; E') N L0, T; E) N C(0, T: L2(Q)) (5.3.1)
w e CH0,T;1L2(T3))

Remarque 5.3.1. Un "quadruplet" des fonctions (u, 0, 6, w) qui satisfont (5.1.1), (5.1.3)
et (5.2.24)—(5.2.27) est apppelé solution faible du probléme de contact P V3. Nous concluons
par le théoréme 5.3.1 que, sous les hypothese (5.2.1) —(5.2.8), (5.2.10) — (5.2.12) et (5.2.14) —
(5.2.21) il existe une unique solution faible du Probléeme PV3. Pour préciser la régularité
de la solution faible, notons que les relations constitutives (5.1.1), (5.1.3) et les hypothéses
(5.2.1) — (5.2.8) et (5.2.10) — (5.2.12) et la régularité (5.3.1), montrent que o € L*(0, T; H).
on utilisant (5.1.1) et (5.1.3) il s’ensuit que (5.2.22) est vérifiée pour tout w € V, et t € [0, 7.

Nous prenons z = 1 (t) & z ot z € O (Q)? dans (5.2.22), on trouve
Div o(t) + fo(t) = pii, p.p dans Q, Vt € [0,T],

Il s’ensuit maintenant des régularités (5.2.5) et (5.2.6) que Div o € L2(0,T;1L2 (2)%) ce qui
montre que

o € L2(0,T;Hy), Div o € L*0,T;V"). (5.3.2)
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5.3. Existence et unicité de la solution

Nous concluons que la solution faible (u,o,60,w) du probléme de contact thermovisco-
élastique PV3 possede la régularité (5.3.1) — (5.3.2).

Démonstration du Théoréme 5.3.1. L’objectif principal dans ce paragraphe, est
d’établir la démonstration du théoréeme d’existence et d’unicité pour le probléme variation-
nel PVs. A cette fin, nous supposons dans ce qui suit que (5.2.1)—(5.2.8) et (5.2.10)—(5.2.12)
sont satisfaites et, partout ci-dessous, nous dénotons par C' une constante positive indépen-
dante du temps et dont la valeur peut changer d’une ligne a I'autre. La démonstration se
fait en plusieurs étapes. Elle est basée sur les arguments des inéquations d’évolution non
linéaires de premier ordre, des équations d’évolutions paraboliques linéaires de premier ordre
et des arguments de point fixe.

Dans la premiére étape, pour g € L2(0,7; V) et n € IL2(0, T; V'), on considére le probléme
intermédiaire suivant

Probléme PVy" : Trouver un champ de déplacement ug, tel que

(tign(t), w — ugn(t))vfxv + (Giigy(t), w — ugn(t))vfxv + (n(t), w — ugn)V'xV (5.3.3)
j(g>w> _j(g7ug77(t)) Z (f(t)vw - ugn(t»v/xv ’ v w e ‘/7{; S [O7T]7

Ugn(()) = Up ugn(o) = Uz.

Nous utilisons le théoréme de représentation de Riesz — Fréchet pour définir la fonction

fn:10,7) — V' par
(fo(®), W)y = (f(t) =n(t), W)y, ppt€[0,T],Vwe V. (5.3.4)
D’apres ’hypothese (5.2.18) alors
fy € L2(0,T; V). (5.3.5)

On pose maintenant wu,, : [0,7] — V une fonction définie par

gy (£) = / v (5) ds +ug, Vit € [0,T]. (5.3.6)

On obtient 'inéquation variationnelle suivante
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5.3. Existence et unicité de la solution

Probléme QV3" : Trouver un champ de déplacement vy, tel que

(i)gn(t)a w — Ugn(t))lev + (Gvgn(t))a w — Ugn(t))lev +j(g,w) - j(g7vgn(t)) >
(fﬂ(t)’w - Ugn(t))V’xV ) Vw (t) € V>

Vgn (0) = p. (5.3.8)

(5.3.7)

Lemme 5.3.1. Pour tout g € L%(0,7; V) et n € L%(0,T; V"), le probléeme QVZ" admet une

solution unique avec la régularité
vy, € C(0,T; H)NIL*(0,T;V) et by, € L*(0,T; V).

Preuve. En utilisant 'injection continue de V' dans 1.?(T'3)? alors j est continue et convexe.

On définit la suite

Je(g,v) = / a|gy| (u\/!vf — 2+ 52) da,Yv € V.
T's

Sa dérivée de F'réchet est donnée par

(v, — v, w;)
Vv, — o2 + €2

Donc j. est de classe C. Des calculs algébrique directs montrent que pour tout o > 0, 3 > 0

da, Yv € V, Ve > 0.

J(g,0)aw = / aplg,|
T's

tels que a + 5 = 1, et pour tous réels z et y, n > 1
1 1 1
(az +By)* + — < ayfa? + — + B [y? + .
n n n

D’ou j. est convexe Ve > 0. On a

3C > 0,Yv € V, [51(g,0) |y < Clglpoqry) - (5.3.9)

D’apres (5.2.2)(b) et la monotonie de j., G + j. est un opérateur monotone. L’hypothéese
(5.2.2)(a) implique que G : V. — V' est un opérateur de Lipschitz donc continu. D’ou
I'application ¢ — G(u + tv) est continue et alors G est un opérateur hémicontinu. Puisque
JjL est continu alors G + j. est un opérateur hémicontinu. Maintenant, d’aprés (5.2.2)(b) et

la monotonie de j., nous trouvons

(G+jD)u—(G+ jlv,u— )y > mglu— Uﬁ/ , Yu,v e V. (5.3.10)
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5.3. Existence et unicité de la solution

Alors G + j. est un opérateur monotone.
Nous choisissons v = 0y dans (5.3.10) et en utilisant I'inégalité 2a8 < mga?® + %52, on
obtient Yu,v € V

. 2 1 2 1 2
(@ "’Jé)uau)v"xv > Mg |U|V - |GOV|V’ |“|V > ng |u’V - % |GOV‘V’ .

Donc la condition (2.4.3) (a) est vérifice pour w = $mg, A = ﬁ GOy |2, € R.
Ensuite, en utilisant (5.2.2)(a) et (5.3.9) on obtient

(G + j)u— (G + ol < Lg lu—v|, +C.
Choisissant v = 0y on trouve
(G + jl)uly, < C(luly, + 1), Yu e V.

Alors la condition (2.4.3) (b) est vérifice.
Enfin, nous rappelons que par (5.2.10) et (5.3.5) il résulte alors du théoréme (2.4.3) qu’il
existe v5, € L*(0,T; V)N C([0,T]; H), v;, € L*(0,T; V"), tel que

vfm (t) + Gug, (t) —l—j;(g,vgn) = f,(t) dans V', p.p.t € (0,17,
;77 (0) = Vp.

Alors v, € L2(0,T5V) N W'2(0,T; V') et on a

(5.3.11)

(%

( gn t) w = Ugn (t))v'xv + (Gvgn(t)),w - Ugn(t))\/’xv +j5(g,w) o js(g,vgn(t))
> (folt),w— <t>)V/><V , YweV, pptel0,T].
(5.3.12)

De (5.3.11) on a

(Un ’ 977 )V’><V (GU ())7 gn@))v,xv—i-jé(g,v;n(t)):
(fo), 05y @) s DDt € 0,T]

En utilisant (5.2.2), la monotonie de j. et (5.3.11) il vient que

v —

T T
3C > 0.9t € [0,7]: |o5, (1)],, < C. /|v;n<t>\i <C /}@Zn(t) :
0 0
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5.3. Existence et unicité de la solution

Donc il existe une sous-suite (vg,) telle que

v, — Vgy dans L2(0,T; V) et dans L>(0,T; H).

Uy — Ugn faiblement étoile dans L2(0,T;V").

(5.3.13)
Il vient que
ve, € C(0,T; H) et vy, (t) — vy, (t) dans H, Vt € [0,T]. (5.3.14)

Par intégration de (5.3.12), on obtient Vw € L2(0,T;V)

T T T T
/(vgn (1), V,det+/ dt+/g€ w)dt > / LU, )V,det
0 0

T T
> 4[5, (D)5~ 3123, 0 /(Gv (1),v5,(0) dt+/ (g, (1)
0 0
T
+/ (fa(t),w = v, (1)), dt
0
(5.3.15)
De (5.3.13), (5.3.14) et la semi-continuité inférieure on a Vw € L2(0,T; V)
T T
[ oo 0.0 = 0 )it 4 [ (Gt = (@)t + [ 50,0 = g, vnl0))dt 2
0 0

> | (fo(t), w —vgy(t)) .y dt.

TS —

Ce qui implique

(Vgn (1) s w — Vg (1)) iy + (GUgy(t), w — vgy(t)) + 59, w) = J(g,vg9(t)) = (f(t), 0 — vgn(t)) s

Yw eV, Vt € [0,T].

Donc le probléme QVy" admet au moins une solution v, € C(0,7;H) NL*(0,7;V) et
Vg € L2(0, T V).
Pour 'unicité, on pose Ugn? 77 deux solutions de QVZ". On utilise (5.3.7) on obtient pour

tout ¢t € [0, 7]
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5.3. Existence et unicité de la solution

(i};n (t) - v;n (t) ’Uﬁn (t) - U;n (t))v,xv + (Gvsn( ) — Gv ( ); zn (t) - U;n(t))\/'xv < 0.

On intégre I'inéquation précédente et en utilisant (5.2.2) et (5.2.16) on obtient

1
E‘vjn(t) +mg/|vg77 — Vg )‘ ds <0,Vt €[0,7].
Ce qui implique Uf?n = v;n.

Dans ’étude du probleme PV{", on a le résultat suivant

Lemme 5.3.2. Le probleme PVY" posséde une solution unique
Uz, € WH(0,T;V)NCH 0, T; H) N W20, T; V).

Preuve. La preuve du lemme 5.3.2 est une conséquence du lemme 5.3.1 et la relation (5.3.6).
Dans l'étape suivante nous utilisons ug, € W2(0,7;V) N C*(0,T; H) la solution du
probléme PV obtenue dans le lemme 5.3.2 pour considérer le probléme suivant

Probléme £y, : Trouver 0, € I/ tel que
an(t) + K0,,(t) = Rig,(t) + Q(t), sur E'.

Lemme 5.3.3. Sous les hypotheses (5.2.4) — (5.2.10), le probléme Py, admet une solution
unique

04, € W20, T, E') N1LA(0,T; E) N C(0, T; L*(R)).

Preuve. On a le triplet de Gelfand donné par E C L2(Q) C E'. On a 6, € L*(Q).
L’opérateur K est linéaire et continu alors a(7, 1) = (KT, tt) . p €st bilinéaire, continue et
coercive, en effet la continuité de af(.,.) est déduite des hypotheses (5.2.7) et (5.2.9) comme
suit

a(r, 1) = (K7, ) gy p < |k‘]L°°(Q)dXd VTl Vil + ’ke‘mw(rg) ’T|]L2(F3) ’M‘]LQ(Fg)
< Clrlglulg
On a
a(r,7) = (KT, 7)o p = Z Jo Kij (‘?gj {?; dx + frs ker?ds

Zj_
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5.3. Existence et unicité de la solution

D’apres (5.2.7) et (5.2.9) il existe une constante positive C' telle que
(K7,7)gwp 2 C ‘T’2E>
d’out la condition (i74) du théoréme 2.4.5 est satisfaite. On a aussi 6 € L2(£2). Soit
F(t)e E': (F(t),7)pyp = (Rig(t)+ Q(t),7) V1€ E.
D’aprés ’hypothese de (5.2.4) on a fOT |Ru|?, dt < oo. De (5.2.7), on a fOT Q(1)[Z, dt < oo

dou [ |F[2 dt < co. Alors F € L2(0,T; E').
Alors d’apres le théoréme 2.4.5 310, € W2(0,T; E') N 1L2(0,T; E) N C(0, T; L2()).

Considérons maintenant I’opérateur

A:L20,T;V x V') - L2(0,T;V x V') est defini par

A(g.n) = (A1 (9), A2 (n),Yg € L2(0,T5V), ¥y € L (0, T3 V'),

A1 (9) = vgn, .

(Aa2(n), w)yry = (Ale(u(t))), € (w))y + (/ B(t — s)e(u(s))ds, e (w)) — (0 @) M, e (w))y +
0 H

+o(g,w)

[A(g2,m2) — A, 772)’]?42(0,T;V><V’) = [(A1(g2) , A2 (7)) — (A1 (1), Az (nl))liz(O,T;VXV’) J

= |A1(g2) — M (gl)|]i2((),T;V><V’) + Az (12) — Ag (7]1)|]i2(0,T;V><V’) :
(5.3.16)

Lemme 5.3.4. L’opérateur A : L2(0,T;V x V') — L2(0,T;V x V') posséde un point
fixe unique (g*,n*) € L?(0,T;V x V'), tel que

Alg™,n") = (9" ") (5.3.17)

Preuve : Soient (g; ,7,) des fonctions dans L?(0,T;V x V') et on denote par (u; ,0;) les

fonctions obtenus dans le lemme 5.3.2 et le lemme 5.3.3,
pour (g ,n) = (g; ,n;)1 = 1.2. Soit t € [0,T].
On a

Ar (g) = vy (5.3.18)
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5.3. Existence et unicité de la solution

Donc

191 (8) = g2 (B)] < [or (8) = w2 (D) - (5.3.19)

On utilise la relation (5.3.7), on trouve

(01 (t) =02 ()01 (t) — w2 (1) + (Ge (v1 (t)) — Ge (v2 (t)) € (v1 (1) — & (va (1)) +

(1 (8) = M2 (8) , 01 (8) — w2 () + (g1, 01 (1) — (91,02 () — 5(g2, v1 () + j(g2,v2 () < O
(5.3.20)

De la définition de la fonctionnelle j donneé par (5.2.14), on a

J(g1,v2 (t)) — j(g1,v1 (1) — (g2, v2 (1)) + j(g2, v1 (t)) = / (algw| — algal)
r, (5.3.21)
(1 ]vir — v*| = p|vgr — v*|) da

Donc, on utilise (2.1.4), (5.2.11), (5.2.12), pour obtenir

792,02 (1)) = 3(g2, 01 (1)) = 5 (g1, 02 (1)) + G (g1, 01 () < C'lgr = galy [ — waly, - (5.3.22)

Par intégration, on utilise (2.1.3),(5.2.2), les conditions initiales v; (0) = vy (0) = vy,

I'inégalité de Cauchy-Schwartz, donc (5.3.20) devient

Loy (t) = va (B)]} + mg [y [v1 (s) = va ()]} ds <

JoIm1 (8) =y (8)]y 01 (5) = v2 (8)]y ds + C [ |g1 (s) = g2 (8)|y [v1 (5) — v ()], ds.
(5.3.23)

De plus, utilisant 'inégalité 2ab < a2 + 292 et 2ab < —-a? + mgb?, on obtient
8 mg C mg g

3 lor (1) = v () +mg fy o (s) = va ()5 ds < gz [5 01 () = 0 (5) 5 ds+

+52 [5 [v1 (5) = w2 (s)[ ds + C x 3= [ 191 (s) — g2 ()] ds + C x 5 [ |v1 (5) = v2 ()}, ds.
(5.3.24)

On trouve

o1 (8) = v (O < C ( / 1 () — g2 ()% ds + / i (5) = ma () ds) . (5.3.25)
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5.3. Existence et unicité de la solution

Donc (5.3.19) devient

om0l < ([0 - @R+ [ -m©fas).  Ga)

Et, on a

Aol )y = (Al(ul®))se (w))y + ( [ = 9etuts)is.e <w>)H ~(5.3.27)
(001 My () + 6(g,w)

De la définition de la fonctionnelle ¢ donnée par (5.2.15), on a

P(g1,v2 (1)) — d(g1,v1 (1) — d(ga, v2 (1)) + @(ga, v1 () = /F (a]gw| — algawl) (v, — v2) da
i (5.3.28)

Donc, on utilise (2.1.4), (5.2.11), pour obtenir

P(g1,v2 (1)) — d(g1,v1 (1) — @(g2, va (1)) + P(g2,v1 (1) < Clg1 — galy |v1 — w2y, . (5.3.29)

Donc

s () — us (t)|2v+/0 Jur (s) = uz ()[y ds + 101 () = 02 (1) L2y +

+1g1 (1) = g2 (D

1 (t) — o (t)ﬁ// <C

(5.3.30)
De plus, par (5.3.23), on trouve

Lor (8) — va (8)[3 +mg [y |v1 (8) — vz (8)[3 ds <

Jo 11 (8) = ma ()]s 01 (5) = w2 (), ds + C [ 191 (s) = ga (5)]y [v1 (5) — w2 (s)], ds
(5.3.31)

Pour tout ¢ € [0, 7.

De plus, on utilise 'inégalité 2ab < 242 + 5207 et 2ab < 2-a? 4 “£b%, on obtient
mg mg
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Hor (t) = va ()5 +mg [y |vi (s) — v (s[5 ds < - fo n1 (5) — 15 (5) [ ds+
+5 fot|vl (8) — o (s)|%,ds+C’ X n%fo \gl — 2( )|Vds—|—C x 22 [, |U1( ) — vy (s)|%/ds.
(5.3.32)
Donc

/Ot 01 (5) — w2 (5)[% ds < C (/Ot 1 () = ma ()7 ds + /Ot 91 (5) = 92 (S)IQVdS) - (5:3.33)

Puisque w; = uo + fg v; (s)ds, on a

t
lug () — ug (t)|%/§0/ vy (s) — vy (8)[2 ds. (5.3.34)
0
Jur () = us (D)5 + /!ul — uz ( ’vd5<c(/ o1 (s) = w2 (s)]y, + /|U1 — us ( )’v) .
(5.3.35)
Mais
Jur () = us ()5, > 0.
t s
// luy (r) — ug (r)[3 drds > 0.
0 Jo
Donc

t t
|y — usl? +/ uy — us|} ds < o/ (|1 (s) — vz (8)[3 + |ur(s) — ua(s)[5)ds+
0

// luy — g3, drds

wn — s’ + / u — sl ds < c/ (Jon (5) = o2 ()% + s (5) — wa(s)[2 +

—l—/o |uq () —u2(r)|%,d'r)ds

t t
luy — gl +/ luy — g3 ds < C’/ vy (8) — v ()3 ds. (5.3.36)
0 0

D’aprés Gronwall, on a
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5.3. Existence et unicité de la solution

Par (5.3.33), on obtient

t t t
o walt [ = wafas <€ ([ o) - m @R ds+ [l - ) ds)
0 0 0

(5.3.37)
Et, par (5.2.23), on trouve

(6.(6) = 0.(0),0,(1) — . (t))E,XE + (K(0,) = K(6,),0,(8) = 0, (8)) (5.3.38)

= (R(U1) - R(Uz)’ 91 (t) - 92 (t))E'xE :

Par intégration sur [0,¢], on utilise les conditions initiales 0, (0) = 02 (0) = 6y, K est

coercive et R est de Lipschitz .

3101(0) = 02 (D)Eag) + C 3161 (5) = 02 (5)[ oy ds <
C (s 101 () = w2 (5)1y 161 (5) = 02 (5) g )

De plus, utilisons I'inégalité 2ab < za? + 2b?, pour trouver
2 ¢ 2
3100 (1) = 02 ()l2() + C [y 101 (5) = 02 ()| 12y ds <

S Jy lvn(s) = va (s)]y, ds + C |61 (5) = 62 (5)|pa(qy s
On obtient

61 () — 02 (t)|i2(ﬂ) < O/O vy (s) — va (8)]2 ds. (5.3.39)

Par (5.3.33), on touve

01 (t) = 02 ()£2(q) < (/ [y (5) = 112 (5)[ ds + /Ot 191 (s) — 92 (8)\2vd5) - (5:3.40)

Donc (5.3.30) , devient

|m@—%w&sc(lmm@—m@@w+AMM$—%@wdﬁ. (5.3.41)

On utilise (5.3.16) , pour trouver que
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t
[A(g1,m) — A (92’772)|i2(0,T;V><V’) < O/o [(g1,m1) — (927772)|%/><V’ ds. (5.3.42)

Par récurrence, avec AP la composée p"“"“de 'opérateur A,on a

(Ct)”
p!

2 2
[A? (g1,m1) — AP (g, 772)|]L2(0,T;va') < |(g1,m1) — (927772)|]L2(0,T;V><V’) : (5.3.43)

On sait que <(C;—t,)p> converge vers 0, donc pour p assez grand(c;—t!)p < 1. C’est-a-dire que

I'opérateur AP est une contraction sur 'espace de Banach L2(0,T;V x V'). Alors, il existe

un unique (g*,n*) € L*(0,T;V x V') tel que

Alg"n") = (g"m") - (5.3.44)

Soit Popérateur £ : C(0,T;1L.*(T3)) — C(0,T;1L3(T'3)), défini par

Lw(t) = —kv* /t o, (s)ds,Vt € [0,T]. (5.3.45)

Lemme 5.3.5. L'opérateur £ : C'(0,7;1L3(T'3)) — C(0,T;1L*(T'3)) possede un point fixe
unique w* € C'(0,T;1L3(T3)), tel que

*

L' = w".

Preuve : Soient wy, wy € C(0,T;1L3(T'3)), on dénote par(u; ,o; ,0;) i = 1.2. les solutions

associées du probleme PV alors

t
i () = Looa ey < k0" [ foras (5) = o (5.
0

t
< k:v*/ lo1 (8) — o9 (s)|2ds,
0

En utilisant (5.1.1), on obtient

fun () — g (£) 2 + / jun (5) — s (s)[2 s

+ (61 (t) — 02 (t)|12L2(Q)

S.

t
i (1) = Lo () ey < ©

(5.3.46)
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5.3. Existence et unicité de la solution

D’apres (5.3.36) , on a

t t
uy — gl +/ luy — g3 ds < C/ vy (8) — vy (8)3 ds. (5.3.47)
0 0

A partir de (5.3.39)

601 () — 62 (t)’HQP(ﬂ) < C/O vy (s) — va (8)]2 ds . (5.3.48)

¢ ¢
uy — g2 + /0 luy — usg|? ds + |0y (t) — 0y (t)hig(ﬂ) < /0 1 (s) —va (s)[5 ds  (5.3.49)

Donc

S Jor (s) = va ()3, ds+

t
luy — u2|%/ +/ ur — U2|%/ ds 4101 (t) — 05 (t)|12L2(Q) =C 2
0 + |wr () — wo (t)|]LZ(F3)

D’apres (5.3.36) , on a

t
|ur — sy, +/ ur — sy, ds + 161 () = 02 (£) {2y < C lwr (1) = wa (D2, (5-3.50)
0

Dongc, (5.3.46) devient

t
[Lowr (1) — Lws () |21,y < C/O w1 (8) — w2 (8)|L2(ry) ds

Par récurrence, avec £P la composée p*®™“de I'opérateur £, on a

kS|

(C1)

L2 (1) = L2 (lzaqey < )

On sait que ((Cp—t!)p>converge vers 0, donc pour p assez grand(cp—t!)p < 1. C’est-a-dire que
I'opérateur £P est une contraction sur l'espace de Banach C(0,T;1L%*(T3)). Alors, il existe

un unique w* € C(0,T;1L.%(T;3)) tel que
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5.3. Existence et unicité de la solution

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour établir la démonstration du théoréme
5.3.1.

Existence. Soit (g*,n*) € L2(0,T;V x V') le point fixe, w* € C(0,T;1L?(T'3)) le point
fixe, et soit (u*,0") la solution de PV{", Py, pour (¢*,n*) = (g,n) pour u* = ugep« et

0" = 64,». Nous concluons par (5.2.22) et (5.2.23) que (u*, %) possedant la régularité
donnée par (5.3.1).

Unicité. L’'unicité de la solution est une conséquence de I'unicité du point fixe de I'opé-
rateur A et £ définis par (5.3.16), (5.3.45) et 'unicité de la solution des problémes PVy"

et Pyg, ce qui achéve la démonstration.
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Chapitre 6

Probléme
thermo-élasto-viscoplastique avec

endommagement et usure

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme modélisé par des conditions aux limites
de contact avec frottement des matériaux thermo-élasto-viscoplastiques avec endommage-
ment dans un processus dynamique. Le contact bilatéral avec frottement sur une base rigide
et mobile avec usure. Le probléme se formule comme un systéme formé par des inéquations
d’évolution non linéaires de premier orde, une inéquation variationnelle du type parabo-
lique par rapport au champ d’endommagement et une équation variationnelle parabolique
par rapport au champ de température.

Dans ce chapitre, nous étudions 'existence et I'unicité de la solution du probléme ma-
thématique. Apres avoir donné les hypothéses sur les données, on établit la formulation
variationnnelle de ce probléme. Les preuves sont basées sur les résultats classiques des in-
équations d’évolution non linéaires de premier ordre, les équations et inéquations variation-

nelles paraboliques et des arguments du point fixe.
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6.1. Formulation du probléme

6.1 Formulation du probléme

Probléme P,: Trouver le champ des déplacements u :  x [0,T] — R? le champ des
contraintes o :  x [0,T] — S%, le champ de température 6 : Q x [0,7] — R, un champ

d’endommagement 3 : Q x [0,7] — R? et I'usure w : I's x [0,7] — R, tels que

= Ale(u(t)) + Ble(u(t)), 5())

/ Gl A i(s)),e(uls)). 6 (6)) ds, dans Q p.p.t € [0,7], (6.1.1)
pu = Div o + fo, dans Q x [0,7], (6.1.2)
0 — KoAO =1 (0,e(it),0) +¢q, dans Qx[0,7], (6.1.3)
B—K1AB + ¢y (B) 3 S(e(u), B), dans Q x 0,77, (6.1.4)
uw=0, sur 'y x [0,7], (6.1.5)
ov=~h, sur [y x[0,7], (6.1.6)

7w = malin], for} = —uo, sur Ty x [0, 77, (6.1.7)

oy = =M, —v*), A>0, &= —kv*o,, k> 0.
ko2l + BO =0, sur I x [0,7], (6.1.8)
% —0, sar x[0,7], (6.1.9)
u (0) = ug, v(0) =g, 0(0) =0y, B(0)=7, w(0)=uwy, dans Q. (6.1.10)

L’équation (6.1.1) représente la loi de comportement thermo- élasto- viscoplastique, le
processus est dynamique, (6.1.2) est I’équation de movement ou fj est la densité des forces
volumiques qui agissent sur le corps déformable ), et p désigne la masse volumique, (6.1.3)
représente la conservation de 1’énergie ol v est une fonction constituve non linéaire. L’in-
clusion (6.1.4) décrit ’évolution du champ d’endommagement. Les égalités (6.1.5) et (6.1.6)
sont les conditions aux limites déplacement-traction. L’équation (6.1.7) représente la condi-
tion de contact avec frottement et usure sur la surface de contact I's. (6.1.8) et (6.1.9)
représentent respectivement une condition & la limite de Fourier pour la température et une
condition a la limite de Neumann homogene pour le domaine de 'endommagement sur I'.

Enfin, les fonctions wug, vo, 0o, 5, et wo dans (6.1.10) sont les données initiales.
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6.2. Formulation variationnelle

6.2 Formulation variationnelle

Nous donnons maintenant des hypothéses sur les données du probléme

L’opérateur de viscosité A : Q x S¢ — S? satisfait

;

(@) : 3 M4 > 0 telle que : |A(z,e1) — A(x,e2)| < Myler — &9
Ve, €S p.opax e,
(b) : Imy > 0 telle que : | A (x,61) — A(z,65) 61 — €3] > mig |61 — €]

Ver,ea €S opopoxeQ,

() : L’application  — A (x,¢) est lebesgue mesurable sur Q pour tout ¢ € S¢,

| (d) : L’application z — A (2,0) € H.
(6.2.1)

L’opérateur d’élasticité B : 2 x S? xR — S%satisfait

;

(a): 3 L > 0 telle que
|B(z,e1,1) — B(2,82,a2)| < Lg(|ler — &a] + |1 — asl)
Ver,e0 €S Vag, s €ER,p. p.x € 0, (6.2.2)
(b) : L’application x — B (z,e, ) est lebesgue mesurable sur 2
pour tout ¢ € S? et a € R,
| (¢) : L’application x — B (,0,0) € H.

L’opérateur de viscoplasticité G : Q x S xS? x R — S¢ satisfait

p

(a) : 3 Lg > 0 telle que
|G (x,01,€1,01) — G (x,09,82,02)| < Lg (|o1 — 02| + |61 — &2| + |61 — 02])
Vo,,00€ 8 Ve,e0 €8 VO,,0, ER,p. px €K, (6.2.3)
(b) : L’application x — G (x,0,¢,0) est lebesgue mesurable sur ()
pour tout o, € € S% et 6 € R,
| (c) : L’application z — G (2,0,0,0) € H.

La fonction constitutive non linéaire ) : Q x S xS? x R — R satisfait
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6.2. Formulation variationnelle

(

(a) : 3 Ly > 0 telle que

[V (z,01,€1,01) — P (2,09,€2,05)| < Ly (o1 — 02| + |e1 — e2| + |61 — 62])
Voi,00€8 Ve, e0€8% V01,0, €R,p.p. v €Q, (6.2.4)
(b) : L’application x — v (z,0,¢,60) est lebesgue mesurable sur

pour tout o, € € S% et § € R,

| (¢) : L’application z — ¢ (2,0,0,0) € L* ().

La fonction source d’endommagement S :  x S? xR — R satisfait

(

(a) : 3 Mg > 0 telle que
1S (x,e1,00) — S (w89, 0)| < Mg (|e1 — &2] + |1 — aa))
Ver,e0€S% Yoy, a0 €R,p. p. z €K,
1,62 1, G2 pb-p (6.2.5)
(b) : L’application z — S (z,e, ) est lebesgue mesurable sur (2
pour tout ¢ € S% et a € R,

| (c) : L’application  — S (z,0,0) € L? (Q).

La masse volumique p satisfait

p € L>(Q) il existe p* > 0 telle que p(z) > p*, p.p.x € Q. (6.2.6)

Les forces volumiques, les tractions surfaciques, la source de chaleur externe et les fonc-

tions a et 1 ont la régularité

fo € L2(0,T; H), hel?(0,T;L%(T3)?), qeclL?(0,T;L%()), (6.2.7)
aelL>T3) alz)>a* >0, ppsurls, (6.2.8)
pe Le(y), p(x)>0, p.psurls. (6.2.9)

L’ensemble des fonctions d’endommagement admissibles K est défini par

K={peH(Q)/0<3<1ppdans Q}.
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6.2. Formulation variationnelle

Les données initiales satisfont les conditions suivantes

Ug € ‘/, 90 < ]L2<Q), 50 < K, wo € LOO(Fg), (6210)
B>0, k>0, i=01. (6.2.11)

Le théoréme de représentation de Riesz entraine 'existence d'un élément f(t) € V' tel

que

(f @) 0)yrey = fg fo (t) vdx + fm h(tyvda Yv eV, tel0,T] (6.2.12)

On note que la condition (6.2.7) implique que

felL?0,T; V. (6.2.13)

Nous introduisons les formes bilinéaires suivantes

ao 1 L2 () x L2(Q) = R, ao(¢,€) = ko /Q V(.Védr + B / CE, VG EELR(9),

(6.2.14)
a;: HY(Q) x H' (Q) - R, a1(¢,€) = kl/VC.Vfdx, V¢, Ee H (Q). (6.2.15)
Q

Nous considérons la fonctionnelle d’usure 5 : V x V' — R, définie par

J(u,v) —/ aluy,| (@ v, —v*]) da . (6.2.16)
I's
Finalement, on définit ¢ : V' x V — R, par
o(u,v) = / alu,|v,da, Yo € V. (6.2.17)
I's

On note par la suite H = L2 (2)? et on considere sur H le produit scalaire ((.,.)) défini

par

((u,v)) = (pu, V)2, Yu.v € H.

Soit ||.]|;; une norme associée définie par
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6.2. Formulation variationnelle

1
HUHH = (p'U,U)]EQ(Q)d Vv e H.

De I'hypothese (6.2.6) il vient que ||.||;; et |.|;; sont des normes équivalentes sur H. De
plus I'inclusion de la trace de (V, |.|;,) dans (H, ||.||;;) est continue et dense. Nous notons par

V' lespace dual de V. En identifiant H avec son propre dual, nous pouvons écrire le triplet

de Gelfand

VcCH=HCV.

Nous utilisons la notation (., )., pour la dualité entre V' et V,
et ona

(4, )iy = ((w,v)) ,Yu € HVv € V.

On note égalment par |.|;, la norme du dual sur I'espace V.

On définit 'operateur A : V' — V' par

(Av,w)yryy = (Ale(v(t))), e(w))yy , Yo, w € V. (6.2.18)

En utilisant les formules de Green (2.1.1), il résulte que si (u, 0, 8, 5, w) sont des fonctions
suffisamment réguliéres qui satisfont (6.1.1)—(6.1.10), alors on a la formulation variationnelle
suivante

Probléme PV, : Trouver le champ des déplacements u : Q x [0, 7] — R<, le champ des
contraintes o : Q x [0,7] — S, le champ de température 6 : Q x [0,7] — R, un champ

d’endommagement 3 : Q x [0,T] — R¢ et 'usure w : I'3 x [0,T] — R, tels que
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6.3. Existence et unicité de la solution

= Ale(u(?))) + B(e(u(t)), 5(%))

(6.2.19)
/ G(o A(e(u(s))), e(u(s)),0(s))ds , dans Q p.p.t € [0,T7],
(it), 0 = () ey + (0(0) el = b))+ (i w) = @ i®) o) o
(i, w) = (i, w(t)) > (), w — (b)), Yu,w eV
(0, w) + a0 (0(8) ,w) = (& (o(8), (@ (£)) .0 (1), whyoy (6220
+(q(t) ;w2 . Yw €V, ppte[0,T],
(B0.c=80),, +0B1).C-81)> 62

(S(e(u(t)),B),¢ = B ()2, V¢ € K, p.pt €[0,T],
w=—kvto,, k>0 (6.2.23)
u (0) = ug, v (0) = vy, 0(0) =46y, 5(0) =By w(0) =uwp, dans Q. (6.2.24)

Notre résultat principal d’existence et d’unicité est présenté dans la section suivante

6.3 Existence et unicité de la solution

L’existence d’une solution unique du probléme variationnel PV, est donnée par le théo-
réeme suivant
Theoréme 6.3.1. Supposons que (6.2.1) —(6.2.11) sont vérifiées. Aors, le Probléme PV,

admet une unique solution (u, 8, 3,w) qui satisfait

ue CH0,T; H)y N W2 (0,T; V)N W22 (0,T; V") (6.3.1)
0 € W2 (0,T; (H*()) NL*0,T; H' (Q)) (6.3.2)
B e W'2(0,T; L% (Q)) NL20,T; H () (6.3.3)
w e CY(0,T;L*(T)) (6.3.4)

Remarque 6.3.1. Un "quintuplet" des fonctions (u, o, 0, 5, w) qui satisfont (6.1.1), (6.1.3),
(6.1.4) et (6.2.19) —(6.2.23) est apppelé solution faible du probléme de contact PV;. Nous

concluons par le théoreme 6.3.1 que, sous les hypothéses (6.2.1)—(6.2.11), il existe une unique
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6.3. Existence et unicité de la solution

solution faible du Probléme PVj. Pour préciser la régularité de la solution faible, notons que
les relations constitutives (6.1.1), (6.1.3) et (6.1.4) et les hypothéses (6.2.1) — (6.2.18) et la
régularité (6.3.1), montrent que o € L2(0, T; H). Nous prenons z = @ (t) + z o z € C° (Q)*

dans (6.2.20), on trouve
Div o(t) + fo(t) = pii, p.p dans Q,Vt € [0,T],

Il s’ensuit maintenant des régularités (6.2.6) et (6.2.7) que Div o € L2(0, T; L2 (Q)%) ce qui

montre que

o € L*(0,T;H,), Dive € L*(0,T; V') . (6.3.5)

Nous concluons que la solution faible (u,o,0,5,w) du probléeme de contact thermo-
élasto- viscoplastique PV, possede la régularité (6.3.1) — (6.3.5).

Démonstration du théoréme 6.3.1. L’objectif principal dans ce paragraphe, est
d’établir la démonstration du théoréme d’existence et d’unicité pour le probleme variation-
nel PVj. Pour ceci, nous supposons dans ce qui suit que (6.2.1) — (6.2.11) sont satisfaites
et, partout ci-dessous, nous dénotons par C' une constante positive indépendante du temps
et dont la valeur peut changer d’une ligne a 'autre. La démonstration se fait en plusieurs
étapes. Elle est basée sur les arguments des inéquations d’évolution non linéaires de premier
ordre, les équations et inéquations variationnelles paraboliques et des arguments du point
fixe.

Dans la premiére étape, pour g € L2(0,T; V) et n € L2(0, T; V"), on considére le probléme
intermédiaire suivant

Probléme PV/": Trouver un champ de déplacement ug, : [0,7] — V tel que

Ugy (1) € V' (lign(t), w — tign(t))yreyy + (A (tigy(t)), €(w — tign(t)) 2+ (6.3.6)
(0w = gy (£)) 1y + (g, w) = (g, gy (1)) = (f(2), w — tigy(t), Vw € V.
Ugy (0) = v (0) = vp. (6.3.7)
On définit f,(t) € V' pour tout t € [0,7T] par
(fo(B), W)y = (F() = 0(E), W)y, Yo € V. (6.3.8)
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6.3. Existence et unicité de la solution

D’aprés ’hypothese (6.2.13) alors
fy € L2(0,T; V). (6.3.9)

On pose maintenant g, : [0,7] — V une fonction définie par

Ugy (t) = /vg77 (s)ds 4+ ug, YVt € [0,T7]. (6.3.10)

On obtient 'inéquation variationnelle suivante

Probléme QV/" : Trouver un champ de déplacement vy, : [0,7] — V tel que

(i)gn(t)a w— Ugn(t))lev + (Avgn(t))v w— Ugn(t))lev +j(g,w) — j(g, Ugn(t)) >
(fn(t)>w - Ugn(t)V’xV ) Vw (t) € V7

Vgn (0) = p. (6.3.12)

(6.3.11)

Lemme 6.3.1. Pour tout g € L2(0, T; V) et n(t) € L2(0,T; V"), le probléeme QV" admet

une solution unique avec la régularité
vy € C(0,T; H)NIL*(0,T;V) et v,, € L*(0,T; V). (6.3.13)

Preuve. En utilisant I'injection continue de V dans L?(I'3)¢ alors j est continue et

convexe. On définit la suite

js(gav) = / « ’91/’ <M\/’UT - U*P + 82) da,Vv eV.
T's

Sa dérivée de F'réchet est donnée par

(v, —v*, w;)
V0vy — o2 + €2

Donc j. est de classe C*. Des calculs algébriques directs montrent que pour tout

da, Yo eV, Ve >0 .

jé(gw)-w:/ o gy
T's

a>0,8>0tels que a4+ S =1, et pour tous réels x et y, n > 1

1 1 1
\/<aa:+5y)2+—Sa\/x2+—+ﬁ\/y2+—.
n n n

105



6.3. Existence et unicité de la solution

D’oul j. est convexe Ve > 0. On a

aC > 07VU S V7 |j;<97v)|\/’ S C |g|]LQ(F3) . (6314)

D’apres (6.2.1)(b) et la monotonie de j., A+ j. est un opérateur monotone. L’hypothése
(6.2.1)(a) implique que A : V' — V' est un opérateur de Lipschitz donc continu. D’ou
l'application ¢ — A(u + tv) est continue et alors A est un opérateur hémicontinu. Puisque
JL est continu alors A + j! est un opérateur hémicontinu. Maintenant, d’aprés (6.2.1)(b) et

la monotonie de j’, nous trouvons
(A+ Du— (A+3D)v,u—v)yy > malu—ovls, Yu,veV. (6.3.15)

Alors A + j. est un opérateur monotone.
Nous choisissons v = 0y dans (6.3.15) et en utilisant I'inégalité 2a8 < ma? + mLAbQ, on

obtient Yu,v € V

) 1 1
(A +];)uvu)v/xv > my |u|%/ - |A0V|v/ |u|v > =my |U|%/ - |A0V|%// .
2 QmA

Donc la condition (2.4.3) (a) est vérifice pour w = $m4, A = ﬁ |AOy |2, € R.

Ensuite, en utilisant (6.2.1)(a) et (6.3.14) on obtient
((A+jD)u— (A+j)vly, < Lafu—vf, +C.
Choisissant v = 0y on trouve
(A +jDuly, < C(luly +1), VueV.

Alors la condition (2.4.3) (b) est vérifice.
Enfin, nous rappelons que par (6.2.10) et (6.3.9) il résulte alors du théoréme 2.4.3 qu’il
existe v5, € L2(0,T;V)NC(0,T; H), 07, € L*(0,T;V’), tel que

i)zn (t) + Avg, (t) + jé(g,vgn) = f,(t) dans V', p.p.t € [0,T7,
v, (0) = vp.

gan

(6.3.16)

Alors v, € L2(0,T;V) N W'2(0,T; V') et on a
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6.3. Existence et unicité de la solution

(@zn(t)’w - Ugn(t))v'xv + (Avgn(t)),w - U§n<t))v'xv + Je(g, w) — je(g, vg, (1))

> (folt), w Ugn(t))\//xv’ YweV | pptel0,T]
(6.3.17)
De (6.3.16), on obtient
(0on(8): () yeyy (405 (8)), 05 (D) gy + 29, 05 (8) =
(f77< )’ gn( >)V/><V7 ppt S [07T] .
En utilisant (6.2.1), la monotonie de j. et (6.3.16) il vient que
T T
€ € 2 - € 2
AC > 0. vt € [0,T] : |vg, (1)|, < C. /|vgn(t)\v <C. /}vgn(t) o <
0 0
Donc il existe une sous-suite (v,) telle que
Vg, — gy dans L2(0,T;V) et dans L>(0,T; H), (6.3.18)
Vg, — gy faiblement étoile dans L2(0,T;V").
Il vient que
vg, € C(0,T; H) et vy, (t) — vy, (t) dans H, Vt € [0,T]. (6.3.19)
Par intégration de (6.3.17), on obtient Yw € L2(0,T; V)
(T T T
[ @1 0) s+ [ (g 000yt + [ig )= (0.0 =5, (0) .+
0 0 0
T T T
/ (v;n(t)7vg77 levdt _'_/ 7 gn ))V’XV dt +/ (g7 gn( ))dt Z (fﬂ(t)7w - Ugn
0 0 0
T
+% ‘Ugn (T>‘H 2 ‘UZT) (0) {H - /(Avgn(t))’vgn< >)V’><th+/ (9, gn<t)>dt‘
3 0 0
(6.3.20)
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6.3. Existence et unicité de la solution

De (6.3.18), (6.3.19) et la semi-continuité inférieure on a Vw € L2(0,T;V)

(

T T T
/ Vgn(t — Vgy(t v'xvdt+/ (Avg, (1) — Ugn (t)>v/xvdt+/j(9>w dt
0 0 0

T

_/j(g,vm7 (t))dtz/(fn(t),w—vgn(t))v,xvdt.

\ 0

Ce qui implique

(v n(t)a w— Ugn(t))lev + (Avgn(t))v w— vgn(t))lev +j(g,w) — j(gﬂ]gn(t))
> (fot), w —vgn(t)) iy - Yw € V,p.pt €[0,T7].

Donc le probleme QV/" admet au moins une solution v, € C(0,7; H) NL*(0,T;V) et
D € L2(0,T; V).

Pour I'unicité, on pose v} deux solutions de QV;". On utilise (6.3.11) on obtient

o Vg
pour tout ¢ € [0, 7]

.2 1
(Ugn (t) — Yan (t) ’Ugn (t) — U;n <t))v,xv + (Avgn( ) — AU ( ); gn (t) — U; (t))V’XV <0
On intégre 'inéquation précédente et en utilisant (6.2.1) et (6.2.18) on obtient

%{Uzn() +mA/}Ug77 —v )} ds <0, vVt €10,7T].

Ce qui implique

Dans ’étude du probleme PV/" on a le résultat suivant

Lemme 6.3.2. Le probleme PV} posséde une solution unique
Uy, € WH(0,T;V)NCH 0, T; H) N W?22(0,T; V).

Preuve. La preuve du lemme 6.3.2 est une conséquence du lemme 6.3.1 et la relation

(6.3.10).
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6.3. Existence et unicité de la solution

Considérons maintenant opérateur A, (g) : L*(0,7;V) — L2(0,T; V'), défini par

A, (9) = vgy. (6.3.21)

On a le lemme suivant
Lemme 6.3.3. l'opérateur A, a un point fixe unique g; € L2(0,T;V)
Preuve. Soient g1, g, € L%(0,7;V) et soit n € L2(0,T;V").

On utilise la relation (6.3.11), on trouve

(01 (8) = 02 (£) , v1 (1) — 02 (1)) + (Ae (01 (1)) = Ae (02 (1)) , € (02 (1)) — € (02 (1)) +

+j(g1,v1 (1)) = j(g1,v2 (1)) — (g2, v1 (t)) + j(g2,v2 (t)) < 0.
(6.3.22)

De la définition de la fonctionnelle j; donnée par (6.2.16), on a

J(g1,v2 (1) — jlgr,v1 (t)) — j(g2, v2 () + j(g2, v1 (1) = / (a]gw| — algal)

s

(i |v1r — 0% — p |ver — v%|) da. (6.3.23)

On utilise (6.2.8), (6.2.9) et (2.1.4) pour trouver

J(g1,v2 (1)) — jlg1,v1 (1)) — j(go, v2 (1)) + j(g2,v1 (1) < C'lg1 — galy lv1 — w2y, . (6.3.24)

Par intégration, on utilise les conditions initiales vy (0) = vy (0) = wp, la relation (6.2.1)

et (6.3.24) donc (6.3.22) devient

§lvs (8) = w1 (OF +ma fg lvz () = v1 ()5 ds <

. (6.3.25)
Ofo 192 (s) — ¢ (3)|V vz () — 1 (S)|V ds.
De plus, utilisons 1’ inégalité 2ab < mLACLZ + %Abz, pour trouver
2 | mg [t 2
o (6) = o1 (O + 5 fy o (5) = w1 ()]} s < 6.5.26)

C % 55 [T192(5) — g1 (8)|y ds + C x 24 [ vy (s) — vy (s)]y ds.

2m g

Donc (6.3.26) devient

109



6.3. Existence et unicité de la solution

i (® =0 (0 <C [ () =an () . (6.3.27)

On conclut de (6.3.27) que l'opérateur A, est une contraction dans I'espace de Banach

L*(0,T; V). Alors, il existe un point fixe unique g; € L?(0,T; V') tel que

A, (97°) = g;- (6.3.28)

Dans la deuxiéme étape, pour x € C(0,T; (H' (2))") donné, nous utilisons le déplacement
Ug+, Obtenu.
On considere le probleme PV, suivant

Probléme PV, : Trouver le champ de température 6, : [0,7] — H" () tel que

(0 (00) ooy &80 03 00) = 0+ 00) )y (6329

6, (0) = 0y dans 2. (6.3.30)

Nous avons le résultat suivant

Lemma 6.3.4. Pour tout y € C(0,T;(H'(R))"), il existe une solution unique 6, du
probleme PV, satisfait (6.3.2).

Preuve. On applique I'inégalité de Friedrichs—Poincaré, on peut trouver une constante,

B’ > 0 tel que

2 B 2 / 2 2
[t an s 1= 5 [ ¢ v e 12 @).

Ainsi, on obtient que

a0(¢, Q) = o [y, VCELP (), (6.3.31)

avec ¢g = komin(1, B')/2, ce qui implique que aqy est L?-elliptique. Par application des
arguments de 'analyse fonctionnelle classique qui concerne les équations paraboliques, le
probleme PV, admet une solution unique 6, qui satisfait (6.3.2).

Dans la troisoéme étape, soit ¢ € C'(0,7;L%*(2)). On considere le probleme PV suivant

Probléme PV, : Trouver le champ d’endommagement j3, : [0,7] — K tel que
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6.3. Existence et unicité de la solution

(B 0).¢= 8, (1)
(0,¢ = By (t))r2(e)
B4 (0) = Bo. (6.3.33)

£.C— B, (1) >
PR CAUIEAL) VCe K pptel0,T], (6.3.32)

On applique le théoréme 2.4.4 sur le probléme PVy.
Lemme 6.3.5. Pour tout ¢ € C(0,T;1L3()), il existe une solution unique B4du pro-
bleme PV, tel que

By € W (0,T;1L2(Q)) NL*0,T; H' (Q)) . (6.3.34)

Preuve. L’ inclusion fonctionnelle de (H'(2); || ;1 () dans (L2(Q); |-[.2(ny) est continue

et de rang dense. On peut écrire le triplet de Gelfand

!/

H'(Q) cL*(Q) c (H'().

On a

(575)(H1(Q))’><H1(Q) = (5,§)L2(Q)7 VB e L*(Q),£ € HI(Q).

De plus, K est un convexe fermé non vide dans H'(Q), a; définie par (6.2.15) est une
forme bilinéaire, et 3, € K.

Il est facile de voir que le lemme 6.3.5 est une conséquence du théoréme 2.4.4

En tenant compte les résultats ci- dessus et les propriétés des opérateurs B et G et les

fonctions v et S, nous pouvons considérer I'opérateur A tel que

A:CO0,T; V' x (H"(Q) x L3(Q)) — C(0,T; V' x (H' (Q)) x L2(Q)),

(6.3.35)
Al 0) (1) = (M (m)(1), A2(0) (1), A3(0)(1)),
W)y = (Be(un(1)), B4(t)), w) +
_ (6.3.36)
(/ G (ay(s) = Ale(uny(s))), e (uy(s)), O (8))d87w) + (i, w) Yw €V,
(A2< )a )(Hl(Q))’le(Q) = (¢ (O-n(t)’ €(uﬂ (t)) 76)( (t))>w) Vw € o (Q)7 (6337)
As(9)() = S(e(uy (1), By). (6.3.38)
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6.3. Existence et unicité de la solution

Nous avons le résultat suivant

Lemme 6.3.6. Soit (6.3.3) vérifiée. Alors pour (1, x, ¢) € C(0,T; V' x (H (Q))' xL*(Q)).
Lopérateur A(n, x, ¢) : [0,T] — V' x (H'(Q))" x L*(Q) a un élément unique

(%, x*,¢") € C0,T; V' x (H' () x L*(Q)) tel que A(n*, x*, ¢") = (1%, X", ¢")

Preuve. Soient (17, X1, ?1)s (M9, Xa, &) € C(0,T; V' x (H* (Q)) x L2(Q)) et t € [0,T].
Nous utilisant la notation wu,; = u;, Uy, = vy = vi,ﬁ@- = B;,0y = 0; et o, = 0, pour

i =1,2. En utilisant (6.3.36) et les relations (6.2.2) et (6.2.3), on obtient

Imt (8) = mo (B)[5 < 1By (1) = B (B)[Ea(qy + lur () — ua ()5 + Jor (1) — w2 (D5 +
/0 (l71(5) = 02 ()5, + v1 () = v2 ()5 + s (5) = wa (5)[5 + 101 (5) = 02 (5) [ g )l +

G(v1,v2 (1) — G(vi, vi (1) — G(v2, v2 (1)) + B2, 01 (¢)).
(6.3.39)

De la définition de la fonctionnelle ¢ donnée par (6.2.17), on a

P(v1,v2 (1)) — @(v1,v1 (1)) — @2, v2 (1)) + P(v2, 11 (1) = /F (a|vwly — alvaly) (v2y — v1,) da.
’ (6.3.40)
On utilise (6.2.8) et (2.1.4) pour trouver

B(v1,v2 (1)) = d(v1, v1 (1)) = B(v2,v2 (1)) + D, 01 (1)) < Clog (1) —va (D, (6.3.41)

Puisque
u; (t) = /vi (s)ds + ug, YVt € [0,T7]. (6.3.42)
On a
luy (£) —ug (B)[3 < /0 vy (s) — va (5)]2 ds. (6.3.43)

En appliquant (6.3.41), (6.3.43), la relation (6.3.39) devient
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6.3. Existence et unicité de la solution

[y (8) =112 (0)]3 < C 1By (1) = Ba (D2 + o1 (1) = v2 (D, + /0 (|71 (s) = 02 () [z,

o1 (8) = w2 (8)[y + |ur (5) =z ()|, + |61 (5) — 02 () [ ).

(6.3.44)
Sachant que
oi(t) = Ale(ui(t)) +n, (1), vt € [0,T], (6.3.45)
de (6.1.1), et en utilisant les relations (6.2.1), (6.2.3), on obtient
o1 (5) = 02 ()3, < C (|va (8) = w2 (O[5 + |y — i) - (6.3.46)

De (6.3.11), il résulte

(01 (1) = 02 (), 01 (£) =02 (1)) + (Ae (01 (1)) — Ae (02 (1)), (v1 (1)) — € (02 (1)) +

+ (1 (s) = my (5), 01 (1) = w2 () < jj(vr,02 (1) = j(vr, 01 (1)) = (w2, v2 (1)) + vz, v1 (1))
(6.3.47)

De la définition de la fonctionnelle j donnée par (6.2.16), on a

Jvr,v2 (1)) = j(vr, v (1) — j(vg, v2 (1) + j(ve,v1 (1) = /F (afvr| = alva|) (1 |vir| = g |v2r]) da.
’ (6.3.43)

On utilise (6.2.8), (6.2.9) et (2.1.4) pour trouver

(01,09 (1) — j(v1,01 (£)) — j(va,va (£) + j(va, v (t)) < Clog — v} (6.3.49)

Ainsi, par intégration, en utilisant (2.1.3), (6.2.1), (6.3.49), la relation de Cauchy-Schwartz

et les conditions initiales vy (0) = vq (0) = vp, (6.3.47) devient

o (1) - <>|V+mA/|v1<>—v2<>|vds<c 01 (5) — v ()2 ds+

/ |771 |V’ |U1( ) (S)|V ds.
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6.3. Existence et unicité de la solution

De plus, utilisant I'inégalité 2ab < m4a® + mLAbQ, on obtient

Lo () <MV%J/hu —wﬁw%<0/hn ) = v (s ds+
QW/ml @ ds 5 [ o 5) = v ) s

cette inégalité, combinée avec 'inégalité de Gronwall, donne

oy () — v (¢ <c/ 101 (5) = my ()2, ds. (6.3.50)

Donc

/ o1 (s) — vg (5)[3 ds < C’// Iny (r (r)[2., drds
(6.3.51)

Amm> o (5)]7 ds.

En outre, par (6.3.43) et (6.3.51), on trouve

luy (1) —us (2|7, < C’/ Iny (s (s)|? ds. (6.3.52)

Ce qui implique

/Wm s ww<c//ﬁm (P2, drds
(6.3.53)

/wm>—%m|w

Pour la température, si nous prenons la substitution y = x;, x = X, dans (6.3.29) et
soustrayant les deux équations obtenues, on en déduit en choisissant w = 6; — 65 comme

une fonction de test

0, (1) = 0> () o +%/w1«wxnm ds <

[ 106 = xa Ol 136) = 2 )y s ¥t € 0.7,

Appliquant I'inégalité 2ab < 2Cya® + —192
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6.3. Existence et unicité de la solution

6:(1) = 0> () 2 +oo/ 01.(5) — 05 () ds <

4@0/ N () = o (s >|H1(Q)fds+oo/ 0, (5) — 0 (5) gy VEE[0,T).

Nous obtenons

t
161 (1) = 02 ()7 (g < C/O X1 (8) = X2 (8) [ ey d5 - (6.3.54)

Pour le champ d’endommagement, a partir de (6.3.32), on déduit que

(51 - 62761 ﬁ2> a1 (By — Bo, By — Ba) < (&1 — @9, 81 — 52)]]2 p-ptel[0,T].

Intégrant l'inégalité précédente par rapport au temps, en utilisant les conditions initiales

B1(0) = B5(0) = B, et I'inégalité ay (8, — B4, 81 — [5) > 0 pour trouver

% 1By (t) = By (¢ )’LQ(Q / (01 (8) = P2 (5), 81 (5) — B (8))L2(ds, (6.3.55)

ce qui implique

1
316000~ 52 O ey < [ 16,06 = 63 5 11 6) = B 9

On applique 'inégalité 2ab < a? + b?

181 (1) — By (D) 2oy < C ( / 164 (5) — b (5) 2o 5 + / 161(5) = By (5)Page da)

cette inégalité, combinée avec I'inégalité de Gronwall, donne

|8, () = By (t)h?ﬁ(ﬂ) < C/o |01 (5) — &, (S)|i2(ﬂ) ds, vt € [0,T7]. (6.3.56)

A partir de (6.3.46), (6.3.50), (6.3.51), (6.3.53), (6.3.54), (6.3.56), la relation (6.3.44) de-

vient
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6.3. Existence et unicité de la solution

< / 164 (5) — 3 (5)Pagey ds + / 1 (5) = X () agnqany s +
Ny (¢ _772 ' <
/|771 )|v'd3

On utilise (6.2.4), (6.3.37), on obtient

(6.3.57)

1 (8) = xa )iy < Lo (100 (8) = 02 (03, + [oa (6) = 02 () + 161 (8) = 02 () 3y ) -

(6.3.58)

A partir de (6.3.46), (6.3.50), (6.3.54) et (6.3.57) on trouve
[61(5) = 62 (5)lizy ds + [ | Xz (5)| (i ayy s +

(1) = %o (@) sy < € [0 /Xl s
/ [ (s )|V’ ds.
(6.3.59)
On utilise (6.2.5), (6.3.38), on obtient

61 (1) = da (D [2) < CUB1 (1) = Ba (V)2 + 1 (8) —uz (1)]) (6.3.60)

a partir de (6.3.52) et (6.3.56), on obtient

" <t>—¢2<t>|iz(msc( [ 1660 =6, ys+ [ 1n <s>—n2<s>|2v,ds-) (6:3.61)

I1 suit maintenant des inégalités précédentes, les estimations (6.3.57), (6.3.59) et (6.3.61),

nous remplagons (6.3.35), pour obtenir

[A(1: X1, 01) (1) — A2, X2, §2) (t)|vfx(H1(Q))’xIL2(Q) < O/o (11, X1, @1) (8) = (12, X2, B2) ()] ds.

Ainsi , pour m suffisamment grand, A™ est une contraction sur
C(0,T; V' x (H" (Q)) xIL2(2)) alors A a un unique point fixe dans cet espace de Banach.
Soit I'opérateur £ : C'(0,T;1*(T3)) — C(0,T;1L3(T3)), défini par
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6.3. Existence et unicité de la solution

Lw(t) = —kv* /t o, (s)ds,Vt € [0,T]. (6.3.62)

Lemme 6.3.7. L’opérateur £ : C(0,7;1L3(T'3)) — C(0,T;1L*(T'3)) posseéde un point fixe
unique w* € C(0,T;1L3(T3)), tel que

*

Lw* = w*.

Preuve : Soient wy, wy € C(0,T;1L3(T'3)), on dénote par(u;, o;, 3;,0;) i = 1.2. les solu-

tions associées du probleme PV alors

t
|Lwn (t) — Lws (t)]iQ(FS) < kv*/ o1, (5) — 09 (5)|* ds, (6.3.63)
0

t
< k:v*/ o1 (5) — 02 (5)|* ds,
0

A partir de (6.1.1) et en utilissant les relations (6.2.1) — (6.2.3) , on obtient

(01 (8) = 02 (t) 3, < C(IB1 (£) = Ba (1) Ly + [ur (8) = uz (O + o1 () — v2 (D5, +

/0 (l71(5) = 02 ()1, + [v1 (5) = v2 ()5 + s (5) = wa (s)[5, + |01 (5) — b2 (5) [ )l

(6.3.64)

A partir de (6.3.54) et (6.3.58) ,et en utilisant Cronwall, on trouve

2 ' 2 2
101 (t) — 02 ()31 (0 < C/ (Jo1 (s) — 02 (8)]3,, + |1 (5) — v2 (s)]5,) ds (6.3.65)
0
A partir de (6.3.56) et (6.3.60), et en utilisant Cronwall, on trouve
2 ' 2
8,00~ 6 Oy <C [ Jur ()~ (9 ds. e 0.7 (6360
0

Dong, (6.3.64) devient

o1 (t) = o2 ()7, < C(/O [ua (5) = uz (8)Iy, ds + ur () = uz (O)fy + o1 (1) — 02 (D) +

/ (|o1(s) — o9 (S)ﬁ{l + [v1(s) — v2 (3)|2v + [ur (8) — uz (S>|%/)d8)-
’ (6.3.67)
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6.3. Existence et unicité de la solution

D’apres Gronwall, on trouve

|01 () — 02 (£) 3, < C(/O luy (5) — uz (5)[3 ds + Juy () = ua ()], + [v1 (£) — 02 (B)]5)
(6.3.68)
On a

luy () — ug (B3 < C’/O vy (s) — vy (8)[2 ds. (6.3.69)
A partir de (6.3.69), on a
/0 [u (5) = ua (8)[y ds + [ur (£) = ua (£)[5, + [on (8) — vz ()]}, < C/O o1 (s) = w2 ()]}, ds.

Donc

vy ( —vgsvds
/|“1 —u (s)|y, ds + |uy () —uz (D[} + o1 (1) =02 (D)3, < C /| v ot

+ w1 () — w2 (t)|]L2 (T's)
(6.3.70)

D’apres Gonwall, on a

/0 [us (5) = uz ($)|y, ds + [ur (8) = uz ()] + [v1 (1) = v2 (O)fy < C'lwn (£) = w2 ()| £(ry

Donc, (6.3.68) devient

o1 (1) — s (D)2, < C /0 w1 (5) — w3 (5) oy ds (6.3.71)

Donc, (6.3.63) devient

t
| Ly (1) = Lws () |p2r,) < C/ w1 (s) — w2 (5)[p2(r,) ds
0
Par récurrence, avec £P la composée p*“"¢de 1'opérateur £, on a

(Ct)”

|£pw1 (t) - prz (t)‘]LQ(F?’) S p'

wi (1) — w2 (E)[L2(ry)

118



6.3. Existence et unicité de la solution

On sait que ((Cp—t!)p)converge vers 0, donc pour p assez grand (C;j—t!)p < 1. C’est-a-dire que

I'opérateur LP est une contraction sur I'espace de Banach C(0,T;1L%(T'3)). Alors, il existe
un unique w* € C(0,T;1L*(T3)) tel que

Lw* = w*.

Maintenant, nous avons tous les ingrédients pour prouver le théoréme 6.3.1

Existence

Soit (7%, x*, ¢*) € C(0,T; V' x (H' (Q)) x L2(Q)) le point fixe de A défini par (6.3.35) —
(6.3.38) et soit g* = gy~ le point fixe de A, obtenu par le lemme 6.3.2, et soit

w* € C(0,T;1L*(T'3)) le point fixe de £ obtenu par le lemme 6.3.7. On note par (v, o)

Punique solution du probleme PV " et on définit

t
u(t):/v(s)ds+u0, Ve [0,7],
0
et, soit 6 = 0« et 8 = [, les solutions des probléemes PV, PV, obtenues dans les

lemmes 6.3.4 et 6.3.5 respectivement, Comme A;(n*) = n*, A2(x*) = x*et A3(¢*) = ¢7,
les définitions (6.3.36) — (6.3.38) montrent que (6.2.19) — (6.2.23) sont satisfaites. Ensuite,
a partir des lemmes 6.3.2, 6.3.4 et 6.3.5, les conditions de régularité (6.3.1) — (6.3.4) sont
vérifiées.

Unicité

La partie unicité du théoréme 6.3.1 est une conséquence de l'unicité du point fixe
des opérateurs A,, A et £ définis par (6.3.21), (6.3.35) — (6.3.38), (6.3.62) et I'unicité de la

solution des problemes PV/" PV, et PV, ce qui achéve la démonstration.
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Conclusion

Les résultats obtenus dans ce travail nous laissent entrevoir plusieurs pistes de recherche.
De nombreuses questions peuvent étre posées. Tout d’abord au sujet du modéle considéré
et des résultats obtenus.
Peut-on étendre ces résultats a des situations plus générales ? Si I’existence globale des solu-
tions fortes des EDP n’est pas facile, 'amélioration de ces résultats reste toujours possible
et peuvent étre des problémes ouverts et trés importants & aborder. Nous avons présenté
dans cette thése une certaine contribution a I’étude de quelques problémes aux limites en
mécanique de contact. A cet effet nous avons considéré des différentes lois de comportement
telles que : thermo-élasto-viscoplastiques, thermo-viscoélastiques et électro-viscoélastiques
Nous avons étudié des problémes de contact avec frottement dans un processus dynamique
ou quasistatique avec des conditions aux limites, pour lesquelles nous couplons a la fois ’en-
dommagement du matériau et I'usure ou ’endommagement et ’effet thermique ou électrique.
Pour chacun de ces problémes, nous avons donné la formulation variationnelle. L’existence
et 'unicité de la solution faible pour les problémes ont été établies en utilisant des argu-
ments de la théorie des égalités et des inégalités variationnelles, la théorie des opérateurs

fortement monotones et de Lipschitz et celle de point fixe.
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