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Notations

Soient GG un groupe, x, y € G. On utilisera les notations suivantes :
o 2V =y lay et 2% = (2)9 = (29| g € G) la cloture normale de = dans G.
e GO =G, GW = @G le sous-groupe dérivé de G et G le (n + 1) terme de la série
dérivée de G.
e 7,(G) = G, 7,(G) = G" et 7, (G) le n®™ terme de la série centrale inférieure de G.
e 70(G) = 1, Zi(G) = Z(G) le centre de G et Z,(G) le (n + 1)®™¢ terme de la série
centrale supérieure de G.
e (s () le centralisateur de = dans G.
e A la classe des groupes abéliens.
e § la classe des groupes finis.
e C' la classe des groupes de Cernikov.
e P la classe des groupes polycycliques.
e Uy~ le groupe quasicyclique.
Si X est une classe de groupes, alors :
e LX est la classe de tous les groupes tels que chaque sous-ensemble fini est contenu dans
un X-groupe.
e PX est la classe de tous les groupes admettant une série ascendante dont chaque facteur
est un X-groupe.
e PX est la classe de tous les groupes admettant une série descendante dont chaque

facteur est un X-groupe.

e RX est la classe des groupes G tel que N{N | N <G et G/N € X} = 1.



Introduction

Soit X une classe de groupes. Un groupe G est dit un XC-groupe si le groupe quotient
G /Cq(x%) est un X-groupe pour chaque élément x dans G. Les classes de groupes XC'
qui ont été étudiées sont F'C (respectivement, CC, PC, (PF)C, MC et M,C') que nous
obtenons lorsque nous prenons pour X la classe des groupes finis (respectivement, de
Cernikov, polycycliques, polycycliques-par-finis, résolubles-par-finis minimax et minimax
réduits) (voir [40], [16], [23] et [25]). Egalement si m € N*U{oo}, alors le sous-groupe G,
engendré par tous les éléments d’ordre m est appelé le m-layer de GG. Nous disons qu’un
groupe G est un X L-groupe si tous ses layers appartiennent & X. Les classes de groupes
XL qui ont été étudiées sont F'L ( respectivement, C'L, (PF)L et AL) que nous obtenons
lorsque nous prenons pour X la classe des groupes §, (respectivement, C, PF et A) (voir
[40] et [39]). I est clair que la classe XL est contenue dans la classe XC' dans les cas
particuliers ci-dessus a titre d’exemple, si G est un (PF')L-groupe non périodique, alors
G est polycyclique-par-fini [39, Théoréme 3| et tout AL-groupe est abélien [40, Théoréme
4. 41].

Un groupe G est dit non-X-groupe minimal si tous ses sous-groupes propres sont
dans la classe X, alors que G lui-méme n’est pas un X-groupe. L’étude des groupes non-
X minimaux est trés ancienne. A titre d’exemple, en 1903 Miller et Moreno ont étudié
et caractérisé dans [28] les groupes finis non-abéliens dont tous les sous-groupes propres
sont abéliens et ils ont montré que de tels groupes sont métabéliens et leurs ordres sont
divisibles par au plus deux nombres premiers. Plus tard, en 1924 O. J. Schmidt dans

[43] a classifié les groupes finis non-nilpotents dont tous les sous-groupes propres sont
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nilpotents en démontrant que de tels groupes sont résolubles de longueur < 3 et leurs
ordres sont divisibles par deux nombres premiers distincts. V. Belyaev et N. Sesekin sont
les premiers qui ont étudié les non-XC-groupes minimaux. Ils ont caractérisé dans [4]
les non- F'C-groupes minimaux dans le cas ou le groupe posséde une image homomorphe
non-triviale finie et dans [3] V. Belyaev a montré que si G est un groupe non-parfait
non-F'C'-groupe minimal, alors G admet un sous-groupe propre d’indice fini. Beaucoup
de résultats ont été obtenus sur les non-XC-groupes minimaux pour différents choix de X.
En 1988 J. Otal et J. M. Pena, ont étudié les non-C'C-groupes minimaux, ils ont montré
que, si G est un groupe ayant une image homomorphe non-triviale finie ou abélienne, alors
G est un C'C-groupe si, et seulement si, tout sous-groupe propre de G est un C'C-groupe.
C’est-a-dire les non-C'C-groupes minimaux sont parfaits et F-parfaits. M. Bouchelaghem
et N. Trabelsi, ont étudié les non-(PF)C-groupes minimaux et les non-M,C-groupes
minimaux ayant une image homomorphe non-triviale finie ou abélienne, ils ont montré
en 2013 que la propriété d’étre un non-(PF)C-groupe minimal (respectivement, non-
M,.C-groupe minimal) et un non-F'C-groupe minimal sont équivalentes dans un groupe
possédant un sous-groupe propre d’indice fini et ils ont montré en 2015 (respectivement,
2017) le méme résultat pour les groupes non-parfaits. Nous avons étudié les non-M C-
groupes minimaux et nous avons démontré que tout non- M C-groupe minimal est parfait
et F-parfait (Théoréme 3.2.8 et Théoréme 3.3.3). Les non-X L-groupes minimaux ont été
également étudiés. J. Otal et J. M. Pena sont les premiers qui ont étudié les non-XL-
groupes minimaux, ils ont montré dans [35] que si G est un groupe localement gradué,
alors G est un C'L-groupe si, et seulement si, tout sous-groupe propre de G est un C'L-
groupe et ils ont montré que la propriété d’étre un non-(F'L U F.A)-groupe minimal et un
non-F'C'-groupe minimal non-parfait sont équivalentes dans un groupe localement gradué.
Nous avons généralisé ce résultat sur la classe de groupes (PF)L U (BF)A (Théoréme

2.2.6).

On dit qu’un groupe G est de rang fini r, si tout sous-groupe de type fini est engendré

par au plus r éléments ol r est le plus petit entier vérifiant cette propriété. Si I'entier



r n’existe pas, alors GG est dit de rang infini. Ces derniéres années les groupes résolubles
généralisés de rang infini dont tout sous-groupe propre de rang infini appartient & une
classe de groupes X ont été étudiés et il a été prouvé que tous les sous-groupes propres sont
des X-groupes. Si les non-X-groupes minimaux sont de rang fini ou ne sont pas localement
gradués, alors ces groupes eux-mémes appartiennent & X. En particulier, dans [7] il est
prouvé que si X est une classe contenue dans la classe des groupes (résolubles-par-finis)
minimax et si G est un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini dont tout
sous-groupe propre de rang infini est un XC'-groupe, alors tout sous-groupe propre de GG
est un XC-groupe a condition que G n’ait pas d’images homomorphes simples de rang
infini. Nous avons établi un résultat similaire pour la classe de groupes XL U XA, ou X
est soit la classe de groupes polycycliques-par-finis, soit de Chernikov (Théoréme 2.3.4

et Théoreme 2.4.6).

De nombreux articles traitent les groupes ayant peu de sous-groupes non-X, a savoir
les groupes dans lesquel ’ensemble de sous-groupes non-X soit satisfait la condition mi-
nimale ou est I'union d’un nombre fini de classes de conjugaison. A titre d’exemple, dans
[17] il est prouvé que tout groupe localement gradué n’ayant qu’un nombre fini de classes
de conjugaison de sous-groupes non-FC est soit un F'C-groupe, soit de Cernikov, soit un
non- F'C-groupe minimal parfait. Dans [35] J. Otal et J. M. Pefia, ont montré que si G est
un groupe localement gradué, alors GG satisfait la condition minimale sur les sous-groupes
non-(F' L U§A) si, et seulement si, G est soit un (F'L U FA)-groupe soit de Chernikov.
Nous avons généralisé ce résultat sur la classe de groupes (PF)L U (BF).A (Théoreme

2.5.3).
Notre thése se compose de trois chapitres que nous allons brievement décrire.

Dans le premier chapitre, on présente quelques notions et théorémes fondamentaux
sur les classes des groupes X¥C' o ¥ est la classe des groupes §, C, BF, M et M, et les
classes des groupes XL o X est la classe des groupes §, C' et nous donnerons les résultats

obtenus sur les non-XC-groupes minimaux et les non-XL-groupes minimaux (voir [40],
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[16], [23], [25], [39], [4], (3], [8], [32], [2], [20], [19], [5], [6], [7], [35] et [45]).

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudié les non-((PF) LU (BF).A)-groupes mini-
maux et les groupes localement (résoluble-par-fini) de rang infini dont tout sous-groupe
propre de rang infini est un XL-groupe ot X est la classe des groupes F'L, FLU §A,
CL, CLUCA et FL U (BF).A. Nous avons également étudié les groupes ayant peu de
sous-groupes non-((PF)L U (PF).A). Ces résultats ont été publiés dans [37].

Concernant le troisieme chapitre, nous avons étudié les groupes dont tous les sous-
groupes propres sont des M (C-groupes et nous avons montré que tout non-M C-groupe

minimal est parfait et F-parfait.



Chapitre 1

Résultats préliminaires

1.1 Introduction

Ce premier chapitre est consacré a l'exposition de certaines notions et théorémes
fondamentaux de théorie des groupes. Il porte essentiellement sur les propriétés des XC-
groupes ol X est la classe des groupes §, C, BF, M et M, désignant respectivement
la classe des groupes finis, de Cernikov, polycycliques-par-finis, (résolubles-par finis) mi-
nimax et minimax réduits respectivement et les propriétés des X L-groupes ou X est la
classe des groupes § et C. De plus, nous donnerons les résultats obtenus sur les non-XC-
groupes minimaux et les non-X L-groupes minimaux. En particulier les résultats qui sont

utilisés dans cette thése.

1.2 Groupes dont tous les sous-groupes propres sont
des XC-groupes

Soit X une classe de groupes. Un groupe G est dit un XC-groupe si le groupe quotient
G/Cq (xG) est un X-groupe pour chaque élément x dans G. Il s’ensuit que G est dit un
non-X(C-groupe minimal si G’ n’est pas un XC-groupe mais tous ses sous-groupes propres

sont des XC'-groupes. Dans cette section on va donner les résultats qui ont été obtenus sur
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les XC-groupes et les non-XC'-groupes minimaux localement gradués ou X est la classe

des groupes finis, de Cernikov et polycycliques-par-finis.

1.2.1 Groupes dont tous les sous-groupes propres sont des F (-
groupes

Dans ce qui suit, nous avons identifié¢ certaines propriétés des F'C-groupes les plus

connues. Pour ce faire, on commence par donner la définition d’un F'C-élément.

Définition 1.2.1.1. Un élément g d’un groupe G est appelé un F'C-élément sl n’admet
qu’'un nombre fini de conjugués dans G, c’est-a-dire, card({g® :x € G}) est fini. En

d’autres termes, g est un F'C-élément si Cg(g) est d’indice fini dans G.

Théoréme 1.2.1.2 (Baer). Dans un groupe G les FC-éléments forment un sous-groupe

caractéristique dans G.

Définition 1.2.1.3. Soit G un groupe.

(i) le sous-groupe de tous les F'C-éléments de G est appelé le FC-centre de G, il contient
le centre de G. On le note FC(G).

(ii) G est appelé un FC-groupe s’il est égal a son FC-centre, c’est-a-dire, toute classe

de conjugaison dans G est finie.

Soit G un groupe. Rappelons que le résiduel fini de G, noté G* est 'intersection de tous

les sous-groupes normaux d’indice fini; c’est-a-dire G* = ﬂ {N|N<GetG/N €F}.

N
Si G* est d’indice fini dans G, alors G* n’admet aucun sous-groupe propre d’indice fini.

D’autre part G est dit “ résiduellement fini ”

siG*=1.

si son résiduel fini est trivial ; ¢’est-a-dire

Théoréme 1.2.1.4 (Baer). Si G est un FC-groupe, alors G/Z (G) est périodique et

résiduellement fini.

Le Lemme suivant est essentiel dans ’étude des F'C-groupes.
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Lemme 1.2.1.5 (Dietzmann’s). Dans tout groupe G, un ensemble normal et fini dont
les éléments sont d’ordre fini, engendre un sous-groupe normal et fini. ( Un ensemble X
est dit normal dans un groupe G s’il contient tous les conjugués de ses éléments, c’est-

a-dire si x € X, alors x9 € X pour tout g € G).

Corollaire 1.2.1.6. Si G est un FC-groupe périodique et de type fini, alors G est fini,

c’est-a-dire Les F'C'-groupes périodiques sont localement finis.

Remarque. Dans le Corollaire précédent, il n’est pas nécessaire de supposer G pério-

dique, il suffit de supposer que G est engendré par des éléments d’ordre fini.

Théoréme 1.2.1.7 (B. H. Neumann). Soit G un groupe :

(1) G est un FC-groupe périodique si, et seulement si, tout sous-ensemble fini de G est
contenu dans un sous-groupe normal fini.

(2) Si G est de type fini, alors G est un FC-groupe si, et seulement si, G est central-
par-fini. En particulier, si G est un F'C-groupe, alors G vérifie la condition maximale
sur les sous-groupes si, et seulement si, G est de type fini.

(8) Si G est un FC-groupe, alors G' est périodique. De plus l’ensemble des éléments
d’ordre fini forme un sous-groupe de G contenant G'.

(4) Si G est un F'C-groupe vérifiant la condition mazimale sur les sous-groupes normau,
alors il est central-par-fini. Par conséquent G vérifie la condition maximale sur les sous-
groupes.

(5) Si G est un FC-groupe vérifiant la condition minimale sur les sous-groupes normaut,

alors il est central-par-fini et de Cernikov..

D’aprés (3) du Théoréme précédent et puisque le groupe des automorphismes d’un

groupe fini-par-cyclique est fini, on peut déduire la conséquence suivante.

Corollaire 1.2.1.8 (Polovickii). Un groupe G est un FC-groupe si, et seulement si,

2% est fini-par-cyclique pour tout = de G.
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La classe des F'C-groupes n’est pas stable par extension mais satisfait une certaine

forme d’extensibilité faible, qui peut étre énoncée comme suit.

Corollaire 1.2.1.9. Soit N un sous-groupe normal fini d’un groupe G tel que G /N soit
un F'C-groupe, alors G est un F'C-groupe.

Maintenant, nons allons donner les résultats qui ont été obtenus sur les non-F'C-
groupes minimaux localement gradués. En 1975 V. Belyaev et N. Sesekin ont trouvé la

structure des non-F'C-groupes minimaux possédant un sous-groupe propre d’indice fini.

Théoréme 1.2.1.10. Soit G un groupe et supposons que G*, le résiduel fini de G, soit
un sous-groupe propre de G. Alors G est un non-FC-groupe minimal si, et seulment si,
les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) 1l existe un élément = dans G, un nombre premier p, et un entier positif n tels que
G = (G*,z), 2" € G* et 2P € Z (G).

(ii) G*est un q-groupe abélien divisible de rang fini pour un certain nombre premier q.

(iii) Si N est un sous-groupe propre G-admissible de G*, alors N est fini et G* = G'.

Exemple. Soit X = (x) x A un 2-groupe localement diedral tel que A ~ C$°, 2> =1 et
a® = a ! pour tout a € A. D’aprés [40, Théoreme 6.11 (i)], (x) n’est pas sous-normal
dans X et X est hypercentral. Soit H un sous-groupe propre de X. Si H < A, alors
H est abélien, il est FC-groupe nilpotent. On suppose que H £ A ; comme |X : A = 2,
ona HA = X. Comme H/IANH ~ AH/A, donc H/AN H est cyclique d’ordre 2 et
comme ANH # A, on a AN H est fini car A est quasicyclique, d’ot H est fini. On
en déduit que H est un FC-groupe nilpotent. En conséquence tout sous-groupe propre de
X est un FC-groupe nilpotent. Maintenant supposons que xX soit propre dans X, donc

il est milpotent, il s’ensuit que (x) est sous-normal dans X, donc (x) est sous-normal

dans X, c’est une contradiction. D’ot x* = X et X est non-F'C-groupe minimal.

En 1980 V. Belyaev a montré le résultat suivant :
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Théoréme 1.2.1.11. 5i G est un non-FC-groupe minimal non-parfait, alors G admet

un sous-groupe propre d’indice fini.
Dans la méme année B. Bruno et R. E. Phillips ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1.12. Soit G un non-F'C-groupe minimal, alors G est dénombrable. De

plus st G est localement gradué, alors il est localement fini.

En 1989 Kuzucuoglu et Philips ont trouvé un résultat sur les non-F'C-groupes mini-

maux localement gradués parfaits :

Théoréme 1.2.1.13. Les non-F'C-groupes minimauz localement gradués parfaits sont

des p-groupes pour un certain nombre premier p.

1.2.2 Groupes dont tous les sous-groupes propres sont des C'C-

groupes

Un groupe G est dit de “ Cernikov ”, s’il est une extension finie d’un produit direct
d’un nombre fini de groupes quasicycliques ; c’est-a-dire G est de Cernikov s'il admet un
sous-groupe A < G tel que A soit abélien vérifiant la condition minimale sur les sous-
groupes et G /A soit fini. Dans cette sous-section, on présente quelques propriétés sur les
CC-groupes. Ces groupes ont été étudiés pour la premieére fois par Polovickii en 1964.

On commence par donner la définition d’'un C'C-élément.

Définition 1.2.2.1. Un élément g d’un groupe G est appelé un C'C-élément si le groupe
quotient G /Cq(g%) est de Cernikov.

Définition 1.2.2.2. Soit G un groupe :

(i) Uensemble de tous les CC-éléments de G est appelé CC-centre de G, il contient le
centre de G. On le note CC(G).
(ii) G est appelé un CC-groupe s’il est égal & son CC-centre.
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Le théoreme suivant est une définition équivalente a la définition précédente :

Théoréme 1.2.2.3 [40]. Soit G un groupe. Alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) G est un CC-groupe.

(i) [G,x] est de Cernikov et G/Cq ([G,x]) est périodique, pour tout élément x dans G.
(iii) x¢ est Cernikov-par-cyclique et G /Caq (:z:G) est périodique, pour chaque élément x

dans G.
Dans [32], Otal et Pena ont montré les résultats suivants :

Lemme 1.2.2.4. Soit G un CC-groupe :

(1) Si G est de type fini, alors il est central-par-fini.

(2) Si G est abélien-par-fini, alors il est central-par-Cernikov.

(3) Si G est localement nilpotent, alors il est hypercentral.

(4) Si G est F-parfait, alors il est nilpotent de classe < 2. De plus si G est périodique,

alors il est abélien.

Corollaire 1.2.2.5. Si G est un CC-groupe périodique et de type fini, alors G est fini,

c’est-a-dire les C'C-groupes périodiques sont localement finis.

Remarque. Dans le Corollaire précédent, il n’est pas nécessaire de supposer G pério-

dique, il suffit de supposer que G est engendré par des éléments d’ordre fini.

Rappelons qu’un groupe est dit localement normal et Cernikov si chaque sous-ensemble

fini est contenu dans un sous-groupe normal de Cernikov.

Théoréme 1.2.2.6 (Polovickii). Si G est un CC-groupe, alors G' est localement nor-
mal et Cernikov. De plus Uensemble des éléments d’ordre fini forme un sous-groupe de

G contenant G'.

La classe des C'C-groupes n’est pas stable par extension mais satisfait une certaine
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forme d’extensibilité faible, qui peut étre énoncée comme suit.

Corollaire 1.2.2.7 [24, Lemma 2]. Soit N un sous-groupe normal fini d’un groupe G tel

que G /N soit un CC-groupe, alors G est un C'C-groupe.
En 1992 F. M. R. Dixon a montré les deux résultats suivants :

Lemme 1.2.2.8 [12, Lemma 1]|. Soit G un CC-groupe, alors G admet un sous-groupe
N normal dans G tels que N soit abélien divisible périodique et G/N soit un FC'-groupe.

Lemme 1.2.2.9 [12, Lemma 2]. Soient G un C'C-groupe périodique et N un sous-groupe
abélien normal dans G tel que G/N soit abélien divisible, alors G est abélien. De plus si

N est divisible, alors il est divisible.

J. Otal et J. M. Pena [32], B. Hartley, J. Otal et J. M. Pena [20] ont étudié les groupes
localement gradués dont tous les sous-groupes propres sont des C'C-groupes. Ils ont ob-

tenus les résultats suivants :

Théoréme 1.2.2.10. [32] Soit G un groupe possédant une image homomorphe non tri-
viale finie ou abélienne. Alors G est un CC-groupe si, et seulement si, tout sous-groupe

propre de G est un C'C-groupe.

Corollaire 1.2.2.11 [32]. Soit G un non-CC-groupe minimal, alors il est parfait, n’ad-
met aucun sous-groupe propre d’indice fini. De plus si G est localement gradué, alors il

est localement fini et dénombrable.

Théoréme 1.2.2.12 [20]. Un non-CC'-groupe minimal localement gradué est un p-groupe

pour un certain nombre premier p.
En 1997 A. Arikan et A. O. Asar, ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2.13 [2]. Soit G un non-CC-groupe minimal localement gradué, alors G

admet un quotient G /K qui est un non-FC-groupe minimal.
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1.2.3 Groupes dont tous les sous-groupes propres sont (PF)C-

groupes

En 1990 S. Franciosi, F. De Giovanni et M. J. Tomkinson sont les premiers qui ont
étudié la classe des (PF)C-groupes. Pour définir cette classe, rappellons qu’un groupe G
est dit “ polycyclique 7, s’il admet une série finie de sous-groupes dont chaque quotient
est cyclique. Rappelons aussi qu’un groupe est dit “ polycyclique-par-fini 7, s’il est une

extension finie d’un sous-groupe polycyclique.

Définition 1.2.3.1. Un groupe G est un (PF') C-groupe si pour chaque élément x dans
G, le groupe quotient G/Cq (:UG) est polycyclique-par-fini.

S. Franciosi, F. De Giovanni et M. J. Tomkinson ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.2.3.2. Soit G un groupe. G est un (PF)C-groupe si, et seulement si, 2

est polycyclique-par-fini, pour tout x de G. Par conséquent, tout (PF) C-groupe de type
fini est polycyclique-par-fini.

En 2009 F. Russo et N. Trabelsi ont montré les deux résultats suivants :

Lemme 1.2.3.3 [42, Lemme 3.1]. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe G tel que N
soit polycyclique-par-fini et G/N soit un (PF) C-groupe, alors G est un (PF) C-groupe.

Lemme 1.2.3.4 [42, Lemme 3.2]. Soit G un (PF) C-groupe et soit H un sous-groupe de

G. Si H nadmet aucun sous-groupe propre d’indice fini, alors il est contenu dans Z (G).

M. Bouchelaghem et N. Trabelsi , ont étudié les groupes localement gradués dont tous

les sous-groupes propres sont des (PF')C-groupes. Ils ont obtenus les résultats suivants :

Théoréme 1.2.3.5 [5, Corollaire 2.14]. Soit G un groupe et supposons que G*, le résiduel
fini de G, soit un sous-groupe propre de G. Alors G est un non-(PF)C-groupe minimal

si, et seulment si, il est un non-FC-groupe minimal.
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Théoréme 1.2.3.6 [6, Théoréme 1.1]. Soit G un groupe non-parfait, alors G est non-

(PF)C-groupe minimal si, et seulement si, il est un non-FC-groupe minimal.

1.3 MC-groupes

En 2000 L. A. Kurdachenko et J. Otal sont les premiers qui ont étudié la classe des
MC-groupes. Pour rappeler les propriétés de cette classe, on donne la définition des

groupes minimax, ainsi que quelques propriétés sur ces groupes.

Définition 1.3.1. Un groupe G est dit minimazx, s’il admet une serie finie
{1}:G0§1G1§l ...... <G, =G

dont tout quotient G;11/G; satisfait la condition maximale ou minimale sur les sous-

groupes pour tout 0 <1 <n — 1.

On sait que les groupes localement (résolubles-par-finis) satisfaisant la condition maxi-
male sur les sous-groupes sont polycycliques-par-finis (voir [41]) et il est également bien
connu que tous les groupes localement finis satisfaisant la condition minimale sur les
sous-groupes sont des groupes de Cernikov (voir [21, Chapitre 5]). D’aprés ce qui précéde

on peut déduire la définition suivante :

Définition 1.3.2. Un groupe G est dit résoluble-par-fini minimaz, s’il admet une serie
finie
{1} =Gy 4G, Q-+ -+ 4G, =G

dont tout quotient G;11/G; est polycyclique-par-fini ou de Cernikov pour tout 0 < i <

n—1.
La classe des groupes résolubles-par-finis minimax admet les propriétés suivantes :

Proposition 1.3.3. Soient G un groupe, H < G, N, L < G :
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(1) Si G est résoluble-par-fini minimaz, alors H est résoluble-par-fini minimazx.

(13) Si G est résoluble-par-fini minimax, alors G /N est résoluble-par-fini minimaz.

(1ii) Si N et G/N sont résolubles-par-finis minimax, alors G est résoluble-par-fini
minImaz.

(iv) Si G/N et G/L sont résolubles-par-finis minimaz, alors G/N N L est résoluble-

par-fini minimaz.

Théoréme 1.3.4 [40, théoréme 10.33]. Soit G un groupe résoluble minimax et soit R
le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes quasicycliques de G. Alors R est le

produit direct d’un nombre fini de sous-groupes quasicycliques. De plus R est le résiduel

fini de G.

Je donne maintenant la définition d’'un M C-élément :

Définition 1.3.5. Un élément x d’un groupe G est dit un MC-élément, si G/Cgq (:CG)

est résoluble-par-fini minimazx.

La définition d’un M C-centre est la suivante :

Définition 1.3.6. Soit G un groupe, l’ensemble de tous les M C-éléments de G est appelé
le MC-centre de G, il est noté MC(G).

Définition 1.3.7. Un groupe G est dit un MC-groupe, si chaque élément de G est un
MC-élément. Autrement dit, G est un MC-groupe si, et seulement si, G = MC(Q).

Dans [25], Kurdachenko et Otal ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.3.8. Soit G un MC-groupe, alors x¢ est résoluble-par-fini minimax pour

tout = de G.

D’aprés le théoreme précédent, on peut déduire la conséquence suivante :

Corollaire 1.3.9. Si G est un MC-groupe de type fini, alors G est résoluble-par-fini

minImaz.
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Toujours dans [25], on a les conséquences suivantes :

Corollaire 1.3.10. Soit G un MC-groupe, alors G posséde une série ascendente de
sous-groupes telle que les quotients soient des groupes abéliens minimax ou finis. Par

conséquent, tout MC'-groupe est hyper-( fini ou abélien minimaz).

Corollaire 1.3.11. 5@ G est un MC-groupe et M un sous-groupe mazimal de G, alors

M est d’indice fini dans G.

1.4 Groupes dont tous les sous-groupes propres sont
des M,.C-groupes

Soit G' un groupe, on définit D(G) est le sous-groupe de G engendré par tous les
sous-groupes divisibles de Cernikov et normaux dans G. Il est facile de voir que D(G)
est le plus grand sous-groupe abélien divisible périodique et normal dans G. Dans cette
section on va donner les résultats qui ont été obtenus sur les M,.C-groupes et les non-

M, C-groupes minimaux.

1.4.1 Groupes minimax réduits

Dans ce qui suit, nous avons identifié quelques propriétés des groupes minimax ré-
duits les plus connues. Pour ce faire, on commence par donner la définition d’un groupe

minimax réduit.

Définition 1.4.1.1. Soit G un groupe. G est dit minimaz réduit sl est résoluble-par-fini

minimaz et D (G) = 1.

Théoréme 1.4.1.2 [38, Corollaire du Théoréme 1]. Les groupes minimazx réduits sont

résiduellement finis et donc ils n’ont aucun sous-groupe F-parfait non-trivial.
La classe des groupes minimax réduits admet les propriétés suivantes :
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Proposition 1.4.1.3. Sotent G un groupe, M, N <G et H <G :
(1) Si G est minimazx réduit, alors H est minimaz réduit.
(17) Si N et G/N sont minimax réduit, alors G est minimax réduit.

(i1i) Si G/N et G/M sont minimazx réduits, alors G/N N M est minimaz réduit.

Remarque. la classe de groupes minimax réduits n’est pas stable par passage auzx quo-

tients.

Exemple. Soit Q, = {% :m € Z,n est un ™ nombre positif} o, w est un ensemble
fini de nombres premiers. On a Q. est un groupe abélien minimazx sans-torsion, il est
minimazx réduit. Maintenant comme Q. est abélien minimaz, alors Q. admet un sous-
groupe de type fini A ot Q./A vérifie la condition minimale sur les sous-groupes, donc
Qx/A est le produit direct d’un nombre fini de groupes quasicycliques, ce qui donne
D (Q:/A) = Q./A, d’ou Q,/A n'est pas minimaz réduit. On déduit que le quotient d’un

groupe minimax réduit n’est pas forcément minimaz réduait.
Dans [25], Kurdachenko et Otal ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.4.1.4. Soit G un groupe minimaz réduit et supposons que Q@ < Aut(G).

Si @ est hyper-( abélien ou fini), alors Q) est un groupe minimax réduit.

1.4.2 M,C-groupes

Dans cette sous-section, on présente quelques propriétés sur les M,.C-groupes. Ces
groupes ont été étudiés pour la premiére fois par L. A. Kurdachenko et J. Otal en 2001.

On commence par donner la définition d’'un M, C-élément.

Définition 1.4.2.1. Un élément x d’un groupe G est dit un M,C-élément, si G/Cq (xG)

est minimax réduit.

Je donne maintenant la définition d’'un M, C-centre :
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Définition 1.4.2.2. Soit G un groupe. Le M,C-centre de G est l’ensemble de tous les
M,C-éléments de G, il est noté M,C(G).

La définition d’'un M,.C-groupe est la suivante :

Définition 1.4.2.3. Un groupe G est dit un M,C-groupe si chaque élément de G est un
M,C-élément, c’est-a-dire G = M,.C(G).

En 2001, Kurdachenko et Otal ont étudié les M, C-groupes et ont trouvé les résultats

suivants :

Théoréme 1.4.2.4. Soit G un M,C-groupe, alors x¢ est minimax réduit, pour tout x

de G.
En 2013 M. Bouchelaghem et N. Trabelsi ont montré le résultat suivant :

Lemme 1.4.2.5. Soit G un groupe, alors G est un M,C-groupe si, et seulment si, v¢

est minimax réduit, pour tout x € G.

Remarque. Les (PF) C-groupes sont des M,C-groupes.

Théoréme 1.4.2.6 [25]. Si G est un M,C-groupe, alors G/Z (G) est résiduellement fini.
Corollaire 1.4.2.7. Si G est un MC-groupe, alors G/D (G) est un M,C-groupe.

La classe des groupes M,.C n’est pas stable par extension mais satisfait une certaine

forme d’extensibilité faible, qui peut étre énoncée comme suit.

Lemme 1.4.2.8 [5]. Soit H un sous-groupe normal et minimaz réduit d’un groupe G.

Si G/H est un M,.C-groupe, alors G est un M,C-groupe.

Soit G un groupe. Notons F' (G) le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes

n’admettant aucun sous-groupe propre d’indice fini.

Lemme 1.4.2.9 [25]. Soit G un groupe.
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(1) Si G est un M,C-groupe, alors F (G) < Z (G).
(17) Si G est un MC-groupe, alors D (G) < Z (F (G)) et F(G) /D (G) est un groupe

abélien divisible sans-torsion.

Lemme 1.4.2.10 [25]. Soit G un M,C-groupe et soit H un sous-groupe normal dans G
tel que G/H n’admet aucun sous-groupe propre d’indice fini. Alors Z (H) < Z (G).

Soit G un groupe, 'intersection de tous les sous-groupes maximaux de G est appelée
le sous-groupe de Frattini de G, on le note Frat(G). Si G n’admet pas de sous-groupes

maximaux, alors G = Frat(G).

Corollaire 1.4.2.11 [25]. Soit G un groupe tel que G = Frat(G). Si G est un MC-
groupe (respectivement, un M,C-groupe), alors G est nilpotent radicable de classe de

nilpotence < 2 ( respectivement, abélien divisible).

Lemme 1.4.2.12 [25]. Soit G un groupe tel que G/Frat (G) soit périodique :
(1) Si G est un MC-groupe, alors il est un CC-groupe.
(13) St G est un M,.C-groupe, alors il est un FC-groupe.

Maintenant, on va donner les résultats qui ont été obtenus sur les non-M,C-groupes
minimaux possédant une image homomorphe non-triviale finie ou abélienne. En 2013 M.

Bouchelaghem et N. Trabelsi ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.4.2.13 [5]. Soit G un groupe tel que G*, le résiduel fini de G, est un
sous-groupe propre dans G, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est un non-M,C-groupe minimal ;

(17) G est un non-(PF)C-groupe minimal ;

(1ii) G est un non-FC'-groupe minimal.
En 2016 M. Bouchelaghem et N. Trabelsi ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.4.2.14 [7]. Soit G un non-M,C-groupe minimal, alors G est non-parfait
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si, et seulement si, G admet un sous-groupe propre d’indice fini.
D’apres le Théoréme précédent on peut déduire la conséquence suivante :

Corollaire 1.4.2.15 [7]. Soit G un groupe non-parfait, alors G est un non-M,C'-groupe

minimal si, et seulement si, G est un non-FC-groupe minimal.

1.5 Groupes dont tous les sous-groupes propres sont
des XL-groupes

Soient G un groupe et m € N* U {oo}; le sous-groupe G,, engendré par tous les
éléments d’ordre m est appelé le m-layer de G. On dit que G est un XL-groupe si tous
les layers appartiennent & X ot X est une classe de groupes. Il s’ensuit que G est dit un
non-X L-groupe minimal si G n’est pas un X L-groupe mais tous ses sous-groupes propres
sont des X L-groupes. Dans cette section on va donner les résultats qui ont été obtenus sur
les X L-groupes et les non-XL-groupes minimaux localement gradués ot X est la classe

des groupes finis ou de Cernikov.

1.5.1 Groupes dont tous les sous-groupes propres sont des C'L-
groupes

Dans cette sous-section on va donner les résultats qui ont été obtenus sur les C'L-
groupes et les non-C'L-groupes minimaux. Pour ce faire, on commence par donner la

définition d’un C L-groupe.

Définition 1.5.1.1. Un groupe G est dit un C'L-groupe, si pour tout entier m stictement

positif le sous-groupe (x € G | o(x) = m) est de Cernikov.

Le Théoréme suivant est une définition équivalente a la définition précédente.
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Théoréme 1.5.1.2. Un groupe G est un C'L-groupe si, et seulement si, G est un C'C-

groupe périodique et chaque sous-groupe de Sylow de G est de Cernikov.

D’aprés le Théoreme précédent on peut déduire la conséquence suivante.

Corollaire 1.5.1.3. Tout C'L-groupe est dénombrable.

La classe des C'L-groupes n’est pas stable par extension mais satisfait une certaine

forme d’extensibilité faible, qui peut étre énoncée comme suit.

Corollaire 1.5.1.4. Soient G un CC-groupe et N un sous-groupe normal propre de G
tel que G/N soit de Cernikov. Alors G est un C L-groupe si, et seulement si, N est un
C L-groupe.

Théoréme 1.5.1.5 [15, Corollaire 2.21]. Soit G un groupe tel que G/Z(G) est un CL-

groupe, alors G est un C'L-groupe.

En 1989 J. Otal et J. M. Pena, ont montré le résultat suivant :

Théoréme 1.5.1.6. (i) Soit G un groupe localement gradué, alors G est un C L-groupe
si, et seulement si, tout sous-groupe propre de G est un C'L-groupe.
(i) Soit G un groupe localement gradué, alors G est dans la classe CL U CA si, et

seulement si, tout sous-groupe propre de G est dans la classe CL U CA.

D’aprés le Théoreme précédent on peut déduire la conséquence suivante.

Corollaire 1.5.1.7. Tout non-CL-groupe minimal est un non-C'C-groupe minimal de

type fini.

1.5.2 Groupes dont tous les sous-groupes propres sont des F'L-

groupes

Dans ce qui suit, nous avons identifié quelques propriétés sur les F'L-groupes et les

non-F'L-groupes minimaux les plus connues. Pour ce faire, on commence par donner la
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définition d’un F L-groupe.

Définition 1.5.2.1. Un groupe G est dit un F L-groupe, si pour tout entier m stictement

positif le sous-groupe (v € G | o(x) = m) est fini.
Le Théoréme suivant est une définition équivalente a la définition précédente.

Théoréme 1.5.2.2. Un groupe G est un F L-groupe si, et seulement si, G est un FC-

groupe périodique et chaque sous-groupe de Sylow de G est central-par-fini de Cernikov.

La classe des F'L-groupes n’est pas stable par extension mais satisfait une certaine

forme d’extensibilité faible, qui peut étre énoncée comme suit.

Corollaire 1.5.2.3. Sotent G un FC'-groupe et N un sous-groupe normal propre de G
tel que G/N soit de Cernikov. Alors G est un FL-groupe si, et seulement si, N est un

F L-groupe.

Théoréme 1.5.2.4 [15, Corollaire 2.21]. Soit G un groupe tel que G/Z(G) est un FL-

groupe, alors G est un F L-groupe.

En 1989 J. Otal et J. M. Pena, ont étudié les groupes localement gradués dont tous

les sous-groupes propres sont des F'L-groupes. Ils ont obtenu les résultats suivants :

Théoréme 1.5.2.5. (i) Soit G un groupe localement gradué, alors G est un non-FL-
groupe minimal si, et seulement si, G est un non-FC'-groupe minimal non-parfait .
(ii) Soit G un groupe localement gradué, alors G est un non-(F LU F.A)-groupe minimal

si, et seulement si, G est un non-F'C-groupe minimal non-parfait.

Théoréme 1.5.2.6. Soit G un groupe localement gradué, alors G satisfait la condition
minimale sur les non-F L sous-groupes si, et seulement si, G est un F L-groupe ou G est
de Cernikov.

(ii) Soit G un groupe localement gradué, alors G satisfait la condition minimale sur les

non-FLUFA sous-groupes si, et seulement si, G est un FLUFA-groupe ou de Cernikov.
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Chapitre 2

Groupes ayant ‘“beaucoup” de

(XL U X.A)-sous-groupes

2.1 Introduction

Soit X une classe de groupes. Un groupe G est dit un XL-groupe si (z € G | o(z) = m)
est un X-groupe pour tout m € N* U {oo}. Il s’ensuit que G est dit un non-XL-groupe
minimal si G' n’est pas un XL-groupe mais tous ses sous-groupes propres sont des XL-
groupes. Les non-F L-groupes minimaux ont été étudiés dans [35] et dans [45]. Dans
[35] J. Otal et J. M. Pefia , ont caractérisé les non-(F L U §A) (respectivement, non-
FL)-groupes minimaux dans la classe des groupes localement gradués. Ils ont montré
qu’un groupe est un non-(F' LUF.A) (respectivement, non-F L)-groupe minimal localement
gradué si, et seulement si, il est un non-F'C-groupe minimal non-parfait. Dans ce chapitre
on va généraliser ce résultat. Nous montrons qu’un groupe est un non-((PF)L U (BF).A)
(respectivement, non-(PF')L)-groupe minimal localement gradué si, et seulement si, il
est un non-FC-groupe minimal non-parfait. D’aprés [39, Théoréeme 3| chaque (PF')L-
groupe non-périodique est polycyclique-par-fini, par conséquent il est de rang fini, donc
un (PF)L-groupe de rang infini est périodique et par suite il est un F'L-groupe. Dans

la troisiéme section, nous montrons qu’un groupe de rang infini dont tout sous-groupe
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propre de rang infini est dans la classe (F'LU (PF).A) (respectivement, F'L) est lui-méme
dans la classe (F'L U (B§)A) (respectivement, F'L) & condition qu’il soit localement
(résoluble-par-fini) et n’admet aucune image homomorphe simple de rang infini. Dans
[35], il est prouvé qu'un groupe localement gradué vérifie la condition minimale sur les
sous-groupes non-(FL U §A) (respectivement, non-FL) si, et seulement si, il est un
(FLUG.A) (respectivement, F'L)-groupe ou de Cernikov. On va généraliser ce résultat en
démontrant qu'un groupe localement gradué vérifie la condition minimale sur les sous-
groupes non-((PF)LU (BF).A) (respectivement, non-(PF')L) si, et seulement si, il est un
(PF)L U (BF)A) (respectivement, (PF)L)-groupe ou de Cernikov.

2.2 Non-((PF)LU (35).A)-groupes minimaux

Dans cette section on va caractériser les non-(PF')L-groupes minimaux et les non-
((PF)LU(BF).A)-groupes minimaux dans la classe des groupes localement gradués. Dans
ce qui suit, nous allons utiliser plusieurs fois les résultats suivants, la premiére est une

partie de la Proposition 1 et du Théoréme 2 dans [14].

Lemme 2.2.1. Soit G un groupe infini simple localement (résoluble-par-fini) et dénom-
brable. Alors G admet un sous-groupe propre localement résoluble R tel que pour chaque
élément g € G, il existe un entier positif n vérifiant g" € R. De plus, si le radical de

Hirsch-Plotkin de R est non-trivial, alors G est localement fini.

Lemme 2.2.2. (1) Si G est un (PF)L-groupe non-périodique, alors il est polycyclique-
par-fini [39, Théoréme 3.

(2) Soit G un groupe abélien divisible. Si G n’est pas un p-groupe pour un certain nombre
premier p, alors il existe deux sous-groupes N et M de G tels que G = NM et G/N,
G/M sont quasicycliques [5, Lemme 2.9].

Dans le Théoréme suivant, nous allons comparer les non-( PF’) L-groupes minimaux,

les non-((PF)L U (BF).A)-groupes minimaux et les non-(PF')C-groupes minimaux.
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Théoréme 2.2.3. Soit G un groupe.

(i) Si G est un non-(PF)L-groupe minimal, alors il est un non-((PF)LU(BF).A)-groupe
mintmal ;

(i1) Si G est un non-((PF)LU(BF).A)-groupe minimal, alors il est un non-(PF)C'-groupe

manimal.

Démonstration. (i) Supposons que G soit un non-(PF’) L-groupe minimal ; pour mon-
trer que G est un non-((PF)L U (PF).A)-groupe minimal il suffit de montrer que G
n’est pas (§).A-groupe. Par 'absurde, on suppose que G soit un (BF).A-groupe, donc
si G est périodique, alors G est un F'C-groupe et un non-F' L-groupe minimal, c’est une
contradiction par [45, Théoréme 2.3|. Par conséquent, G n’est pas périodique. Si G’ admet
un sous-groupe propre K d’indice fini, alors K n’est pas périodique, ce qui donne K et
donc G est polycyclique-par-fini par le Lemme 2.2.2. Une contradiction qui montre que G
n’admet aucun sous-groupe propre d’indice fini, il s’ensuit que G est un (PF)C-groupe
F-parfait et par suite il est abélien divisible et n’est pas périodique. Il est connu qu’il
existe deux sous-groupes propres M et N de G tels que G = MN et G/M, G/N sont
quasicycliques par le Lemme 2.2.2; ce qui implique que M et N sont des (PF')L-groupes
non-périodiques, d’ot M et N sont polycycliques par le Lemme 2.2.2 et donc G € B.
C’est une contradiction qui montre que G n’est pas (BF).A-groupe.

(#i) Supposons que G soit un non-((PF)L U (BF).A)-groupe minimal, donc chaque sous-
groupe propre est un (PF)C-groupe et par suite il suffit de montrer que G n’est pas
un (PF)C-groupe. Par 'absurde, on suppose que G soit un (PF)C-groupe. Il est clair
que G n’est pas abélien, ca implique que GG admet un sous-groupe propre K d’indice
fini. Supposons que G soit périodique, ce qui donne G est un FC-groupe et soit K un
F L-groupe ou K’ est fini. Si K est un F'L-groupe, alors nous obtenons la contradiction
que G est un F'L-groupe par le Corollaire 1.5.2.3. Par conséquent, K’ est fini. Comme
G/K' est un FC-groupe abélien-par-fini, G’/ K’ est fini ce qui donne la contradiction que
G’ est fini. Par suite G n’est pas périodique, d’ou K n’est pas périodique. Si K est un

(PF)L-groupe, alors il est polycyclique-par-fini par le Lemme 2.2.2 et donc G est aussi
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polycyclique-par-fini, une contradiction qui donne que K’ est polycyclique-par-fini. Soit
E un sous-groupe de type fini de G tel que G = KE = KE“. Comme G est un (PF)C-
groupe, E¢ est polycyclique-par-fini par le Théoréme 1.2.3.2 et puisque G/ < K'E®,
alors G’ est polycyclique-par-fini, ¢’est une contradiction qui montre que G n’est pas un

(PF)C-groupe. B
D’apres le Théoréeme précédent on peut déduire la conséquence suivante :

Corollaire 2.2.4. Soit G un non-((PF)L U (*BF).A)-groupe minimal, alors G est locale-

ment gradué si, et seulement si, G n’est pas de type fini.

D’apres A. Y. Ol’shanski [30, Section 27] (voir aussi 'introduction de [26]), il existe un
groupe parfait G dont le centre Z((G) est un groupe abélien libre de rang infini et G/Z(G)
est un groupe simple dont tous les sous-groupes propres sont cycliques d’ordre premier.
Cet exemple montre qu’un non-((PF)L U (BF).A) (respectivement, non-(PF')C')-groupe
minimal n’est pas forcément un non-(PF')L-groupe minimal. En effet, il est clair que
Z(G) n’est pas un (PF)L-groupe car il n’est pas périodique et de rang infini, donc G
admet un sous-groupe propre qui n’est pas un (PF’)L-groupe, il s’ensuit que G n’est pas
un non-(PF')L-groupe minimal. Soit H un sous-groupe propre de G, alors HZ(G) est
aussi propre dans G car G est parfait, donc HZ(G)/Z(G) ~ H/HNZ(G) est cyclique. On
sait que HNZ(G) < Z(H), caimplique que H/Z(H) ~ (H/HNZ(G))/(Z(H)/HNZ(G))
est cyclique et par suite H est abélien, donc tout sous-groupe propre de G est abélien.
Supposons que G est un (PF)C-groupe, donc G/Z(G) est un (PF)C-groupe car la classe
des groupes (PF)C est stable par passage aux quotients. Il est facile de voir que tout
(PF)C-groupe simple est fini, donc G/Z(G) est fini. On sait que tout groupe fini dont tous
les sous-groupes propres sont nilpotents est résoluble, ce qui donne G/Z(G) est résoluble
et par suite G/Z(G) est trivial car il est parfait c’est une contradiction qui montre
que G n’est pas un (PF)C-groupe. Par conséquent, G' est un non-((PF)L U (F).A)

(respectivement, non-(PF')C)-groupe minimal.
Rappelons qu’'une classe de groupes X est dit dénombrablement reconnaissable si
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un groupe G est un X-groupe lorsque tous les sous-groupes dénombrables sont des X-
groupes. Il est bien connu que la classe & des groupes résolubles et la classe N des

groupes nilpotents sont dénombrablement reconnaissables.

Les non-((PF)L U (PBF).A)-groupes minimaux localement gradués et les non-(PF')L-
groupes minimaux localement gradués sont exactement les non-F'C-groupes minimaux

non-parfaits. Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin du Lemme suivant.

Lemme 2.2.5. Si G n’est pas un (PF)C-groupe, alors il contient un sous-groupe dénom-
brable qui n’est pas un (PF)C-groupe. Par conséquent, la classe des groupes (PF)C' est

dénombrablement reconnaissable et tout non-(PF)C-groupe minimal est dénombrable.

Démonstration. Supposons que G n’est pas un (PF)C-groupe et soit x un élément de

@ ne soit pas polycyclique-par-fini. Il est clair qu’on peut supposer que G

G tel que x
n’est pas de type fini et que chaque sous-groupe de type fini de G est un (PF')C-groupe,
¢a implique que G est localement (polycyclique-par-fini) par le Théoréme 1.2.3.2, donc
2% ne vérifie pas la condition maximale sur les sous-groupes. Il s’ensuit qu’il existe une
chaine infinie strictement ascendante de sous-groupes de z¢.

Hy<H < -+ <H,<---

-

Soit 1 # hy = x901g92 . .. .x%% € Hj et pour tout n > 0 soit h,, = x9tgd2 ... .xdtn €
H,\H,_1 et soit K = {({x,gn1,--, gnt,, | n > 0}), d’ott K est un sous-groupe dénombrable
de G et

(ho) < (ho, ha) <+ S (e hn) S

—

est une chaine infinie strictement ascendante de sous-groupes de . On déduit que z*
ne vérifie pas la condition maximale sur les sous-groupes, donc K n’est pas un (PF)C-

groupe. l

Maintenant, on peut démontrer notre résultat principal de cette section.
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Théoréme 2.2.6. Un groupe G est un non-((PF)LU(BF).A)-groupe minimal localement

gradué si, et seulement si,il est un non-F'C-groupe minimal non-parfait.

Démonstration. Supposons que G soit un groupe localement gradué non-((PF)L U
(PBF).A)-groupe minimal. Si G est de type fini, alors il admet un sous-groupe propre H
de type fini et d’indice fini dans G ce qui donne par le Théoréme 1.2.3.2 H et donc G est
polycyclique-par-fini. Une contradiction qui montre que G est de type infini, d’ou G est
localement (résoluble-par-fini). Par I’absurde on suppose que G soit parfait, comme G est
un non-(PF)C-groupe minimal par le Théoréeme 2.2.3, il est F-parfait par [6, Théoréme
1.1]. Par suite toute image homomorphe non-triviale de G satisfait ’hypothése de G.
Supposons que G soit simple, comme tout non-F'C-groupe minimal localement gradué
parfait est localement nilpotent [27], G' ne peut pas étre périodique. D’aprés le Lemme
2.2.1 et le Lemme 2.2.5, il existe un sous-groupe propre non périodique et localement
résoluble R de G tel que le radical de Hirsch-Plotkin de R est trivial et pour chaque
élément g de G il existe un entier positif n vérifie ¢" € R. D’autre part, R est soit
un ‘PF-groupe ou (PF).A-groupe et comme R est localement résoluble, il est résoluble,
il s’ensuit que R est trivial, ce qui donne la contradiction que G est périodique. Par
conséquent, G n’est pas simple. Soit H un sous-groupe normal propre de GG, si H est un
FL-groupe et comme les layers sont des sous-groupes caractéristiques, alors pour tout
entier strictement positif m, H,, est un sous-groupe fini et normal dans G, donc H,, est
central dans G car G est F-parfait ce qui donne que H est abélien. Par suite dans tous

les cas H est un (BF).A-groupe, on en déduit que G = U H;ou H; <G et H; € ('PF)A,

i=1

oo

dou G = G = UHZ’ ou H! < G et H! € PF. Il s’ensuit que pour chaque élément z
i=1

de G il existe un entier positif i tel que ¢ < H! € BF, ce qui donne la contradiction

que G est un (PF)C-groupe par le Théoréme 1.2.3.2 et donc G est non-parfait. Par
conséquent, G est un non-F'C-groupe minimal par [6, Théoréme 1.1]. Maintenant, soit
G un non-FC-groupe minimal non-parfait. Alors G est de Cernikov par [4], comme il

est bien connu que les groupes abéliens de Cernikov sont des F L-groupes, on déduit par
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le Corollaire 1.5.2.3 que G est un non-F'L-groupe minimal. Par conséquent, G' est un

non-(PF') L-groupe minimal localement gradué car il est périodique. B

Comme les non- F'C-groupes minimaux non-parfaits sont périodiques, on peut déduire

les conséquences suivantes.

Corollaire 2.2.7. (i) Soit G un groupe localement gradué, alors les propriétés suivantes
sont équivalentes : :

(1) G est un non-F L-groupe minimal ;

(2) G est un non-(F L U §A)-groupe minimal ;

(3) G est un non-(PF')L-groupe minimal ;

(4) G est un non-((PF)L U (BF).A)-groupe minimal.
(i1) Tout non-((PF)L U (BF).A)-groupe minimal non-périodique est de type fini.

2.3 Groupes dont les sous-groupes propres de rang

infini sont des (F'L U (BF).A)-groupes

Rappelons qu’'un groupe G est dit de rang fini s’il existe un entier strictement positif
r tel que tout sous-groupe de type fini est engendré par au plus r éléments ot r est le plus
petit entier vérifiant cette propriété. Si I’entier r n’existe pas, alors GG est dit de rang infini.
D’aprés le Lemme 2.2.2, tout (PF') L-groupe de rang infini est un F'L-groupe, nous allons
étudier dans cette section les groupes de rang infini dont tous les sous-groupes propres de
rang infini sont (F'LU (BPF).A) (respectivement, F'L)-groupes. Dans [35, Théoréme 2] les
non-(F'L U §A)-groupes minimaux sont caractérisés, nous allons également caractériser
les groupes dont tous les sous-groupes propres de rang infini sont (F'L U §.A)-groupes.

Pour ce faire on montre les Lemmes suivants :

Lemme 2.3.1. Un groupe G est un non-(F LU (BF).A)-groupe minimal localement gra-

dué si, et seulement si, il est un non-FC-groupe minimal non-parfait.
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Démonstration. Soit G un non-(F LU (PF).A)-groupe minimal localement gradué. Sup-
posons que G est dans la classe (PF)LU (BF).A, donc il est un (PF')L-groupe. Par suite
si G est périodique, alors il est un F'L-groupe et s’il n’est pas périodique, alors il est
PF-groupe. Dans les deux cas, nous avons une contradiction qui montre que G est un
non-((PF)L U (BF).A)-groupe minimal. On déduit par le Théoréme 2.2.6 que G est un

non-F'C'-groupe minimal non-parfait. L’inverse est clair par le Théoréme 2.2.6. B

Lemme 2.3.2. Soit G un groupe de rang infini dont tout sous-groupe propre de rang
infini est un (FLU (PF)A) (respectivement, un F L )-groupe. Si G/G" est de rang infini,
alors G est un (FLU (PBF).A) (respectivement, FL )-groupe.

Démonstration. On suppose que G/G’ est de rang infini et soit H un sous-groupe de
rang fini de G. Comme (HG'/G') ~ (H/H NG"), alors HG' est propre dans G. Si HG'
est de rang infini, HG' et donc H sont des (F'LU (B§).A) (respectivement, F'L)-groupes
et si HG' est de rang fini, alors le groupe G/G'H est abélien de rang infini, donc il
contient un sous-groupe propre de rang infini, soit N/HG'. On en déduit que N est de
rang infini, donc N et par suite H sont des (F' LU (BF).A) (respectivement, F'L)-groupes.
Par conséquent tous les sous-groupes propres de G sont des (F'L U (BF).A) (respective-
ment, F'L)-groupes. Comme les non-(F'L U (PBF).A)-groupes minimaux (respectivement,
les non-F'L-groupes minimaux) sont de rang fini d’aprés le Lemme 2.3.1 (respectivement,
Corollaire 2.2.7), on déduit que G est un (F'L U (§).A)-groupe (respectivement, F'L-
groupe). B

Lemme 2.3.3. Soit G un groupe de rang infini possédant une image homomorphe non-
triviale finie ou abélienne.

(i) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est soit un F L-groupe ou un (B§).A-
groupe, alors G est soit un F L-groupe ou G’ est polycyclique-par-fini.

(ii) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est soit un F L-groupe ou un F.A-
groupe, alors G est soit un F L-groupe ou G’ est fini.

(iii) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est un FL-groupe, alors G est un
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F'L-groupe.

Démonstration. (i) Il est clair que tout sous-groupe propre de rang infini de G est un
(PF)C-groupe par le Lemme 1.2.3.3 et d’apres [6, Théoréme 1.2] G est un (PF')C-groupe.
On peut supposer que G n’est pas abélien, donc il contient un sous-groupe propre K
d’indice fini. Soit £ un sous-groupe de type fini de G tel que G = KE = KEY. D’autre
part, G’ < K'EY et E¢ est polycyclique-par-fini par le Théoréme 1.2.3.2. D’aprés le
Lemme 2.3.2, on peut supposer que G’ est de rang infini ce qui donne K’ est de rang
infini et par suite K est un F'L-groupe. Il s’ensuit que G est périodique, donc G est un
FC-groupe et par le Corollaire 1.5.2.3, G est un F'L-groupe.

(i) D’apres (i) G est soit un F' L-groupe ou G’ est polycyclique-par-fini. Supposons que G
ne soit pas un F'L-groupe, ¢a implique que G’ est polycyclique-par-fini et donc G /G’ est
de rang infini. On déduit que tout sous-groupe propre de G est dans la classe F'L U §A.
Par conséquent, G est dans la classe §.A par [35, Théoréme 2.

(#i) Supposons que G n’est pas un F'L-groupe. Par (i) G’ est polycyclique-par-fini et
d’apres le Lemme 2.3.2 G /G’ est de rang fini, donc G est de rang fini. Une contradiction
qui montre que G est un F'L-groupe. B

Maintenant, on peut démontrer notre résultat principal de cette section.

Théoréme 2.3.4. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini qui
n’admet aucune image homomorphe simple de rang infini.

(i) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est soit un FL-groupe ou un (BF).A-
groupe, alors G est soit un F L-groupe ou G’ est polycyclique-par-fini.

(ii) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est soit un FL-groupe ou un §A-
groupe, alors G est soit un F L-groupe ou G’ est fini.

(#ii) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est un F L-groupe, alors G est un

FL-groupe.

Démonstration. (i) D’aprés le Lemme 2.3.3, on peut supposer que G est parfait et F-
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parfait. Soit N est un sous-groupe normal de rang fini de G et d’apres [11, Lemme 2.3], G
admet un sous-groupe H propre et de rang infini. Si G = HN, alors G/N ~ H/HNN est
soit un F'L-groupe ou un (BF).A-groupe, il s’ensuit que G/N est trivial car G est parfait
et F-parfait, c’est une contradiction qui montre que N H est un sous-groupe propre de
rang infini, donc N est soit un F L-groupe ou (F).A-groupe. Si N est un F L-groupe,
alors les layers sont centraux dans G car G est F-parfait, d’ou N est abélien. Il s’ensuit
que tout sous-groupe normal de G de rang fini est un (BF).A-groupe. On suppose que
tout sous-groupe normal propre de G est de rang fini, ce qui implique que G n’admet

aucune image homomorphe simple, donc G = U N; ou chaque N; est un sous-groupe
iel

normal propre. D’ou G = G’ = U N, pour chaque élément = de G il existe i € I tel que
% < N/, il s’ensuit que z¢ est Igf)llycyclique—par—ﬁni, ce qui donne la contradiction que G
est un (PF)C-groupe. Par conséquent, G admet un sous-groupe normal propre de rang
infini, soit V. Supposons que G/N soit de rang fini, donc il est (localement résoluble)-
par-fini par [9] et comme G est F-parfait, G est localement résoluble, ce qui donne G/N
est hypercentral-par-résoluble d’apres [40, Lemme 10.39] c¢’est une contradiction car G /N
est parfait. Par suite G/N est de rang infini et donc si H est un sous-groupe de rang fini
de G, alors HN est un sous-groupe propre de GG de rang infini, donc HN et par suite H
est soit un F'L-groupe ou (BF).A-groupe. Par conséquent, G est soit un F'L-groupe ou
un (PBF).A-groupe par le Lemme 2.3.1.

(i) Par (1) G est soit un F'L-groupe ou un (BF).A-groupe. Supposons que G ne soit pas
un F'L-groupe, il s’ensuit que G est un (BF).A-groupe. Comme G est de rang infini, on
en déduit qu’il est non-parfait. D’aprés le Lemme 2.3.3, GG est fini-par-abélien.

(#ii) D’aprés (i) G est soit un F'L-groupe soit un (BF).A-groupe. Si G est un (PF)A-
groupe, alors il est non-parfait. Par conséquent, G est un F'L-groupe par le Lemme 2.3.3.

Dans [18, Corollaire A2, il est prouvé que si G est un groupe localement (résoluble-

par-fini) de rang infini tel que le sous-groupe dérivé de chaque sous-groupe propre de
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rang infini est minimax, alors G’ est minimax. En combinant ce résultat et le Théoréme

2.3.4, nous obtenons la conséquence suivante.

Corollaire 2.3.5. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini dont
tout sous-groupe propre de rang infini est un (P§)A-groupe. Alors G est un (PF).A-

groupe.

Démonstration. D’aprés [18, Corollaire A2| on déduit que G’ est minimax, et donc G
n’admet aucune image homomorphe simple de rang infini ce qui donne que G est soit un
F L-groupe soit un (BF).A-groupe par le Théoreme 2.3.4. Supposons que G ne soit pas
un (BF).A-groupe, d’ou il est un F'C-groupe. Comme G n’est pas abélien, il contient un
sous-groupe propre H d’indice fini, il s’ensuit que H' est un PF-groupe et G/H’ est un
FC-groupe abélien-par-fini, donc G/H' est fini-par-abélien, ce qui donne que G’ est un

PF-groupe. Une contradiction qui montre que G est un (PBF).A-groupe. B

D’apreés [10, Corollaire 2.14], on peut déduire que si G est un groupe localement
(résoluble-par-fini) de rang infini dont tout sous-groupe propre de rang infini est un
FC-groupe (localement résoluble)-par-fini, alors G n’admet aucune image homomorphe
simple de rang infini. En combinant ce fait et le Théoréme 2.3.4, nous obtenons la consé-

quence suivante.

Corollaire 2.3.6. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini dont
tout sous-groupe propre de rang infini est ( localement résoluble)-par-fini.

(i) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est soit un FL-groupe soit un F.A-
groupe, alors G est soit un F L-groupe soit G € §A.

(ii) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est un F L-groupe, alors G est un

F L-groupe.

On va établir un résultat similaire pour la classe des groupes (F LU (BF).A) mais avec

I’hypothése supplémentaire que le groupe soit dénombrable.
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Corollaire 2.3.7. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini et dé-
nombrable dont tout sous-groupe propre de rang infini est (localement résoluble)-par-fini
et soit un F L-groupe ou un (PF).A-groupe. Alors G est un F L-groupe ou un (BPF).A-

groupe.

Démonstration. Supposons que G admet une image homomorphe simple G de rang
infini. Si G est périodique, alors tout sous-groupe propre de G de rang infini est un
FC-groupe (localement résoluble)-par-fini et donc G n’est pas simple par la remarque
ci-dessus, c’est une contradiction qui montre que G ne peut pas étre localement fini. Il
s’ensuit par le Lemme 2.2.1 qu’il existe un sous-groupe propre localement résoluble et
non périodique R de G tel que pour chaque élément § dans G il existe un entier stric-
tement positif n vérifiant §” est un élément dans R et le radical de Hirsch-Plotkin de
R est trivial. Supposons que R soit de rang fini, donc il est hypercentral-par-résoluble
d’aprés [40, Lemme 10.39] et par suite il est trivial, ce qui donne la contradiction que G
est périodique. On en déduit que R est de rang infini, ¢a implique que R est un (‘BF).A-
groupe, donc R est résoluble et par suite il est trivial. Une contradiction qui montre que
G n’admet aucune image homomorphe simple de rang infini. Par conséquent, G est soit

un F'L-groupe ou un (PBF).A-groupe par le Théoreme 2.2.4. B

Rappelons que la classe des groupes fortement localement gradués est une classe de
groupes résolubles généralisés qui peut étre définie comme suit.

Soit ® la classe de groupes périodiques localement gradués, et soit © la fermeture
de ® par les opérateurs P, P, R et L. 11 est facile de montrer que chaque ®-groupe est
localement gradué et que la classe ® est stable par passage aux sous-groupes. De plus,
dans [9] Cernikov a prouvé que chaque D-groupe de rang fini est une extension finie d’un
sous-groupe localement résoluble. Evidemment, tous les groupes résiduellement finis ap-
partiennent 4 @, et donc la considération de tout groupe libre non abélien montre que
la classe © n’est pas stable par passage aux quotients. Nous dirons quun groupe G est

fortement localement gradué si chaque section de G est un ®D-groupe. Ainsi, la classe
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de groupes fortement localement gradués forme une grande classe de groupes résolubles
généralisés fermée par rapport aux sous-groupes et aux images homomorphes, en parti-

culier elle contient tous les groupes localement (résolubles-par-finis).

Lemme 2.3.8. Soit G un groupe fortement localement gradué de rang infini. Si tout
sous-groupe propre de rang infini de G est localement (résoluble-par-fini), alors G est

localement (résoluble-par-fini).

Démonstration. D’abord, on suppose que G soit de type fini, donc G contient un sous-
groupe propre H d’indice fini, ¢ca implique que H est de type fini et de rang infini, donc
il est résoluble-par-fini et par suite G est aussi résoluble-par-fini. Maintenant, supposons
que G ne soit pas de type fini, donc tout sous-groupe de type fini est propre dans G. Soit
H un sous-groupe de type fini dans G, si H est de rang infini, alors il est résoluble-par-
fini. D’autre part, dans [9] Cernikov & montré que chaque ®-groupe de rang fini est une
extension finie d'un sous-groupe localement résoluble, il s’ensuit que si H est de rang fini,

alors il est résoluble-par-fini. Par conséquent, G est localement (résoluble-par-fini). B

Remarque. D’aprés le Lemme précédent, le Théoréme 2.3.4, le Corollaire 2.3.5, le Corol-
laire 2.3.6 et le Corollaire 2.3.7 resent vrais si on suppose que G est fortement localement

gradué.

2.4 Groupes dont les sous-groupes propres de rang

infini sont des (CL U C'A)-groupes

Dans cette section on va caractériser les groupes de rang infini dont tous les sous-
groupes propres de rang infini sont des (CL U C'A) (respectivement, C'L)-groupes dans

la classe des groupes localement (résolubles-par-finis).

Lemme 2.4.1. Soit G un groupe de rang infini dont tout sous-groupe propre de rang

infini est un (CL U CA)-groupe (respectivement CL-groupe). Si G/G' est de rang infini,
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alors G est un (CL U CA)-groupe (respectivement CL-groupe).

Démonstration. On suppose que G /G’ est de rang infini et soit H un sous-groupe de
rang fini de G. Comme (HG'/G') ~ (H/H N G'), alors HG' est propre dans G. Si HG' est
un sous-groupe de rang infini, alors HG’ et donc H sont des (CLUC'A) (respectivement,
C'L)-groupes et si HG" est de rang fini, alors le groupe G/G'H est abélien de rang infini,
donc il contient un sous-groupe propre de rang infini, soit N/HG’. On en déduit que N est
de rang infini, donc N et par suite H sont des (CLUC'A) (respectivement, C'L)-groupes.
Par conséquent tous les sous-groupes propres de G sont des (C'L U C'A) (respectivement,
C'L)-groupes. 11 est clair que G est localement gradué et d’aprés [35, Théoréme 1], G est
un (CL U CA)-groupe (respectivement C'L-groupe). B

Pour démontrer le Lemme suivant, on utilise les résultats suivants.

Lemme 2.4.2 [13]. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) et supposons que
chaque sous-groupe propre de G est de (rang fini)-par-(nilpotent de classe < c). Alors G
est de (rang fini)-par-(nilpotent de classe < c).

Lemme 2.4.3 [33]. Soit G un groupe localement gradué. Alors G est Cernikov-par-
(nilpotent de classe < c) si, et seulement si, chaque sous-groupe propre de G est Cernikov-

par-(nilpotent de classe < c).

Lemme 2.4.4. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini dont tout
sous-groupe propre de rang infini est soit un CL-groupe ou Cernikov-par-abélien. Si G

n’est pas Cernikov-par-abélien, alors G est localement fini.

Démonstration. Pour montrer que G est localement fini il suffit de montrer que G est
périodique. Par I’absurde on suppose que G ne soit pas périodique. D’apres [11, Théoréme
A], G’ est localement fini, donc G admet un sous-groupe de torsion, soit 7", ¢a implique
que G/T est un groupe non-trivial abélien et sans torsion. Si G/T" est F-parfait, alors

G/T est divisible, par [5, Lemme 2.9] il existe deux sous-groupes propres M et N de G
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contenant 7' tels que G = M N et G/M, G/N sont quasicycliques. Par suite il existe un
sous-groupe propre M de G tel que T'< M et G/M est de Cernikov, d’ott M est de rang
infini et n’est pas périodique. On en déduit que M’ est de Cernikov et comme T < M,
T’ est de Cernikov. D’autre part, on a chaque C L-sous-groupe de G est contenu dans
T, donc chaque C'L-sous-groupe de G est Cernikov-par-abélien, ca implique que chaque
sous-groupe propre de G de rang infini est Cernikov-par-abélien, donc G’ est de rang
fini par le Lemme 2.4.2. Il s’ensuit que tout sous-groupe propre de G est Cernikov-par-
abélien par [7, Lemme 3.7], d’oit G est Cernikov-par-abélien par le Lemme 2.4.3. Une

contradiction qui montre que G est localement fini. H

Lemme 2.4.5. Soit G un groupe de rang infini possédant une image homomorphe non-
triviale finie ou abélienne.

(i) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est soit un CL-groupe ou Cernikov-
par-abélien, alors G est soit un CL-groupe ou Cernikov-par-abélien.

(ii) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est un CL-groupe, alors G est un

C L-groupe.

Démonstration. (i) Soit N un sous-groupe normal propre de G tel que G/N soit fini,
donc N est de rang infini et par suite N est dans la classe CL U CA. Si N est un
C L-groupe, alors G est périodique, donc tout sous-groupe propre de rang infini est un
C'C-groupe, d’apres [7, Corollaire 6.6], G est un C'C-groupe et par le Corollairel.5.1.4 G
est un C'L-groupe. Maintenant, si N est Cernikov-par-abélien il est facile de voir que G
est résoluble-par-fini. Supposons que G ne soit pas Cernikov-par-abélien, donc d’aprés le
Lemme 2.4.4 G est localement fini et par [7, Corollaire 6.6] G est un C'C-groupe. Soit H un
sous groupe de rang fini de G et soit P un p-sous-groupe de Sylow de H, donc P est un p-
groupe localement fini et de rang fini, il s’ensuit que P est de Cernikov par [9] et H est un
C L-groupe. Par suite tout sous-groupe propre de G est soit un C'L-groupe ou Cernikov-
par-abélien et par [35, Théoréme 1] G est un C'L-groupe. Considérons maintenant le cas

ou G est non-parfait et supposons que G n’est pas un C'L-groupe et n’est pas Cernikov-
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par-abélien. D’apreés ce qui précéde G n’admet aucun sous-groupe propre d’indice fini.
Donc G/G’ est un groupe abélien divisible et par le Lemme 2.4.1, G/G" est de rang fini,
ca implique que G’ est de rang infini. Soit H un sous-groupe de type fini de G. Supposons
que G = HG', donc G/G' ~ H/H N G', d’ou G/G’ est un groupe abélien divisible et de
type fini, il s’ensuit que G /G’ est trivial. Une contradiction qui montre que HG' est un
sous-groupe propre de GG de rang infini, donc HG' et par suite H est soit un C'L-groupe
ou Cernikov-par-abélien, ce qui donne H est résoluble-par-fini. D’aprés le Lemme 2.4.4,
G est lecalement fini et par [7, Corollaire 6.6] G est un C'C-groupe, donc G est abélien.
Une contradiction qui montre que G est soit un C L-groupe ou Cernikov-par-abélien.
(i3) On suppose que G ne soit pas un C L-groupe, d’aprés (i) G est Cernikov-par-abélien
et par le Lemme 2.4.1 G/G’ est de rang fini, donc G est de rang fini. Une contradiction
qui montre que G est un C'L-groupe. B

Maintenant, on peut montrer le résultat principal de cette section.

Théoréme 2.4.6. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini tel que
G n’admet aucune image homomorphe simple de rang infini.

(i) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est soit un CL-groupe ou Cernikov-
par-abélien, alors G est soit un C'L-groupe ou Cernikov-par-abélien.

(i) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est un CL-groupe, alors G est un

C L-groupe.

Démonstration. (i) Supposons que G ne soit pas Cernikov-par-abélien donc d’apreés
le Lemme 2.4.4 G est localement fini et par le Lemme 2.4.5, on peut supposer que GG
est parfait et F-parfait. Soit N un sous-groupe normal de G de rang fini et d’apres [11,
Lemme 2.3|, G admet un sous-groupe H propre et de rang infini. Si G = HN, alors G/N ~
H/H N N est soit un C'L-groupe ou Cernikov-par-abélien et donc G /N est trivial car G
est parfait et F-parfait. Une contradiction qui montre que HN est propre et par suite N
est soit un C'L-groupe ou Cernikov-par-abélien. Si N est un C'L-groupe, alors pour tout

entier strictement positif m, G/Cg(N,,) est de Cernikov ot N,, = (z € N | o(z) = m),
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il s’ensuit que NV, est central dans GG, donc IV est abélien, ce qui donne tout sous-groupe
normal de G de rang fini est Cernikov-par-abélien. Si tout sous-groupe normal propre de

G est de rang fini, alors G n’admet aucune image homomorphe simple donc G = U N; ot
i€l

chaque N; est un sous-groupe normal propre. D’ou G = G' = U N!, pour chaque élément
r de G il existe i € I tel que 2% < N/, ¢a implique que z¢ e;‘flde Cernikov et comme G
est périodique, G est un C'C-groupe, il s’ensuit que G est abélien c’est une contradiction
qui montre que G admet un sous-groupe normal propre de rang infini, soit N. Si G/N est
de rang fini, alors il est (localement résoluble)-par-fini par [9] et comme G est F-parfait,
G est localement résoluble, ce qui donne G/N est hypercentral-par-résoluble d’apres [40,
Lemme 10.39] c’est une contradiction car G/N est parfait, d’oi G/N est de rang infini.
Si H est un sous-groupe de rang fini de GG, alors HN est un sous-groupe propre de rang
infini, donc HN et par suite H est soit un CL-groupe ou Cernikov-par-abélien. Par
conséquent, G est un C'L-groupe par [35, Théoréme 1].

(i3) Par (i) G est soit un C'L-groupe ou Cernikov-par-abélien, si G’ est de Cernikov, alors

G /G’ est de rang infini donc d’apres le Lemme 2.4.1, G est un C'L-groupe. B
D’apres [11, Théoréme A] et [7, Corollaire 6.6], on peut déduire la conséquence suivante :

Corollaire 2.4.7. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini. Si tout
sous-groupe propre de G de rang infini est un C'C-groupe, alors G est soit un C'C-groupe

ou localement fini.

Lemme 2.4.8. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini. Si tout
sous-groupe propre de G de rang infini est un CC-groupe (localement résoluble)-par-fini,

alors G n’admet aucune image homomorphe simple de rang infini.

Démonstration. puisque tout groupe localement (résoluble-par-fini) de rang fini est une
extension finie d’un groupe localement résoluble par [9], alors tout sous-groupe propre de
G est (localement résoluble)-par-fini. Supposons que G admet une image homomorphe

simple de rang infini G/K, d’apres le Corollaire précédent G est localement fini car tout
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C'C-groupe simple est fini, ¢a implique que G/K est isomorphe soit & PSL(2, F') ou a
Sz(F') pour un certain corps infini localement fini F' par [22]. D’autre part, chacun de
ces deux derniers groupes contient un sous-groupe propre de rang infini qui n’est pas
C'C-groupe d’aprés [34]. Une contradiction qui montre que G n’admet aucune image

homomorphe simple de rang infini. B

Corollaire 2.4.9. Soit G un groupe localement (résoluble-par-fini) de rang infini.

(i) Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est (localement résoluble)-par-fini soit
un CL-groupe ou Cernikov-par-abélien, alors G est soit un CL-groupe ou Cernikov-par-
abélien.

(ii) Si tout sous-groupe propre de rang infini est un CL-groupe (localement résoluble)-

par-fini, alors G est un C'L-groupe.

Démonstration. (i) On suppose que G ne soit pas Cernikov-par-abélien, donc d’aprés
le Lemme 2.4.4, G est localement fini, ¢a implique que tout sous-groupe propre de rang
infini est un C'C-groupe et par le Lemme 2.4.8 G n’admet aucune image homomorphe
simple de rang infini. Par conséquent, G est un C'L-groupe par le Théoréme 2.4.6.

(ii) D’apres (i) G est soit un C'L-groupe ou Cernikov-par-abélien. Si G' € C\A, alors G

est non-parfait, donc G est un C'L-groupe par le Lemme 2.4.5. B

Remarque. D’aprés le Lemme 2.3.8, dans le Théoréme 2.4.6, le Lemme 2.4.8 et le

Corollaire 2.4.9 on peut supposer que G est fortement localement gradué.

2.5 Groupes ayant peu de sous-groupes non-((PF)LU
(BT)A)

Soit X une classe de groupes. Rappelons qu'un groupe G admet un nombre fini de
classes de conjugaison de sous-groupes non-X, si on pose H ={H < G | H ¢ X}, alors

il existe Hy,- - --, H, € H non-conjugués deux a deux tels que pour tout H € H, il
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existe 1 < i < retil existe x € G : H = HY. Dans cette section, on va étudier les
groupes localement gradués vérifiant la condition minimale sur les sous-groupes non-
((PF)L U (*BF).A) (respectivement, non-(PF)L), et les groupes n’ayant qu'un nombre
fini de classes de conjugaison de sous-groupes non-((PF)L U (PBF).A) (respectivement,
non-(PF)L). Le résultat principal de cette section est une conséquence immédiate du

Lemme suivant.

Lemme 2.5.1. Soit G un groupe localement gradué dont tout sous-groupe propre est soit
dans la classe (PF)L U (BF)A ou de Cernikov. Alors G est soit un (PF)LU (BF).A)-

groupe ou de Cernikov.

Démonstration. (i) D’abord, on suppose que G soit périodique, ¢a implique que chaque

sous-groupe propre de G est soit un (FL U §.A)-groupe ou de Cernikov. Si
H >Hy> -->H,> -

est une chaine infinie strictement descendante de sous-groupes non-(FL U §A) de G,
alors chaque H; est de Cernikov et donc notre chaine est finie, il s’ensuit que G vérifie la
condition minimale sur les sous-groupes non-(FL U §.A). Par conséquent, G est soit un
(FL U §A)-groupe ou de Cernikov par [35, Théoréme 2].

(#i) Considérons maintenant le cas out G ne soit pas périodique. Si G est de type fini, alors
il admet un sous-groupe propre H de type fini et non pas périodique tel que |G : H| soit
fini, ce qui donne H et donc G est polycyclique-par-fini. Par conséquent, on peut supposer
que G est localement (résoluble-par-fini). D’abord, on suppose que G est de rang infini, ¢a
implique que tout sous-groupe propre de rang infini est un (F' L U (3F).A)-groupe. Par le
Lemme 2.3.3, on peut supposer que G est parfait et F-parfait, il s’ensuit que G n’est pas
un (PF)C-groupe. D’ou par le Lemme 2.2.5, il existe un sous-groupe dénombrable K de
G qui n’est pas un (PF)C-groupe. Soit a un élément d’ordre infini de G, donc (K, a) est
un sous-groupe de G qui est ni dans la classe (PF) LU (BF).A ni de Cernikov ce qui donne
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G = (K, a) est dénombrable. Supposons que G est une image homomorphe simple de G de
rang infini, d’apres le Lemme 2.2.1, il existe un sous-groupe propre localement résoluble

R de G tel que pour tout élément g de G, il existe un entier strictement positif n vérifiant

=n

g" est un élément de R. Si G est périodique, alors par (i) G est soit un FC-groupe ou

de Cernikov, c’est une contradiction car G est parfait et F-parfait. Par conséquent, G
n’est pas périodique et donc R est non-périodique et le radical de Hirsch-Plotkin de R est
trivial par le Lemme 2.2.1, il s’ensuit que R est (BF).A-groupe, donc R est résoluble et
par suite il est trivial ce qui donne la contradiction que G est périodique. Par conséquent,
G n’admet aucune image homomorphe simple de rang infini et par le Théoréme 2.3.4,
G est (PBF).A-groupe. Maintenant, on suppose que G soit de rang fini, donc d’aprés [9]
et [40, Lemme 10.39], G est soit non-parfait ou non-F-parfait. Supposons que G n’est
pas dans la classe (PF)L U (BF).A, alors d’aprés le Théoreme 2.2.6, G admet un sous-
groupe propre H qui n’est pas un ((PF)L U (B5§).A)-groupe, ¢a implique que H est de
Cernikov et donc on peut supposer que H est un non-((PF)LU (BF).A)-groupe minimal.
On en déduit par le Théoreme 2.2.6 que H est non-parfait non-F'C'-groupe minimal. Par
conséquent, d’apres [4] il existe un élément = de H et un entier strictement positif n tel
que H = H' (z), 2" est un élément de H' et H' est un g-groupe abélien divisible qui
n’admet aucun sous-groupe propre infini H-admissible pour certains nombres premiers p
et ¢. Il est clair que chaque sous-groupe propre de G contient H est de Cernikov. D’autre
part, si HG' est un sous-groupe propre de G, alors HG’ et G/HG" sont de Cernikov, ce
qui donne la contradiction que G est de Cernikov. Par conséquent, G = G'H = G’ (x).
On en déduit que si G est non-parfait, alors il est non-F-parfait. L’inverse est aussi
vrai; car si IV est un sous-groupe normal propre d’indice fini dans GG, alors comme avant
G=NH=NH'(z).SiG= NH', alors H /H' NN est fini. Comme H n’est pas un F'C-
groupe, H' N N est infini et donc H' N N est un sous-groupe infini H-admissible de H’, il
s’ensuit que H' = H' N N et par suite H' < N ce qui donne la contradiction que G = N.
Par conséquent, N H' est propre dans G et donc G est non-parfait car G' < NH'. Ainsi

dans les deux cas, nous avons que G = G' (), © & G’ et ™ € (' pour un certain entier
) )
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positif m. Soit M un sous-groupe propre d’indice fini dans G’, ce qui implique que Mg
est un sous-groupe propre normal et d’indice fini dans G, d’'o0 G = MgH = MgH' (x)

ce qui donne G’ = MgH'. On en déduit que
|GI : MG’ = ‘MgHI : MG’ = |Hl : HlﬂMg| < 0.

Comme H’ est divisible, on déduit que H' = H' N Mg < Mg. D'oa G = Mg (x) ce
qui donne la contradiction que G’ = Mg. Par conséquent, G’ est F-parfait et donc il
est abélien divisible car G’ est un (BF).A-groupe. Comme G’ n’est pas périodique, il
admet un élément g d’ordre infini, ¢a implique que G = (g, H) = g H. Par conséquent,
G' = g¢HNG = (HNG") g% car g% < G'. Posons o(x) = k, g¢ = ¢ = <g,g‘”,~ : --,g’”k71>
est un groupe abélien de type fini, il s’ensuit que G'/H N G’ ~ ¢%/¢% N (H N G') est
divisible, donc il est trivial car tout groupe abélien divisible et de type fini est trivial. Il en

résulte que G’ = H NG’ < H ce qui donne la contradiction que G = H. Par conséquent,

G est un (PF).A-groupe. B
Le lemme précédent possede la conséquence suivante.

Corollaire 2.5.2. Si G est un groupe localement gradué dont tout sous-groupe propre
est soit un (PF)L-groupe ou de Cernikov. Alors G est soit un (PF)L-groupe ou de

Cernikov.

Démonstration. Par 1’absurde, on suppose que G n’est ni un (PF')L-groupe ni de
Cernikov, donc G est un (gF).A-groupe d’aprés le Lemme précédent. Si G est périodique,
alors il est un F'C-groupe et tout sous-groupe propre de G est un C'L-groupe. Par le
Théoréme 1.5.1.6, G est un C'L-groupe et d’aprés le Théoréme 1.5.2.2, G est un F'L-
groupe. Une contradiction qui montre que G n’est pas périodique. Il est clair que G ne soit
pas de type fini et puisque G est un (PF)C-groupe, alors il est localement (polycyclique-
par-fini). Supposons que G est de rang infini et comme tout (PF') L-groupe non périodique

est une extension finie d’'un sous-groupe polycyclique, alors tout sous-groupe propre de
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rang infini est un F'L-groupe. Il est facile de voir que tout (PF)C-groupe simple est
fini, donc G’ n’admet aucune image homomorphe simple de rang infini. Par conséquent,
G est un FL-groupe par le Théoréme 2.3.4 c’est une contradiction qui montre que G
est de rang fini. Supposons que G admet un sous-groupe propre H d’indice fini dans
G, ca implique que H est polycyclique-par-fini car G' n’est pas périodique, ce qui donne
la contradiction que G est polycyclique-par-fini. Par suite G n’admet aucun sous-groupe
propre d’indice fini, donc G est un groupe abélien divisible et non périodique. Il est connu
qu’il existe deux sous-groupes propres M et N de G tels que G = M N et G/M, G/N sont
quasicycliques par [5, Lemme 2.9], ce qui implique que M et N sont des (PF')L-groupes
non-périodiques, d’ott M et N sont polycycliques par le Lemme 2.2.2 et donc G € B.

C’est une contradiction qui montre que G est un PF-groupe. W

Théoréme 2.5.3. Soit G un groupe localement gradué.
(i) Si G satisfait la condition minimale sur les sous-groupes non-((PF)LU(PF).A), alors
G est soit un ((PF)L U (BF)A)-groupe ou de Cernikov.
(i) Si G ne posséde qu’un mombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes non-

((PF)L U (BF)A), alors G est soit un (PF)L U (BF).A)-groupe ou de Cernikov.

Démonstration. (i) Par I’absurde, on suppose que G n’est ni un ((PF)L U (B5F).A)-
groupe ni de Cernikov. Il est facile de voir que si K est un groupe et X et ) deux classes de
groupes tel que X C ), alors K satisfait la condition minimale sur les sous-groupes non-
X implique que K satisfait la condition minimale sur les sous-groupes non-Y, il s’ensuit
que G satisfait la condition minimale sur les sous-groupes non-((PF)LU(*BF).A U ). Par
suite G contient un sous-groupe H qui est un non-((PF) LU (PF).A U €)-groupe minimal,
c’est une contradiction par le Lemme 2.5.1.

(#) Dans [17, Proposition 3.3], il est prouvé que si X est une classe de groupes stable par
passage aux sous-groupes et si K est un groupe localement gradué ayant un nombre fini de
classes de conjugaison de sous-groupes non-X, alors K est localement (X-par-fini). Donc

tout sous-groupe de type fini est ((PF)L U (BF).A)TF, il s’ensuit que tout sous-groupe
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de type fini est une extension fini d’un sous-groupe polycyclique. Par suite G satisfait
localement la condition maximale sur les sous-groupes. Maintenant, le Lemme 4.6.3 de
[1] il dit que si K est un groupe qui satisfait localement la condition maximale sur les
sous-groupes et si H est un sous-groupe de K tel que H* < H pour un certain élément x
de K, alors H* = H. On déduit que G satisfait la condition minimale sur les sous-groupes
non-((PF)L U (BF).A). Par conséquent, G est soit un ((PF)L U (PF).A)-groupe ou de
Cernikov par (7). B

Le théoreme précédent possede la conséquence suivante.

Corollaire 2.5.4. Soit G un groupe localement gradué.

(i) Si G satisfait la condition minimale sur les sous-groupes non-(PF)L, alors G est soit
un (PF)L-groupe ou de Cernikov.

(ii) Si G n’admet qu’un nombre fini de classes de conjugaison de sous-groupes non-

(PF)L, alors G est soit un (PF)L-groupe ou de Cernikov.

Démonstration. (i) Par 'absurde, on suppose que G n’est ni un (PF)L-groupe ni de
Cernikov. 1l est clair que G satisfait la condition minimale sur les sous-groupes non-
(PF)L U (BF)A), ¢a implique que G est un (PF).A-groupe par le Théoréme 2.5.3.
Comme G n'est pas de Cernikov, il ne peut pas étre un non-(PF') L-groupe minimal
d’apres le Théoreme 2.2.6, donc GG contient un sous-groupe propre H n’appartient pas a
la classe (PF)L et H est minimal par rapport a ces conditions, il s’ensuit que H est un
non-( PF') L-groupe minimal, donc il est un non-FC-groupe minimal non-parfait par le
Théoréme 2.2.6, c’est une contradiction avec le fait que G’ est un (§)-groupe.

(i) D’apres [17, Proposition 3.3, G satisfait localement la condition maximale sur les
sous-groupes et par un résultat de Zaitsev [1, Lemme 3.4], on déduit que G satisfait
la condition minimale sur les sous-groupes non-(PF)L. Par conséquent, G est soit un

(PF)L-groupe ou de Cernikov par (7). B
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Chapitre 3

Non-M(C-groupes minimaux

3.1 Introduction

Soit X une classe de groupes. Un groupe G est dit un XC-groupe si le groupe quotient
G/Cq (ZEG) est un X-groupe pour chaque élément x dans GG. Lorsque X = § la propriété
SC est la propriété familiere d’étre un F'C-groupe. D’autre classes de XC-groupes qui
ont été étudiés sont C'C' (respectivement, PC, (PF)C, MC et M,C')-groupes que nous
obtenons lorsque nous prenons pour X la classe des groupes de Cernikov (respectivement,
polycycliques, polycycliques-par-finis, (résolubles-par-finis) minimax et minimax réduits)
(voir [40], [16], [23] et [25]). On dit également qu'un groupe G est un non-XC-groupe
minimal si G n’est pas un XC-groupe mais tous ses sous-groupes propres sont des XC-
groupes. V. Belyaev et N. Sesekin sont les premiers qui ont étudié les non-XC-groupes
minimaux. Ils ont caractérisé dans [4] les non-F'C-groupes minimaux dans le cas ou le
groupe posséde une image homomorphe non-triviale finie. Plusieurs chercheurs ont étudié
ce probléme et ils ont trouvé quelques résultats. Les non-C'C-groupes minimaux ont été
étudié dans [32] et [2]. Dans [32] J. Otal et J. M. Pena, ont montré que si G est un
non-C'C-groupe minimal, alors il est parfait et F-parfait. De plus si G est localement
gradué, alors il est localement fini et dénombrable. Dans ce chapitre on va généraliser ce

résultat, nous montrons que tout non-M C-groupe minimal est parfait et n’admet aucun
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sous-groupe propre d’indice fini.

3.2 Groupes ayant des sous-groupes propres d’indice
fini et dont tous les sous groupes propres sont des
MC-groupes

Dans cette section on va caractériser les groupes possédent un sous-groupe propre
d’indice fini et dont tous les sous-groupes propres sont des M C-groupes. Nous montrons
que si G est un groupe admettant une image homomorphe non-triviale finie, alors G est
un M C-groupe si, et seulement si, tout sous-groupe propre de G est un M C-groupe.
Pour ce faire, on va donner quelques résultats qui seront utilisés dans la démonstration

du Théoréme 3.2.8.

Lemme 3.2.1 [5, Proposition 2.10]. Soit G un groupe tel que G*, le résiduel fini de G
est un sous-groupe propre dans G et G/G* est fini. Si tout sous-groupe propre de G est
un M C'-groupe, alors G est un MC'-groupe.

Lemme 3.2.2 [5, Lemme 2.3]. Soit G un non-MC'-groupe minimal. Alors il existe un
nombre premier p tel que si H est un sous-groupe normal d’indice fini dans G, alors

G/H est un groupe cyclique d’ordre une puissance de p.

Lemme 3.2.3 [5, Lemme 2.2]. Soit H un MC-sous-groupe d’indice fini d’un groupe G.
Alors H est contenu dans le MC'-centre de G.

Lemme 3.2.4 [5, Lemme 2.8]. Soient p un nombre premier et G un groupe tel que chaque
image homomorphe finie de G est un p-groupe. Si G est un M,C-groupe, alors il est un

FC-groupe.

Lemme 3.2.5 [25, Corollaire 7). Soit G un M,C-groupe. Si G/Frat(G) est minimaxz,

alors G/Z(G) est minimaz réduit.
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Lemme 3.2.6 [29, Lemme 2.10]. Soit G un groupe. Si G/Z(G) est localement cyclique,

alors G est abélien.

Lemme 3.2.7 [31, Page 6]. Soit G un groupe abélien. Si G/Frat(G) est fini, alors G

est divisible-par-fini.
Maintenant, on peut montrer le seul résultat de cette section.

Théoréme 3.2.8. Soit G un groupe tel que G*, le résiduel fini de G, est un sous-groupe
propre dans G. Alors G est un MC-groupe si, et seulement si, tout sous-groupe propre

de G est un MC-groupe.

Démonstration. Par ’absurde, on suppose que G est un non-M C-groupe minimal,
donc d’apres le Lemme 3.3.1, G/G* est infini. Soient H et K deux sous-groupes normaux
d’indice fini dans G, donc |G : H N K| est fini divisible par |G : H| et |G : K|. D’aprés
le lemme 3.2.2; il existe un nombre premier p tel que |G : H| = p", |G : K| = p™ et
|G: HN K| =p* Sin < m,alors H < K car le groupe cyclique G/H N K admet un
seul sous-groupe d’ordre k£ ol k est un entier strictement positif. Donc on peut déduire
que les sous-groupes d’indice fini forment une serie. Par suite, comme G//G* est infini, il

existe une chaine descendente infinie de sous-groupes normaux de GG

tel que pour tous les entier positifs, G/G,, soit d’ordre p™ oun € N et G* est I'intersection
de tous les GG,,. Comme G /G est un groupe cyclique d’ordre p, il existe un élément = de
G tel que G/G1 = (xG1) et zP appartient & (G;. Maintenant, par récurrence sur n, on
peut montrer que G/G, = (xG,,). Supposons que G/Gyp_1 = (£G_1), on 27" € Gp_y.
Siz?" ' € G,, alors (xG,) est un sous-groupe de G/G,, d’ordre p"~!, ce qui implique que
G1/G,, = (zG,,), car G/G,, est cyclique et G1/G,, est un sous-groupe de G/G,, d’ordre
p"~1. En conséquence, G; = (z,G,), mais G = (Gy,z), donc G = (z,G,) et G/G, est

1

d’ordre p"~!, c’est une contradiction. D’on 27" ¢ G,,, ce qui donne (zG,,) est d’ordre
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p", on déduit que G/G,, = (zG,,) et G = (G, x), pour chaque entier positif n. Il est clair
que z est d’ordre infini. Posons N = G est un MC-groupe, donc K = (27)% = (a*)"
est (résoluble-par-fini) minimax. Il est facile de voir que (G/K)* = N/K et D’aprés le
Lemme 3.2.1, G/K est un M C-groupe, d’ott ¢/ K est (résoluble-par-fini) minimax et par
suite ¢ est (résoluble-par-fini) minimax car la classe des groupes ( résolubles-par-finis)
minimax est stable par extension. Posons G = G/D((G). Comme les sous-groupes abéliens
divisibles d’un groupe sont contenus dans le résiduel fini, alors D(G) < G* et par suite
G = G*/D(G), ca implique que G/G" = (G/D(G))/(G*/D(G)) ~ G/G*, donc G/G"
est infini. Supposons que G est non-M C-groupe minimal, alors on peut remplacer G par
G, donc on peut supposer que D(G) = 1. On sait que D(G) contient tous les sous-groupes
abéliens divisibles périodiques et normaux dans G, donc D(z%) < D(G). Par suite 2¢ est
(résoluble-par-fini) minimax et D(2¢) = 1, ¢a implique que 2% est minimax réduit, donc
x est un M,.C-élément de G par le Lemme 1.4.2.5, il s’ensuit que G est un M C-groupe
car N est contenu dans le M C(G) par le Lemme 3.2.3. Une contradiction qui montre que
G = G/D(G) est un MC-groupe. D’aprés le Lemme 1.2.2.9, il est facile de montrer que
D(G) est trivial et par le Corollaire 1.4.2.7, G/D(G) est un M,C-groupe, donc G/D(G)
est un F'C-groupe par le Lemme 3.2.4, ¢a implique que (G/D(G))* < Z(G/D(G)). On a
D(G) < G* et (G/D(G))* = G*/D(G). Par suite

(G/D(G)) = G'D(G)/D(G) < G"/D(G) < Z(G/D(@))

Et donc G/D(G) est nilpotent de classe < 2. D’autre part, il est facile de voir que
G/D(G) admet un sous-groupe propre d’indice fini, donc G/D(G) admet au moins
un sous-groupe maximal. Soit M/D(G) un sous-groupe maximal de G/D(G), donc
M/D(G) < G/D(G) et G/M est cyclique d’ordre p, d'ot M = N car G admet un
seul sous-groupe d’indice p. Par conséquent, G/D(G) admet un seul sous-groupe maxi-
mal, ¢a implique que Frat(G/D(G)) = N/D(G) et (G/D(G))/Frat(G/D(G)) ~ G/N
est fini. D’apres le Lemme 3.2.5, (G/D(G))/Z(G/D(G)) est minimax réduit et puisque
G/D(G) est un FC-groupe, alors (G/D(G))/Z(G/D(G)) est périodique, ce qui montre
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que (G/D(G))/Z(G/D(Q)) est cyclique fini. D’apres le Lemme 3.2.6, G/D(G) est abé-
lien et par le Lemme 3.2.7, G/D(G) est divisible-par-fini, donc il existe M/D(G) <
G/D(G) tels que M/D(G) soit divisible et (G/D(G))/(M/D(G)) est fini, ¢a implique que
M/D(G) < (G/D(QG))* et puisque le résiduel fini d’un groupe est contenu dans tout sous-
groupe d’indice fini, alors (G/D(G))* = M/D(G), il s’ensuit que (G/D(G))/(G/D(G))* =
(G/D(G))/(G*/D(G)) ~ G/G* est fini, c’est une contradiction avec le fait que G* est
d’indice infini dans G. Par conséquent, G est un M C-groupe. Bl

Comme conséquence immédiate du Théoréme précédent, nous avons la généralisation

suivante du résultat de Otal et Pena [32] :

Corollaire 3.2.9. Tout non-MC-groupe minimal est F-parfait.

3.3 Groupes non-parfaits dont tous les sous-groupes
propres sont des M (C-groupes

Dans cette section on va caractériser les groupes non-parfaits dont tous les sous-
groupes propres sont des M C-groupes. Nous montrons que si G est un groupe admettant
une image homomorphe non triviale abélienne, alors G est un M C-groupe si, et seulement
si, tout sous-groupe propre de GG est un M C-groupe. Pour montrer le résultat principal

de cette section nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 3.3.1 [10, Lemme 2.1]. Soit G = HK le produit de deux sous-groupes H et K
et soit t € HN K. Si x est un FC-élément de H et de K, alors il est un FC-élément
de G.

Pour montrer le lemme suivant, nous utilisons le socle d'un groupe abélien divisible
de Cernikov, c’est le produit direct d’un nombre fini de sous-groupes normaux minimaux.
C’est-a-dire le socle d’un groupe abélien divisible de Cernikov, c¢’est le produit direct d’un

nombre fini des groupes cycliques d’ordre premier dans ce groupe.
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Lemme 3.3.2. Soit G un groupe non-parfait et F-parfait tel que G’ est de torsion. Si
tout sous-groupe propre de G est un MC'-groupe, alors G est nilpotent de classe inférieure

ou égale a deux.

Démonstration. Par les résultats de Cernikov et Baumslag ( voir [40, Théoréme 9.23))
si G est un groupe hypercentral F-parfait, alors il est radicable et le sous-groupe de
torsion T' de G est contenu dans le centre de G, donc puisque G est F-parfait et G’
périodique, il suffit de montrer que G est hypercentral. Dans ce but, nous allons montrer
que chaque image homomorphe non-triviale G = (/L admet un centre non-trivial. Si
G est un MC-groupe, alors il est nilpotent de classe < 2 par le Corollaire 1.4.2.11,
et donc Z(G) # 1. Maintenant, supposons que G ne soit pas un MC-groupe. Il est
clair que é/é’ est abélien divisible. Premiérement, supposons que 6/5, soit périodique,
donc G est périodique, ce qui donne tout sous-groupe propre de G est un C'C-groupe.
Si G est non-parfait, alors G est un C'C-groupe par le Théoréme 1.2.2.10. C’est une
contradiction avec le fait que G n’est pas un M C-groupe, donc G est parfait, ca implique
que G/L = (G/L) = G'L/L ~ G'/L N G" est un CC-groupe. Une contradiction qui
montre que @/@’ n’est pas périodique. D’aprés le Lemme 2.2.2, il existe deux sous-
groupes propres M = M/L et N = N/L de G contenant G tels que G = MN et G/M,
G/N sont quasicycliques, ce qui implique que M et N sont des MC-groupes et donc M
et N sont des MC-groupes. Soit 1 # 7 € 6/, donc @, N> est un sous-groupe propre
dans G, ca implique que yﬁ est (résoluble-par-fini) minimax et périodique, donc yﬁ est
de Cernikov. Si yﬁ est infini, alors le socle de la partie divisible de yﬁ est un sous-groupe

normal fini non-trivial dans N, soit K. Soit 1 # Z € K, donc N/Cx(Z") est fini. Par

M

suite il est facile de voir que G = MCx(ZV) car G est F-parfait. On a 7¢ = TV est

(résoluble-par-fini) minimax et périodique, donc 7 est de Cernikov. Si S est le socle de

la partie divisible de Z¢, alors S est un sous-groupe non-trivial fini et normal dans G,
donc G/Cx(S) est fini. Comme G est F-parfait, G = Cz(S), donc 1 # S < Z(G). Par
conséquent, GG est hypercentral, donc G’ < Z(G) et G nilpotent de classe < 2. B
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Maintenant, on peut démontrer notre résultat principal dans cette section.

Théoréme 3.3.3. Soit G un groupe non-parfait. Alors G est un MC-groupe si, et

seulement si, tout sous-groupe propre de G est un MC'-groupe.

Démonstration. Par ’absurde on suppose que G est un non-M C-groupe minimal,
donc d’aprés Corollaire 3.2.9, G est F-parfait et par le Théoréme 1.2.2.10, G n’est pas
périodique. Supposons que G’ admet un sous-groupe propre d’indice fini, donc il existe
un entier positif n tel que (G)" soit un sous-groupe propre de G’. Posons G = G/ (G")",
si E/@, est périodique, alors G est périodique, ¢a implique que tout sous-groupe propre
de G est un CC-groupe et donc G est un C'C-groupe par le Théoréme 1.2.2.10 et d’aprés
le Lemme 1.2.2.4, G est abélien, d’ou G’ = (G")". Une contradiction qui montre que
@/@l n’est pas périodique, donc il existe deux sous-groupes normaux propres M et N
de G contenant G tels que G = MN et G/M, G/N sont quasicycliques par le Lemme
2.2.2. On a pour chaque élément T € G, le sous-groupe <E, M> est propre dans G et
donc est un MC-groupe, ce qui montre que M est (résoluble-par-fini) minimax. On a
<f§/) e = <f@’> =G /G ~ 7M7Y NG est cyclique, mais TV NG est (résoluble-
par-fini) minimax et d’exposant fini, donc 71 NG est fini car tout groupe de Cernikov
d’exposant fini est fini. Par conséquent, M est fini-par-cyclique, il s’ensuit que T est un
FC-élément de <f, M> car le groupe des automorphismes d'un groupe fini-par-cyclique
est fini. De la méme maniére T est un F'C-élément de <E, N> . D’aprés le Lemme 3.3.1,
7 est un FC-éléement de G, il s’ensuit que G est un FC-groupe, donc G est abélien et
par suite G’ = (G')". Une contradiction qui montre que G’ est F-parfait, donc G’ est
nilpotent de classe inférieure ou égale a deux par le Corollire 1.4.2.11. Ce qui montre que
G’ admet un sous-groupe de torsion, soit 7. Soit x € G, il est clair que (G’,z) # G car
tout groupe abélien divisible de type fini est trivial, donc (G’, ) est un M C-groupe, d’ou
(G', x) /T est aussi un MC-groupe. Maintenant, soit A/T un sous-groupe de Cernikov

divisible et normal dans (G’,z) /T. On a
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G'A/T
G'JT

AJT
(ANG)/T = A/TNG'/T

~ GA/G ~ AJANG' ~ ~ AJT

Car G'/T est sans torsion et A/T est périodique. Et

/
% ~ G (z) /G = (z) /G'N(z)
Est cyclique, ce qui donne A/T est cyclique et comme A/T est divisible, alors il est
trivial, d’ou D((G', x) /T') est trivial. Par conséquent, (G, z) /T est un M,C-groupe par
le Corollaire 1.4.2.7, donc G'/T < Z({(G',z) /T) pour tout élément z € G car dans un
M, C-groupe tout sous-groupe F-parfait est central, ¢a implique que G'/T < Z(G/T) et
G /T est nilpotent de classe inférieure ou égale a deux. Soit P/T le sous-groupe de torsion
de G/T et puisque G/P est un groupe sans torsion dont tous les sous-groupes propres
sont des M C-groupes, alors ils sont des M, C-groupes. Il est facile de voir que G/P est
non-parfait, donc d’apres le Corollaire 1.4.2.15, G/ P est un M, C-groupe et puisque G/P
est F-parfait, alors il est abélien, ce qui donne G’ est périodique. Par le Lemme 3.3.2, G
est nilpotent de classe < 2. On a GG/G’ est un groupe abélien divisible non périodique,
donc d’apres le Lemme 2.2.2, il existe deux sous-groupes propres N; et Ny de GG contenant
G’ tels que G = N1 N, et G/Ni,G/N,y sont quasicycliques. Soit g € G, il est facile de
voir qu’il existe un certain entier positif n tel que g" € N1 N N,. Puisque G est radicable,

alors G = G", donc [G, g] = [G", g] =[G, g]" car G = Z5(G). On a

G ) = (N0, g™ Vo))

Comme G’ < Z(G), alors

(G, 9] = [N1,9]" [N2, 9]" = [Ny, g"] [N2, g"]

Puisque N; est un MC-groupe, alors [Ny, ¢g"] est (résoluble-par-fini) minimax par le

Théoréme 1.3.8, et comme G’ est périodique, [Ny, g"] est de Cernikov. De la méme maniére
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[Ny, g"] est de Cernikov, ca implique que [G, g] est de Cernikov. On a G < Z(G), donc
G = C¢(|G, g]) pour tout g € G, d’apres le Théoreme 1.2.2.3, G est un C'C-groupe. Une

contradiction qui montre que G est un M C-groupe. B

Comme conséquence immédiate du Théoréme précédent, nous avons la généralisation

suivante du résultat de Otal et Pena [32] :
Corollaire 3.3.4. Tout non-MC'-groupe minimal est parfait.

Corollaire 3.3.5. Soit G un non-MC-groupe minimal. Alors G est localement gradué

si, et seulement si, G est de type infini.

Dans [9] Cernikov a prouvé que tout groupe localement (résoluble-par-fini) de rang fini
est une extension finie d’un sous-groupe localement résoluble et dans [40, Lemme 10.39]
tout groupe localement résoluble de rang fini est hypercentral-par-résoluble. D’apres ce

qui précéde, on peut déduire la conséquence suivante.

Corollaire 3.3.6. Si G est un groupe localement gradué non-M C-groupe minimal, alors

G est de rang infin.

Dans [7, Corollaire 6.1] M. Bouchelaghem et N. Trabelsi, ont montré que si G est un
groupe de rang infini admettant une image homomorphe finie ou abélienne non triviale
et dont tout sous-groupe propre de rang infini est un M C-groupe, alors tout sous-groupe
propre de G est un M C-groupe. D’apres ce qui précéde, le Théoreme 3.2.7 et le Théoréme

3.3.3 on peut déduire la conséquence suivante :

Corollaire 3.3.7. Soit G un groupe de rang infini admettant une image homomorphe
finie ou abélienne non triviale. Si tout sous-groupe propre de rang infini de G est un

MC'-groupe, alors G est un MC'-groupe.
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