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Abstract
This thesis studies two fundamental principles in the theory of second-order

elliptic and parabolic partial differential equations: the maximum principles and
Harnack’s inequality. We prove the weak and strong maximum principles, using
Hopf’s lemma to show that an interior maximum forces the solution to be constant.
We then establish Harnack’s inequality, which provides quantitative comparison
bounds for positive solutions. Starting from harmonic functions, we extend the re-
sult to elliptic operators with smooth coefficients, stateMoser’s results for measur-
able coefficients, and prove the parabolic Harnack inequality. As an application,
we use it to prove the strong maximum principle for parabolic operators. These
results form a unified framework for understanding the regularity and pointwise
behavior of solutions.

Keywords: maximum principles, Harnack inequality, elliptic PDEs, parabolic
PDEs, Hopf’s lemma, positive solutions.
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Résumé
Cette thèse étudie deux principes fondamentaux dans la théorie des équations

aux dérivées partielles elliptiques et paraboliques du second ordre : les principes
du maximum et l’inégalité de Harnack. Nous prouvons les principes du maximum
faible et fort, en utilisant le lemme de Hopf pour montrer qu’unmaximum intérieur
force la solution à être constante. Nous établissons ensuite l’inégalité de Harnack,
qui fournit des bornes de comparaison quantitatives pour les solutions positives. En
partant des fonctions harmoniques, nous étendons le résultat aux opérateurs ellip-
tiques à coefficients réguliers, énonçons les résultats deMoser pour les coefficients
mesurables, et prouvons l’inégalité de Harnack parabolique. Comme application,
nous l’utilisons pour prouver le principe du maximum fort pour les opérateurs pa-
raboliques. Ces résultats forment un cadre unifié pour comprendre la régularité et
le comportement ponctuel des solutions.

Mots-clés : principes du maximum, inégalité de Harnack, EDP elliptiques, EDP
paraboliques, lemme de Hopf, solutions positives.
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الملخص
واܳٴ؇راًިܳ٭۰ ا۱৕৑ܹ٭ܹ۠٭۰ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ل۰ َޙݠ ሒᇭ ඔ൹أݿ؇ݿ٭ દઊ݁ٴڎأ ۰༡ޗݠو৙৑ا ۱ڍه ࣁࣖرس
ً؇ݿٺ༱ڎام ل۰، واܳگި اܳݯأ٭ڰ۰ اܳگݱިى ݁ٴ؇دئ ཹྦྷٴب ۱؇رَ؇ك. ۰࿩ਜ਼اଫଐ݁و اܳگݱިى ݁ٴ؇دئ :۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁
۰࿩ਜ਼اଫଐ݁ ཹྦྷٴب ቕ቉ .ً؇ਐಸ؇ٔ لܝިن أن আॻ༟ اࠍ੆ܭ ଫଊ᛻෠ູ اᄴᄟا༠ܹ٭۰ اܳگݱިى اܳٷگޚ۰ أن ৕৑ޖ۳؇ر ۱ިًژ ۱ଫଊ݁ٷ۰
۰༶اܳٷྥ٭ ਐಸިݿ٭ؕ َگިم اܳٺިاڣگ٭۰، اᄴᄟوال ݆݁ ً اَޚఈఃڢ؇ اৎ৊ިۏٴ۰. ࠯࠵࠺ߺࠊل ᆇᅒ٭۰ ݁گ؇ر۰َ ༡ڎود ّگڎم มฆܳا ۱؇رَ؇ك،
وཹྦྷٴب ይዧگ٭؇س، ᄭᄥً؇اܳگ గጻዧأ؇ఈః݁ت ๤ངި݁ ༇຀؇ਐ಻ ாணࣕ وࢾ ،۰ᆇᅦ؇اܳٷ اৎ৊أ؇ఈః݁ت ذات ا۱৕৑ܹ٭ܹ۠٭۰ اৎ৊ޝߜߵات ሌᇿإ
႟ၽ૰૜ اܳٴ؇راًިܳ٭۰. గጻዧޝߜߵات اܳگިي اܳگݱިى ݁ٴڎأ ਊು৕৑؇ت ؇ዛᔻڎ༱ٺ૭૙ ܋ٺޚٴ٭ݑ، اܳٴ؇راًިܳ٭۰. ۱؇رَ؇ك ۰࿩ਜ਼اଫଐ݁

࠯࠵࠺ߺࠊل. اܳٷگޚ޶ واܳފߺࠊك اਐ಻৖৑ޙ؇م ܳڰ۳ܾ ً ༡ި݁ڎا ً إޗ؇را ༇຀؇اܳٷٺ ۱ڍه
݁أ؇د৖৑ت إ۱ܹ٭ܹ۠٭۰، ۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت ۱؇رَ؇ك، ۰࿩ਜ਼اଫଐ݁ اܳگݱިى، ݁ٴ؇دئ اिऻء׫ոؼמ١: اڤոஈ࿦࿮ت

݁ިۏٴ۰. ༡ߺࠊل ً؇راًިܳ٭۰، ۰ਃಮඹජ ّڰ؇ݪܹ٭۰
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